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რედაქტორის წინასიტყვობა 
სახელმძღვანელო,- „ზოგადი ტოპოლოგია და დიფერენციალური გეომეტრია “, შედგება 

ორი ნაწილისაგან: ზოგადი ტოპოლოგიას, დიფერენციალური გეომეტრია. პორველი წაწილი,- 

დზოგადი ტოპოლოგი), მოიცავს ისეთ საკირხებს. როგორებიცაა:ა: ტოპოლოგიური სტრუქტურები, 

ტოპოლოგიური სივრცეები, ტოპოლოგიური ოპერაციები, მეტრიკული სტრუქტურები, 

მეტრიკული სივრცეები, უწყვეტი ასახვები, ტოპოლოგიურ სივრცეთა განცალებადობა, 

ტოპოლოგიური კონსტრუქციები, ტოპოლოგიურ სივრცეთა ბმულობა, კომპაქტური 

ტოპოლოგიური სივრცეები, ლოკალურად კომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცეები, 

პარაკომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცეები, ერთეულის დაყოფა, ასახვათა სივრცეები, 

ტოპოლოგიურ სივრცეთა განზომილება. 

სახელმძღვანელოში საკმაო სისრულითაა გადმოცემული ზოგადი ტოპოლოგიის ეს 

ძირითადი საკითხები ყველა საკითხი გადმოცემულია სწორი მეთოდოლოგიური 

თანმიმდევრობით, კომპაქტურად, მაგრამ ამომწურავად. 

სახელმძღვანელოს მეორე ნაწილი,- დიფერენციალური გეომეტრია, აგებულია პირველი 

ნაწილის საფუძველზე, იწყება ტოპოლოგიური მრავალსახეობის ცნებით, და მოიცავს ისეთ 

საკითხებს როგორებიცაა დიფერენციალური სტრუქტურები და დიფერენციალური 

მრავალსახეობები, დიფერენცირებადი და გლუვი ასახვები, რიმანის და ფსევდორიმანის 

მეტრიკები, რიმანის ფსევდორიმანის მრავალსახეობები, ევკლიდური და არაევკლიდური 

მეტრიკები მრავალსახეობებზე, წირთა თეორია, ზედაპირთა თეორია., ზედაპირები როგორც 

დიფერენცირებადი მრავალსახეობები, ტენზორები, ტენხორული ველები, ტენზორთა 

დიფერენცირებ”ა· ტენხორს კოვარიანტული წარმოებული„ დიფერენცირებადი 

მრავალსახეობები აფინური ზბმებით, პარალელური გადატან,ა გეოდეზიური წირები 

მრავალსახეობაზე და %ზედაპირზე, აფინური ბმის სიმრუდის ტენზორი, სკალარული 

სიმრუდე და სიმრუდე ორგანზომილებიანი მიმართულებებით, დადებით და უარყოფით 

მუდმივ სიმრუდიანი ზედაპირები და მათი კლასიფიკაცია, დიფერენციალური ფორმები, 

მათი დიფერენცირება და ინტეგრება სტოქსის ფორმულა. აქაც ყველა საკითხი 

გადმოცემულია სწორი მეთოდოლოგიური თაწმიმდევრობით, კომპაქტურად და 

ამომწურავად. სახელმძღვანელოში განხილულია ბევრი ამოცანა და მაგალითი, როგორც 

ზოგადი ტოპოლოგიიდან ასევე დიფერენციალური გეომეტრიიდან. სახელმძღვანელოს 

ბოლოში მოყვანილია ამოცანათა კრბული, როგორც ზოგად ტოპოლოგიაში ასევე 

დიფერენციალურ გეომეტრიაში. 

სახელმძღვანელო მთავრდება გამოყენებული და თემებთან დაკავშირებული 

ლიტერატურის ვრცელი ჩამონათვალით. 

სახელმმღვანელო სრულიად შეესაბამებს გორის სახელმწიფო სასაწავლო 

უნივერსიტეტის მათემატიკის სპეციალობის საგანმანათლებლო პროგრამას, გამოადგება 

ყველას, ვინც ტოპოლოგიისა და დიფერენციალური გეომეტრიის საკითხების შესწავლით 

არის დაინტერესებული. 

რედაქტორი: გორის სახელმწიფო სასწავლო უნივერსიტეტის პროფესორი 

%ზურაბ ზერაკიმძე
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ნაწილი I 

ზოგადი ტოპოლოგია 
ზოგიერთი ცნება სიმრავლეთა თეორიიდან 

40 840 8,4%8,4= 8 სიმბოლოები გამოსახავენ ორი სიმრავლის გაერთიანებას, 

თანაკვეთას, ერთი სიმრაელის დამატებას მეორეში, ორი სიმრავლის ტოლობას. თუ ძ 

ელემენტი შედის 4 სიმრავლეში მაშინ წერენ 9 < 4 წინააღმდეგ შემთხეევაში ძდ 4. თუ 

8 წარმოადგენს “– სიმრავლის ქვესიმრავლეს მაშინ წერენ „8 C 4 წინააღმდეგ შემთხვევაში 

8 Cთ 4. 
როდესაც 8 C 4,C C 4 ადგილი აქვს ტოლობებს: 

4MსV8აCო.ო =(4"8)რ(4'!თო. 

4V(8იC) =C4"8)C(C4!"C). 

ამ ტოლობებს დე-მორგანის ფორმულებს უწოდებენ. 

განევიხილოთ სიმრავლე (თ,ხ1), ამ სიმრაელიგან წარმოიქმნება ორი სიმრავლე: (თ,(ძი,ხ)), 

(ხ.(თ,ხ1. ამ სიმრავლეებს (ი,ხ) სიმრავლისჯგან წარმოქმნილ დალაგებულ წყვილებს 

უწოდებენ. ისინი აღინიშნება შესაბამისად:(თ,ჩ) და(ჩ,ძ). ერთელემენტიანი სიმრავლე (ი) ასევე 

წარმოქმნის დდალაგებულ წყვილს (ძ.(ი)1, ეს დალაგებული წყეილი აღინიშნება ასე: (ძ,თრ). 

(თ,ხ) დალაგებულ წყვილმი ძ-ს უწოდებენ დალაგებული წყვილის პირეელ კომპონენტს, ხ- 
სხვაობა დალაგებული წყეილის მეორე კომპონენტს. (თ,ი) დალაგებულ წყვილში პირველი და 

მეორე კომპონენტი ერთმანეთს ემთხვევა. 4 და 8 სიმრავლეთა დეკარტის ნამრავლი 

ეწოდება ისეთ დალაგებელ წყეილთა სიმრაელეს, რომლის პირეელი კომპონენტიც ეკუთუვნის 

4 სიმრავლეს, მეორე კომპონენტი კი 8 სიმრავლეს. ეს დეკარტის ნამრავლი აღინიშნავენ 

ასე: „0X 8. მაშასადამე, 

#4X8=LC0,0ხ)|თC 4,568). 

#და 8 სიმრავლეებზე განსაზღვრული პბინარული(ორადგძილიანი) მიმართება ეწოდება, აზ 

სიმრაელეთა ღეკარტული ნამრავლის რაიმე ქვესიმრაელეს. 

4და 8 სიმრავლეებზე განსახღვრული ბინარული / C 4X 8 მიმართებას ეწოდება ახსახ ვა 

4 სიმრავლიდან 8 სიმრავლეში, თუ ამ მიმართებას აქვს შემდეგია თვისებები: 

1. ყოველი ძ6C 4 ელემენტისთვის არსებობს ისეთი ხ C 8 ელემენტი. რომ (თ,ხ) C / 

2. თუ (ძ,ხ,)C / და(ძ,ხ,)C / . მაშინ ხ,=ხ,. თუ (ძთ,ხ)C / , მაშინ ვწერთ ხ= /(ი). 

ასახ ეას 4 სიმრავლიდან 8 სიმრავლეში აღნიშნაეენ ასე: / :4->8. 4 სიმრაელეს 

ასახვის განსაზღვრის არე ეწოდება, ხოლო 8 სიმრავლეს ასახეის მნიშვნელობათა არე. თუ 

C C # მაშინ /(C6 =VC)ICCC1)C ” სიმრავლეს C C 4 სიმრავლის ანასახი ან 

მეორენაირად C C 4 სიმრავლის სახე ეწოდება / ასახვის დროს. თუ #C 8. მაშინ 

# ICხ) =(ი 6 4| /(21C -) C 4 სიმრავლეს ს C 8 სიმრავლის წინასახე ეწოდება. 

ასასვას # :4 -> 8 ეწოდება ინექცია, თუ ძ,ხ C 4,ძ > ხ პირობიდან გამომდინარეობს, რომ 

#(0) 2 /C)- 
ასახვას / :4#->8 ეწოდება სიურექცია ანუ "ზე" ასახვა, თოო ყოველი ხ6C8 

ელემენტისათვის არსებობს ისეთი #ძ<6 4 ელემენტი, რომ /(ძ)=ხ.
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ასახეას რომელიც ერთდროულად ინექციაცაა და სიურექციაც. ბიექციას ანუ 

ურთიერთცალსახა ასახვას უწოდებენ. 

ორი /#/:4-38, §:8->C ასახვის კომპოზიცია ეწოდება ასახვას M::4#<+C, რომელიც 

განისაზღვრება ფორმულიო: )Xძ) = §C7(0)). მოცემული # და § ასახვის კომპოზიცია / 

აღინიშნება ასე: §9 / 

ყოველი / :4 -> 8 ბიექციისათვის არსებობს ასახვა # :I-+ +X რომელსაც მოცემული 

ბიექციის შეპრუნებული ასახეა ეწოდება. 

ასახვას. I, :4 = 4, რომელიც განისაზღვრება ფორმულით: )Iძ(0)=ძ,09C4 4 სიმრავლის 

თავისთაეზე იგივური ახახვა ეწოდება. ცხადია #/:453 8 ბიექციისათეის 

#9-#/ ” =)ძ,:# '9-/ =)ძ,. 

ადვილია ვაჩვენოთ, რომ თუ #/:4->8 რაიმე ასახვაა დაC, 0 C 4,#,# C 8., მაშინ ასხეის 

განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს: 

1. /(.4L/ 8) = /C4)C #(8), 

2 / (606) =/ C) CI I(V#). 

3 ,ანინი=/ხიი/მ(ი. 4/ MX6V)= / Mჩ)V/ 'C ). 
განვიხილოთ ბინარული მიმაროება 7 C 4X .4, რომელსაც აქვს შემდეგი თვისებები: 

L ყოველი ძ C « ელემენტისათვის წყვილი (თ.ი)C7. 

2. ოუ წყეილი (ი.ხ)C1. მაშიჩ წყეილი (ხ,ძთ)C4. 

3. თუ წყვილი (ძ.0)C1, წყვილი (ხ,C)C7 , მაშინ წყვილი (ხ.0C) C/ 

ასეთ ბინარულ მიმართებას 4 სიმრავლეზე გაჩსაზღვრული ეკვივალენტობის მიმართება 

ეწოდება. თუ (ძ,ნ1C7. მაშინ წერენ ი =ხ. ეკვივალეჩტობის მიმართება 4# სიმრავლეს ყოფს 

ურთიერთთანაუკვეთ კლასებად. ძ ელემენტის ქკვივალენტური ელემენტების ერთობლიობა, 

კლასი სღინიშნება ასე: Iი). 

განვიხსლოთ სიმრავლეთა რაიმე ერთობლიობა 3 განესაზღვროთ ამ ერთობლიობაში 

ეკეივალყნტობის მიმართება 7 C §X 5 შემდეგნაირად: ორი #.86C 53 სიმრავლისთეის წყვილი 

(4.8)C / მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდღესაც არსებობს ბიექცია: / : 4 -3 . 

ცხადია ასეთნაირად განსასღერული ბინარული მიმართება ეკეივალენტობის მიმართებაა. 

თუე 3 სიმრავლეთა მთელი ერთობლიობაა, მაშინ #X(8XC) სიმრავლიდან (-241X 8)XC 

სიმრავლეში არსებობს /((თ,(ხ,C))) = ((თ,ხ),C) ფორმულით განსაზღვრული ბიექცია 

# :4X(8XC) –> (4X8)XC. მაშასადამე -4XC8XC) სიმრავლე(4X 8)XC სიმრავლის 

ეკეივალენტურია, ისინი შეიძლება გავაიგივეოთ. ეს გაიგივება საშუალებას გვაძლევს 

განვსაზხღვროთ: სამი #.#9,C სიმრავლის დეკარტის ნამრაელი 

4X8XC = 4XC8XC3=(4X8)XC. 

ოოხი სიმრავლის დეკარტის ნამრაელი 

4X8XCX#0= 4X(8XCX#))=(4X8XC)X7#%, 

და ასე შემდეგ ი სიმრავლის დეკარტის ნამრავლი 

ტX8XCX..XნX = 4X(8XCX..X X ნ;)=(4X8XCX...X 6)XL 

- “- 
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4,./4.,...4, სიმრავლეებზე გაჩსახღვრული, ” ადგილიანი მიმართება ეწოდება, 4, % 4 X...%M4, 

სიმრაელის ნებისმიერ # ქვესიმრაელეს. 

4 უწოდებენ'სასრულ სიმრავლეს., თუ იგი-ეკეივალენტური არაა თავისი :რაიმე 8 C «4, 8 % 4 

ქვესიზრავლის. 

4 და 8 სიმრავლეებს უწოდებენ ტოლი' სიმძლავრის სიმრავლეებს, თუ· ეს სიმრავლეები 

ერთმანეთის: ეკვივალენტჟრია. ერთმანეთის ეკვიეჯლენტურ სიმრავლეთა კლასს კარდინალური 

რიცხვი, ანუ ამ კლასში შემავალ სიმრავლეთა სიმძლავრე ეწოდება. სიმრაგლეს, რომლის 

სიმძლავრეც ნატურალურ რიცხეთა სიმრავლის ·სიმპძლავრის.· ტოლია, თვლადი სიმრაგლე 

ეწოდება. თუ სიმრავლე თელადი არაა, მაშინ მას არათვლადი სიმრავლე. ეწოდება. 

ნატურალურ რიცხვთა სიმრაელის სიმძლავრე აღინიშნება ასე: 'ს (ალეფ ნოლი). 

რაიმე 4 სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეთა სიმრავლე აღინიშნება ასე: 27 თუ 4 

სიმრაელის შესაბამისი კარდინალური რიცხვია V. მაშინ 2” სიმრავლის შესაბამისი 

კარდინალური რიცხვი აღინიშნება ასე: 2' 

თეორემა(კანტორ-ბერ შტეინის თეორემა): ეთქეათ 4ღა 8 რაიმე სიმრავლეებია. თუ 

არსებობენ ბიექციები / :4->9M C 8ღა §:8 ->- 4 C 4, მაშინ 4და 8 ერთიდა იგივე 

სიმძლაერის სიმრავლეებია. 

კარდინალურ რიცხვთა სიმრაყლეში განისაზღვრება გამრავლების და შეკრების 

ალგერბრული ოპერაციები: თუ # სიგრავლის შესაბამისი კარდინალუერის რიცხვია 

თ, 8 სიმრავლის შესაბამისი კარდინალური რიცხვი /#, მაშინ თ+,9=X»7 სალაც 7 

428 სიმრავლის შესაბამისი კარდინალური რაცხვია. 

თა 4 სიმრაელის შესაბამისი კარდინალური რიცხვია V ჩ სიმრავლის შესაბამისი 

კარდინალური რიცსეი #. მამინ >>»X,9 = ; საჯ.ც”» 4X8 სიმრავლის რესაბალასი 

კარდინალაორი რიცხვია. 

ამორჩევის აქნიომა: სიმრაელეთა ყიოველი. 1#9# I-, ერთობდიოტისაოვის. სად-(C, რაიმე 

სიმრავლვეა, არსებობს ისეთი „საბვა 7 :5 -> ჯყჯქ·. რო #(§) 2 4,. ყოეელი 555 

ინდექსისადთევის. 

განვიხილოთ კიდყვ ერთი ბინარელი მიმართება 11 C 24X.4. რომელსაც აქეს შემდეგი 

თეისებებტი: 

1. ყოეელი #6C 4 ელემენტისათვის წყეილი (თ,ძ) CII 

2. თუ წყვილი (ი.ხ)CII, წყვილი (ხ,ი) C1L, მაშინ ი =ხ 

3. თუ წყვილი (თ,ხ)CII, წყვილი (ხ,C)CII, მაშინ წყვილი (ხ.C) CII. 

ასეთ ბიჩნარულ მიმართებას #4 სიმრაგლეზე განსახღვრული ნაწილობრივი დალაგების 

მიმართება ეწოდება. თუ (ი.ხ)CII1, მაშინ წერენ ძ <%. 

თუ დამატებით, ყოველი ორი #ძ,ხ C 4 ელემენტისათვის, აჩ (0,ხ)CII, ან (ხ,ძ) CI1, მაშინ 

II C 4X 4 მიმართებას 4 სიმრავლეზე განსაზღერული ' წრფივად დალაგების მიმართება 

ეწოდება. 
თუ 4 სიმრავლეზე.განსაზღერულია რაიმე ნაწილიბრივად დალაგების I1 C .4X 4 

მიმართება, მაშინ ამბობენ. რომ 4 სიმრაჟლე ნაწილობრივად დალაგებულია. ხოლო თუ ეს
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მიმართება წრფივად დალაგების მიმართებაა, მაშინ ამბობენ, რომ 4 სიმრავლე წრფივად 

დალაგებულია. 
ცხადია ნაწილობრივად ან წრფივად დალაგებული სიმრაელის ყოველი არაცარიელი 

ქვესიმრავლე ასევე ნაწილობრივად ან წრფივად დალაგებულია, შესაბამისად. 

თუ 4 სიმრავლეზე განსაზღვრულია ნაწილობრივად დალაგების და 8 C 4 რაიმე 

ქეესიმრაელეა. მაშინ 8 ქვესიმრავლეს ეწოდება # სიმრავლის წრფივად დალაგებული 

ნაწილი, თუ ყოველი ორი თ,6 C 8 ელემენტისათვის, ან (თ,ხ) CII, ან (ხ,0) CII. 

ვთქვათ # რაიმე სიმრავლეა, M/(4)იყოს # სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეთა სიმრავლე:. 

ამ სიმრავლეში შეიძლება შეეიტანოთ ნაწილობრივი დალაგების მიმართება ასეთნაირად: 

ყოველი ორი X,X 6 M(4) სიმრავლისათვის X <X, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

XC# ასეთნაირად განსაზღვრული მიმართება ცხადია, ნაწილობრივად დალაგების 

მიმართებაა M(4) სიმრავლეში. ამ დალაგების მიმართებას C მიმართებით განსაზღვრული 

დალაგების შიმართება ეწოდება. 

კანტორ ბერშტეინის თეორემიდან გამომდინარე, კარდინალურ რიცხეთა ერთობლიობა 

შეიძლება ნაწილობრიეად დავალაგოთ: თუ 4 სიმრაელის შესაბამისი კარდინალური რიცხვია 

თ, 8 სიმრაელის შესაბამისი კარდინალური რიცხეი /#, თ < /## მაშინ და მხოლოდ მა'შინ 

როდესაც არსებობს ბიექცია #:4-–>#წC#. 

მტკიცდება, რომ -. და 2' კარდინალური რიცხეებისთეის L « 2",სა<2' 

ძ, 6 4 ელემენტს ჩაწილობრიეაღ დალაგებულ 4 სიმრავლეში ეწოდება ამ სიმრაელის 

მაჟსიმალური ელემენტი. თუ 4რ <0ძ0 6 4 პირობიდან გამომდინარეობს, რომ ძე =ძ. 

ძა 6 # ელემენტს ნაწილობრივად დალაგებულ 4 სიმრავლეში ეწოდება ამ სიმრავლის 

მინისალური ელემენტი, თუ ძ:>206 4 პირობიდან გამომდინარეობს, რომ ძე =«. 

ეთქვაო 24 სიმრაელე ნაწალობრივ დალაგებული სიმრაგლეა 8 = 4 მისი ქვყკსიწრაელე. ამ 

კეესიჩრავლეს ეწოდება ზემოდან(იუევმოდან) შემოსაზღვრული. თუ არსებობს ისეთი 0 C 4 

ელემე5ტი, რომ ხ <ძ(0 <5), ყოველი ხ < 8 ელემენტისათეის. 

ასეთ ძ C #ელემენტს 8 C 4 ქკვეესიშრაყლის ზხზედა(ვედა) საზლვარი ეწოდება. 

ძე 5 # ელემენტს ეწოღდება ჩ C 4 ჟვესიმრავლის ზუსტი ზედაჭქვედა) საზღეარი, თუ ამ 

ქვესიმრაყლის ნებისმიერი ძ ზედა(ქვედა) საზღერისათეის, ძა < თ(0 < ძე). 

ცორნის ლემა: თუ ნაწილობრივად დალაგებული 4 სიმრავლის ყოყველი წრფივად 

დალაგებულ 8 ნაწილისათვის არსებობს ისეთი ელემენტი ძა C #4, რომ ხ <ძე ყოველი 

ხC 8 ელემენტისათვის, მაშინ # სიმრაელეში არსებობს მაქსიმალური ელემენტი. 

ეთქვათ 4 რაიმე სიმრავლეა და ” თევისება, რომელიც შეიძლება გააჩნდეს # სიმრავლის 

ქვესიმრაელეებს. ვიტყვით, რომ / თვისება სასრულიხასიათისაა, თუ იგი გააჩნია ცარიელ 

ჭეესიზრავლეს, ამასთან, ეს თვისება გააჩნია რაიმე ,8 C 4 ქვესიმრავლეს, მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როდესაც იგი გააჩნია 8 სიმრავლის ყოველ სასრულ ქვესიმრავლეს. 

ტეიხმიულე#-ტიუკის ლემ» ეგთქეათ მოცემულია რაიმე 4# სიმრავლე და მისი 

ქვესიმრაელეების რაიმე სასრული ხასიათის # თეისება. მაშინ ყოველი #8 C 4 ქვესიმრავლე, 
რომელსაც ეს თვისება გააჩნია, შედის C” C 4 ქვესიმრავლეში, რომელსაც გააჩნია L 
თეისება და რომელიც წარმოადგენს მაქსიმალურ ელემენტს 4 სიმრაელის ქეესიმრავლეთა
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სიმრავლეში, რომელიც ღალაგებულია C მიმართებით განსახღერულ ნაწილობრიბივად 

ღალაგების მიმართებით. 

ეთქვათ 4,8 ორი ნაწილობრივად დალაგებული სიმრავლეა და /#:4 -> 8, რაიმე ასახეაა. 

ვიტყეით, რომ / ასახვა ინახავს დალაგებას. თ'ე სრულდება პირობა: / ინექციაა და თუ 

თ,6ხC 4:ი <ხ, მაშინ /(ი)=< /(ხ). 

თუ /:4 -> 8 ბიექციაა და ინახავს დალაგებას, მაშინ #და 8 სიმრავლეებს იზომორფული 

ნაწილობრივად დალაგებული სიმრავლეები ეწოდება. / :4 -> 8 ასახეას კი იზომორფიზმი. 

ცხადია ნაწილობრივად დალაგებულ სიმრავლეთა ი სომორფიზმი ეკვეიეალენტობის 

მიმართებაა, 

თუ 4და 8 სიმრავლეები წრფივად დალაგებული სიმრავლეებია, #:4-> 8 სიურექციაა ღა 
ინახაეს დალაგებას, მაშინ 4 და 8 სიმრაელეებს მსგავსი სიმრავლჟები ეწოდება. 

თუ #და 8 სიმრავლეები წრფივად დალაგებული მსგაესი სიმრავლეებია, მაშინ არსებობს 

ბიექცია / :4->8, რომელიც ინახავს დალაგებას. აქედან გამომდინარე / : 4 -> 8 წრფიეად 

დალაგებული სიმრავლეების იზომორფიზმია. 

ეს იზომორფიზმი წრფივაღ დალაგებულ სიმრავლეთა ერთობლიობაზე განსარიღვრავს 

ეკეივალენტობის მიმართებას. ეს ერთობლიობა ამ ეკვივალენტობის მიმართებით იყოფა 

კლასებად. თითოეულ ამ კლასს მასში შემავალი სიმრავლის რიგობრივი ტიჰი. ეწოდება. 

მსგავს წრფივაღ დალაგებელ. სიმრავლეებს ერთიდა იგივე რიგობრივი ტიპი აქვთ და მათ 

ცალსახად შეესაბამება ერთი კარდიჩალური რიცხვი. ამ კარდინალურ რიცხეს რიგობრივი 

ტიპის კარდინალური რიცხეი ეზოდება. 

წრფივად დალაგებულ. სიმრაელეს 'ეწოდებენ სრფლად დალაგებულს, თუ მის კოველ 
არაცარიელ ქვესიმრავლეს გააჩნია მინიმალური ელემენტი. 

თეორემა(ცერმელოს თეორემა): ყოველი სიმრავლე სრულაღ 'მეიძლებ., დ,ეალაგოთ. 

თეორემა: ამორჩევის აქსიომა, ცორნის ლემა, ტეიხმიულერ-ტიუკის ლემა. ცერმრლოს თეორემა 

ერთმაჩეთის ეკვივალენტური დებულებებია. 

სრულად დალაგებული 4 სიმრაელის (4) რიგობრიე ტიჰს რიგობრივი რიცხვი ეწოდება. 

რიგობრივი რიცხეების სიმრავლეში განისაზღვრება შეკრების და გამრაელების ალგებრული 

ოპერაციები ვთქვათ თ = (41,/ =L8). ზოგადობის დაურღვეელად ვიგულისსხმით, რომ 

408%6, ნაწილობრივად დავალაგოთ 4C8 სიმრაელე ასეთნაირად: ძ <ხ. თუ თ.ხ6C 4 ღა 

ძ<ხ,ან ძ,ხC8 დაძ<ხ, ანძC4ღანხ68. თუ 4 და 8 წრფიგად დალაგებული 

სიმრავლეებია, მაშინ #L/8 სიმრავლეც წრფივად დალადებული სიმრავლე იქნება. 

განვსასღვროთ თ = §4).// =(8) რიგობრივი რიცხეების ჯამი ასეთნაირად: თ +/2 = #. 

სადაც X =,4L/I>8). 

ადეილია ჩვენება, რომ ასეთნაირად განსასღვრული რიგობრიეი რიცხეების შეკრების 

ოჰერაცია კორექტულია. 

ახლა განვიხილოთ დეკარტის ნამრავლი 4X 8, შევიტანოთ მასში ჩნაწილობრივი დალაგების 

მიმართება შემდეგნაირად: 

(ი,ხ)<(C,9) თუ ხ<ძ, ან თუ ხ=4ძ და ძ5<ხ. თე თუ #/ და 8 წრფივად დალაგებეული 

სიმრავლეებია, მაშინ 4X 8 სიმრაელეც წრფივად დალადებული სიმრაელე იქნება. 

განესაზღვროთ თ = I 4I),/3 =(8) რიგობრივი რიცხვების ნამრაელი ასე: X/7=7X,



სადაც X =I4X258). 

ადვილია ჩვენება, რომ ასეთნაირად განსახღკრული რიგობრივი რიცხვების გამრავლების 

ოაერაცია კორექტულია. 

რიგობრივი ტიპების ერთობლიობაში შეიძლება შევიტანოთ დალაგების მიმართება. 

მართლაც, თუ თ =L4)./# =(8) რაიმე ორი რიგობრივი ტიპია ჩათეალოთ, რომ 

თ < 8 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ არსებობს ისეთი ხე C6 8 ელემენტი, რომ # და 

1ხC 8|ხ<ზხე) სიმრავლეები მსგავსია. 

მტკიცდებ რომ რიგობრიე ტიპთა სიმრავლეში ასეთნაირად განსახღვრული დალაგების 

მიმართება წრფივად დალაგების მიმართებაა. 

მტკიცდება ასევე, რომ ყოველი წრფივად დალაგებული 4 სიმრავლე რომლის რიგობრივი 

ტიპიცაა I|41), (IC1IIC) <I4),(C1# L4)) სიმრაელის მსგავსია. 

თ რიგობრივ რიცსეს ეწოდებს ზღვრული რიგობრივ რიცხვი. თუ ყოველი /#<თ რიგობრივი 

რიცხვისათვის არსებობს ისეთი რიგობრივი რიცხვი 7, რომ //=#<Cთ 

8 რიგობრივ რიცხვს ეწოდება თ რიგობრივი რიცხეის წინა რიცხვი თუ არ არსებობს ისეოი 

# რიგობრივი რიცხვი, რომ #<X<Cთ ასეთ შემთხეევაში წერეჩ თ = #.+1. ასეთ 'შემთხვევაში 

თ რიგობრივი რიცხვის /# რიგობრიე რიცხეის მემკვეიდრე ეწოდება. 

ყოველი V რიგობრივი რიბცხვისათვის და არაუარყოფითი მთელი #” რიჯცხვისათეის 

ინდუქციით განისაზღვრება თ+»ჩ რიგობრივი რიცხვი ო+0=0C, თ+M/=Cთ+(/7-I1)+1. 

მტკიცდება, რომ ყოველი V რიგობრივი რიცხვი სათეის გვაქვს თ =/+7. საღაც /# 

ხღლერული რიგობრივი რიცხეია. 

ეთქვათ « რაიმე რიგობრივი რიცხეია. X ტიპის ტრანსფინიტური მიმდეერობა 4 

სიმრაელეში ყწიდება ასახვას /# :M”(C) > 4, საღაც M/(თ) ისეთი / 

რიგობრივი რიცხვების სიმრაგლე»ა, რომლებისათვისაც ადგილიი აქვს პირობას: 

# <თ./ =თ. გთქვათ მოცემულია წრფივად დალაგებული 4 სიმრაელეა და # რაიმე 

დებულებაა რომელიც შეეხება ყოველ ი C. ელემენტს. 
ვთქ3ვათ მოცემული # ჯებულება ჭეშმარიტია 4 სიმრავლის მინიმალური ელემენტისათვის 

და ჭეშმარიტია ყოველი ძ C6 „4 ელემენტისათვის თუ # ჭეშმარიტია ყოეელი ჩ <ძ,ხ C 4,ხ>ი 

ელემენტისათვის. მაშიი#» ჭეშმარიტია 4 სიმრაელის ნებისმიერი ყლემენტისათვის. 

მართლაც, თუ 4 სიმრავლეში არსებობენ ელემენტები, 

რომლებისათვის # არაა ჭეშმარიტი, ამ ელემენტთა სიმრავლეს უნდა გააჩნდეს მინიმალური 

ელემენტი. ეთქვათ ეს ელემენტია ი' ყოველი ხC 4#,ხ<ძი“ ,ხ%#თ ელემენტისათვის L 

ჭეშმარიტია, ამიტომ იგი ჭეშმარიტი უნდა იყოს თ' ელემენტისათვის. მივიღლეთ წინააღმღეგობა· 

მაშასადამე # ჯეშმარიტია 4 სიმრაელის ნებისმიერი ელემენტისათვის. 

მოყვანილი მსჯელობა წარმოადგენს საფუძველს ღებულებათა დამტკიცების იმ მეთოდისა, 

რომელსაც ტრანსფინიტური ინდუქციის მეთოდი ეწოდება.
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§1, ტოპოლოგიური სტრუქტურა, 

ტოპოლოგიური სივრცე 

ეთქვათ, X რაიმე სიმრავლეა, 7·(X ) მისი ქეესიმრაელეების ისეთი ოჯახი, რომელსაც "··ჯ·ქჭს 

შემდეგი თვისებები: 

I.X C 7(X). 

2.6 C7(X), სადაკ 0 ცარიელი სიმრაელეა. 

1. თუ C,0, C7(X). მაშინ C ლო0, C7(X). 

4 თუ C C7(X)/C #, საღაც # ინდექსთა სიმრავლეა, მაშინ LIC C7(X). 

ასეთ 7(X ) ოჯახს უწოდებენ ტოპოლროგიურ სტრუქტურას X სიმრაელეში. 

ასეთი 7(X) ოჯახი შეიძლება იყოს სხეადასხვა, შესაბამისად ერთ და იგივე სიმრაელეში 

შეიძლება განისაზღვროს სხვადასხვა ტოპოლოგიური სტრუქტურა. 

სიმრავლეს ტოპოლოგიური სტრუქტურით უწოდებენ ტოპოლოგიურ სივრცეს. ამგვარაღ 

ტოპოლოგიური სიერცე წარმოადგენს წყეილს (X;·I). სადაც ? რაიმე ტოპოლოგიური 

სტრუქტეკრაა. შემდე?,, თუ აუცილებელი არ იქჩება, ტოპოლოგიური სივრცის აღსანიშნავად 

გამოვიყენებთ წყვილის პირველ კომპონენტს X -ს. 

მაგალითები: 

1.ეთქვათ # რიცხვითი ლერძმი.», 7(7) იყოს მისი ისეთი ქვესიმრავლეთა 1იჯეახი, რომელიც 

შედგება ინტერვალეიისაგ.ნ და ამ ინტერვალთა ნებისმიერი გაერთიანებებისაგან. ადვილია 

იძის შემიწმება, რომ 7·(1?) წარმოადგენს ტოპოლოგიურ სტრჟეცურას. 

2.გთქვათ X რაიმე სიმრავლეა, 7·(X) =(X,რ; ქვესიმრავლეთა ოჯახი, სომელიაც მყდტკ?მ: 

მხოლიოდ ორი ქვესაზრავლისაგან: თვიო .V -საგან და ცარიყლი ქყესიმრაელისაგა5. "ქაც 

ადყილია იმის ჩვენება. რომ 7(.VC) =:X,C) ტოპოლოგიური სტრ'ექტ'ერაა. ამ ტოჰოლოგიურ 

სტრუქტურას ყწოდება ანტიდისკრეტული ტოპოლოგიური ბსტრუქტურა. 
ჰ.-ეთქვათ X რაიმე სიმრაელეა 7(X) = M(X). სადაც ]I//(X) X სიმრავლის ყეელია 

ქყესიმრავლეთა ოჯასია, ცხადია 

7(X)= M(X) წარმოადგენს ტოპოლოგიურ სტრუქტურას. ამ ტოპილოგიურ სტრექტურას 

დისკერეტული ტოპოლოგიური სტრუქტურა ეწოდება. 

თუ (I·=7·(X)) ყველა შესაძლო ტოპოლოგიურ სტრუქტურათა სიმრავლეა X -ში, მაშინ ამ 

სიმრავლეზე შეიძლება განისაზღვროს ნაწილობითი დალაგების მიმართება. ვიტყეით, რომ 

L <L თუ შ(·ჯ)CL(X) თუ სო < ჯ, მაშინ ამბობენ, რომ :, უფრო ძლიერი ტოპოლოგიური 

სტრუქტურაა ვიდრე თ. 
ცხადიაი #+X -ში შესაძლო ყველა ტოპოლოგიურ სტრუქტურათა შორის ყეელაზე ძლიერია 

დისკრეტული ტოპოლოგიური სტრუექტურა, ყველაზე სუსტია ანტიდისკრეტული ტოპოლოგიური 

სტრუქტურა. 

(X, = I(X )) სიერცეში ნებისმიერ CC I·(X ) ქეესიმრავლეს უწოდებენ ღია ქვესიმრავლებ ამ 

ტოპოლოგიურ სიერცეში, ხოლო ნებისმიერ MC » სიმრავლეს, რომელიც წარმოადგენს
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რაიმე ღია ქვესიმრავლის დამატებას V -ში ეწოდება ჩაკეტილი სიმრავლე ამავე სივრცეში. 

ჩაკეტალ სიმრავლეთა ოჯახი X სივრცეში აღინიშნება #XLCX)-იო. 

თევორემა LL ჩაკეტილ სიმრავლეების ოჯას ” ტოპოლოგიურ სივრცეში აქ3ვს შემდეგი 

თვისებები: 
L X <IM%VX). 

2. 6CI(X). 

3. თუ ჩ; M C –(X), მაშინ M L) ნ, C MCX). 

4 თუ #C”(X)/6 8. სადაც 8 ინდექსთა რაიმე სიმრავლეა, მაშინ (?I·: < M(X). 

დამტკიცება: I. X = X Vდ „ამიტომ X ჩაკეტილი ქვესიმრაელეა. 

2 8=XVX , ამიტომ 6 ჩაკეტილი ქვესიმრაელეა. 

3 რადგან#,.#ე ჩაკეტილი ქეესიმრავლეებია, ამიტომ არსებობენ შესაბამისად ისეთი ღია 

ჰვესიმრავლეები 0,,0, რომელთათვისაცადგილი აქეს: #, = -V ·C,#/ე = X ხწC;, დე მორგანის 

ფორმულით, # L ჩ =(XV სV0,)>(XVს0.)= X VC0V, ოთ,), ამიატომ იგი იქნება ჩაკეტილი. 
4. ასეეე ს = XVC0.0 C7(X). დე მორგანის ფორმულით V, =#·1XX0, =XXL·|0,. ამიტომ 

რადგან —;0 ღია ქვესიმრაელეა. /;··!··· ქვესიმრაელე იქნება ჩაკეტილი. 

თუ I(CX) ნაკეტილ სიზრაელეთა ოჯახია. მზაშინ მისი ელიემენტების (X, 7 =1XX)) 

ყრაოლოგიური სიკრცეში დამატებებით მიღებული ოჯახი ეჩთხეევა 7(X) ტოიპოლოგიურ 

ს სროქტურას, ამეც.იმ (საპოლოსიურს სტრურა სიმრავლეში 'მეიძლება განისაზღდღერი,, მისი 

შიყიი ვლეჟტი! ი სეცი რსახის გამოყოფით. რომელ.ს(, ექნ პი ჩაკეტალ. სიმრავლეთა 

რო ჩ . ზერირთ ოჯ ი ღი ოთხ. თვისე?ა 

ი. (V C =71%); „ ასსოლოგიური სიკრცვა, მაშინ 2 სამრავლის ელემენტე>ს ტოპოლოგიური 

2ცრ . წერტიერს ყხხილებათ, 

-V ცოპოლი:გიკრი სიყრცის რაიმე XC X წერტილის მიდამო ეწოდებ. ისეთ #C X 

საეს, შრ .ვლეს. რომელშიც არსებობს ქვესიმრავლე C C „ ,ასეთი, რომ XC0. X6#X» 

ბერიცილის მიდამო აღინიშნება ასე: CICX) ან ასე: V(X). ცხადია, ღია ქვესიმეავლე მიდამოა 

თაეის ყკელა წერტილის.. თუ LI(X) ღი-ა, მაშინ მას ეწოდება X 6 „V წერტილის ღია მიდამო. 

თეორემა #2 ტოპჰოლოგიურ სიერცეში XCX წერტილის მიდამოს აქეს შემდეგი თეისებები: 1 

თუ CVCI) XC1.X წერტილის მიდამოა, მაშინ XCV(X) 2. თუ VCX,M(0) X წერტილის 

მიდამოებია, მაშინ მისი მიდამოა თანაკვეთაც L/(=)ო V(·V). 

3. თუ VCX) X წერტილის რაიმე მიდამოა, მაშინ მისი მიდამოა ნებისმიერი #C X 

ქეესიმრაელეც, როზლისთვისაც V(CX)C 4. 

4 თუ CC>) » წერტილის რაიმე მიდამოა, მაშინ არსებობს ისეთი ” CVC») ქვესიმრავლე, 

რომ C(») მიდამოა ნებისმიერი /C” წერტილისათვის.
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დამტკიცება: 1. პირდაპირ გამომდინარეობს მიდამოს განსაზღვრებიდან. 2. არსებობენ ისეთი 

ღია ქვესიმრავლეები 0, C L/(X),02 CV(»), რომ XC0»X60, ამიტომ XCC6050, C ე(ჯ)ი VC): 

0,ლ0ი0,კი ღია. 

3. ცხადია. 4. თუ (/(X) X წერტილის რაიმე მიდამოა, მაშინ არსებობს ისეთი 0 CVC) ღია 

ქვესიმრავლე, რომ » 6 C. ღია სიმრავლე კი მიდამოა თაგისი ყველა წერტილისა, ამიტომ 

შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ V =0 

ეთქვათ„ X სიმრავლეში ყოეელი XC X ელემენტისათვის გამოყოფილია ქვესიმრავლეების 

ისეთი ოჯახი (L/(X) ), რომელსაც აკვს წერტილის მიდამოს ოთხი თეისება. 

განეიხილოთ ქეესიმრავლეთა ოჯახი X სიმრავლეში: 

X(CX)=(0C XIX0=3VC)=(CCI /CV(CX) C C) ად 
ანუ ისეთი ოჯახი. რომელიც შედგება ისეთი ქეესიმრაგლეებისაგან რომლებიც თავის ყოველ 

ელემენტთან ერთად შეიცავს ამელემენტისათვის გამოყოფილ ქვესიმრავლეთა ოჯახის 

რომელიღაც ელემენტს, როგორც ქვესიმრავლეს, ამასთან ეს ოჯახი შეიცავს ასეეე ცარიელ 

სიმრაელესაც. 

თეორემაI1-9 7(X)=(CCXIXC0= 3·L|·(X) CC (.1·)) ”#VLCX)C 0 წარმოადგენს ტოპოლოგიურ 

სტრუქტურას X სიმრაელე?ი. 

სნამტკიცება: ნებისმიერი წერტილის მსდაჩო X ტოპოლოგიურ სიერცეში ქვესიმრავლეა ამ 

სივრცისა, ამიტომ? X -ი ყოეელი მისი წერტოლისათვის გამოყოფილ სიმრავლეთა ოჯახში 

'შედის. 

X=CX. ამიტოი .V 6#7(X). განსაზღვრის გამო CC 7·(;1”). თუ 0,C C 7(V). შაშინ 

X6CC(-–:C/, წერტილისათვის არსებობენ მესრიამისად L (X) C (CIX)I, LC.(X) = 1CV-X ისეთნი, 

რომ L;,(]··)C 0·,(_;·2(3·)(:0_. ეახაიდა5 L··(.X·)I”!I,···V·:)C რრიC. და L··:(X"·!·IXLI··:!··()6|·0·(X); 

ამ"ტ!·»შ ()| (—117:, ლ 7·(—1:·) · 

ვთევათ ( C I(/X”)—I· დ 4 და XC'.C ,. მაშინ ეკუოენის რომელიაც 0. სიმრ,ყლღეს. ეს 

იმას ნიშნავს. რომ არსებობს CIX)C C, VICX)(CV(CX1. აქეღან გამომდინარეობს, რომ 

ა0 C7(X). თყორემა დამტკიცდა. 

დამტკიცებული თყორემა გვიჩვენებს, რომ რტოაოლოგიური სტრუქტურის შეტანა სიმრავლეში 

შესაძლებელია თუ მის ყეელა ელემენტს 'შევუსაბამებთ მიდამოთა სისტემას. ანუ ისეთ ოჯახს 
ქვესიმრავლეებისა რომლის ელემენტებსაც ექნებათ მიდამოს ზემოთ მოყვანილი თვისებები. 
X ტოპოლოგიურ სივრცეში. 

ეთქვათ 4C+X რაიმე ქვესიმრავლეა X ტოპოლოგიურ სიერცეში, 

განეიხილოთმისიქვესიმრავლეებისოჯახი 7(49)=(0,C 4|0,=00.54#.0C I·(X) ) ამ ოჯახს აქ>ვს 

შემდეგი თვისებები: 

10დ C7(/). 

2.4 C IXC4). 

3 თუ CI C1(/).0; C7(1), მაშინ 0,C50; C7(4). 

4. თუ 0, 67·(14),1·61 ,· სადაც ” ინდექსთა რაიმე სიმრაელეა, მაშინ LV/C”, 6·1·(14). 
'



) 
ჰირველი ორი თვისება ცხადია. C) /5; = 0რიტიCდი4=(ლ(ეოი0)ოი46C 7·(:4)· რადგან 

0.0,C7(V).0ო0.C7(X). C =C(90-ო-#9=000)ლ0#4#67(4). რადგან 

0 =7(X)აC0 C7(X). 

ამგეარად, 7' C4) ოჯახ აქეს ყეელა ის თვისება რაც უნდა ჰქონდეს ტოპოლოგიურ 

სტრუქტურას 4C X სიმრაელეში. ჯ, =7·(,4) ტოპოლოგიურ სტრუქტურას უწოდებენ 

#=7(X) ტოპოლოგიური სტრუქტურით ინდუცირებულ ტოპოლოგიურ სტრუქტურას # 
ქეესიმრავლეში, ხოლო წყვილს (-4,L,) უწოდებენ (CX,X) ტოპოლოგიური სივრცის 

ქვესივრცეს. 

§ 2.ტოპოლოგიური ოპერაციები 

ვოქვათ. 4 C X რაიმე ქვესიმრავლეა X ტოპოლოგიერ სიერცეში, XCX წერტილს 

ეწოდება 4 ქვესიზრავლის შეხების წერტილი. თუ მისი ნებისმიერი მიდამო VC) ჰკვეთს 

მოცემულ ქვესიმრავლეს. 
XC 4 წერტილს ეწოდება 4 ქეესიზმრავლის ზღვარითი წერტილი თუ X-ის ნებისმიერი 

მიდაზო შეიცავს #-ს ერთ წერტილს მაინც, რომელიც განსსეავდება » წერტილისაგან. 

XჯC.I წერტილს ეწოდება 4 ქეესიმრავლის იზოლორებული წერტილი თუ არსებობს მისი 

ისეოი ზიდამო, რომელიც შესცაეს მხოლოდ » წერტილს. 

4CX ქვესიმრავლის ყველა შეხების წერტილთა სიმრავლეს ეწოდება 4 ქვესიმრავლის 

ჩაკეტვა X ტოპოლოუგხნურ სივრიეში. 4 ქვესიშრავლის ჩაკეტეა აღინიშნება ასე 4 ცხადია 

4ლ4 

თეორენს 2# ქვვსიმრავლეთა ჩაკყტვას V ტოპოლოგიყრ სიყრცეში აქვს შემდეგი თვისებუბი: 

116 =6. 

2X=X 

340 8=4:8 

4. 4 = 4. 
დამტკიცება: 1. ცხადია. 2 X ტოპოლოგიურ სივრცის ყველა წერტილი მისი შეხების 

წერტილია, სხვაშეხების წერტილები თაეის შიგნით მ»ს არ გააჩნია, ამიტომ X=X 

3. ვთქვათ. X C 4 C 8 ,მაშინ მისი ნებისმიერი მიდამო ჰკვეთს „-4#L7/ 8 სიმრავლეს. ესეიგი ჰკვეთს 

ან 4-ს ან 8-ს. შეიძლება დავუშვათ, რომ ორი მიდამოდან LICX),/(X) ერთი ჰკვეთს მხოლოდ 

ერთ ქვესიმრავლეს, მეორე მხოლოდ მეორეს. ამ მიდამოთა თანაკვეთა I](X)ი V(X) ასევე 

მიდამოს X წერტილის, თუ LI>)რIV(X) პკვეთს #-ს, მაშინ X იქნება მისი შეხების
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წერტილი და Xჯ6C 4 8. თუ VCV)როV7/C) ჰკვეთს 8-ს. მაშინ » იქნება მისი შეხების 

წერტილი და X6 4ს 8.. თუ X-ის ყეელამიდამო ან ორივე # და 8 ქვესიმრავლეს კვეთს 

ან მხოლოდ ერთ მსთგანს, მაშინაც X6C 4 8 მაშასადამე,4C08C 408 

ვთქვათ, X C 4C 8 , მაშინ X იქნება ან X -ს ან 8-ს შეხების წერტილი. ეს კი ნიშნაეს 

იმას, რომ X იქნება #L/8 ქვესიმრავლის შეხების წერტილი, X 6 #C 8 და მაშასადამე, 

40 8 C40 8. საბოლოოდ კი გვექნება 4C8= 48 

4.24C 4 გაჩვენოთ პირიქით. ეთქვათ, XC 4, მაშინ X-ის ნებისმიერი მიდამო ჰკვეთს 4 

ქვესიმრავლეს. დავუშვათ არსებობს X -ის ისეთი მიდამო, რომელიც არ ჰკეეთს „4 

ქვესიმრავლეს, მაშიჩ არსებიობს X-ის ასეთივ ღია მიდამოც V/CX). ეს ღია მიდამო ჰპკვეთს # 

ქვესიმრავლეს. ეთქვათ, ” C C/(X)ო4, VC>) მიდამოა » წერილისთვისაც, ამასთან »/ შეხების 

წერტილია +4 ქვესიმრავლისათვის და ამიტომ მისი ყოველი მიდამო, მათშორის C(CX)-ც ჰკეე! 

4 ქვესიმრავლეს. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ X C 4 , მაშასადამე, 4 C :4. აქედან საბოლოოდ 

გვექნება: 4 = 4. თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 22 თუ 4 C X მაშინ, 4 ჩაკეტილი სიმრავლეა X ტოპოლოგიურ სიერცეში. 

დამტკიცუბა: ეთქვათ. 8 იმ წერტილების სიმრავლეა, რომლებიც არ წაემოადგენენ 4 

ქვესიმრაელის შეხების წერტილებს. ყოველ ასეთ წერტილს გააჩნია ღია მიდამო, რომელიც 

არ ჰკეეთს 4 ქვესიმრაყლეს. ამ მიდამოების თანაკვეთა VC,(·V) ტოლია 8 ქყესიჭმრავლის, 

ამიტომ 8 ღიაა. აქედან გამომდინარე. მისი დამატება 4 იქჩება ნაკეტილი. თეორემა 

დამტკიცდა. 
თეორემა 22 4CX ქეესიზრაელის ნაკეტეა არის მინიმალური ყველა იმ სიმრაელეთა 

შორის, რომლებიც მოიცაეეჩ 4-ს. 

კამტკიცება: 4-ს მინიმალურობა ნიშნაეს იმას, რომ იგი შედის ყველა აღნიშნული ტიპის 

ჩაკეტილ ქვესიმრავლეში. დავუშვათ საზინააღმდეგო, ეთქეათ, # ისეთი ჩაკეტილი 

ქვესიმრავლეა, რომ „4 C ჩ #4თ#, მაშინ არსებობს XC 4იაჯთ2CL L ჩაკეტილია, ამიტომ, 
ვიჩნაიდან ჩაკეტილი ქვესიმრავლის ყველა შეხების წერტილი მას ეკუთვნის X არაა მისი 

შეხების წერტილი. აქედან გამომდინარე, X არც 4 ქევესიმრავლის შეხების წერტილია. 

ამგვარად მიეიღეთ წინააღმდეგობა, მაშასადამე, ჩვენი დაშვება არ არის სწორი და 4 

იქნება მინიმალეური. თეორემა დამტკიცდა. 

4 ქვესიმრავლის აგებას ჩაკეტვის ტოპოლოგიური ოპერაცია ეწოდება. XC 4 წერტილს 

ეწოდება 4 სიმრავლის დაგროვების წერტილი, თუ X6C 4VMIX).4 სიმრაელის დაგროეების 

წერტილთა ერთობლიობას აღნიშნავენ ასე: 4“ ამ სიმრავლეს ხშირად « სიმრავლის 

წარმოებულ სიმრაელეს უწოდებენ.
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4C+X ქვესიმრავლის შიგა წერტილი X ტოპოლოგიურ სივრცეში ეწოდება მის ისეთ X 

ელემენტს. რომელსაც გააჩნია ისეთი მიდამო ს·(·!·), რომელიც მთლიანად შედის 4 

ქეესიმრავლეში, ანუ. L ()C 4. 

4C+V ქვესიმრავლის შიგა ნაწილი X ტოპოლოგიურ სივრცეში, ეწოდება მისი შიგა 

წერტილების სიმრაელეს, 4 ქვესიმრავლის შიგა ნაწილი აღინიშნებ ასე II დცხადია 

IMI4 C 4. 
თეორემა:24. ქვესიმრავლეთა შიგა ნაწილს ტოპოლთოგიურ სიერცეში აქვს შემდეგი თვისებები: 

1 C = V. 

2 X =MVV 

3. MI(4C08) = Cრო M8. 

4. IოIIMI4 = IM4. 

დამტკიცება: 1. ცხადია. 2. X ღია ქვესიმრავლეა -X ტოპოლოგიურ სივრცეში, ამიტომ იგი 

თავისი ყველა წერტილის მიდამოა, ეს კი იმას ნიშნაეს, რომ X = /IIX 3. ვგთქვათ, 

2 C VVI(4-058). მაშინ არსებობს LI(X), რომელიც შედის ქვესიმეავლეში 4რ0-8. აქედან კი 

გამომდინარეობს. რომ LI(X) C ,4/80(1·)C 8. ეს კი თავის მხრივ იმას ნიშნავს, რომ 

X C /IM4.X C IIM8 . ანუ X 6 1):/4(/5#MMI/8. მაშასადამე 

MI(4C8) C MM4როMI8. ვთქეათ ეხლა. X 6 MI4(05:MM8, მაშინ არსებობს V(CX), ისეთი რომ 

L'(X) C IM4 /C(CX) C VIV8. ამის გამო CI(») C MI4 ლრ MXV8. ვინაიდან ჯ94 C #,7VI8 C 8., 

ამიტომ /Iწ1ლCMI8 C 40 8. ყოველივე ამის გამო. X C #MI(4ლC0.8). მაშასადამე, 

იIM4 რჰიI8 C MMIL4ლ058). საბოლოოდ კი გვექნება: 

MIL4C58)= MI4იოM8. 4. #9IIIII4 C IMI4. ვთქვათ X C IVI4, მაშინ არსებობს VI(X), რომელიც 

მოლიანაღ შეყიის # ქვესიმრავლეში. განვიხილოთ გაერთიაჩება L—,·(/ (X) 

სIC(X) C MM4 /#IM4 C ღVCX), აეიტომ C, (X)= 7224 აქედან გამომდინარეობს შედეგი: /7II/4 

ღია სიმრავლეა. ღია სიმრაყლი ყველა წერტილი კი მისი შიგა წერტილია , ამიტომ 

X 6 VIIIIMI4 . მაშასაღამე /M/4 C XIIII4 საბოლოოდ კი გვექნება /V/I1I4 = 1III4. თეორემა 

დამტკიცდა. 
თეორემა 23 IMIM მაქსიმალ'ერი ქეესიმრავლეა 4-ს ყეულა ღია ქეესიმრავლეთა შორის. 

დამცტკიცება: 104 -ს მაქსსმალურობა ნიშნავს იმას, რომ იგი მოიცავს 4-ს ყველა ღია 

ქვესიმრავლეს, მართლაც, ვთქვათ Lს0C, არის #4-ს ყეელა ღია ქეესიმრავლეთა გაერთიანება, 

იგი ცხადია მაქსიმალური ღია ქვესიმრაელეა 4 სიმრაელეში, LIL/,(X) = #II4 ასევე ღია 

ქვესიმრაელეა და ცხადიია, ·:)(/,(.·()=I"L4 C%)0"· თუ X6L“10··, მაშინXC C0 , რომელიღაც თ- 

სათვის. ეს კი იმას ჩნიშნავს, რომ X C #I4. ასასადამე, L7C, C III4. საბოლოოდ გვექნება 

V0·,= IMM4 . თეორემა დამტკიცდა. 

ტოპოლოგიურ სიგრცეში 4 ქვესიმრავლის შიგა ნაწილის აგებას /VVI ან—·] შიგა ნაწჟლის 

აღების ტოპოლოგიური ოპერაცია ეწოდება.
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/I—VI·IM = #--# ქვესიმრავლეს # ქყესიმრავლის საზღვარი ეწოდება. 

თეორემა 2.6#. M-44 ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა. 

დამტკიცება: ქვესიმრავლე -X V#):4 =1VX(/—4XI”M) =(XVს 90 C, ვინაიდან 4 ჩაკეტილია 

და MM ღია, არის ღია. მაშასადამე #>- ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა. თეორემა დამტკიცდა. 

4 ქვესიმრავლეს ეწოდება ჟყველგან მკვრივი X გტოპოლოგიურ სიერცეში თუ 4=X 

4 ქვესიმრავლეს ეწოდება არსად მ,ვრივი X ტოპოლოგიურ სიერცემი, თუ X V.4 = +X. 

8CX ქეესიმრავლეს ეწოდება ყველგან მკვრივი 4C X ქეესიმრავლეში თუ +4 C 8. 

8CX ქვესიმრავლეს ეწოდება არსად მკვრიეი 4 CX ქვესიმრავლეში, თუ 4 C X სხ8. 

4CX სიმრავლეს უწოდებენ თავის თავში მკვრივს თუ 4 = 4“ იაკეტილ, თაეისთავში 

მკვრივ სიმრაელეს სრულყოფილი სიმრავლე ეწოდება. სიმრავლეს, რომელიც არ შეიცავს 

არცერთ არაცარიელ, თავისთაეში მკერიე სიმრავლეს გაიშვიათებულ სიმრავლეს უწოდებენ. 
ტოპოლოგიურ სივრცეს ეწოდება ზსეპარაბელური, თუ იგი შეიცავს ყველგან მკერიე, 

თვლად ქვესიმრავლეს. მაგალითად, # რიცხეითი ღერძი სეპარაბელური სივრცეა C0 C# 

ყველგან მკვრივი რაციონალურ რიცხვთა შესაბამის წერტილთა ყეელგან მკვრივი 

ქვესიმრავლით. 

ბორელის სხიმრავლეები. ბორელის სიმრავლეთა ოჯახი X ტოპოლოგიურ სიერცეში 

ეწოდება ამ სიერცის ქვესიმრავლეთა ისეთ უმცირეს 3 «ჯახს რომელიც აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს: 

81 5 ოჯახი მეიცავს X სივრცის ყველა ლია ქეესიმრავლეს. 

82 ოუ 465, მაშინ XMა465 

83. თ') #4, C :I =1,2,2...., მაშინ ·—(ქ· C 24. ჩ 

ისეთი უნცირესი 5 ოჯახის არსებიბა + ტრჰპოლოგიურ სივრცეში, რომელიც „ მაყოფვიდ ე5+ 

მოყვანილ პირობებს გამომდინარეობს იქედ.6, რიმ ყველა ისეთი ჯახის თანაკვეთა, რომლემით 

ამ პირობებს აკმაყოფილებენ. წარმოადგენს ამავე პირობების ღამაკმაყოფილებელ თოჯახს. 

ცხადია, რომ ბორელის სიმრავლეთა ოჯახი ჩეიძლება განვ სასვღვროთ ასედაც: 

ბორელის სიმრაელეთა ოჯახი X ტოპოლოგიერ სიერცეშს ეწოდება ამ სიყრცის 

ქვესიმრაელეუთა ისეთ უმცირეს “ ოჯახს რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

8ხ'). 3 ოჯახი შეიცავს X სიერცის ყველა ჩაკეტილ ქყესიმრავლეს. 

82 თუ 46C3, მაშინ XV#4C5 

8'3. თუ 4, C 3:1 = 12.3,..., მაშინი)4, C -. 

ისმის ასეთი კითხეა: არსებობენ თუ არა » ტოპოლოგიურ სივრცეში ისეთი სიმრავლეები, 

რომლებიც არ წარმოადგენენ ბორელის სიმრავლეებს? ცხადია ამ კითხვასე პასუხი 

დამოკიდებულია X სივრცეზე. მაგალითად, დისკრეტული ტოპოლოგიური სივრცის ყველა 

ქვესიმრავლე ბორელისაა, ანტიდისკრეტული ტოპოლოგიერი სივრცის არცერთი საკუთრივი 

ქეესიმრავლე კი ბორელის სიმრავლე არ არის. 
ბორელის სიმრავლეებს შორის აღსანიშნავია სიმრავლეები რომლებიც წარმოადგენენ



15 

ღია სიმრავლეების თელად თანაკვეთებს, ან ჩაკეტილი სიმრაელეების თვლად გაერთიანებებს. 

პირველი ტიპის სიმრავლეები იწოდებიან C, -სიმრაყლეებად, მეორე ტიპის სიმრავლეები 

იწოდებიან ჩ,-სიმრავლვებად. 
ადვილია დავამტკიცოთ, რომ: ორი C, -სიმრავლის გაერთიანება ასეეე Cკ -სიმრავლეა; 

ორი #,-სიმრავლის თანაკვეთა ასევე #„-სიმრავლეა. 

ასევე ადეილია ვაჩეენოთ, რომ: ჩ#„-სიმრავლეთა თვლადი გაერთიანება ასევე #.- სიმრავლეა; 

C, -სიმრაელეთა თვლადი თანაკვეთა ასევე -Cკ სიმრავლეა. 

ტოპოლოგიურ სივრცეს უწოდებენ სრულყოფილ ტოპოლოგიურ სივრცეს, თუ მისი ყოველი 
ჩაკეტილი ქვესიმრავლე Cკ -სიმრავლეა. 

§3. ტოპოლოგიური სივრცის ბაზა 

და წინა ბაზა 

ღია ქვესიმრავლეთა ოჯახს, 8X)=(ჩ,), X ტოპოლოგიურ სივრცეში ეწოდება ამ სივრცის 
პაზა, თუ ჟყოველი 06 IXX7) ღია ქვესიმრაელე წარმოდგინდება ასე 0=ს8.,8,. C 8(CX), 

ანუ მიცემული სივრცის ყველა ლია ქვესიზრავლე წარმოადგენს აღნიშნული ოჯახის 

ელუმენტთ. გაერთიანებას. 

თეორყჟმა 3.1, იმიათვის. რომ 8(V)=1წ,) იყოს » ტოპოლოგიურ სივრცეში ბა'სა, 

სუცილ ებელი და საკმარისია ყოველი X6C » Vწერტილისა და მისი მომცველი ღია0 C 7”(,?) 

პეესიმრავლისათვის არსებობდეს ჩ, C 8(X) ელემენტი, ისეთი რო X6C#8.CC. 

დარტკიცება: ჯეგრ დაეამტკიცოთ აირობის აუცილებლობა. 

ვრქეათ, %X)=(#,) ბაზაა, მამინ C0C=+8,.8, C 8(X). აჭედან გამომდინარეობს, რომ 

X6C 5. C 0·8“ = 8(X) აუცილებლობა დამტკიცდა. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ყოველი XCX წერტილისათვის არსებული 

8, C 8(X) ელემენტი აღენიშნოთ 8,. -ით.განევიხილოთ CI9 ,XC 0. იგი ცხადია ემთხვევა 0, 

მაშასადამე C0 წარმოადგენს X )=(8·)–ს ელემენტების გაერთიანებას. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა32 თუ 8(X)=(8,) ბაზაა X ტოპოლოგიურ სიერცეში მაშინ მას აქეა შემდეგი 

თეისებები: 1. X =L/8., 2. თუ ჯC ვ,· ივ·: , მაშინ არსებობს ვ··" ისეთი, რომ 

X6C8. C8,.,0#,,. 

დამტკიცება: X C 7(X), ამიტომ პირეელი თვისება ცხადია. 

რაც შეეხება მეორე თვისებას. 8,, ი 8,, ღია ქეესიმრავლეა, ამიტომ 8,, ივ··=ჯ·.·)ვ·· #X6C 8 

აქედან კი გამომდინარეობს, რომ 8. C 8 ო8,,. თეორემა დამტკიცდა.
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თეორემა3.1. თუ 8(X)=(ვ“)ქეეIIიშრავლეთა ისეთი ოჯახია X სიმრავლეში, რომელსაც აქვს 

თვისებები:), X =L7/8. , 2. თუ ჯC ჩ·,· ო , მაშინ არსებობს 8. , ისეთი, რომ 
ძ ( ს 

XC8, C 8 0#M,,, მაშინ არსებობს ერთადერთი ტოპოლოგიური სტრუქტურა X 

სიმრავლეში, რომლის ბაზასაც წარმოადგენს მოცემული ოჯახი. 

დამტკიცება: განვიხილოთ ოჯახი 7(X)=( 8. | 8, C 8(X)). ეს ოჯახი წარმოადგენს 

ტოპოლოგიურ სტრუქტურას, მართლაც, პირველი თვისების გამო X C7(X). C= %8„ 
წ 

ამიტომ C C 7(X). ასევე, თუ 0, =VL#8,, 6C 7(XI / C #, მაშინ L;]0| =სL8, C7(X). ასევე, 
თ, " თ, " 

თუ0ლ, =C8, ,0, = 8, , მაშინ0,იო0, =ა8, ოსმჩ =ს)8, ო8, „აქედან, თუX6C.რC0,, 
, ; თ . თ / / “ , თ, თ, 

მაშინ XჯC6C 8. ივ, , 8(X)=(8,1 ოჯახის მეორე თვისების ძალით არსებობს 8, C 8 ომზა, 

ისეთი, რომ 8, C 3(X) Xჯ6C68,. -) 8, =0, -0 „,მაშასადაზე, 0, Cი0, C I·(X) თო ]ოლოგიური 
1C649, –40: 

სტრუქტურის ერთადერთობა ცხადია. თეორემა დამტკიცდა. 

ქვესიმრაელეების ოჯახს, ?8(X) =1ჩ.). X ტოპოლოგიურსივრცეში ეწოდება წინაბაზა , თ'ე 

მისი ბაზის 8(X)= (85,) ყოველი ელემენტი 8, =·[5|.I··|,· „,სადაცIM, რაიმე ნატურალური რიცხვია 

თეორემა34. თუ #8(X) = (ჩე1, ქვესიშრავლეთა ჩებისმიერი ოჯახია X სიმრავლეში,მა'მინ 

არსებობს ისეთი ერთადერთი ტოპოლოგიური სტრუქტურა ამსიმრავლეში, როძლის 

წინაბაზასაც წარმოადგენს ეს ოჯახი. 

ადმტკიცება: ვთქვათ 7(X)=(0CXI0= V/”·”; ჩე., 6 ჩ8(X ) . ვაჩეენოთ, რომ ეს 
თ. · · 

ოჯახიწარმოადგენს ტოპოლოგიურ სტრ'უქტურას,მართლაც, X სიმრავლე სეიძლება 

წარმოვადგინოთ როგორც ?ვ()()=§1·”„)ოჯახის ცარიელი ქვესიმრავლის ელემენტების 

თანაკვეთა, ამიტომ X C 7(CX), ცარიელი სიმრავლე ცხადია, ეკუტენის 7(X) ოჯ:ახს. 

= 
თუ0, = VიI: „,0, Vი]·· · C7(V), მაშინ0, 50, —0ი1·· ი·.)ი[·· =ს რ L, 

თ, !=I ”' თ: := ” ძმ :“ ჩ 
“I 

სადაც 2=თ, „თუ 1<7, და 2=Cთ,,თუ , <2 < „აქ ყოველი #,, C ჩ8(X), ამიტომ 

0.ო0, CICX). 

თუ 0, =··,1|C,§I···9·· C 7(X) < 4, სადაც 4 ინდექსთა რაღაც სიმრაელეა, მაშინ 

” 
V() VVიI·· =% I·· 

Iთო M # . ჩ,
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ეს კი იმას ნიშნაეს, რომ LI0, C7(V). ტოპოლოგიური სტრუქტურის ერთადერთობა ცხადია. 
! 

თეორემა დამტკიცდა. 

„> თეორემით განისაზღვრება ის პირობები რასაც უნღა აკმაყოფილებდესქეესიმრავლეთა 

ოჯახი, რომ ისიყოს ბაზა. 

ქვესსმრავლეთა ყეელა ოჯახი სიმრავლეში ვერ იქნება რომელიმე ტოპოლოგიური 

სტრუქტურის ბაზსა ამ სიმრავლეში, სხვანაირად არის საქმე წინაბაზის შემთხეევაში, როგორც 

34 თეორემა გვიჩვენებს. ქვესიმრავლეთა ნებისმიერი ოჯახი შეიძლება იყოს წინაბა'სა 

რომელიღაც ტოპოლოგიური სტრუვტურისა მოცემულ სიმრაელეში. 

ეთქვათ, (L··,(I)) Xჯ წერტილის მიდამოთა ოჯახია » ტოპოლოგიურ სივრცეში. ვუწოდოთ ამ 

ოჯახ X წერტილის მიდამოთა ფუნდამენტური სისტემა, თუ ამ წერტილის ნებისმიერიLICX) 

მიდამოსათვის არსებობს CV. (X)C (V (X)) მიდამო ისეთი, რომ C/ (X) C CVC-). ვიტყვით, რომ X 

ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს თვლადობის პირველ აქსიომას, თუ მის ყველა 

წერტილს გააჩნია მიღამოთა თელადი ფუნდამენტური სისტემა. 

ეიტყვით, რომ " ტოპოლოგიური სიერცე აკმაყოფილებს თვლადობის მეორე აქსიომას, თუ მას 

გააჩნია თელადი ბაზა 

თეორემა 3-4. თუ V ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყჟოფილებს თელადობის მეორე აქსითომას, 

მაშინ ის აკ6ჩაყოფილებს თელადობის პირველ აქსიომასაც. 

დამტკიცეტ.+ განვიხილოთ ) ტოპოლოგიური სივრცის დაფიქსირებულ თელად ბაზაში 

შემავალი უველა ის ღია ქვესიმრავლე. რომელიც მოიცავს რაიმე XC X წერტილს. ეს ღია 

სიმრავლეები წარმოადგენენ ამ წერტილის მიდამოებს, მათი რაოღენიბა თვლადია თეორემის' 

პირობით. 3.).თეორემის ძალით. თე X6CC0რაიმე ღია ქვესიმრავლეა, მაშინ არსებობს X 

წერტილის მოზცეყელი დაფიქსირებული ბახიდან ” სიმრაელე ისეთი. რომ 7 CC. წერტილის 
ჩებისმიერი მიდამო კი შეიცავს ამ წერტილის მომცვგელ ღია სიმრაევლეს. ს კი ამტკიცებს 

თეორემას. 

ყეელა სივრცე არ აკმაყოფილებს თვლადობის პირველ ან მეორე აქსიომას, მაგალითად 

დისკრეტული სიერცე რომლის წერტილების სიმრაევლეც არათელადია. 

ასახეას, # : IV –> X , ნატურალურ რიცხვთა სიმრაყლიდან X ტოპოლოგიურ სიგრცეში ეწოდება 

წერტილთა მიმდევრობა ამ სივრცეში. 

ფაქტიურად მიმდევრობა X ტოპილოგიურ სიერცეში ეს არის ამ სიერცის წერტილების 

ნატურალური რიცხვეებით გადანომრილი ეროობლიობა:( X,,Xე, Xგ ,--» X,»---)=(X,). მ ერთობლიობის 

ელემეჩტებს მიმდევრობის წევრები ეწოდებათ. (X,) მიმდევრობის ზღვარი ეწოდება მიმდევრობის 
ზღვარი ეწოდება X ტოპოლოგიური სიერცის ისეთ X წერტილს, რომლის ნებისმიერი მიდამო ხ 

(X) მოიცავს მოცემული მიმდეერობის ყველა წევრს დაწყებულს რაიმე X, ,, წევრიდან. 

იმდევრობის ზღვარი აღინიშნება ასე: Iთ X, . 
. 

თეორემა: 354 თუ X ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს თელადობის პირეელ აქსიომას 

და 4 C X ; Xე C “4,მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ჯა წარმოადგენს 4 ქვესიმრაელის 

ზწერტილებისაგან შედგენილი მიმღევრობის ზღვარს.
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დამტკიცება: პირობის საკმარისობა პირდაპირ გამომდინარეობს ზღვრის განსაზღერებიდან. 

რაც შეეხება პირობის აუცილებლობას, ვთქვათ, Xე C 4, თუ Xე C 4, მაშინ მუღმივი 

მიმდევრობის (X, = X-) :სღვარია X· , ამ შემთხვევაში პირობის აუცილებლობა დამტკიცებელი 

იქნება. თუ% C 4V4 და (C,(XI)) წარმოადგენს X წერტილის მიდამოთა ფუნდამენტურ 

სისტემას, მაშინ მიმდევრობა, მაშინ (X,) მიმდევრობის, სადაც X», C #-V, (X„) ··ხღუარი იქნება 

X . მართლაც, თუ ზოგადობის დაურღეევლად დავუშვებთ, რომ L/,„,(I„)CL/ ():ი) მა·შ···ნ·%:0 

ნებისმიერი V (X ) მიდამო (X,) მიმდეხრობის ყველა წევრს დაწყებულს რაიმე »,, ) წევრიდან 

რადგან L (X„) ჩვენი მიმდევრობის ყველა წევრს მოიცავს დაწყებულს »X, წევრიდან. თეორემა 

დამტკიცდა 

§4. უწყვეტი ასახვები 

ასასეას #/ :X –>/ X ტოპოლოგიური სივრციდან / ტოპოლოგიურ სივრცეში ეწოდება 

უწყვეტი ასახვა ,თუ ყოველი 0 C7 ღია ქვესიმრავლისათეის / '(0) ღიაა X ტოპოლოგიურ 

სიერცეში. 

სახვის უწყვეტობა 'მეიძლება განისაზღეროს ასეც: 

ასახვას #:X -” -V ტოპოლოგიური სიერციდან / ტოპოლოგიურ სივრცემი უVოდება 

უწყვეტი ასახყა ,თუ ყოველი X 6 X წერტილისათვის და /(X) წერტილის ყოევლი. CI(7(X)) 
მიდამოსათვის არსებობს X 6 X წერტილის ისერი მიდამო L/(”) როვ I(L/(X,)(— L,(]”(X)) 

წყეეტობის ეს განსაზდვრებები ერთმანყიის ეკვიკალეუნტურია. მართლაც. თუ ახსახესა 

უწყვეტია პირველი განსასღვრებით, X6C X და C/C/IX)) /(X)-ის 

ნებასმიერიმიდამო(სოგადობის და'უურღვევლად შვიილება ჩავთვალოთ, რომ იგი დღააა), მაშიი 

/“'C7V C) იქნება ღია, იგი წარმოადგენს X C X წერტილის მიდამოს და 

](/· (L/(/·(I))))C C(/ V»)). ეს სკი იმას ნიშნაეს, რომ ასახვა უწყ8ვეტია მეორე განს»ხღერებით. 

ვაჩეენოთ პირიქით, ეთქვათ. ასახეა უწყვეტია მეორე განსაზღვრებით. მაშინ თუ CC ღია" 

იგი მიდამოა ყოველი #C) წერტილისა, სადაც XC6C / ''(0). ყიველის X@_/··I(()) 

წერტილისათვის და /! (») წერტილის ყოველი 0 მიდამოსათვის არსებობს მიდამო LIC»>), 

ისეთი, რომ _/·(L/(X·))C0 განეიხილოთ #·/())L (X) იგი ღიაა ქვესიმრავლეა X სიერცეში და 

"(0)—01!(?) მაშასადამე უწყვეტია პირეელი განსა··სჯ_ერებითაც 
+-/ I(0 , · 

ცხადია პირველი განსაზღვრების ეკკიკალენტვრი იქნებ» უწყვეტობის ასეთი განსაზღერებაც: 

ასახვას /:X –+7, X ტოპოლოგიური სიერციდან / ტოპოლოგიურ სიერცეში ეწოდება · 

უწყვეტი, თუ ყოველი ჩაკეტილი # C ” ქეესიმრავლისათვის #" (?)CXჩაკეტილი 

ქვესიშრაელეაX ტოპოლოგიურ სივრცეში. ·
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უწყვეტ ასახვათა კომპოზიცია უწყვეტი ასახვაა. მართლაც, თუ #:X -+ 2 წარმიადგენს 

#:X-5X7V8:V-+2 უწყვეტი ასახვების კომპოზიციას, ანუ ჩ=/ი, #(>)=#C/(X)). და 
0 C7 ღია ქვესიმრავლეა, მაშინ 8·|(0)ღი··· იქნება ” სივრცეში, / —|(ჯ—| (0)) კი ღია იქნება 

X  სიერცეში. საბოლოოდ M = / C-§ იქნება უწყვეტი. 

უწყვეტ / :X –># ასახვას X2 ტოპოლოგიური სივრციდან I ტოპოლოგიურ სიერცეში 

ეწოდება ღია ასახვა,თუ ყოველი CC X ლღია სიმრავლისთევის /(0) C 7 ღია სიმრავლეა. 

უწყეეტ / :X -> ასახვას X? ტოპოლოგიური სივრციდან / ტოპოლოგიურ სივრცეში 

ეწოდება ჩაკეტილი ასახვა. თუ ყოგელი C X ჩაკეტილი სიმრავლისთვის / (#) C I ჩაკვტილი 

სიმრავლეა. 

#:X –+36I7 ასახვას » ტოპოლოგიური სივრციდან / ტოპოლოგიურ სიერცეში ეწოდება 

ჰომეომორფიზმი, თუ იგი ურთიერთსალსახაა და უწყვეტია თავის შებრუნებულ / -:7>3X 

ასახეასთან ერთად 

ადვილი საჩვენებელია, რომ ყოველი ურთიერთცალსახა, უწყვეტი. ღრია ასახვა 

პომეომორფიზმი იქნება. 

ჰომეომორფიზმი იქნება აგრეთვე ურთიერთცალსახა, უწყეეტი, ჩაკეტილი ასახვაც. 

ორ ტოპლოგიურ სივრცეს ეწოდება ჰომეომორფული, თ'უ მათშორის არსებობს 

მპიმეომორფიზმი 

ცხადია,სივტცეთა პომოემორფულობა ეკვიცკალენტობის მიმართებაა 

ამ თვისებას. რომელი,ც საერთორა ჰომერმორყელი ტოპროლოგიური სივრცევბისათვის 

ტოპოლოგიური ინეარიარე ეწოდება. 
მაგალითად, სიერცერა ლის,რეტიღობა ღა ანტიდისკრეტცულობა ტოპოლოგიური 

ინვარიანტებია. 

იათემატიკის დარგი ტოსოლოგია იეისწავლის ტოპოლოგიურ ინკარიანტებს. 

ასაLეას #:.4 -> X, თე იგი უწყვეტია და #:4 -> 7(64) პომერმორყიზმია, ჰომერმორფული 

ჩადგმა ეწოდება. 
თუ#:4-–>X.4CVX,/(X)=X, როდესაც X6C 4. მაშინ მას იგივური ჩადგმა ეწოდება. 

თუ 4CV,.და #:X -> 4 ასახვა ისეთია, რომ #9 / =#. სადაც #7:4-->X იგიეური 

ჩადგმაა, მაშინ მას რეტრაქცია, ხოლო 4 C X ქვესიმრავლეს რეტრაქტი ეწოდება. 

§ 5. მეტრიკული სტრუქტურა, მეტრიკული სივრცე 
ეთქვათ. X რაიმე სიმრავლეა, ძ : X X X -3 #" ასახეას, სადაც #' =0 C M#II1>0) არაუარყოფით 

ნ.მდვილ რიცხვთა სიმრავლეა, ეწოდება შეტრიკულ სტრუქტურა X სიმრავლეში, თუ მას აქვს 
“შემდეგი თეისებები: 

1.9(X:X)=0. 

2. ძ(X,):) = 70”X) . 

3. ძ(X.V)=0–<2X=V (ანუ ძ(X:)) =0, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც X = I).
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4. «(X, 7)+ ძ(»7;2) > ძ(X;2). 

X სიმრაგლეს ძ : X XX –> ჯ' მეტრიკული სტრუქტურით მეტრიკული სივრცე ეწოდება. იგი 

აღინიშნება (X:9) წყვილის სახით, სადაც ძ მეტრიკული სტრუქტურაა 

განეიხილოთ მეტრიკული სიგრცის მაგალითები: 

1. (#,ძ),საღაკცკ # რიცხეითი ღერძის წერტილების სიმრაელეა, ქ():·)/)=|;(—)||· ადვილი 

შესამოწმებელია,რომ მეტრიკული სტრუქტურის ყველა მოთხოვნა შესრულებულია. 

2.(M”;ძ) სადაც #” = ((X ,,% ,-»:X,) | X, C #),ძ(X )7) = ·/(«% – #)? +(X, – 7,)? +...#+(X, – #,)“ 

გაჩვენოთ, რომ ასეთი # ასახეა მეტრიკული სტრუქტურაა: L3 თვისებები რომ სრულდება 

ცხადია, რაც შეეხება მე-4თვისებას, თუ გამოვიყენებთ კოში- ბუნიაკოვსკის უტოლობას L3)1 

(ჭე,/),)ჯ < ჭეწ Xჭხწ , 
) წ 71 

მიეიღებთ უტოლობას 

'. ჩ I 2 

/2(”, +ხ,)? < ჯ/20,2 + VXI),I 
V- = წ ” 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: ), –», = თ,,2, – »#, =ხ,, მივიღებთ :, –»X, =ძ, +ჩ,, აქედან კი 

ვღებულობთ: 

/ჭ(ზ, –X)” < ,ჭ()··, –»)“ 4 [ჭ(-··.· –X») 
V V"I V··I 

ღაც უნდა დაგვემტკიცებინარაც. 
3( C[(·I.I)].(I·). სადაც C[“.[:·] [(|.ხ] სეგმენტსე განსასდღვრულ უწყვეტ ფუნქციათა სიმრავლეა, 

ქ(/·8)=უ·?·§ _/“(I)—;(I); ამ მაგალითისათვის ოთხივე თვისების ჩვენება ელემენტარულია». 

4.(I.,ძ) , 53ძ2C 

X»=CV. . #--.#,--) - 

ადეილი საჩვენებელია, რომ მწკრივი X(X,· – #/,)“ კრებადია. თუ / =1,X გვაქვს: 
ი=! 

/ ჯ L · 2 

ჯ2რ –2,) 5 | 2,C0, –7,)” + 20 – , 
ი5 თ5) ი” 

თუ გადავალთ ზღვარზე როდესაც #->Cთ მივიღებთ უტოლობას რომრლიც გვიჩეენებს, რომ 

მე-4 თვისებას ადგილი აქეს , დანარჩენი თეისებები ცხადია. 

· 1 
5. (C[ე,ხ1ქ”), სადაც ძ (X, ”) = (·[(/·(1:) – §(X))1თი)?. იმის შემოწმება, რომ სრულდება 

მეტრიკული სტრუქტურის მე--ე მოთხოვნა დამყარებულია ასევე კოში-ბუნიაკოვსკის 

ჟტოლობაზე: 

(·? #(XXLC»)თე? < ·? #(6) X ]· ვ(ჭ·)? თ- (13). 

სხეა მოთხოვნების შესრულების ჩვენება იოლია.
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6.(I/„.4). სადაჩცკ?, = (5- მა.X, .) | V, C X,?·I.I·"I” < ძა),სოღო მეტრიკული სტრუქტურ» 
„ 

C. L 
განისაზღერებ» ასე II(I.·I·)=(2|·X·"|?)? ,, სივრცეში მეტრიკული სტრუქტურის თვისებების 

ი. 

შესამიწმებლად უნდა გამოვიყენათ მინკოვსკის უტოლობა (1): 

წელი იოურ 
თუ გადავალთ ზღვარზე, როდესაც # -+ C, მივიღებთ.- 

' ' ! 
= M < ი < ” 

(> .-1 <(6)) +I | 
თ- წე)) ი ” 

ამ უტოლობით კი მტკიცდება სრელდება მეტრიკული სტრუქტურის მე4-ე მოთსოვსა, სხეა 

მოთხოენების შესრულების ჩვენება იოლია. 
' ჩ L 

7. ((·[ი.ხ] ძ”). სადაცძ”(X. ) =[]·| #(00-ი-ლე) ” (/X]? მინკოვსკის ინტეგრალური უტოლობა.IL3): 

' ' ' 

[···· · .წ ა ამ ,1 7 ,.1” | I/(0)+C(+)7ძX) < ]I II ძ»| + ]·!;_··(X] წა) 
ს · Iთ 

გეაძლეეს საშუალებას დავამტვიცოთ მეცრიკული სტრუქტურის მე--ე მოი,ხოვნა. დანარჩენი 

მოთხოენების დამტკიცება აქაც იოლია. 

ს.(/“.7), სადაც 7” = ((–5.2X. 2 ..- V... V, ნ[იქჯ·· ხოლო მეტრიკული სტრუქტურა 

განისახღვრება ასე: ძ(X. »)= 22””!1·" —·I·,·I· მწკრივი ცხადია კრებადია.რადგან IX„ ·—_II„I <1. მე- 
ი 

<«ე მოთხოვნა აქ სრულდება ტრივიალუყრად. 

შემდეგში. როღესან გაუგებრობას არ გამოიჯწეყეს. მეტრიკულ სიერცეს აღვნიშნაევთ არ» 

წყვილის სახითარამედ წყვილის პირველი კომპონენტით. 

X მეცრიკულ სიერცეში: ჩაკეტილი ბირთეი ცენტრით, X ღა რაღიუსით /. ეწოღება 

ქეესიმრაელეს.·ვ—_:·=ს·ნ X !ქ(.!·„_·!·)ჭ . ღია ბირთვი, ცეჩტრით X და რადიუსით #, ეწოდება 

ქვესიმრაელეს.- ,8-. =IX6X|[|(X0·.X)(I·)· სფერო, ცენტრით X და რადიუსით „ ეწოდება X 

მყტრიკულ სიყრცეში ქვესიმრავლეს,- 8;· =(XCXI ძ(X„,X) =7. 

თუ 4CV რაიმე ქვესიმრავლეა, მამინ მისი დიამეტრი ეწოდება რიცხეს 

ძIიი!ქ = 5"9(4”(:. )··); - 
'ლ 

მანძილი „ C X ქვესიმრავლიდან X C X წერტილამდე ეწოდება რიცხვს,- ძ(.4)= სჭ(ქ(ჯ.)/)). 
4 

მანძილი 4 C X,8C X ქვესიმრავლეებს შორის ეწოდება რიცხვს,- ძ(4.,8)= იჩ ”(ქ(;·:, »”). 
XC/4.I
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ვთქვათ, ”4·C X წ ვ(ქ.?)=·ყ 8. სიმრაცლეს უწოდებებენ ” რადიუსიანჩ ბიწუთეს 4 სიმრ··ჭჟლის 

ირგელივ. 
თუ», 6 8 , მაშიინ,31-C 8 როდესაც”, =” –ძ(ი.X). მართლაც, თუ Xჯ6C.80, მაშინ. 

ძ(:··„,:·–)ჭ(/(X„,:(,)+ძ():|··ჯ)(ქ(ჭ·„,:··,)+;·-ძ(ჯ„·ჯ|)=I·· 

ვთქვათ ახლა, (§,87)794-” ღია ბირთვების ოჯახია მოცემულ მეტრიკულ სიერცეში. ვაჩეენოთ, 

რომ მას აქეს ტოპო;ოგიური სივრცის ბაზის ორივე თვისება: I.X=,§; 8' ცხადია, 

2. თუ X6C 8 (ი8:, მაშინ არსებობს 88 ისეთი, რომX 6 8; C 8 (3ა 8 . მართლაც,თუ ·1·6·8;; · 

მაშიხ 8; C 8 ,სადაც ჩ =# –ძლიე.»ჯ). ასევე,თუ X C 81 , მაშინ 8” C 8 , სადაც 

M =ჩ -49(X,.X). თუ ჯ7 = იიი(M.M1, მაშინ X =X, C 82 C 81 რ.88. მაშასადამე განხილულ 

ოჯახს ბაზის ორივე თვისება აქეს. 

(8') 164 ოჯახისათეის, 3.1 თეორემის თანახმად არსებობს, ტოპოლოგიური სტრუქტურ X 

სიმრაელეში, რომლის ბაზაცაა მოცემული თოჯახი. 

ასყთ ტოპოლოგიურ სტრუქტურას ძიძ:XXV–”"  მეტრიკული სტრუქტურით 

ინდუცირებული ტოპოლოგიური სტრუქტურა ეწოდება. იგი აღინიშნება ასე: , ამგვარად. თუ 

გვაქვს მეტრიკული სივრცე (CV.#“), მაშინ გვექნება ტოპოლოგიური (X.#.) სივრცეც, 
ინდუცირებელი ტოპოლოგიური სტრუქტურით. 

(·X·.·!)(;I··.II·)ლ·_·I·»:V»·:;·%I სიკრტცეს ეწოდება მეტრიზებადღიე, თუ არსებობს ისყთი მეტრიკული 

სტრეუქტურა თ:.VIX V > 8 რომლისგანაჯ ინდუცირებული ტოპოლიგიური სოსიუ!ტურა ”კ 

ემნთოზეფა ,. ფოარდოგი )რ სტრუქტურას. ანუ ე = 

ჩეარ ბიიი სივრცის მაგალითია / ოიცხვითი ღერძი ტიპოლოგისური 'ერუქა: 

რომყდისს ბაიაცაა ნ(/(")= :·(ი..··))··. იგი შეტრისებადია მეტრიკელი სტრუქუო ურით: L/(··I·._I···)=!X–_1 

ამ მეტრიკული სტრუქტურით ღაა ბირთვებს წარმოადგენენ ინტერვალები (ი.ხ) C 

(0უ)= ((თ.ხ). 
თეორემა 5. ყველა სეპარაბელური მეტრისებადი ტოპოლოგიური სივრცე თვლადბაზისიანია 

და მირიქით: ყველა თ·ლადბაზიასიანი მეტრიზებიდი ტოპოლოგიური სივოცე სეპარაბელურია. 

დამტკიცემა: ეთქვათ. ს სრპარაბელური მეტრიზებადი სივრცეა ი მეტრიზებადი 

სტრუქტურაა მასზე. « თვლადი ყველგან მკვრიეი ქვესიმრავლუ. განეისილოთ ღია ბირთეთა 

ისეთი ოჯახი (8_”),”:—9 , სადაც X, C4 დაწ მნებისმიერი რაციონალური რიცხვია. 

დავუშვათ XC X და 0 ისეთი ღია ქეესიმრაელეა, რომ XCC. » იყოს ისეთი რაციონალური 

რიცხვი, რომ 8' C0:. 8; გადაჰკვეთს „ სიმრავლეს ნებისმიერი ” რიცხვისათვის. 

, · · 
განვისხილოთ ღია ბირთეი ,81. ცხადია 8; C 8; და8212.5-:44=60.
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ეთქვათ ახლა, X, 6 8·; რ4. ცხადია ძ(X,X,) (–3,:· ცხადია ასევე, ღია ბირთვი 87 , სადაც 

§(9(§ და ი რაციონალური რიცხვია, შეიცავს X წერტილს და 827 C C. ეს კი იმას 

ნიშნავს, რომ(87) ბაზაა. რადგან ეს ოჯახი თვლადია, თეორემის პირველი ნაწილი 

დამტკიცდა. 
დავამტკიცოთ თეორემის მეორე ნაწილიც, ვთქვათ ,39(V) თვლადი ბაზაა მეტრისებად 

ტოპოლოგიურ სიერცეში. ამოვიღოთ ბაზის თითოეული ღია სიმრავლიდან ერთი წერტილი. 

მიღებელი 4 სიმრავლე იქნება ყველგან მკვრივი X სიერცეში და თვლადი. თეორემა 

დამტკიცდა. 
(V,ძ). მეტრიკელ სიგრცეში მიმდეგრობა ეწოდება ასახეას #:M –++X, სადაც M 

ნ»ტურალურ რიცხვთა სიმრაელეა. (X,ძ9), მეტრიკული სიერცის ჯ წერტილს ეწოდება 

I .X, .I XX მიმდევრობის ზღვარი, თუ ნებისმიერი § > 0 ნამდვილი რიცხეისათვის 

არსებობს ისეთი ნომერი #, , რომ, თუ 7 > V,, მაშინ 7(X.X,)<6. თუ X მოცემული 

მიმდევრობის ზღვარია , მაშინ ისევე როგორც ზღერისოვის ტოპოლოგიურ სიერცყში ეწერთ 

X= ჭ!_ფ X,. 

თუ X წარმოადგენს CX,ძ) მეტრიკულ სიყრცეში მოცემული XXX X Xვ ,. მიმდეერობის 

ზღვარს. მაშინ იგი ზღვარია აგრეთვე იგივე მიმდევრობისა(.V,7,) ტოპოლოგიურ სიერცეში. 

ჰართლდაც. თუ X “სღვ-რია მეტრიკული აზრით, მ-შინ X წერტილის ნებასმიყრი მიდ·”,მოე(·!”) 

(V. > ) ტოპოლერგიურ სივრცეში მოიცავს მოცემფულ.: მიმღევრობის ყველა წევრს ღაწყებული 

რომყლიღაც ნომრიანი ზეგრილან. ყინაიღან X წერტგილის ნყბისმიერი მი·;·"·—მ····ს·(ჰ·) მოაცავს 

ღია ბირთეს ცენტრისთ ამ X Vერტილშა და რადიუსით რაღაც 6 >0.თ'ე X “რსღვარია 

ტცოპოლოგიური აზრით, მაშინ ნებიწიერი 6>0 რიცხვისათეის არსებობს ისეთი VI,, რომ 

ძ >X,)<6, თუ >I7,. ვიჩაიდან ღია ბირთვი “ წარმოადგებს X წერტილის მიდამოს CX.>,) 

აცოპოლიგიურ სივრცეში ა დაწყებელი რომელიღაც #, ნომრიანი წევრიდან მიმდეერობის 

ყველლა წევრი მოთავსდება ამ მიდამოში. 

მეტრიკულ სიერცეში მიმდევრობის ზღეარი შეიძლება განისაზღეროს სხეანაირადაც:(C(1,ძ) 

მეტრიკულ სივრცის X წერტილს ეწოდება ამ სიერცისX,.X:,X,.X. ,-. X§,.. წერტილების 

მიმდევგრობის ზღვარი, თუ რიცხეითი (ძი(X,X,)) მიმდეერობასის ზღვარი უდრის ნოლს, ანუ 

_"_ფქ(:.:„)=ი. 

მეტრიკულ სივრცეში განსაზღვრული მიმდევრობის ზღვრის ორიეე ცნება ერთმანეთის 
ეკვივალენტურია. მართლაც, განვიხილოთ რიცხვითი მიმდევრობა 

(§,1. რომლისთვისაც ·I··_I.I=;· =0, მაშინ, თუ X ხღვარია ზღერის ცნების პირეელი 

განსაზღვრით, ყოველი §, რიცხეისათვის უნღა არსებობდეს ნომერი”, „ ისეთი, რომ 

ძ(>,X,) < §,,თუ M > V, . ეს კი იმას ნიშნავს, რომ „II_.I;I·I„!/(I,X„)= 0. ვთქვათ ახლა X ზღვარია
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სღერის მეორე განსაზღერებით, მაშიჩ სრულდება პჰირობა, რომ Iთ ქ(:·,··;·”)=0 ,· ესეიგი 
„ 

ჩებისმიერი §8>0- ' რიცხვისათვის არსებობს ნომერი #I, , ისეთი, რომ ქ(X,X")56· თუ ”>V7, 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ X=!··—II·I:I,X„· 

ცხადია, თუ მიმდეერობას მეტრიკულ სივრცეში აქვს 'ხღეარი ის იქნება ერთადერთი, 

ქინაიდაჩ ყოველი ორი წერტილისათვის მეტრიკულ სიერცეში არსებობენ ღია ბირთეები, 

ცენტრებით ამ წერტილებში, რომლებიც ერთმანეთსარ ჰკეეთენ. 

მიმდევრობას XX% ,-.- X,,..მეტრიკულ (X,ძ) სიერცეში ეწოდება ფუნდამენტალგრი, თუ 

ნებისმიერი § > 0 რიცხვისათეის არსებობს ისეთი ნომერი /I,, რომ , თუ #M,/I = M, , მაშინ 

ძC,.»X,)<6. 

მეტრიკულ სივრცეს ეწოდება სრული, თუ მასში ყველა ფუნდამენტალურ მიმდევრობას 

გააჩნია ზღეარი. 

(X.«) მეტრიკული ეწოდება(X.ძ) მეტრიკული ყჭივრცის გასრულება, თუ: 

LXCX 

2. (—ILI··X:XXX 3 #. შესღუდვა ემთხვევა ძ : X X X –> #” მეტრიკულ სტრუქტურას.. 

3. X ქეესიზრავლე ყველგან მკვრივია (?, I;) ტოპოლოგიურ სივრცეში. 

მტკიცდება, რომ ყველა მეტრიკული სიერცისაივის არსებობს გასრულება L13). 

/:(X,(·/)—)(X.ქ)აIIახვას ეწოდება კუმშვადი ასახვა, თუ ძ(/ C-) /C:)) < თი(C,პ'), სადაც C <1 

დადებითი ნამღდვეილი რიცხვია. 

თეოთემა2-2. (კუმშვადი ახახვის პრინციჰი) თე (X.9) სრული მეტრიკული სიერცეა და 

#:(XV.ი)–(X,ძ) კუმშვადი ასახვაა. მაშინ არსებობს ამ ასახეის მიმართ 'უეძრავი წერტილი 

XCX ანე ]·(.X·)=I და ეს წერტალი ერთადერთია. 

დამტკიცება: ვთქვათ, X- C X , განევისილოთ. მიმდეერობა 

-Vი XI =·/·(X0)!X2 =·|·(·VI)”·I”3 =–/·(··C2)······V” = /(·V –·.)!···· 

ეს მიმდევრობა ფუნდამენტალუერია, მართლაც, თუ /I > #, მაშინ 

ქ(ჭ·,",ჯ„)= ძ(]·”"(.ჯ„)·/”(ჭ·„ ))5 თ' ძ(ი.X, „)<თ” (7/(C0.X,)+9(X%-X,)+ ძი,.X,)+...+ძ(X, „ ,.X, , 
” 

=თ"ძ(ნ,X,IXI+თ+თ? +თ1 +..+Cთ“ ” ') = ·I–CI—“(··I·(X·,·X·)· 

რადგან თ <1, მიღებული ტოლობის მარჯევენა მხარე 7 -ის გაზრდღით შეიძლება გავხადოთ 

ნებისმიერ რიცხვზე ნაკლები, ეს ნიშნავს, რომ მიმდევრობა არის ფუნდამენტალური და 

რადგან ჩვენი მეტრიკული სივრცე სრულია მას აქვს %ჭღვარი. ეთქვათ, ეს ზღვარია X6X 

წერტილი, მაშინ 

ძ(/ V, /CV.)) < თძC, , ,4C/ (V), / (,)) = ძ(/Cე.X,,,) < თძC-X,). 
თუ გადავალთ ზღვარზე უტოლობაში, ძ(/(ჭ·).ჯ„„)ჭექ(ჯ.ჯ„), როდესაცი მიისწრაფვის 

უსასრულობისკენ მივიღებთ: ძ(_/(.·(),X„·|)=0· მაშასადამე, ·/(X)=X· 

ვთქვათ, არსებობს მეორე V/C X წერტილი, ისეთი რომ /·()I)=)). მაშინ 

ქ(](ჯ),/·(;/))=ძ(ჯ,)))5 CLI”(X„V).C < და ამიტომ ძ(X·)I)=0=>X=·V· თეორემა დამტკიცდა



25 

(4.ძ,) მეტრიკულ სივრცეს ეწოდება(X.ძ) მეტრიკული სიერცის ქეესივრცე თუ “4C+X და 

ძ,=27.:4X#43” ძ.,მეტრიკულ სტრუქტურას ეწოდება ძ მეტრიკული სტრუქტურით 

ინდუცირებული მეტრიკული სტრუქტურა 4 C X ქვესიმრაელეზე. 
ურთიერთცალსახა / :(V,ძ) -> 0.ძ”) ასახვას ეწოდება იზომეტრია,. თუ 

ძ'(%.X,)= ძ”'(/(X M##/C”)). 

ცხადია ისომეტრია ჰომეომორფიზმია(X.>„) და (XV,7-) ტოპოლოგიურ სივრცეებს ”შორის. 

რ მეტრიკულ სივრცეს ეწოდება იზომეტრიული , თუ მათ შორის არსებობს იზომეტრია. 
იმ თვისებას, რომელიც საერთოა იზომეტრიელი სივრცეებისთვის მეტრიკული ინვარიანტ 

ეწოდება. 
თუ §>0რაიმე ნამდეილი რიცხეია, მაშინ (X,27) მეტრიკული სიერცის 4C X ქვესიმრავლეს 

ეწოდება § მკვრივი ამ სივრცეში, თუ(X,4) სივრცის ყოველი XC X წერტილის არსებობს 

წერტილი X C 4 ისეთი, რომ ძ(X,X)< §. ასეთა 4C X ქვესიმრავლეს ეწოდება § ბადე (X,ძ) 

მეტრიკულ სივრცეში. 

(X.ძ) მეტრიკულ სივრცეს ეწოდება სრულად შემოსაზღვრული, თუ ნებისმიერი დადებითი 

# რიცხვისოვის არსებობს სასრული § ბადე ამ სივერცეში 

§ 5. სიერცეთა განცალებადობა 

ვიტყვით, რომ X ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს განცალებადობის ე აქსიომას თუ 

მისი ჩებისმიერი ორი განსხეავებული X,». წერტილიდან ერთერთისათვის არსებობ მიდამო, 

რომგელიც მყორეს არ მოიცავს. 

ასეთ ტოპოლოგიურ სიერცეებს კოლმოგოროვის სიერცეებსაც უწოდებენ. 

ეიტყეით, რომ X ტოპოლოგიური სიერცე აკმაყოფილებს განცალებადობის 1, აქსიომას, თუ 

მისი ნებისმიერი ორი განსხვავებული »,,X, წერტილიდან თითოეულს გააჩნია მიდამო, 

რომელიც მეორეს არ მოიცავს. 

თეორემა: 6!I X ტოპოლოგიური სიერცე აკმაყოფილებს განცალებადობის 1, აქსიომას, 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ. როდესაც ყოველი წერტილი Xჯ6C X ჩაკეტილი სიმრავლეა ამ 

სიერცეში. 

დამტცკიცება: დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ყოველი წერტილი 

X6+X ჩაკეტილი სიმრავკლეა. ავიღოთ ნებისმიერი ორი წერტილი X,,X, C X 

(X,)=№. ამიტომ არსებობს Xე -ს ისეთი მიდამო, IIC(X,) რომ II(X:)/(X(X,) =68. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ არსებობს X,-ს ისეთი მიდამო, MV(X,) რომ I((X,)(:(X,)1=6. 

დავამტკიცოთ თეორემის პირობის აუცილებლობა. ავიღოთ ნებისმიერი XC X წერტილი 
და გაჩგიხილოთ სიშრავლე (», როგორი სხეა X C X წერტილიც უნდა ავიღოთ, 

თვორემის პირობით მას ექნება მიღამო M(X), რომელიც არ მოიცავს » წერტილს, 
მაშასადამე (X) სიმრავლის შეხების წერტილები, მხოლოდ ამ სიმრავლის ელემენტებია. 
მაშასადამე (X–) ჩაკეტილი სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცდა.
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ვიტყვით, რომ X ტოპიოლოგიური სივრცე აკმაყიფილებს განცალებადობის 1; „აქსიომას, თუ 

მისი ნებისმიერი ორი განსსეაეებული X,,X, წერტილიდან თითოეულს გააჩნია ისეთი IXX,) 

და V(X) მიდამო, რომ V(X,)(-V(X,)=68. 

ასეთ ტოპოლოგიურ სივგრცეებს ჰაუზდღორფის ტოპოლოგიური სივრცვები ეწოდებათ. 

ცხადია ყოველი მეტრიკული სიერცე მეტრიკით ინდუცირებული ტოპოლოგიური სტრუქტურით 
ჰაუსდორფის სივრცეა. 

ვთქვათ, X ტოპოლოგიური სივრცეა განეიხილოთ დეკარტის ნამრავლი X X , შევიტანოთ 

მასში ტოპოლოგიური სტრუქტურა რომლის წინაბაზასაც წარმოადგენს ქვესიმეაელეთა ოჯახი 

8(X XX)=(LVX X C+XXX.XXV), საღაც L C7(7), I 6 7V>) წარმოადგენენ X და ” 

სივრცეების ნებისმიერად აღებულ ღია სიმრაელეებს. 

თეორემა 62 X ტოპოლოგიური სივრცე ჰაუსდორფისაა, მაშინ და მხოლოჯ მაშინ, როდესაც 

დიაგონალი 4 = ((X,X) C X XXI) ჩაკეტილი ქვესიმრაელეა XXX სივრცეში. 

დამტკიცება: ვთქვათ, X ტოპოლოგიური სიერცე ჰაუზდორფისაა, განეიხილოთ სიმრაელე 

#1 = X X X Vრ . ეიაქვათ, (%ა.X7-X6C M , მაშინ Xე % #ე. I(Xა) დაV(#ა) იყოს Xა C -V. V CX 

წერტილების ურთიერთთანაუკვეთი მიდამოები, შესაბამისად. 

ადეილი მისახეედრია, რომ V(X-)X IVCX-) წარმოადგეჩნს (X-, 7-0) = M წერტილის ჩიდამოს, 

რომელიც მთლიანად შეღის M სიმრაელეში, ეს კი ნიზნ-ეს. რომ M ღიაა და მაშასადამე 4ტ 

ჩაკეტილ"ა. 

ვთქვათ ტ ხაკეტილია .-XX X სივრცეზი.. მაშინ #4 = XX XV4#ტ ღიაა. ეთქვათ ასეეე 

+ CX . CX ღა X %),. მაშინ ცხადია (C,#)6 V CVXM საიხის სიმაელყები. სადაც 

( დ7(.V).,7 C7(X) 'შეადგენენ ბაზისს XX V სიერცეში, ამირო8ჩ მოიძებნებ: 

C. (ჩ)CX. რ (X-M#I=CL.X»M = .V ლა (ი XM/სიი4=6, აქედან კი ჯამიმდისარეოი 

(ი C V წარიოად, · ტეჩეს X C.V,1> C. წერტილების თანაუკვეო მიდამოებ1, 

მახასადამე V ტოპაოლოეგ,იური სივრცე ჰადზსდორფისაა. თეორემა ღამტკიცდა 

თეორემა 6.3 იუ #.§:X –+»” ორი უწკვეცი ასახვაა X ტოპოლოგიური სიგრციდან 

ჰაუზდორფის ტოპოლოგიურ სივრცეში, მაშინ 24=(X6CXI /(1= §(X), სიბრავლე ნაკეტილია 

X სიერცეზი. 

დამტკიცება: განეიხილოთ 'ეწყვეტი #: X –> 7XX . რომელიც განსასღვრუელია ფორმულით 

M(CX) =(/(X).§(X)). M ასახვა წარმოადგენს / და ჯ ასახვების დიაგონალს. ამიტომ იგა 

უწყვეტია. ცხადია „ =V/V“ '(4). სადაც CX7/XI დიაგონალია XX ნამრავლში. რადგან I” 

ჰაუზდორფისაა, წიჩა თეორემის თაჩახმად # ჩაკეტილია, აქედან გამომდინარე ჩაკეტილი 

იქნება 4 სიმრავლეც. თეორემა დამტკიცდა. 

თვეორემა 64. თუ უწყეეტი ასახვები ჰაუხდორფის სიერცეში ერთმანეთს ემთხეეეა ყეელგან 

მკერიე ქვესიმრავლეზე, მაშინ ეს ასასვები ერთმანეთს ემთხვევა ყველგან. 

დამტკიცება: ასეთ შემთხვევაში. სიმრავლე სადაც ასახყები ერთმანეთს ემთხეევიან ჩაკეტილი. 

წინა თეორემის თანახმად. ყველგან მკერივი ჩაკეტილი სიმრაელე კი მხოლოდ მთელი სივრცეა 

თეორემა დამტკიცდა.
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თეორემა 6% X ტოპილოგიური სიერციდან V ჰაუზდორჟყის ტოპოლოგიურ სივგრცეში 

უწყვეტი #:X -> ასახვის გრაფიკი C = ((X.)/) C X X1I | / = / (X)) ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა 
XX· სივრცეში. 

დამტკიცება: განევიხილოთ ორი ასახეა თ,ა :X XX –>”/ , რომლებიც განსაზღვრულია 

ფორმულებით: CთXX,);) = . §(X, ”) = /(X). ცხადია ეს ასახეები უწყვეტია. ქვესიშრავლე XXM# 

სივრცეში, სადაც ეს ასახვები ერთმანეთს ემთხვევიან, წინა თეორემის თანახმად, ჩაკეტილია. 

მაგრამ ეს სიმრავლეა, მასთანავე, ემთხვეეა / ასახვისC = ((X, ”) C X XX | ”= /(X)) გრაფიკს. 

თვორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 66. იმისათვის, რომ X ტოპოლოგიური სიერცე იყოს ჰაუზღორფის, აუცილებელია 

და საკმარისი ამ სიევრცის ორი განსხეავებული X,,X, წერტილისათეის არსებობდეს ისეთი 

ორი უწყვეტი /:X –+/ ასახეა ” პაუსდორფის ტოპჰოლოგიურ სიერცეში, რომ 

#(C5) + /VX.). 
დაშტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობა იქედან ჩაჩს, რამ # სიერცის როლში 

შეგვიძლია აეიღოთ X სივრცე, / ასახვის როლში კი იგივურ /7„ ასახვა. ასეთ 

შემთხვევაში /0(X,) % /0(X,). 

დავამტკიცოთ თყორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ. X,,X: CX განსხვავებული 

წყრტილებია. #:X ->,, /(5) « /(X.) უწყვეტი ასახეა. განყისილოთ /(X,) და /(%)) 

წერცილების არაგადამკეეთი ღია მიდამოები V(C/(X,)) და V(7(X.)). ცხადია C =_/··|(“(_/·(XI ))) 

და = CX /(6))1 სიმრივლეები წარმოადგენენ X.X CX წერტილების თანაეკვყთ 
მიღამოებს. თეორემა დამტკიდსა. 

ეიტუევით. როშ X ტოპიოლოგიური სიერცე აკმავოფილებს გარცალეპაღობის 1,; აქსიომას, თუ 

იისი ნებისზიერი ჩაკეტილი L სიმრავლისათეის და X% / წერტილისათვის არსებობეჩ 

« Lეთ” VC#”) და VCI) მ”ყყამოები, რომ M(#”)(XIICX)=68. 

თეორენა 6.7. იმისაოვის, რომ რომ -V ტოპოლოგიური სივრცე აკმაკვოფილებდეს 

განცალებადობის 7, აქსიომას, აუცილებელი და საკმარისია მისი ჩებისმიერი XC+X 

წერტილასათვის და ამ წერტილის ნებისმიერი V(>2) მიდამოსათეის არსებობდეს 

» წერტილის ისეთი მიდამო V(X). რომ V(X) C VCX). 

დამრკიცემა. დავამტკიცოთ თეორემის პირობის აუცილებლობა, ვთქეათ, V ტოპოლოგიური 

სივრცე აკმაკოფილებს განცალებადობის 7 აქსიომას. ავიღოთ ნებისმიერი XC X წერტილი 

და მისი ნებისმიერი ღია მიდამო M(X). X VM(X»X) ჩაკეტილი სიმრაგლეა X ტოპოლოგიური 

სივრცეში, X C X MMV(»). არსებობენ ისეთი მიდამოები V(X), M(.X VსII(X)), რომ V(CX) 

რV(X VVCX)) =8. აქედან გამომდინარეობს, რომVLX) C ICX). V(X) სიმრაელის არცერთი 

“რმგხების წერტილი არ ეკუთენის X VVCX) სიმრავლეს, ამიტომ ისინი ეკუთენიან V(X)-ს, ანუ 

7:) C=VM(»). 

დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ეთქვათ, # ნებისმიერი ჩაკეტილი 

სიმრაელეა და X«<# ნებისმიერი წერტილი. სიმრავლე XVს”# ღია სიმრავლეა, ამიტომ იგი
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წარმოადგენს ჯ. წერტილის მიდამოს. თეორემის პირობით, არსებობსXჯ წერტილის ისეთი 

მიდამო V(X), რომ წ(?)CXXწ განვიხილოთ სიმრაელჟXXწX) იგი ღია სიმრავლეა, 

I··C(XX@)· VCX) ი(XX№)=0. მაშასადამე არსებობეჩ X -იხ მიდამო VCX) და # -ის 

მიდამო XX?X—). რომლებიც ერთმანეთს არ ჰკვეთენ. ესეიგი 

X ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს განცალებადობის 7 აქსიომას. თეორემა 

დამტკიცდა. 
ეიტყვით, რომ X ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს განცალებადობის 1. აქსიომას, თუ 

მისი ნებისმიერი ორი ჩაკეტილი ურთიერთ თანაუკვეთი ჩ,,#C" სიმრავლისათვის 

არსებობენ ისეთი V(#,) და V(Iე) მიდამოები, რომ #MV(#,)(-VC#:) =6 

თეორემა 6.წ. იმისათვის, რომ რომ X ტოპოლოგიური სიერცე აკმაყოფილებდეს 

განცალებადობის 1, აქსიომას, აუცილებელი და საკმარისია მისი ნებისმიერი # C X 

ჩაკეტილი სიმრავლისაოვია და ამ სიმრავლის ნებისმიერი V(„”) მიდამოსათეის არსებობდეს 

# ქეესიმრაელის ისეთი მიდამო V(#), რომ ;რC“(/··)· 

ჯამტკიცება: დაგამტკიცოთ თეორემის პჰირობის აუცილებლობა. ეთქვათ. X ტოპოლოგიური 

სიყრცე აკმაყოფილებს განცალებადობის 7, აქსიომას. ავიღოთ ნებისმიერი #C X ჩაკეტილი 

სიმრავლე და შისი ნებისმიერი ღია მიდამო V(#). X "I(#) ჩაკეტილი სიმრავლეა X 

ტოპოლოგიური სივრცეში, /' თ X VII(M). არსებობენ ისეთი მიდამოები VC5). ICX VVC/)), 

რომ V(I#) (ა?(CX VVIC#.)) = 8. აქედან გამომდინარეობს, რომ V(ჩ#ჩ) =1(#). V(#”) სიმრავლის 

არცერთი შეხების წერტილი არ ეკუთვნის X VV(C#) სიმრავლეს, ამატომ ისინი ეკუთვნიან 

VCჩ)-ს. ანუ X ) CV(ჯ). 

დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ეთვვათ, #,,M1 C» ნებისმიერი ორი 

ურთიერთ თანაუკვეთი ჩაკეტილი სიმრავლეა. სიმრაუელე X ·-#6, ლია სიზრავლეა, ამიტომ 

იგი წარმოადგენს , სიმშმრავლის მიდამოს. თეორემის პირობათ, არსებობს #ე სიმრაელის 

ისეთი მიდამო V(ჩ,), რომ V(——?:)CXXI··I - განვიხილოთ სიმრაელეXXწჯ·უ იგი ღია 

სიმრავლეა, #, C(XXV(—C·:)) . VX#)) !·1(XXI·(—I···:))=0, მაშასადამე არსებობენ #_1-იხ მიდამო 

VCM,) და #,-ის მიდამო XX@, რომლებიც ერთმანეთს არ ჰკვეთენ. ესეირგი -V 

ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს განცალებადობის 7, აქსიომას. თეორემა დამტკიცდა- 

ასახვას # :X -># სადაც # რიცხვითი სიმრავლეა ფუნქეცია ეწოდება. ცხადია ფუნქცია 

უწყვეტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ნებისმიერი §>0 რნამდვილი რიცხეისათვის 

და ნებისმიერი XC» წერტილისათვის არსებობს ამ წერტილის ისეთი V.(X) მიდამო, რომ 

ყველა უ C V.„CX) წერტილისთვის | /(X)– /C))I<§5. 
ეიტყვით, რომ X ტოპოლოგიური სიკრცის ორი ურთიყრთ თანაუკეეთი #, 8 C X ჩაკეტილი 

სიმრავლე ფუნქციონალფრად განცალებადია, თუ არსებობს ისეთი # :X -> (0)) "წყვეტი 

ფუნქცია, რომ /(C(4)=0 და /(8)=1.
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ვიტყვით, რომ ” ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს განცალებადოპის 7; ,  აქსნიომსას, 
2 

თუ მისი ნებისმიეირი ჩაკეტილი ” სიმრავლე და XC# წერტილი ფუნქციონალურად 

განცალებადი სიმრავლეები არიან. 

თეორემა 6.9. თუ X ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს განცალებადობის 7; , 
წ 

აქსიომას. მაშინ იგი აკმაყოფილებს განცალებადობის # აქსიომასაც. 

დამტკიცება: განვიხილოთ ჩაკეტილი სიმრაკვლე #C+X და წერტილიჯ C X.X C # 

თეორემის პირობის თანახმად არსებობს ისეთი / :X –+(0)) უწყვეტი ფუნქცია, რომ 

#(X)=0 და /(#)=1. ვთქვათ, ნ(–;·. # '(0,§) ღია სიმრავლეა X -ში და »XC / “ 'I0,§), 

ამიტომ იგი X წერტილის შიდამოა. / '(6,1) ასევე ღია სიმრავლეა # C # “ (6,11, ამიტომ 

იგი L სიმრავლის მიდღამოა. / '(0,6)ლრ /# I(5,I)=CC, ეს ტოლობა კი ამტკიცებს თეორემას. 

ტოპოლოგიურ სივრცეს ეწოდება რეგულარული, თუ იჭი აკმაყოფილებს განცალებადობის 7, 
და I აქსიომებს. 

ტოპოლოგიურ სივრცეს ეწოდება სრულად რეგულარული, ახუ ტიხონოვის სიერცე, თუ იგი 

აკმაყოფილებს განცალებადობის 7, და ,·;1 აქსიომებს. 

2 

ტოპოლოგიურ სიერცეს ეწოდება ნორმალური, თუ იგი აკმაყოფილებს განცალებადობის 7, და 

1. აქსიომებს. 

ცხადია. სრულად რეგულარული სიერცკე რეგულარულიც არის. 

თეორემა 6.70 მეტრიზებადი ტოპოლოგიური სივრცე ნორმალურია. 

ამტკიცება: ვთქვათ. X ნორმალურ ტოპოლოგიური სივრცეში ტოპოლოგიური სტრუქტურა 

განისაზღვრება ძჩ მეტრიკული სტრუქტურით. გთქვათ 4,8 ურთიერთ თანაუკვეთი 

ქვესიმრავლეებია X სიერცეში. ვთქვათ XC 4. განეიხილოთ რიცხევი, ”/, =;ი;·[ქ(ჯ,”);. ეს 
წ 

რიცხეი ჩულზე მეტია, წინააღმდეგ შემთხვევაში X იქნებოდა 4 სიმრაელის შეხების 

წერტილი, ეს კი არ შეიძლება, რადგან 8 ჩაკეტილია. 

ჩ 

განვიხილოთ ღია სიმრავლე VL/(-4) = ჯქ· 82 , ცხადია 4 C CVC4). ანალოგიურად ავაგოთ 

, 

LIC8) = = 82 , სადაც!, = ჭ]ჰ;(ქ()·,)])) >0. ვაჩვენოთ, რომ VI(4)იVC8) =C, მართლაც, 

# § 
დავუშეათ არსებობს 2: C<VC4)(5-CC8), მაშინ 7ა C 8,3, და 7ე 6 ვ;· რომელიღაც X-ი C «4,# C8 

წერტილებისათვის. 

, / 
4(X-.Xი) = 9(Xი,20) + #(20, X76) < 31 +·52· · 

ზოგადობის დაურღვევლად შეგეიძლია ვიგულისხმოთ, რომ / >#. მაშინ გეექნება
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ძ(X-,7ი-) <,,. მეორე მხრიე ი(X-,7-) 2 III;!I,;(II(X„.)/) =/, და ამიტომ ძ(X.ა,X7ა)>I,. ესეიგი 

ერთდროულად გვაქვს ძ(Xა,X7-) </, და ძ(Xა:X70)>7,, რაც არ შეიძლება. მაშასადამე ჩვენი 

დაშვება არ ყოფილა სწორი. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა რ6.II. (ურისონის ლემა) თუ X ტოპოლოგიური სივრცე ნორმალურია, მაშინ მასში 

ნებისმიერი ორი ურთიერთ თანაუკვეთი #,8C X ჩაკეტილი სიმრავლე ფუნქციონალურად 

განცალებადია. 
დამტკიცება: უნდა დავამტკიც:უთ, რომ ნებისმიერი ორი ჩაკეტილი ურთიერთ თანაუკეეთი 

4,8C X სიმრავლისთვის არსებობს ისეთი / :X ->(0,) უწყვეტი ფუნქცია, რომ /(74)=9 

# ი 
და #/C8)=1. ამისათვის მოვიქცეთ ასე: ყოველ წილადს I·=–27;·% = 0,I.2,...,2 შეეუსაბამოთ 

ღია სიმრაგვლე CV-) ისე, რომ სრულდებოდეს პირობები: 

1. 4C–=CX9); 

2, _0(7·)C0(|·”), თუ #<#”; 

3. C0)=XVს8 

შესაბამისობა ავაგოთ ინდუქციის წესით ნატურალური რიცხევის მიმართ. 

თუ M#=0, მაშინ # რიცხვი ღებულობს მხოლოდ ერთ მნი'მენელობას # =1. ასეთ 

შემთხვევამი #=1 

CXი) იქოს 4 სისრავლის ის ღია V(4#) მიდ..მო. რომლის ჩაკეტვაც შედის XVXM8 ღია 

სიმრაგლეში. რადღგანაც 2 ტოპჰოლოგიური სიერცე ჩორმალერია ამიტომ ასეთი ღია VC«) 

მიდამო არსებობს. C0) იყოს XX+9, ასეთ 7!:,;:(”1··"·,·,;;.··?!"#0)C ”XI). “ 

დავუშვეათ ეხლა შესაბიმისობა აგებული” #-,) ნატურალური რიცხვისათ;ვას. 

# - _ 
ჩვეხი ამოცანაა განესახღვროთ ე(·წ··) კენტი # რიცხვებისათვის, რაღგან თ: #=.2, 

მაშინ 0(7)—0( ;-)— (·7··:_?·) უკეე განსას,რულია ჩეენი დაშვებით. 

ვთქვათ, X რიცსვია, მა·შინ L·–I და L· + ღ··;წი რიცხვები იქნებიან და შესაბამისად 

განსაზღვრუელი "·|ნება0( )ღა0(——–) ღია სიმრავლეები. ჩეენი დაშევებით 

#- |(+I 
0 ( 2” ) 

რადგან X ნორმალურია 0 ერთი ღია 0 სიმრაელე, რომ 

0(—) C0C 0(*2”; #+),. 

ჩავთვალო ეს ღია სიმრავლე 0(;—") სიმრავლედ.. ამგვარად ”· რიცხვისათვისაც აეაგეთ 

შესაბამისობა ?·=ჭ;|(=0,]··2,...,2" რიცხვებსა და ღია 0(%) სიმრავლეებს შორის.
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დავუშვათ 
0,/ XCCX0) 

#0= ვსხ -/ |X C X V0V)),/. X C 0(0) |' 

თუ XC 4, მაშინ /(X–)=0, თუ Xჯ6C #8, მაშინ /(X)=1. 

#/ უწყვეტი ასახეაა. ამის დასამტკიცებლად საკმარისია ეაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი X 

ნატურალური რიცხვისათვის და ნებისმიერი X წერტილისათე"ს არსებობს ისეთი მიდამო 

" (·I”) რომ თუ »CV, (X), მაშინ| /(XL– /0)) <–– 2“· 

ვთქეათ, ” ორობითი წილადია, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას /(X) <” (21%1+]·(I), 

კხადია ასეთი წილადი არსებობს. დავუშვათ #I = CVI-) VICX” –ჭ) - ჩავთვალოთ CX§5) =0, 

როდესაც §<0 და CC)=+X, როდესაცცს 5§>1. 

232 < 7(#) '-> 2/. XC/, რადგან #(X) < ” უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ X6CC0V-). 

“ყტოლობიდან კი გამომდინარეობს, რომ #»6C X %C0'– "·I) C XVსცCV.' –––) 

აჩას გარყცა თუ VC7I მაშინ #CC0XV). აქელან კი გამომდნარეობს, რომ /C0) <# 

აქელან. თავის მხრიე, გამომდინარეობს, რომ »C X "CX- – —") C X - CC - 5?·-·) · 

I 
ამიტომ ”- 2. < 709 და საბოლოდ გვექნება | #(0 – 707)I< ; 

სეორემა დამტკიცდა. 

თვორემ: 6.I2 ყოველი ნორმალური ტოპოლოგბიური სივრცე სრულად რეგფლარულია,. 

ამტკიცება: ურისონის ლემის თანახმად, ყოველი ორი ურთიერთ არა გადამკვეთი სიმრავლე 

ნორმალურ სივრცეში ფუნქციონალურად განცალებადია. ნორმალურ სიერცეში სრულდება 

განცალებადობის 7, აქსიომა, ამიტომ წერტილი ჩაკეტილი სიმრავლეა. ეს კი ამტკიცებს 

თეორემას. 

თეორემა 519 ეთქვათ / უწყვეტი ფუნქციაა. რომრლიც განსაზღვრულია ნორმალური 

ტოპოლოგიური X სიერცის რაიმე ” ჩაკეტილ ქვესიმრავლეზე და აკმაყოფილებს პირობას: 

|#/(0-))<C>9, მაშინ არსებობს უწყვეტი # ფუნქცია, განსაზღერული მთელ X სივრცეზე, 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს: | C(X) |5·;—C ყველა XC X წერილისთვის, 

2 
I8(X)—]·(X)I5;C ყეელა X6C# 

დამტკიცება: ეთჭვათ 4=(+C ჩI/C0<-1თ, 8=CC#I/00>19, #=Cფ=#1»%510.
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4 და8 სიმრავლეები ჩაკეტილია. ღა ისინი არ გადაიკვეთებიან. ურისონის ლემის თანახმად 

არსებობს უწყეეტი ასახვა #':X -+ (0.I), ისეთი, რომ §«M.4=0,§%#8) =1. 

II 2 
განეიხილოთ ასახვა, თ:(0,11–> .7, განსახღერეული ფორმულით Cთ(X) = 3·(:( -3 

)1 1 
კომპოზიციციისთვის § =თCთ9#8':X –>V. ადგილი აქვს ტოლობებს #(.4) = “3 „,§(8) = 3' 

აქედან გამომდინარე § ასახეა აკმაყოფილებს ყველა საჭირო მოთხოვნებს. თეორემა 

ღამტკიცდა. 

ვთქვათ (#/,),,, მიმდევრობაა. რომლის წევრებიც X ტოპოლოგიური სივრცეზე 

განსაზღვრული უწყვეტი ფუნქციებია. 
უწყეეტ ფუნქციათა (/,I,,, მიმდევრობას ეწოდება თანაბრად კრებადი რაიმე /:X ->7# 

ფუნქციისაკენ, თუ ნებისმიერი6>0 რნამდვილი რიცხვისათვის არსებობს ისეთი #I, ნომერი, 

რომ ყველა #>#, ნატ'ერრალერი რიცხვისათვის და ნებისმიერი X C X 

წერტილისათვის | /,(X) – /(X)|< §. 

თეორემა 6.74 თუე უწყვეტ ყუნქციათა 1/,1,,, მიმდეერობა თანაბრად იკრიბება რაიმე 

#:X -> # ფუნქციისაკენ, მაშინ / ფუნქციაუწყვეტია. 
დამრკიცება: თუ ფუნქციათა (/,),,, მიმდეერობა თანაბრად კრებადია, მაშინ ნებისმიერი 

§>0 რიცხეისათეის არსებობს ისეთი II, ნომერი, რომ ყველა # >#/, ჩატურალური 

რიცხყისათვის ნებისმიერი X C X წერტილისათვის | /,„(X) – 7 (X) |< ჯ · 

#. უწყვეტი ფუნქციაა, ამიტომ 6 >0 რიცსეისათვისდა ნებისმიერი XC» წერტილისათვის 

არსებობს ამ წერტილის ისეთი I/,(X+) მიდამო, რომ | /,(X) – /,(7)|<%, 

როდესაც 1” C ?%.CX). ამიტომ 

| / (X) – /(»)1=| / (X) – /,„(X) + /, (X) – /,(7) + /, (7) – / 07) 9 / 0 – #(ი9):+| /,000 – /CI)| + 
8 § C 

+ - <-+-+-=68 | #,(X) – #CI)) 3.313 

როდესაც ) C ?.C(X) . თეორემა დამტკიცდა 

უწყვეტ ფუნქციათა (/,),.„ მიმდევრობისაგან შედგენილ მწკრივს ეწოდება თანაპრად 

ჰძრებადი, თუ ამ მწკრივის კერძო ჯაშების მიმდევრობა თანაბრად კრებადია. 

თეორემა 6.I5. (ტიტცეს თეორემა) თუ / “თწყვეტი ფუნქციაა. რომელიც განსაზღერულია 

ნორმალური ტოპოლოგიური X სიერცის რაიმე 4 ჩაკეტილ ქვესიმრავლეზე, მაშინ 

არსებობს ისეთი უწყვეტი /” ფუნქცია განსაზღვრული მთელ X სიერცეზე, რომ /” 1=V/ 

უფრო მეტიც. თ'ე | /(X)|I<C”C'>0 ყეელა X 6 4 წერტილისათვის. მაშინ | / “(X)I<« ყეელა 

XCX წერტილისათვის.
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დამეკიცეპბი: განვიხილოთ შემთხვევა, როდეს»ც I/(X)I5( ავაგოთ ინდუქციით უწყვერი 

ი. ფუნქციები: დ. 89ე..... C,. ისეთნი, რომ | C, (X)|< 3( ) C ყეელა XC X წერტილისათვის და 

IIო - 28 თი#%56 ტეჩC, როდესაც X6 4. 

#, ფუნქციის ასაგებად გამოვიყენოთ წინა 5.7. თეორემა, როდესაც C =«C' ამ შემთხვევაში 

1, 2., 
I§,(X) |< 3(· ყველა XC X წერტილისათვის და | /(X) – 9,(X) |< –;C ყველა XCV# 

წერტილისათვის. 

ვთქვათ, #§,.8ე,--»§,, უკვე აგებულია, თუ ახლა 5.7. თეორემას გამოვიყენებთ 

#0)- 2ჯ (-) ფუნქციის მიმართ როდესაც 0 = ( )·|C მივიღებთ , ფუნქციას რომელიც 
0 

დააკმაყოფილებს უტოლობებს· 

I8,(9)1<3 ( უ Iი- 28·(X)I(( )'C 
) 

ამგვარად. ჩვენ ავაგეთ ყველა 'ეწყვეტი დ§,.9 ,-.- 8, ფუნქცია. | §(X) I(—( )|·· ', ამიტომ 

მწკრივი 28·( ) იქნება თანაბრად კრებადი, მისი ჯამი / '(X) = 2·_2 0ე) უწყვეტი ფუნქცია 
“ 

იქნება. თუ გადავალო ზღვარზე | /(ი – 23,(,1) I(( )”(.· უტოლობაში, მივიღებთ 

სთI/(ი - 2ჯ,(;:)| 0, ეს კი ნიშნავს, რომ /' 1,= / 
ლუ 

გეჭბგჭბებძრზხს'ზ!'ჩ ' I/ C01 2,ფ0% 5 2·8(X)|(2 (6+C=2,გ5 2' = 3- 59 
წო (ე 5I 3 2 2 

მაშასადამე. | # (X),<C, ყეელაX6 X წერტილისათეის. 

ახლა გაჩვისილოთ შემთხვევა როცა /(X) არ არის შემოსასღერული. რიცხვითი ღერძი # 

პომეომორფულია 7”ა =(–-1,I) ინტერეალის, ვთქვათ ეს ჰომეომორფიზმია #. 

#9=/ ფუნქცია შემოსასღვრულია, ამიტომ არსებობს / ფუნქცია რომელიც ასევე 

შემოსაზსღვრულია და / |I=#ი/ ეთქვათ 8=(-I,)) ორწერტილიანი ქეესიმრავლეა 7 

სიმრავლიდან // = / ''(8) ჩაკეტილი ქეესიმრავლეა X სიმრავლეში. # 5ი 4 =68, ამიტომ 

ურისონის ლემის ძალით, არსებობს ისეთი უწყვეტი #:X –+(0,1) ასახვა, რომ 

§(/)=მ და§(4)=1. დ=§869/':X ->(0.I)) ფუნქციაიის და # 'ფუნქციის კომპოსიციით 

მიღებული #=ჩ იდ ფუნქცია იქნება #:X -> # ფუნქციის გაგრძელება,ანუ #|,= / 
თეორემა 6.16. (ურისონის თეორემა) იმისათვის, რომ თელად ბაზისიანი სიერცე იყოს 

მეტრიზებადი, აუცილებელი და საკმარისია იგი იყოს ნორმალური.
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დამტკიცება: დავამტკიცოთ თეორემის პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ თვლად ბაზისიანი 

სიერცე მრტრიზებადია, მაშინ 6.5 თეორემის თანახმად იგი იქნება ნორმალური. 

დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ ,8(X) თელადი ბასაა ტოპოლოგიურ 

სივრცეში. რადგან სივრცე ნორმალურია იგი იქნება სრულად რეგულარულიც და 

რეგულარულიც. 
ვთქვათ, X წერტილი ეკუთენის X ტოპოლოგიური სივრცის ბაზისის, რომელიმე ღია 

CC 8(X) სიმრავლეს. სიერცის რეგულარულობის გამო, არსებობს M C 8(X) ღია სიმრავლე, 

ისეთი, რომ XCM და ” C0. ვთქვათ ბაზისის ელემენტები გადაჩნომრილია C,, C,,...» C/ი 

გაჩვიხილოთ წყვილები (წ,·,ე/) „ სადაც (/ C C,. განხილული წყვილების სიმრავლეც 

თვლადია. ვთქეათ, წყვილების ეს სიმრავლეც გადანომრილია (წ,·,[/|| ),(წ,ჯ,[/” ),·..,(წ,··,[/”),·.·· 

განვიხილოთ სიმრაელე X VC,, იგი ჩაკეტილი სიმრაელეა, წ, ი(XVC, 1=6 ყოველი ”- 

ისათვის. იმის გამო, რომ სივრცე ნორმალურია, ურისონის ლემიდან გამომდინარე, არსებობს 

უწყეეტი ფუნქცია” /, : X ->(0,I), სადაც /(V,)=0 და /(CXVV, )=1. 
განესაზღეროთ მეტრიკა X სიერცეში შემდეგნაირად: 

ძ(,») = 2 /,(9,/,09012” 
ლუ 

2 ყოველი ” ნატურალური რიცხვისათვის | /,(X) -- /„())|<1, ამიტომ 2| #.(0) - #0)I2“ 

ისკრივი თანაბრას კრებადია. 

აღვილი საჩყენებზელია, რომ ასეთნაირად განსასღვრული ფუნქცია Cთ :.+ -> 8 ცმაყოფილებს 

სამრკუთსედის ქსიომის მროთხოვნას. იგი სიმეტრიელია და 9(5X) =0. 

ჯასამტკიცებვლია. მირლ.ოდ ის. რომ C( )1). როდესაც XX% #. განეიხილოთ. სი5რა 

ჯბ იეცე=ლ”"” იგი ლია სიყრავლეა. ეთქვა4, I,”,. ბაზისის ის ელემენტია, როჩელსიც ეკუთვჩის 

წერტილი და CV, C” რადეან X სრულად რყეგულარულია, ამიტომ არსებობს პაზის ისგიი 

V, ელუემენტი, რომ XCV ღა L, C C/,. გასეიხილოთ (V,,CV,) წყვილის შესაბამისი ურისონის 

ფუნქცია / რომლისთვისაც #(C,)1=0,/(X სC,1=1, აქეღაჩ გამომდინარე,„ «(X,))>0. 

ვაჩეენოთ ახლა, რომ I#:(VX,V2) –>(X.X.გ), სადაც ” თავიდან მოცემული ტოპოლოგიური 

სტრუქტურაა, I აგებული მეტრიკური სტრუქტურით იჩდუცირებული ტოპილოგიური 
სტრუქტურა, იგიეური ასახვა X სივერცეში. მართლაც, ვთქვათ Xა C X და §>0 ნებისმიერი 

რიცხვია. ავიღოთ 8. ღია ბირთვი (X,ძ) მეტრიკულლ სიერცეში. 

«CX-.”). როგორც ერთი ცელადის ფუნქცია, უწყვეტია. ეს გამომდინარეობს 

Iთ- 7#600ე|2“ 
»=I 

მწკრივის თანაბრად კრებადობიდან. 

რადგან ძ(X.”) უწყეეტი ფუნქცია, ამიტომ მოიძებნება Xა C X წერტილის ისეთი მიდამო X/, , 

რომ თუ »6CV,, მაშინ
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აქედან გამომდინარეობს, რომ »6C 84 ეს კი იმას ნიშნავს, რომ / :(X,+) –> (X.?„) უწყვეტი 

ფუნქციაა. 
ახლა ვაჩვენოთ პირიქით, ანუ ეაჩვენოთ, რომ I7 :(X,+,) –>(X,>) უწყეეტი ფუნქციაა. 

დავუშვათ წინააღმდეგი, ეთქვათ, X, წერტილის რაიმე დაფიქსირებული L/(Xა) C 8(X) 

მიდამოსათვის არ არსებობს ისეთი წა რიცხვი, რომ 8 CV/ICX). ეს კი იმას ნიშნაეს, რომ 

როგორიც არ უნდა იყოს M რიცხვი, ყოველთვის მოიძებნება X„ წერტილი, რომელიც 

! 
აკმაყოფილებს პირობებს:X, C 8;' ,X.„ C X VCCX). X სიერცის ნორმალურობის გამო 

8CV)-ში არსებობს ისეთი ” სიმრავლე, რომ X CI/,”/ CVIL(X-) და (/,V(X)) წყვილს 

შეესაბამება ურისონის ფუნქცია /#,. ცხადია ყველა M რიცხეიათვის /,(X,,)=1I,/,(X-)=0 და 

ძ(X.,X)= 9:1 /,(X-) = /66)|2-” >2“ | #(X,)– / (%)1I= 2“ 
' 

ვთქვათ. 77 > #. მაშინ ძ(X-.X-ე)>2 “ აქედან გამომდიჩარეX„ C 8; და X C X სVVXX). ეს 

ნაშინ-ეL იმას, რომ X„ ერთდროულიად არ შეიძლება ყკუთენოდეს ვჭ·" 

სიმრავლესაც და X სC(C») სიმრავლესაც. მიეიღეთ წიმააღმდეგობა, ჩეყნი დაშეყბა არ ყოფილა 

სწორი, შ-შასადამე Iთ :(X,2,1 -3 (VX,.I) ასახეა ჟოფილა 'უწყვეტი. საბოლოოდ შეტვიძლია 

ლუყოასკენათ, რომ 7 =1,.. რაც ამტკიცებს თეორორეძას. 

ტუორპოლოგიურ სეყრცეს ეწოდება სიულყოფილად ჩო”წალერი თუ იგი ნორმვურია და 

ყრველი მისი ჩ-კეოილი სიმრაელე წარჩოადგენს C, სი:რაყლეს. 

ცყიადია ტოპოლოგიური სიერცე იქნება სრულყოფილაა ნორმალური, მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ. თუ იგი ნორმალურია და მისი ყოველი ღია ქვესიწრავლე წარმოადგენს #. სიმრაყლეს. 

თეორვმა 6.I6. X ნორმალური ტოპოლოგიური სივრცის / ქვესიმრაელე მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ წარმოადგენს ჩაკეტილ C, სიზრაელეს, თუ არსებობს ისეთი უწყვეტი ასახვა / :X -3/. 

რომ #= / “ (0). 

დამტკიცება: ერთწერტილიანი (0 CI სიმრაელე წარმოადგენს C, "სიმრავლეს და ამიტომ 

# '(00) სიმრავლეც იქნება Cკ სიმრაელე. 

ეოქვათ, 4 ჩაკეტილი C, სიმრაგვლეა ნორმალურ X სივრცეში. ამ სიმრაელის დამატება 

ცხადია ჩ, სიმრავლესა, ანუ XX4=ყჩ· სადაც 7 = 1,2,3,.... ურინონის ლემის თანახმად 

ყოველი I =1,2,3,.. ინდექსისთვის არსებობს უწყვეტი ისეთი ფუნქცია /,:X –>/. რომ 

#C0=0, როდესაც XC 4 და /,(X)=1, როდესაც X6C#,.
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6.I4. თეორემიდან გამომდინარეობს. რომ ფორმულ განსახლხერული X ·ფუნქცია უწყვეტია 

X სივრცეზე XC#4/ წერტილისთეის /(X) =0. 

1 
თუ XC #, მაშინ არსებობს ისეთი ; ინდექსი, რომ X6C6M, და ამიტომ /(0> ჭ_/·(;·) = 2 >0 , 

მაშასადამე 4 = /“!(0). თეორემა დამტკიცდა 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს: 

თეორემა 617 X ნორმალური ტოპოლოგიური სიერცის # ქვესიმრავლე მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ წარმოადგენს ღია #., სიმრაელეს, თუ არსებობს ისეთი უწყეეტი ასახეა #/ :X -–37. 

რომ „4 = / “!((0,11). 

ტოპოლოგიური სივრცის ფუნქციონალურად ჩაკეტილი ქვეხსიმრავლე ეწოდება მის ისო # 

ქყვესიმრავლეს, რომლისთეისაც არსებობს უწყვეტი / :X -> (0,)1) ასახეა, რომელისთვისაც 

# IC0:=# ცხადია ფუნქციონალურად ჩაკეტილი სიმრავლე ჩაკეტილია X ტოპოლოგიური 

სიერცეში. 

ფენქციონალურად ჩაკეტილი ქვესიმრავლის დამატებას X სიერცეში ფუნქციონალურად 

ლღია ქვებიმრავლე ეწოდება. 
თეორემა 6.156. კოველი ორი ფუნქციონალერად ჩაკეტილი თანაუკვეთი #და 8 

ფუნქციონალურად განცალებადია და ამ სიმრავლეებისათვის არსებობს ისეთი უწყვეტი ასახეა 

#:X–3>I1, როზ 4=/“VX0),8 = /“'ძ). 

დამტკიცება: ვთქვათ «,#: X ->7 ისეთი უწყვეტი ასახვებია, რ«იმ / = # “ '(0),,8 = #“I(0) . 

რადგან 4(0:58=0 , ამიტომ ·/·(X)=–№ ასახეა უწყვეტია და იგი ფუნქციონალერად 
9§(X) +7IXCX) 

განაცალებს 4 და 8 სიზრავლეებს. თეორემა დამტკიცდა 

თეორემა 6.I? ვედენისოვის თეორემა. ეოქვათ X წარმოადგენს 7, სივრცეს, მაშინ შემდეგი 

დებელებები ერთმანეთის ეკვივალენტურია: 

1. X სრულყოფილად ნორმალურია. 

2. X სივრცის ღია ქვესიმრავლე ფუნქციონალურად ღიაა. 

3 V სიერცის ჩაკეტილი ქეეგსიმრავლიე ფ'ენქციონალურად ჩაკეტილია. 

4. ყოველი ორი ჩაკეტილი თანაუკვეთი 4 და 8 სიმრაელისთვის არსებობს ისეთი 'ეწყვეტი 

ასახეა / :X –>7, რომ „”#4= / '(0), 8 = /“I(1) . 

დამტკიცება: 1Xლი პირობიდან 6.16. თეორემის საფუძველზე გამომდინარეობს მე-2-ე პირობა. 
6.17. თეორემის საფუძველზე მე-2-ე პირობიდან გამომდინარეობს მე-3-ე პირობა. 

6.18. თეორემის საფუძველზე მე-+ე პირობიდან გამომდინარეობს მე-4-ე პირობა. 

ცხადია მე-4-ე პირობაიდან გამომდინარეობს 1-ლი პირობა. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 6-220 მეტრიზებადი X სივრცის ყოველი ჩაკეტილი ” ქეესიმრავლე 

ფუნქციონალურად ჩაკეტილია და წარმოადგენსC, სიმრაელეს. 

დამტკიცება: გთქვათ / რაიმე მეტრიკაა X სივრცეზე, ვაჩვენოთ, რომ ასახვა #:X –> /, 

რომელიც განსასღვრულია ფორმულით /(X) = X(X,ჩ) უწყვეტი ფ'უნქციაა. ვთქვათ »,X, C X 

და განეიხილოთ სიდიდე 

|0(C#) - 20 #)I.
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ადგილი აქეს უტოლობას /XX. ”) < /XX,9) < /XX,)7)+ 0C7/,თ). სადაც ძრ ნებისმიერი წერტილია 

L სიმრაელეში. ამ უტოლობიდან გამომდინარეობს. უტოლობა /#XX, #) < (- )7/)+ 0C/,#)I. 

მაშასადამე XX #)-,7X0» #) < X(X.)). ანალოგიურად გეექნება #2CV, #) – /2(X, # ) < 2(X,V). 

საბოლოოღდ | /XX, ”) – X V, ” ) |< XX V). ეს კი ნიშნავს, რომ #:X –>#/ ასახეა უწყვეტია. 

თუ # ჩაკეტილია შაშინ =L ეაჩვენოთ, რომ #=(0C,#M) =01. წერტილი ეკუთვნის 

#  სიმრაელის ჩაკეტვას 2 მეტრიკით ინდუცირებული ტოპოლოგიური სტრუქტურის დროს, 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ არსებობს ” სიმრაელის წერტილთა ისეთი მიმდევრობა, 

რომლის ზღვარიც მოცემული წერტილია. რადგან #:X –>I ასახეა უწყეეტია, და ამ 

ასახვისთეის კი გვაქეს / “ '(0) = M, მაშასადამე » ფუნქციონალურად უწყევეტია. ამასთან 

I··=|·1·/·|([0·—2]7)) და _/“([0—%)) ღია სიმრავლეა ყოველი 7 = 1,2,3,... ინდექსისთეის. ეს კი 

ჩიშნავს, რომ # წარმოადგენსC,კ სიმრავლეს. თეორემა დამტკიცდა. 

წინა თეორემიდან და ვედენისოვის თეორემიდან გამომდინარეობს: 

თეორემა 6.2,, ყოველი მეტრიზხებადი სიერცე სრულყოფილად ნორმალურია. 

ტოპოლოგიურ თვისებას ეწოდება შემყვიდრეობითი, თ'ე იგი ახასიათებს ყოველ ქეესივრცეს 

იმ ტოპოლოგიურ სივრცეში, რომელსაც ეს თვისება გააჩნია. 

თუ ტოპოლოგიური თვისაება არ არის შემკვიდრეობითი, მაგრამ იგი ახასიათებს რაიმე 

კონკრეტული ტოპოლოგიური სივრცის ნებისმიერ ქვესიგრცეს, მაშინ ამბობენ. რომ ეს სივრცე 

მემკეიდრეობით ფლობს მოცემულ თვისებას. 

მაგალითად: პირველი და მეორე თელადობის აქსიომების შესრულება, განცალებადობის 

7, 53% აქსირომების შესრულება მემკეიდრეობითი თვისებებია; მაგრამ სეპარაბვკლურიბა ან 

ნორმალურობა არ არის მემკეიდრეობითი თვისება. 

ეეღენისოვის თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი: 

თეორემა 60.22 სრულყოფილად ნორმალურობა მემკვიდრეობითი თვისებაა. 

ორ ქვესიმრაელეს # და 8 ქვესიმრავლეს X ტოპოლოგიური სივრცეში ეწოდება 

განცალებული, თუ 45ი8=68დღა4.058=6. კერძოდ ყოველი ორი ჩაკეტილი, თანაუკვეთი 

სიმრავლე განცალებულია. განცალებულია ასევე ყოველი ორი ღია თანაუკვეთი ქვესიმრავლეც. 
თეორემა 6.23 ყოველი 1, თეისების მქონე X ტოპოლოგიური სიერცისათეის შემდეგი 

პირობები ერთმანეთის ეკვივალენტურია: 

1. X ტოპოლოგიური სივრცე მემკეიდრეობით ნორმალურია. 

2. ყოველი ღია ქვესიმრავლე X სივრცეში ნორმალური ქვესიერცეა. 

3. ყოეელი ორი განკალებული 4 და 8 ქეესიმრაელისათვის X ტოპოლოგიური სივრცეში 

მოიძებჩება ისეთი ღია სიმრაელეები L,,V C X, რომ 4CCV,8C” და Vო7/ =6. 

დამტკიცება: ცხადია 1-ლი პირობიდან გამომდინარეობს მე-2-ე პირობა, ვაჩვენოთ, რომ 

მე-2-ე პირობიდან გამომდინარეობს მე-3ე პირობა. მართლაც, ეთქვათ # და 18 განცალებული 

ჭქვესიმრაელეებია X ტოპოლოგიურ სიერცეში. ღაეუშვათ V = XVC#ო8)CX ცხადია, 

4.8CM. 4 და 8 სიმრავლეების ჩაკეტვები არ გადაიკვეთება M სიმრავლესთან.
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აქედან გამომდინარე, რადგან M მნორმალურია, არსებობენ ისეთი ლიაL/,V C M 

სიმრავლეები M ქვესიერცეში, რომ 4CV.8CVM და V–V-ო/ =6. რაღგან M ლღიაა X 

ტოპოლოგიური სიერცეში, ამიტომ V,,”/ C M სიმრავლეები ღია იქჩება X სიერცეშიც. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ მე-ჰ-ე ჰირობიდან გამომდინარეობს I-ლი პირობა. 

ეთქვათ, V ნებისმიერი ქვესივრცეა. X ტოპოლოგიურ სივრცეში და #,8 C M 

ურთიერთ თანაუკვეთი ჩაკეტილი ქვესიზრაგლეები M -ში. ცხადია 4 ღა 8 განცალებული 

ქვესიმრავლეებია X -ში თეორემის პირობის თანახმად, არსებობენ ისეთი ღია C/,V C X 

სიმრავლეები, რომ #CL,8C” და V(იაV =6. თანაკვეთები VC-M# და M/რაM ლიაა M 

ქვესივრცეში, ისინი არ გადაიკვეეთებიან და შეიცავევნდ 4 და 8 სიმრაელეებს. შესაბამისად. 

თეორემა დამტკიცდა. 

§7. ტოპოლოგიური კონსტრუქციები 
7.1. ტოპოლოგიურ სივრცეთა პირდაპირი ჯამი და ნაზრავლი 

ეთქვათ, ტოპოლოგიურ სივრცეთაისეთი ისეთი ოჯახია, რომ X- ირ X.=0ღC როდესაც 

თ#Cთ ტოპოლოგიურ სივრცვთა ამ ოჯ:ახის პი.ზდაჰირი ჯამი ეწოღება L -V, სიმრავლეს 
ძრ 

ისეთი ტოპოლოგიური სტრუქტურით. რომლის ღია სიმრავლეთა ოჯახი შეღგება ისეთი 

ქეესიზრაელვყებისაგან, რონელთა თანაკვეი» თითოეულ X, სიმშრავლესთან ღიაა LX,.7,) 

სავრცე'ში. 

ტოვოლოგიურ სივრცერა ოჯახსს პირდამირს ბამი აღინიშნება ასე: C(X..:.) 
რთრ., 

ეთქეათ, ახლა (C V... ), ტოპოლოგიურ ნებისმიერი ოჯ,ახია. გაივიხილ ოთ 

ასაწ·:;ა··"ა ს"?·რაეღ.·ეე?—": 

(I2, 04048 2 1(/(თ)CX,1, 
თ«6»” 

ხრ. 

(ი, :1 LX, –3CX,,7,)19,(/) = /(თ)) 
თ4<4 

შეყიტანოთ "X„ ს"მრაეღ·ეში ისეთი ტოპოლი,გიური სტრ უქტურა, რომელიც ყველაზხე 
ძთC6/ 

სუსტია იმ ტოპოლოგიურ სტრუქტურათა შორის, რ|·»მღ·ებისათეისაც თითოეული ჯ, ·“სასვა 

უწყვეტია. 
I—IX·, სიმრაგლეს ასეთი ტოპოლოგიური სტრუქტურით (CXV., .) ტოპოლოგიურ 
C.XI 

სიერცეთა ოჯახის პირდაპირ(ტიხონოვის) ნამრავლს უწოდებენ. იგი აღინიშნება ასე: 

IICX,.I,). 
თ“/ 

I—IX„ სიმრავლე შეიძლება გავაიგივეოთ „%”„X“ სიმრავლის (X, |X, C V. ), სახის 
თ4«4 

ქეესიმრავლეების სიმრაელესთან. მაშინ #.(X„) =X. და I·I(X·· I-) სიერცეში 
(-LX ) 

ტოპოლოგიური სტრუქტურის ერთერთი წინაბაზა იქნება: (#>-'(0.) | C, C7(X.)..,.
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ამ წინაბაზას კანონიკური წინაბაზა ეწოღება 1—[(·1·”···1·„) პირდაპირ ნამრავლში. 
ა64 

ცხადია | I(X,.ჯ,V სივრცეში, კანონიკური წინაბაზის შესაბამისი ბაზა I%I ICX..».)) 
ი44 თრ 

შედგება ისეთი სიმრავლეებისაგან I—IV· , სადაც ), #2 X, მხოლოდ სასრული რაოდენობის 
2044 

თ,.თ,ე...>V ინდექსებისაოეის. ხოლო I> =0, C7(CX.,) ყეელა 7 =1.2,...,# ინდექსისათვის. 

ემა 7IM#. თუ | IX,. ტიხონოვის ნამრავლია, V, C X.,თ C 4,მაშინ | IX, =I IV . 
იი ძი თ4«4 

დამტკიცებX ეთქვათ, ) C ]—[V მაშინ მისი ნებისმიერი მიდამო გადაჰკვეთს I—I)”, სიმრაელეს. 
ძ'·/ თ<4 

' 
# წერტილის ნებისმიერ მიდამოს აქვს სასე1(()/) = არ ი. (M/( X#,)),სადაც თითოეული [I;,I (C, ) 

წარმოადგენს I—IX „ სიერცის კანონიკური წინაბაზის გლემენტს. 
C«4 

გ.ხეისილოთ ინდექსი./” რო·]ლისთეი[·აც 

ო?„· თ0,))ი1 17 #0. 
ძა/ 

რ ი; (V0, )) თანაკევთაში შემავალი თითოვული სიმრაელე / (M(V,,)) გადაჰკვეთს L II, 
' ი. 

სიირავლებ: ავირჩირდთ მათგან ნებისძიერი ?;·I CI(V,.)) ცხადია.X C |.I;·!· (-(»,,,ი I—!?“ 

ნ. (3)= 1. 6V(X, ). რადგანV(XI, ) წარმოადგენს V, წერტილის ნებისმიგერად არჩეულ 

შიდამ.ს V, სივრცექი „მიტომ _;·6]=·· ყს კი ნიშჩ,ეს, რომ X”C I···· 
“4/ 

მარასად. მქ, I—I C ]·[) · ეთქვათ, აზლა ), 6 11?„ , მაშინ ნებისმიერით < / ინდუქსისათვის 
“ იი თძ64 

M, = /,,(116). >»., წყრტოლის ჩებისმიერი V(/,) მიდამოსათვის X, რMე:,) « C განვიხილოთ 

" · 1 

V#-ს ჩყბისმიერი მიღამოს აქეს სახე: II(7) = ·“,”·;9: (VICV, )), ამიტომ ამ მიდამოებისათვის 

“()·)”·11?· #6C. ეს კი ნიშნაეს»C 1—[?„ · ქედან გამომდინარეობს, რომ 
ძ;4 17 

II/ CIIX#. 
თ”/ თი. 

მამასად-მე, საბბოლოოდ ბტვეექნება: 

1—[)” CL!? III CIIX»,. 
ანუ 

··4 !3 7 
თეორყმა დამტკიცდა.
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თეორემა 7779% თუ I, ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა X, ტოპოლოგიურ სივრცეში თითოეული C C 4 

ინდექსისათეის· მა'მინ I—[)”· ჩაკეტილი ქეეს"შრაელეა[] X,. ტოპოლოგიურ სიერცეში და 
ძი«/ ძ“4/ 

პირიქით: თუ]—[?·, ჩაკეტილი ქეესიშრაელეა")*„ ტოპოლოგიურ სიერცეში, მაშინ . 
თ. თ44 

ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა X„ ტოპოლოგიურ სიერცეში თითოეული თ C # ინდექსისათვის. 

ჯდამტკიცება: რადგან V, ჩაკეტილია, ამიტომ . = )—(, წინა თეორემი ან გამომდინარეობს, 

რომ I—[V· =I—[1?„ = 1—[?· - ეს კი ნიშნავს რომ"]”ჟ ჩაკეტილი ქვვსიმრა;/ლეა I—IX· 
თძ<4 LLI) ძ«/ თ44 თ<4 

სიერცეში. 

ეთქვათ, ახლა"?„ ჩაკეტილი ქეესიშრაელეა" X.» სიერცეში, მაშინ 1—[)/·, =1—I . = I—I)—”· · 
ძ9C4 ძი4 თ«/ თ«/4 ით44 

ვთქეათ, V, წარმოადგეჩს X#, სიმრავლის “მეხების წერტილს და/, C I,. თუ)·ნ]·—[წ· და 
თ64 

ჩნ.(V)=X”/., მამინ ”% ]—I)”„ რაც შეუძლებელია უკანასკნელი ტოლობის გამო. მაშასადამე 
C4 

X#» = . C”) C . მივიღეთ წინააღმდეგობა, ჩვეჩი დაშეება, რომ შეხების წერტილი #/, არ 

ეკუთვნის X სიმრავლეს არ ყოფილა სწორი. აქედან კი გამომდინარეობს. რომ X 

სიმრავლეს ეკუთენის თავისი ყველა შეხების წერტილი და ამიტომ იგი „ცაკეტილია. 

თეორემა ღამტკიცდა/ 

თეორემა 771 (X,.ძ,),(X,.თ,).....C(X,.ძ,),...-. მეტრიკელ სივრცეთა მიმდევრობასა და თითიეულ 

X, სიერცეში მეტრიკა #, შემოსაზღერულია რიცხეით 1I, მაშინ «(X.)/) = 22·”!·1,·(1"··11") 
“ 

·სადაც X = (X.)./ = (M,1I,II = 1.2...-/...., მეტრიკით ინდუცირებული ტოპოლოგიური სტრუქტურა 

I—[X" სიმრავლეში ემთხეევა "(X,·,I··,·) პირდაჰირი ნამრავლის ტოპოლოგიურ 
ი“ ..- 

სტრუქტურას. 

დააცკიცება: იმის გამო, რომ ტიპოლოგიურს სტრუქტურა ]—I(X,·.·I|·) პირდაპირ ნამრაელში 
უუ 

ყეელაზე სუსტია იმ ტოპოლოგიურ სტრუქტურებს შორის. რომლებისთეისაც 

ჩ :I—[X,· –>(X,.C, ),M = 1,2...,#,.... ასახვები უწყვეტია, ასახვა 
თოM 

Lხ :(I·IX··,I·,)–>(X„,I··,·) იქნება უწყვეტი. ამიტომ საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ თუ 
»M 

ქვესიმრავლე 0C1—IX,· ღიაა 7 მეტრიკით ინდუცირებულ ტოპოლოგოურ სტრუქტურაში. 
ი“.»M
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ანუ (I—[·X·„·I·,·) სავრცეში აგი ღია იქნება I—[(X",I··|·) პირდაპირ ნამრაგლში. აეიღოთ 
რ იCM 

ნებისმიერი წერტილი X=(X,1C0 არსებობს ისეთი ”. რომ 

XC8,. თუ გავიხსეჩებთ კაჩონიკური წინაბაზის ცნებას, თეორემის დასამტკისებლად 

საკმარისია ვიპოვოთ ისეთი # რიცხეი და ღია სიმრაელეები „8, C X,,/ = 1.2,..,# , 

4 

რომ X6(X|;I;|(8,·)C 8:C0 

ვთქვათ, # ისეთი რიცხვია, რომ L=L(1;·· » ინდექსის ყოველი 7? =1.2,....,# 
ა2 2მჩ 2 

L · # 
მნიშენელობისოვის დავუშეათ #8, = 8; =(>C X, | ძ„(X,,2) (,3) - ყოეელი ” C /]9:(3„) 

წერტილისთვის გვაქეს ძ.(X,,/,) < ჭ როდესაც M=<# 
3 L- 

C) =2:3-4,C»,)+ 2) 4 %X) <6+2=7, 
ი) 2” ” „=L+I 

ვინაიდან 

# 
X6C (1·0;1(8,·)C 8; C0. 

რაც ამტკიცებს თეორემას 

ვოქეაო. (2X%,მ) მეტრიკული სივრცეა, განვიხილოთ X სიმრავლე მეტრიკული სტრუქტურიო 
ძ(X.1) 

1+ძ(X.») 

ნაკლებია ეროზხე ტოპოლოგიური სივრცე(V,L,) პომეომორფულია (X,1„) სივრცის. ამიტომ 

თუ გვაქვს მეტრიკულ სივრცეთა რაიმე მიმდევრობ:»; 

თ' (X.») = - ჩსადია ამ მეტრიკულ სივრცეში მანძილი ყოველ ორ წერტილს შორის 

(X,,0,).(X,.9ძ,)...;(CX,,.9,),...... მაშინ I—[(X,· M ) ტოპოლოგიური სიგრცე ჰომეომორფული 
»“M 

იქნება (I—[X„,I··,·) სიერცის, საღაც თ “(X, ”) = 22·”!1,”· (X,,»#,). 
.· წლე 

72. ასახვათა ოჯახის დიაგონალი 

ეთქვათ, ახლა მოცემული გვაქეს ასახვათა ოჯახი (/ :X –>I.),.,კ. ასახვათა ამ ოჯახის 

დიაგონალი ეწოდება ასასვას #/, :X—)I17· » რომელიც გაჩისასღვრება ფორმულით: 
თ«4 

#/.(X) = (დ: 4 –3 L/1, სადაც თდ:4-> L·;)," ისეთი ასახვაა რომლისთვისაც 
თ. თ6. 

თ(თ) = /„(X), სხეანაირად #რ/, (X) = (/.),-,, სადაც XX#, = #.Cი). 

ვიტყვით, რომ ასახეათა (# :X –>1.),.კ ოჯახი განაცალებს წერტილებს, თუ X სიერცის 

ყოველი ორი განსხვავებული X,V წერტილისათვის არსებობს ისეთი / :X –>#,, ასახვა 

მოცემული ოჯახიდან, რომ /.(X) « /„C»”).
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ვიტყვით, რომ ასახვათა (/ :X –>I,),,, რჯახი განაცალებს წერტილებს და ჩაკეტილ 

სიმრავლეებს, თუ X სიერცის ნებისმიერი # ჩაკეტილი სიმრაელისა და XC# 

წერტილისათვის არსებობს ისეთი /,. : X -) ,. ასახვა მოცემული ოჯახიდან, რომ 

#.C0 C /„(V). 

თეორემა 7-2 თუ X ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს განცალებადობის 75 

აქსიომას, ამასთან (/ :X ->,, ოჯასი განაცალებს წერტილებს და ჩაკეტილ 

სიმრავლეებს, მაშინ იგი განაცალებს წერტილებსაც. 

დამტკიცება: მართლაც თუ X# ” მასინ არსებობსამ წერტილებიდან ერთერთის ისეთი მიდამო, 

რომელიც მეორეს არ შეიცავს, ეთქ8ვათ, ასეთ მიღამო წარმოადგენს რაიმე 0 

ღია სიმრავლეს. აღენიშნოთ 2 -ით ის წერტილი X,» წერტილებს შორის. რომელიც არ 

ეკუთვნის #=7XV0 ჩაკეტილ სიმრავლეს. თუ /#/>»(2) C /„(#). რომელიღაც 

#.ა“ სათვის, მამინ /„.(X)# /„0”,). რაც უნღა ლღაგვემტკიცებინა. 

თეორემა 73 თუ ასახეა /:X->” ურთიერთცალსახაა ღა (L(#7) ერთელემენტიანი ოჯახი 

განაცალებს წერტილებს დაჩაკეტილ სიმრაელეებს, მაშინ იგი პომეოზორფული ჩადგმაა. 

დამტკიცება: საკმარისია ეაჩვენოთ, რომ ყოველი ჩაკეტილი # C X სიმრავლისთვის 

ადგილი აქვს თანაფარდობას 

7(ჩ) =7(CX)"V#Cჩ). 

ცხადია, ამ ტოლობის მარცხენა მხარე მარჯვეენა იხარის ქვესიმრავლეა. 

თუ 7= #CX0 C /(X)V#V(#). მაშინ X ” და ჯ= 7(X)Cრ /··(—|··) .· აქედაი გამომდინარეიობს, რმ 

« ტოლობის მარჯვენა მხარე მარცხენა მხარის ქვესიმრავლეა. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 74 უწყვეტ ასახვათ» ოჯახის 1/ :X -> ,, დიაგონალი #/, : - -)I—[];, 
თ"«<4 

·უწყეეტი ა·სასვაა· 

დამტკიცება: განვისილოთ ასახეა /#, 9 ი/,. თუ ჩებისმიერი C- სათეის განხილული ასახეა 

უწყვეტია მაშინ M უწყეყეტია. მართლაც I—[)·"· სიერცეში კანონიკური წინაბაზაა (;);I (C,)!. 

ძი«“ 

თუ /, 9 რ/, ასახვა უწყეეტია, მაშინ (#, - ყM,) '(0,) ღიაა X ში 

·I 

ლია სიმრავლეს 11)/· სიერცეში აქვს სახე L,/,(_]?: (C>I). აქედან გამომდინარე, 
თ«4 

, წ 
(/(V, )' (V!·V);· (0; ))=ს·|ი|(|)„ ი, ) '(0:1). ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეს ღია სიმრავლეა, 

ჯ'ოთ “ „(0“.რ% ' ' 
ამიტომ ღია იქნებამარცხნივ მდგომი სიმრავლეც- 

მეორე მხრიე /.(X) =(/;' 9- /„XX) ამიტომ ჯ, 9 M, ასახვა უწყვეტია. მაშასადამე უწყეეტი 

იქნება რ/, ასახვაც  თეორემა დამტკიცდა. 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემა, რომელსაც დიდი ტექნიკური მნიშვნელობა აქეს.
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თეორემა 79 თეორემა დიაგონალურ ასახვაზე თუ უწყყვეტ ასახვათა ოჯახი (/ :X - >7,),. 
განაცალებს წერტილებს. მაშინ დიაგონალი M :X - 1—[)*· ინექციური ასახვაა::თუ ამასთაჩ. 

თრ4 

ასახვათა ოჯახე განაცალებს წერტილებს და ჩაკეტილ სიმრაელეებს, მმაშინ, ·ღიაგი·უ·ნ·პლი 
ჰოშეომორფული ჩადგმაა. 

' 
დამტკიცება: თუ ასასვათა 1# :X -> 7,),., ოჯახი განაცალებს წერტილებს, მაშინ X 
სიერცის ყოველი ორი განსხვავებული »,X” წერტილისათვის არსებობს ისეთი /„:X ->I. 

ასახვა მოცემული ოჯახიდან, რომ /,.(X) « / ()). ეს კინიშნავს, რომ ასახვათა ასეთი ოჯახის 
დიაგონალი ინექციაა. 

ოუ ასახვათა ოჯახი განაცალებს წერტილებს და ჩაკეტილ სიმრავლეებს. მაშინ 

ერთი ასახვისგან შედგენილი ოჯახს: (V,.) ასევე აქეს ეს თვისება. წინააღმდეგ შემთხვევაში, 

თუ /(X)@](—I··)· რომელიღაც ჩაკეტილი CX სიმრაელისთვის, მაშინ 

#>(X) = ჩ,C/(X)) C ი.C/(”) C ი, /(ჩM) = /,(#) ეს კი ნიშნაეს იმას, რომ ასახვათა მოცემული 

ოჯახი არ განაცალებს წერტილებს და ჩაკეტილ სიმრაელეებს. დამტკიცება დამთავრღდება 73. 

თყორემის გამოყენებით. 

ეთქვაო / =(0.1) ერთეულოვანი სეგმენტია განევიხილოთ ინდექსთა სიმრავლე 4 მისი 

შესაბამისი კარდინალური რიცხვი CიIV4. პირდაპირ(ტისონოვის) ნამრავლს 

I·[(I··!) სადაც #=I 1 ჩეეულებრივი ტოპოლოგიური სტრუქტურაა 1I =(0.1) სეგმეჩტზ%ე. 
C44 

ტიხონოვის კუბი ეწოდება. იგი აღინიშნება ასე 1“4. 

თუ 4 ოთვყლადი სიმრაელეა, მაშინ 1“““ ტიხზონოვის კუბს პილბერტის კუბი ეწოდებია. იგი 

აღინიმნებ: ასე 1” ან ასე /'“ 

თეორემა 7:6. ყოველი სრულ–დ რეგულარული X ტიოპიილლოკიური სივრცე ჰომეომორფულად 

ჩაიდგმება ტიხონოვის კუბში. 

დამუკიცება: განვიხილოთ "'ეწყეეტ ასახეათა მთელი ოჯასი (/ :-X -3 (0,11) , რადგან 

X სრეულად რეგულარულია ამიტომ ასახვათა ეს ოჯახი განაცალებს წერტილებს და 

ჩაკეტილ სიმშრაელეებს. თო'ე გავითვალისწინებთ 7.5. თეორემას. ასახვათა მოცემული ოჯ,ახის 

დიაგონალი 'უნდა იყოს პომრომორფული ჩადგმა #/, : X —)"I,: , სადაც 7, =(0,1). ოეორემა 

დამტკიცდა. 
74. ფაქტორსივრცე 

ვთქვათ, X ტოპოლოგიური სივრცეა, და = რაიმე ეკვივალენტობის მიმართება X 

სიმრავლეზე, ხოლო X. ეკვივალენტობის კლასთა სიმრავლე. განვიხილოთ ასახვა 

ნ:X -–>X. განსაზღდვრული ფორმულით: #X(X) =(X). შევიტანოთ X. სიმრავლეში ისეთი 

ტოპოლოგიური სტრუქტურა რომელიც მაქსიმალურია ყველა იმ ტოპოლოგიურ სტრუქტურათა 

შორის, რომლების დროსაც ” ასახვა უწყეეტია. 

ასეთ ტოპოლოგიურ სტრუქტურას უწოდებენ = ეკვივალენტობის მიმართებით 

განსახღვრული ფაქტორ ტოპოლოგიური სტრუქტურას, აღენიშნოთ იგი 1. სიმბოლოთი. 

((XI,I.) ტიპოლოგიურ სიერცეს უწოდებენ = ეკვიევალენტობის მიმართებით განსაზღვრულ
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X ტოპოლოგიური სივრცის ფაქტორ ტოპოლოგიური სივრცეს. ი: X -> X. ასახვას 

კანონიკური პროექცია ეწოდება. 

მაგალითი: ვთქვათ X ტოპოლოგიური სივრცეა და #C X მისი რაიმე ქეესიმრაელე. 

შევიტანოოთ XX სივრცეში ეკვიეალენტობის მიმართება: X= V» თუ X,/#/C 4, X>X თუ 

X6C X V4. ამ ეკვიეალენტობის მიმართებით განვსაზღვროთ X სივრცის ფაქტორსივრცე 

აღენიშნოთ იგი X, სიმბოლოთოი. 

უწყვეტ §:X. –>X ასახვას ეწოდება X სივრცის კვეთა = ეკეივალენტობის მიმართების 

დროს, თუ კომპოზიცია 099=/ძ, , სადაც ი:X –>X,. კანონიკური პროექციაა. 

თეორემა 7:7, თუ ჰაუხდორფის X ტოპოლოგიურ სიერცეს გააჩნია კვეთა რაიმე = 

ეკვიეალენტობის მიმართების დროს, მაშინ X. ჰაუზდორფის ტოპოლოგიური სიერცეა. 

დამტკიცება: კვეთა §:X. –>X ინექციაა. 6.6. თეორემიდან გამომდინარე +X, უნღა იყოს 

ჰაუზდორვის. 

მაგალითი: ვთქეათ X ტოპოლოგიური სიერცეა და 4C X მისი რაიმე ქვესიმრაელე. 

შევიტანოთ X სივრცეში ეკვიეალენტობის მიმართება: X=წ»”/ თუ X.VC4, X>X თუ 

X C X V4.ამ ეკვივალენტობის მიმართებით განსაზღვრული ფაქტორსივრცე აღენიმნოთ X, 

სიმბოლოიოთი. 

7.5. ტოპოლოგიურ სივრცეთა პირდაპირი და შებრუნებელი სპექტრები 

4 სიმრავლეს უწოდებენ ჩ#იმართულ სიმრავლეს, თუ მასზე განსაზღვრულია ბინარული 

მიმართება « რომელსაც აქვს შემდეგი თვისელთვიი: 

1. ყოველი C« 64 ელემენტისთვის წყვილი (C,C) C“. 

2. თ,/2,7 C 4 ელემენტებისთეის. თუ წყეილი(თ. /3) C«, წყვილი (/.7) C<, მაშინ წეყვილი 
(თ, 2) C<«. 

3. ყოეელი ორი თ,/26 4 ელემენტისათეის არსებობს ისეთი » C 4 ელემენტი. რომ 

(თ,#) C“ და (/3.7) C<. 

როდესაც (თ,/3) C«, წერენ: თ « /#. 

ეთქვათ, 4 მიმართული სიმრავლეა, შევუსაბამოთ მის ყაველ 7 ელემენტს ტოპოლოგიური 

სივრცე X., ხოლო ყოველ ორ თ «/0 ელემენტს 4 სიმრაელიდან უწყვეტი ასახეა 

71·; :X. —)X„ „ რომელსაც აქვს შემდეგი თვისებები: 

) 4 სიმრავლის ყოეელი თ ელემენტისათვის ჯ#. =1ქჯ·· 

2. 4 სიმრავლის ყოველი სამი C < / «X7 ელემენტისათვის ”!ა”; =#; 

(CX.,#6,4) სამეულს 4 მიმართულ სიმრავლეზე განსასღერული ტოპოლოგიურ სივრცეთა 

პირდაპირი სპექტრი ან ტოპოლოგიურ სივრცეთა ინდუქციური სისტემა ეწოდება. X.,Cთ C 4 

სიერცეებს „პირდაპირი სპექტრის ელემენტები ეწოდება, #ე :+. -> X,ც ასახვებს კი 

პირდაპირი სპექტრის პროექციები, ხოლო 4 სიმრავლეს ინდექსთა სიმრავლე ეწოდება. 
თუ მოცემული გვაქ3ვს ორი პირდაპირი სპექტრი ერთ და იგიეე ინდექსთა სიმრავლეზე:
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(VM,.78.4):0,#7, .4). ეროი სპექტრიდან მეორეზე ასახვა ეწოდება ასახეათა ოჯახს: (7.),“ 

საღაც / :-, +I და სრულდება პირობა / 978 =/#ე 9/, ანუ რაც ნიშნავს იმას, რომ 

კომუტაციურია დიაგრამა: 

L ულლილო 

ხ»? ს 

X –რია# 

ტოპოლოგიურ სივრცეთა პირდაპირი (X..X6, 4) სპექტრის ზღვარი ეწოდება (თX„,)/. 

ფაქტორსიერცეს. სადაკ თ X. სივრცეთა (X.), ,, ოჯასის პირდაპირი ჯამია, = კი 

ეკვიევალენტობის მიმართება, რომელიც განსაზღერულია ასე: Xკ, = X-ე მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, თუ არსებობს ისეთი ” ინდექსი, რომ ”;·(X,)=I[;,”()|„)· ცხადია ასეთად 

განსასღვრული მიმართება აკმაყოფილებს ეკეივალენტობის მიმართების ყეელა 

პირობას და ფაქტორსივრცე კორექტულად არისგანსაზღვრული. მოცემული პირდაპირი 

საექტრის სღვარი აღინიშნება ასე |§·I··I·I(X·„”;,/I). ან ასე II—I·" X.. 

ყოეელი Cთ 6 4 ინდექსისთვის კორექტულად განისასღვრება ასახვა: 7, :X. –>(რXI.)/., 

/ (0,)= ,1 X, CX.. 
ელემენტარყლად მტკიცდება შემდეგი თეორემა: 
თეორემა 78#. ტოპოლოგიური სტრუქტურა ტოპოლოგიურ სივრცეთა პირდაპირი სპექტრის 

ზღვარში, ემთხკევა იმ მაქსიმალურ ტოპოლოგიურ სტრუქტურას (CX„>)/. 

სინმრავლეში, რომელიც მაქსიმალურია ყველა იმ ტოპოლოგიურ სტრუქტურათა შორის, 

რომლების დროსაც თითოეული /#/. :X., ->(09X-)/. ასახვა უწყვეტია. 

ამ თეორემიდან გამომდიჩარეობს, რომ ყოეელი /#/„:X, ->(ფ.X#.)/. ასახვა ღიაა. 

თეორემა 79 ეთქვათ / =L/. :X. ->X.),,კ ასახეაა (X.,#6,4)პირდაპირი სპექტრიდან 

(1-.7, ,4) პირდასჰირ სპექტრში. /, უწყვეტია ყოველი Cთ 6 4 ინდექსისათგის. მაშინ 

არსებობს უწყვეტი ასახვა /# :IIი1.X, -> )ი1#, პირველი სპექტრის ზღვრიდან მეორე სპექტრის 

სღვარში, რომლისთვისაც ადგილი აქვს ტოლობას: ;ი[„ =78 9 /,, ანუ კომუტაციურია 

დიაგრამა: 
, ჩ 

ჯ»»–“– ს_:? X., 

LV, ჯ/ 

X, –4->III V, 

დამტკიცება: ეთქვათ, « C !I_[·I·I X, ნებისმიერი ელემენტია, X, C6 მისი ჩებისმიერი 

წატმომადგენელი. ცხადია /.(X„) =6. ეთქვათ. X, = /I(X„). შეეუსაბამით « ელემენტს
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უ < Mთ #, ელემენტი, რომელიც განისაზღერება ასე: 7 = /' (V„) ==IXII =L/. (X,)1. 

შევამოწმოთ, რომ აგებული შესაბამისობა არ არის დამოკიდებული § კლასის 

წარმომადგენლის შერჩევაზე. ეთქეათ, Xკ C« კლასის სხეა ელემენტია. X, = Xე ამიტომ 

არსებობს ისეთი #7, რომ #/(X,) = #/ (X,). თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს ეიმოქმედებთ / 

ასახვით, მიევიღებთ /·,(71·;·) =_/·|(”·;?) აქედან /, ·7!,“ =”;” 9 /,და 

# 07[;” =7|·;|” 9 /ე ტოლობების ძალით მიეიღებთ ”;“(]„(X„))=”;”(]„(X|,)), მაშასადამე 

#(X,)= /„(X„) , ეს კი ნიშნავს, / “შესაბამისობა კორექტულად არის აგებული. 

ვაჩვენოთ, რომ / ასახვა უწყვეტია. ვთქვათ, 0 C სთ /; რაიმე ღია ქვესიმრავლეა 

Mო 7 სივრცეში და # '(0) არ არის ღია Iთ X, სივრცეში. /C'(CI/“) (0)) ღიაა X, 

სივრცეში. / 9/, =/: 9 / , ამიტომ I>' C/ ''(0)) = /„'(CCII)”'(0)). მაშასადამე />'(7 ”'(0)) ღია 
სიმრავლეა. როგორც ვიცით I ასახვა ღიაა, ამიტომ ღია იქნება 1„(/-'(/“'(0))) C /''(0C) 

სიმრავლეც IIთ X, სივრცეში. /“'(0)= » / (I> (/ '(C))). 

სადაც 8 რაღაც ქვესიმრავლეა ინდექსთა 4 სიმრავლეში, თითოეული ! ინღექსისთეის, 

როგორც ენახეთ, 7, (#-'(/ ''(0))) ღია სიმრავლვეა, ამიტომ /“'(0) ღიაა 
Iო X. სიერცეში აშასადამე # უწყეეტია. თეორემა დამტკიცდა. 

სემოთ აგებ·ულ_/·· Iი X,. 3 IოX, ასახვას უწოდებენ #5=%:2, ->- პირდაჰირ 

სპექტრთა ასახვის ზღვარს და მას აღნიშნავენ ასე: Iთ /,. 

ვთქეათ. 4 მიმართული სიმრავლეა, და +4 C 4 მისი ქვესიმრავლე, რომელსაც აქვს შემდეგი 

თვისება: თუ Cთ 6 4, მაშინ არსებობს ისეთი /3C 4# რომ თ </#. ასეთ #C4 ქვესიმრაელეს 

4 სიმრავლის კოფინალური ნაწილი ეწოდება. 

თეორემა 710 თუ 4' ქვესიმრავლე 4 სიმრავლის კოფინალური ნაწილია და 

(X.,7ი0, 4):(X0.#6 4) ტოპოლოგიურ სივრცეთა პირდაპირი სპექტრები, სადაც 

X.=+X:,X2 =X. როდესაც თ,/ C #, მაშინ არსებობს პომეომორფიზმი 

#:სთ X ->I01 X,. 

დამტკიცეძა: ვთქვათ, X = X., განვიხილოთ პირდაპირი სპექტრი (+X„- =1?·,II·; = 1ქ?,·4·), 

ცხადია ამ სპექტრის ზღეარი X სივრცეა. არსებობს ასახეა #=(/, :. ->XI).. 

(CX.. 7წ , 4) ..სპექტრიდან CX„ = X,#, =Iიჯ,4 ) სპექტრში, რომელიც განისაზღერება 

შემდეგნაირად: #M,(X„)=IX.1, Mე 2#ი =Iი:ი1, განეიხილოთ ამ ასახვის ზღეარი IIი/,, ეს 

ასახვა სიურექციაა. მართლაც, ვინაიდან « C X წარმოადგენს კლასს, რომელიც შედგება X,, 

თ C 4 სიერცეთა ელემენტებისგან ღა # ქეესიმრაელე 4 სიმრაელის კოფინალური



4 

ნაწილია, ამიტომ # კლასში აუცილებლად შევა ელემენტი X„ C 2Xა,თ C 4".'ამ- ფაქტიდან ეი 

გამომდინარეობს. რომ II·I··" ”, ასახვა სიურექციაა. 

ახლა განვიხილოთ "·I··I·I X. სივრცის ორი სხვადასხვა ელემეჩტი ი, · ვთქეათ, ამ Iკლასეპ”ხ"ს 

„არმომადგენლებია X, C XL.Xკ 6 Xი,, სადაც თ,8C#” ჩM,(X,)=IX.)=4). /(Xც) = [ჭ·ჟ·] =ჯჯ· 

ეს კი ნიშნავს. რომ I]_[·" M, იჩექციაც არის. მაშასადამე ILI·"· ჩე ბიექციაა. 

როგორც ეიციო /, :XV > I[_I··";I·L ლია ასახვაა ამიტომ II_I··" ჩ, ასახეის ურწვეტობა 

იგივენაირად მტკიცდება იგივენაირად მტკიცდება, როგორც წინა თეორემაში პირდაპირ 

სპრქტრთა ასახვის ხღვრის უწყვეტობა. 

(V..#7I 4) პირდაპირი სპექტრის ზღვრის ტოპოლოგიური სტრუქტურა უფრო სუსტია 

ვიდრე (X,..#6,4) პირდაჰირი სპექტრის ტოპოლოგიური სტრუქტურა, ამიტომ 

Iთ /, ასახვის შებრუნებული ასახვაც უწყეეტია. ეს კი ნიშნაეს, რომ II_III M, პომეომორფიზმი: 

ჩაგთვალოთ ეს ჰომეოშორფიზმი საძიებელ. / :Iი X. —)III—·II X. ჰომეომორფიზმად. თეორემა 

დამტკიცდა. 

მაგალითი: განეიხილოთ (5”);., სფეროთა ოჯახი. ყოეელი # ნატურალური რიცხვისათვის 

არსებობს ასახვა: #2 .:5' ->5 . რომელიც განსაზღვრულია ფჟორმულით: 

ს (იო , ) = (X . Xე.... % 0.0,....0). ცხადია #; = Iი» ა7ჩ 9 ი = ”ი ამიტომ 

წ 

(5 ' .7.,.M) ცხ:დია წარმოადგესს ტოპოლოგიურ სსხვრცეთა პირდაპირ სპექტრს. ამ სპექტრის 

სლღვარი 115"5· აღინიშნება ასე: 5” და მას უწოდებენ უსასრულო 2,კანსომილებიან სფეროს. 

ვთვეათ. 4 მიმართული სიმრავლეა. შევუსაბამოთ მის ყოველ Cთ უელემეჩტს ტ(იპოლოგიური 

სივრცე X,. ხოლო ყოველ «რ თ «/0 ელემენტს 4 სიმრავლიდან უწყვეტი ასახვა 

უ? :Vგ –>+2X.. რომელსაც აქეს შემღეგი თვისებები: 

1 4 სიმრავლის ყოეელი თ ელემენტისაოვის #> =/ძ„,. 

4 სიმრავლის ყოველი სამი თ « / «7 ელვემენტისათეის #ჟ 92#2 = ჯ;. 

(XV..7 , 4) სამეულს # მიმართულ სიმრავლეზე განსაზღვრული ტოპოლოგიურ სივრცეთა 

შებრუნებულისპექტრი ან ტოპოლოგიურ სივრცეთა პროექციული(სპექტრი) სისტემა ეწოდება. 

X.,თ6C 4 სივრცეებს შებრუნებული სპექტრის ელემენტები ეწოდება, #2 :X, –>+X, . _ 
ასახვებს კი შებრუნებული სპექტრის პროექციები, ხოლო 4 სიმრაელეს ინდექსთა სიმრავლე 

ეწოდება. 

თუ მოცემული გვაქეს ორი შებრუნებულისპექტრი ერთ და იგივე ინდექსთა სიმრავლეხე:
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(X··”:,;·I);()C·,?[·”/.M). ერთი სპექტრიდან მეორეზე ასახეა ეწოდება ასახვათა ოჯახს: (/-)ა.· 

სადაც / :X, –+#, ღა სრულდება პირობა /, 276 = 7 9 / ანუ რაც ნიშნავს იმას, რომ 

კომუტაციურია დიაგრამა: 

X.-C5V, 
12 1“ 

# Xგ “ 

განვიხილოთ პირღაჰირი(ტიხონოეის) ნამრავლი I—[X·. გამოვყოთ ამ ნამრავლიდან 
თ«/ 

ელემენტების სიმრავლე /7 = ((X„1 | X, = #2(Xგ),თ « /8). ამ სიმრავლეს მოცემული 

შებრუნებული სპექტრის ძაფების სიმრავლეს უწოდებენ. ძაფების II CI·IX „ სიმრავლეს, 
ი4/ 

ტოპოლოგიურ სივრცეთა შებრუნებული სჰექტრის ელემეჩნტთა პირდაპირი ნამრავლიდან 

ინდუცირებული ტოპოლოგიური სტრუქტურით, ტოპოლოგიურ სივრცვთა მოცემული 

შებრუნებული სპექტრის ზღვარი ეწოდება. ამ სღეარს აღნიშნავენ ასე "C" X.. 

წებ :1—IX·, 5 X, პროექციების #”, = /#, ,-> X, შეზღუდვას M C"X· ქვესიმრაელეზე 
თიC4/ თ4/ 

ტოპოლოგიურ სივრცეთა შებრუნებული სპექტრის ზღვრის კანონიკურ პროექციებს- უწოდებენ. 

ცხადღია კანონიკური პროექციები ღია ასახვებია. 

ცხადია ყოველი ორი თ < /მ,თ,/ C 4 ი5დექსისათვის 

Iთ X, -3ი X, 
L ». +» 

X. ·LX·, 

დიაგრამა კომუტაციურია, ანუ ”ჭ იჯX, =27ა. 

თუე მოცემული გეაქეს ორი შებრუნებული სპექტრი ერთ და იგივე ინდექსთა სიმრაელეზე: 

(ჭ”ე,”ქ,ქ);()”ც,”;”,ქ)· ერთი სპექტრიდან მეორეზე ასახეა ეწოდება ასახვათა ოჯახს: 17 )-. 

სადაც . :X, –>+I#, და სრულდება პირობა /, 9#7 = #/ 9 /ე ანუ რაც ნიშნავს იმას, რომ 

კომუტაციურია დიაგრამა: 

X.-–CაI, 

1 »? 1 „ 

ეო = 

თეორემა 7.II ეთქვათ, #=(/:X, “>1ი),., ასახვაა (X„·”I. 4) შებრუნებული სპექტრიდან 

()”„,”ჭ”,ქ) პირდაჰირ სპექტრში. /„ უწყვეტია ყოეელი თ C 4
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ინდექსისათვის. მაშინ არსებობს უწყვეტი ასახვა ·/··:II—I··" აეო IIL·I·I ), პირველი საექტრის 

ზსღვრიდან მეორე სჰექტრის ზღვარში, რომლისთვისაც ადგილი აქვს ტოლობას: 

/ ჯ, =7:97 , ანუ კომუტაციურია დიაგრამა: 

X <-=-- II·I·" X. 

V, / 

7 +<---–-სთX, 

დამტკიცება: განვსასვღეროთ / ასახვა ფორმულით: /L((X,1) = (/C(X,)) . 
ეს ასახვა კორექტულად არის განსაზღერული. მართლაც, ვთქვათთ « # და X, =7:5(X|,), 

რადგან /, 9 ##/ = #/ 9 /, ამიტომ ## C/,(X,)) = /V(X,). ეს კი ნიშნავს, რომ 

/ ასახეა კორექტულადაა განსასღვრული. 

ვაჩვენოთ, რომ # ასახვა უწყვეტია. ეთქვათ0C|I·!—" X, ღია ქვესიმრავლეა. რადგან 

კანონიკური პროექცია ღია ასახვაა, ამიტომ #LC0) ღიაა ), სიერცეში. #> ი/=/ თჯ”Mა,, 

/ 9#, უწყვეტი ასახვაა, ამიტომ (/ იჯ7,)“ ' =(#,! 9 /,'XC0) ღიაა "·I·_II X. სივრცეში. 

(».' 9 /„'XC) = / “ (თ). მაშასადამე # ასახვა უწყვეტია. თეორემა დამტკიცდა. 

# ასახვას შებრუნებულ სპექტრთა ასახვის ზღვარს უწოდებენ. მას აღნიშნავენ ასე: I;L·I·I '” 

თეორემა 712 თუ 4' ქვესიმრავლე 4 სიმრავლის კოფინალური ნაწილია და 

CV. .76 , 4):(X, .' .4) ტოპოლოგიურ სივრცეთა შებრუნებული სპექტრები, სადაც 

X, = XI.I2 =7I/” როდესაც თ,/ C #”, მაშინ არსებობს ჰომეომორფიზმი 

#:10IX; -> თ ,. 

დამტკიცება: ვთქვათ, ,?=|I·|_11 X,, განვიხილოთ შებრუნებული სპექტრი 

(X, = X,X/ = Iი,,4). ცხადია ამ სპექტრის სღვარი X სივრცეა. არსებობს ასახვა 

(X,X0/,4') სპექტრიდან (X.,#7/ ,4) სპექტრში, რომელიც წარმოადგენს კანონიკურ 

პროექციათა ოჯახს » =(#, :X -> X7) ,. 

ვაჩვენოთ, რომ ამ ასახვის ზღვარი ჰომეომორფიზმია. ვთქვათ (X,) ძაფია X სიერცეში, მაშინ 

#, :((X,)) =X, C XL. (#7/ 9-7X,X(X,1) = #.((X„1)=X, ყეელა. Cთ C 4 ინდექსისათვის. 

ეთქვათ, ]=|ლ”„ე:§#· მაშინ /((X.1) =(#7,.(X,)1. ეაჩვენოთ, რომ / ინექციაა. მართლაც. 

თუ (X.),(X-) CX ისეთი ორი სხვადასხვა ძაფია, რომ არსებობს Cთ C 4 დაX»), # X2., მაშინ 

#CIXI.)) « 7((X2.)). თუ (X1,(X:1C X ისეთი ორი ძაფია, რომ XI = X ყოეელი Cთ 6 # 

ინდექსისათვის, მაშინ # ქვესიმრავლის კოფინალურობის გამო XI = X2
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ყოველი თ C #V / ინდექსისათვისაც, ამ შემთხეევაში 7((XL1) = /C(X21)„ მაშასადამე. / 

ინექციაა. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ]·· სიურექციაა. ვთქვათ, (X,) ძაფია II·I·—"XL სიერციდან. # IC(X,)) 

სიმრაელე არაცარიელია, იგი შედგება ისეთი ძაფებისაგან, რომლებშიც C 6 4 ინდექსის 

შესაბამის პოზიციაში (X,) ძაფ"·ს კომპონენტები დგანან. ასეთი ძაფები არსებობენ" 4' 

ქეესიმრავლის კოფინაჩ·ღურობის გ·აშო· 

ვთქეათ, თ,,თ; C #, თ, «// «თ,და C 4#:თუ X»,, ღგას თ, პოზიციაში, X,, კი Cთ, 

პოზიციაში, მაშინ იარსებებს ისეთი X»კ, რომელიც /8 პოზიციაშია და ცალსახად არის 

განსასღვრული: X =7I·;—· (X·,:)· ეს კი ნიშნავს, რომ ·/·· სიურექციაა., საბოლოოდ კი ბიექცია. 

ვაჩვენოთ, რომ ]·” ჰომეომორფიზმია. # რომ უწყეეტია ეს ცხადია. ვაჩვენოთ, რომ ]···I 

ასახვაც უწყეყტია. განვიხილოთ დიაგრამა: 

I.I·]I· X 4)15·1—" X. 

+#/" + ». 

X?X- - -> X 

ეს ჯხიაგრამა კოშუტაციურია .”;. როგორც ვიცით ღიაა, #, უწყვეტია, ამიტომ ·/···” უწყვეტია. 

თეორეშა დამტკიცდა. 

§8. ტოპოლოგიერ სივრცეთა ბმულობა 

X ტოპოლოგიურ სიერცეს ეწოდება ბმული. თუ მას ვერ წარმოვადგე5ნთ, ორი C,.-ე C -V 

არაცარიელი. ურთიეგრთ არა გადამკვეთი. ღია ქეესიმრავლის გაყრთიანების სახით. 

ცხადია 0,,0, სიმრავლეები ჩაკეტილ ქეესიმრა8ვლეებიცაა. 

X ტოპოლოგიურ სივრცეის რაიმე #C X ქვესიმრავლეს ეწოდება ბმული. თ“ე იგი ბმულია 

როგორც ქვესივრცე. 

X ტოპოლოგი'·ერ სივრცეს ეწოდება ლოკალურად პბმული, თუ მისი ნებისმიერი ჯ 

წერტილისათვის და ამ წერტილის ნებისმიერი!((»–) მიდამოსათვის არსებობს ისეთი სიმრავლე 

CCV0ე), რომ C ბმული ქვესივრცეა X სივრცეში და X C11 C. 

მაგალითი: ორი ურთიერთ არა გადამკვეთი სეგმენტის (ძ,ხ)ICძ) გაერთიანება 

ლოკალურად ბმული ტოპოლოგიური სიერცეა, მაგრამ იგი არ არის ბმული. 

X ტოპოლოგიურ სიერცის ბმულობის კომპონენტი XC X წერტილში ეწოდება მისი ყველა 

იმ ბმული ქვესივრცის გაერთიანებას, რომლებიც შეიცავენ X წერტილს. 

ცხადია, ორი განსხვავებული X,,X, CX ზწერტილის შესაბამისი ბმულობის კომპონენტები 

ერთმანეთს არ ჰკვეთენ ან ერთმანეთს ·ემთხვევიან.. აქედან გამომდინარეობს, რომ X
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ტოპოლოგიური სივრცის წერტილების შესაბამისი, ბმულობის კომპონენტები. შეადგენენ ამ· 

სივრცის დაყოფას, ამ დაყოფის ელემენტებს » სივრცის ბმულობის კომპონენტები ეწოდება. 

თეორემაზ) X ტოპოლოგიური სივრცის ბმულობის კომპონენტები: ჩაკეტილი, ბმული 

ქვესიმრავლვეებია. | | 

დამტკიცება: ვოქვათ. 4C X ყეელგან მკვრივი ქეესიმრაელუა რაიმე 8C X.' ქვესიმრაელეში. 

მაშინ თუ # ბშული სიმრავლეა, ბმული იქნება 8 სიმრავლეც. მართლაც, ეთქვათ, 8 არ” 

არის ბმული, მაშინ #8 = #, C/ #ე. სადაც #,,#: ჩაკეტილი არაცარიელი ქვესიმრაელეებია 8 

ქეესივრცეში. #C/8. ამიტომ „ C #, ან 4 C #ვ. ევთქვათ 4 C #,. 

მაშინ. რადგან #, ჩაკეტილია. 4=8 და 4 ის მინიმალური ჩაკეტილი სიმრავლეა, 

რომელიც 4 სიმრავლეს მოიცავს, ამიტომ 4 C #,. აქედან გამომდინარე 8=7#, და #, =0. 

მვიღეთ წინააღმდებობა, ჩეენი დაშვება, რომ 8=7, I #,, საღაც #,,#/ჩაკეტილი არაცარიელი 

ქეესიმრაელეებია, არ ყოფილა სწორი. მაშასადამე 8 ბმულია. რადგან X სიერცის 

ნებისმიგრი ჯ წერტილის ბმულობის კომპონენტი C, წარმოადგენს მოცემული სიერცის 

მაქსიმალუერ ბმულ ქვესიმრავლეს, რომელიც X წერტილს შეიცავს, ამიტომ წ, უნდა იყოს 

ბმული. მაგრამ. რადგან C, მაქსიმალეური ბმული ქვესიმრავლეა ამიტომ C, = წ·,· მაშასადამე 

C, ჩაკეტილია. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 82 იმისათეის. რომ » ტოპოლოგიური სივრცე იყოს ლოკალურად, ბმული 

აუცილებელი და საკმარისია მისი ყოველი ღია ქვესიმრაგლის კომპონენტები ღია იყენენ X 

სიერცეში. 

დაჩმტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. ვთქეათ, Vწ სივრცე 

ლოკალურად ბმელია და 0 მისი ღია ქვესიმრავლე. განვიხილოთ X CC ზერტილი. 

ჯ წზერტილისათვისრ მიდამოა. არსებობს ისეთი C ბმული სიმრავლე, რომ CCC 

დ. XCVLC. რადგან C ბმულია. ამიტომ არსებობს 0 სიმრაელის ისეთი ბე'ეყლობის 

კომპონენტი 0,. რომ C C C0,. რადგან XჯCIMC. ამიტიმ XC0,. IIC” ღია სიმრავლეა და 

ამიტომ წარმოადგენს ჯ წერტილის მიდამოს მაშასადამე X წერტილი C, სიმრავლის შიგა 

წერტილი». 0, სიმრავლის სხვა წერტილებისათვისაც, ანალოგიურად არსებობენ ბმ'ელი 

სიმრაელეები. რომლებიც შედიაჩ 0, სიმრაელეში და რომელთა შიგა ნაწილებიც მოიცაეეჩ 

ამ წერტილებს. მაშასადამე 0, სიმრაელის ყოეელი წერტილი მისი შიგა წერტილია. ესკი 

ნიშნავს, რომ C0, ღიაა. 

თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. ვთქეათ, სრულდება თეორემის პირთობა, მაშინ 

სებისმიერი XC X წერტილის ნებისმიერი V(X) მიდამოს ბმულობის კომპონენტები უნდა 

იყვიენ ღია X სივრცეში. ეთქვათ 0, ისეთი კომჰონენტია, რომ XC0,. 0, CIVVCVX), 

XCMVXC, =0,. აქერდან გამომდინარეობს, რომ საძიებელ ბმულ C სიმრავლედ შეიძლება 

ჩავთვალოთ 0, სიმრაელე. თეორემა დამტკიცდა. 

სიგრცეთა ბმულობა ღა ლოკალურად ბმულობა ტოპოლოგიური ინვარიანტებია,
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მართლაც, ადვილი დასანახია, რომ არ არსებობს პომეომორფიზმი ბმულ და არაბმულ 

სიერცეებს შორის; ასევე არ არსებობს ჰომეომორფისმი ლოკალერად ბმულ და ლოკალურად 

არაბმულ სივრცეებს შორის. 

ეიტყვით, რომ X ტოპოლოგიური სივრცე წრფივად ბმულია, თუ ამ სიერცის ჩებისმიერი 

ორი X,X, წერტილისათგისარსებობს ისეთი 'ეწყვეტი ასახეა თ:(0,11) –> X . რომ 

თX0) = X,„.0XI) = X, . 

თ:(0,)->X ფუნქციას რომლისთვისაც რCX0) = X,,0XI)=X.. XX წზერტილების 

შემაერთებელი წირი(ტრაექტორია) ეწოდება. 

ტოპოლოგიური სივრცის ქვესიმრავლეს ეწოდება ბმული, თუ იგი ბმულია როიგორიც 

ქვესიმრავლე. 

მაგალითები: წრფივად ბმულია ტოპოლოგიური სივრცე /#(რიცხვითი ღერძი); 

წრფივად ბმულია ტოპოლოგიური სივრცე #”(ევკლიდეს სივრცე); 

წრფივად ბმულია ტოპოლოგიური სივრცე ანტიდისერეტული ტოპოლოგიური სტრუქტურით. 

ცხადია თუ სიერცე ბმული არ არის, წრფიეად ბმული ეერ იქნება. წრფივად ბმული სიერცე 

კი ყოველთვის ბმულია. 

არსებობენ ბმული, წრფივა:ი არა ბმელი ტოპოლოგი'ჟვრი სიკრცეები. ასეთი სიერცის 

.- 1 
მაგალითია სივრცე რომელიც შედგება სიბრტყეზე X =5)ი - ფუნქციის გრაფიკისა და # 

ჯ 

ღერძის |-I,)) სეგმენტის გავროიანებისაგან. 

ეს სიერცე ბმულია, მაგრამ არ არის წრფივად ბმული, ვინაიდან გრაფიკზე არსებული 

ისეთი ორი წერტილისათვის, რომელი/; X ღერძის მარჯკნიე და მარცხნიე მდებარეობენ, არ 

არსებობს უწყვეტი წირი, რომელიც ამ წერტილებს შყაყრთებს. 

ეიტყვით, როჩ V» ტოპოლოგიური სივერცე ლოკალყფრად წრფივად ბმულია, თ'ე მისი 

ნებისმიერი ჯX წერტილისათვის და მისი ნებისმიგრი V(X) მიდამოსათეის არსებობს ამავგე 

წერტილის ისეოთი მიდამოVXCX), რომ როგორიც უნდა იყოს »#»CV(CX) წერტილი, არსებობს 

უწყვეტი წირი თ :(0,I1 –> ICC, რომელიც აერთებს X ღა V წერტილებს. 

X ტოპოლოგიური სივრცის 4C X ქეესიმრავლეს ეწოდება მაქსიმალური წრფივად ბმული 

ქვესიმრავლე, თუ X სივრცის ნებისმიერი ბმული ქეესიშრავლე, რომელიც მოიცაეს 4 

სიმრაელეს, ემთხვევა მას. 

X სივრცის მაქსიმალურ წრფივად ბმულ ქვესიმრავლეებს ამ სივრცის წრფივად ბმელობის 

კომპონენტები ყწოდება. 

თეორემა §- იმისთვის, რომ X ტოპოლოგიურ სიერცე იყოს ლოკალურად წრფივად ბმული, 

აუცილებელია და საკმარისი, მისი ღია სიმრაელეთა წრფივად ბმულობის კომპონენტები ღია 

იყენენ X სიერცეში. 

დამტკიცება: დაეამტკიცოთ თეორემის ჰირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, » სიერდცე 

ლოკალურად წრფივად ბმულია და 0 მისი ღია ქვესიმრაელეა. განვიხილოთ ამ ღია 

ქეესიმრავლის რომელიმე წრფივად ბმულობის კომპონენტი0,. ვთქეათ X C C,. მაშინ XC0 და 

ამიტომ მოიძებნება X წერტილის ისეთი მიდამომიდამო V(CX), რომ როგორიც უნდა იყოს 

#”6CV(X) წერტილი, არსებობს უწყვეტი წირი Cთ):(|0.1) –> C, რომელიც აერთებს X და V 

წერტილებს ანუ CX0) = X,9XI) = ». რადგან 0, წრფივად ბმულობის კომპონენტია, ამიტომ
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თოVI0.I)) C C>. ეს კი ნიშნაეს. რომ XX C 0,. მაშასადაზე. 0, სიშრავლის ნებისმიერ » 

წერტილს აქვს მიდამო. რომელიც მთლიანად შედის ამ სიმრავლეში. ესკი ნიშნავს, რომ0, 

ღიაა. 
თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. ეთქვათ, სერულდება თეორემის პირობა, ღა 

XCX» სიერცის ნებისმიერი ზერტილია, IVX) მისი ჩებისმიერი ღია მიდამო. ვთქეათ Xჯ60, 

და 0, წარმოადგენს M ღია მიდამოს ბმულობის კომაონენტს, მაშინ იგი ღია უნდა იყოს 

X სიერცეში. რადგან 0, ღიაა. იგი წარმოადგენს Xჯ წერტილის მიდამოს. 0, შეგვიძლია 

ჩაყთვალოთ საძიებელ M(X) მიდამოდ, მართლაც, იმის გამო, რომ 0, წრფივად ბმულია, 

ნებისმიერი ) CV(X) წერტილისათვის უნდა არსებობდეს წირი 20):(0,!) –> C,, რომელიც 

აერთებს X და » წერტილებს. თეორემა დამტკიცდა. 

ამ თერრემიდაჩ გამომდიჩარეობს რამოდენიმე შედეგი: 

შედეგი6ნ §L ლოკალურად წრფივად ბმული სივრცის ყოველი ღია ქვესიმრაელე ლოკალურად 
წრფივად ბმულია. 
შედეგი §2 ლოკალურად წრფივად ბმული სივრცე ლოკალურად ბმულია. 
შედეგი 83 ბმული. ლოკალურად წრფივად ბმული სივრცე წრფივად ბმულია. 
შედეგი 84 ლოკალურად წრფივად ბმულ სივრცეში ბმულობის და წრფიეად ბმულობის 

კომპონენტები ერთ.განეთს ემთხეევიან. 

ჯ9. კომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცეები 

» ტოპოლოგიური სიკრცის დაფარვა ეწოდება მისი ქვცესიმრავლეების ისეთ (.4, » Lჯახს, 

რომ X =C4.. 

დაფარეას ეწოდება ღია, თუ მისი ყოველი ელემენტი ღია ქვესიმრავლეა. 

დაფარვას ეწოდება ჩაკეტილი, თუ მისი კოველი ელემენტი ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა. 

დაფარვას ეწოდება სახრული, თუ დაფარვის ელემენტების რაოდენობ. სასრულია 

დჯაფარეას ეწოდება თვლადი, თუ დაფარვყის ელემენტების რაოდენობა თცლადია 

დაფარვას ეწოდება ლოკალურად სასრული, თუ ტოპოლოგიური სიერცის ყოველ წერტილს 

გააჩნია მიდამო, რომელიც გაღაჰკვეთს დაფარვის მხოლოდჯ სასრული რაოდენიბის 

ყლემენტებს. 
დაფარვას ეწოდება წერტილოვნად სასრული, თუ ტოპოლოგიური სივრცის ყოველი წერტილი 

ეკუთენის ამ დაფარვის მხოლოღ სასრული რაოდენობის ელემენტებს. 

ცხადია ყოველი ლოკალურად სასრული დაფარვა წარმოადგენს წერტილოვნად სასრულ 

დაფარეას. მაგრამ ყოველი წერტილოენად სასრული დაფარვა არ წარმოადგენს ლოკალურად 

სასრულ დ..ფარვას, მართლაც, |L0,1) სეგმენტის დაფარვა, რომელიც შედგება თვითიონ ამ 

სეგმენტისაგან და [+1·1] სეგმენტებისაგან წერტილოვნად სასრულია, მაგრამ არ არის 
I I 

ლოკალურად სასრული. 

X ტოპოლოგიური სივრცის (8,კ) დაფარეას ეწოდება ამავე სიერცის (4.) დაფარვის 

ქვედაფარვა, თუ (8,/) C (4.1).
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(8ე) დაფარეას ეწოდება (4,) დაფარვაში ჩაწერილი, თუ (8,) დაფარვის ყოველი #8/, 

ელემენტისათვის არსებობს (4,) დაფარვის ისეთი ელემეჩტი 4,, რომ 8, C 4#,. 

» ტოპოლოგიური სიევრციეს ეწოდება კომპაქტური, თუ ამ სივრცის ნებისმიერი ღია (C,) 

დაფარვიდან შეიძლება გამოვყოთ სასრული 10 ), ქვედაფარვა. 

ტოპოლოგიური სიერცის ქვესიმრაულეთა (4,) ოჯახს ეწოდება ცენტრირებული, თუ ამ 

ოჯახის ნებისმიერი სასრული (4„), ; C L4,) ქვეოჯახის ელემენტების თანაკეეთა 

! 
არაცარიელია: /14“ #6. 

ჯ ” 

თეორემა 9.# იმისათვის, რომ » ტოპოლოგიური სიგრცე იყოს კომპაქტური. აუცილებელი და 

საკმარისია მისი ჩაკეტილი ქეესიმრავლეებისაგან შედგენილ, ნებისმიერ ცენტრირებულ ოჯახს 

ჰქონდეს არაცარიელი თანაკეეთა. 

დამტკიცება. ღეორემის პირობის აუეცილებლობის დამტკიცება. ვთქვათ, » კომპაქტურია და 

(ჩ.) მისი ჩაკეტილი ქვესიმრავლეებისაგან შეღგენილი ცენტრირებული ოჯახი. დავუშვათ 

საწინააღმდეგო, ვთქვათ, (X#. =0C. განეიხილოთ ლია სიმრავლეთა ოჯახი (XVსM#7.). ეს ოჯახი 

ფარავს » სივგრცეს, მართლაც, ჯ)(XXI··“) = XX?I··, =Xს=XV რადგან X კომპაქტურია, 

ამიტომ განხილული დაფარეიდან გამოიყოფა სასრული 1X V#/> )···ჟ დაფარვა. 

( ' წ 
X= VI(X V. 1= X Vი#. აქედან გამომდინარეობს, რომ (ჩ = 6 მაგრამ §ჩა) 

” 

ცენტრირებულია და ამიტომ ჭ[···,· #6. მაშასადამე, ჩეენი დაშეეგბა არ ყოფილა სწორი, 

?I··· #60. 

თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. ვთქვათ, სრულდება თეორემის პირობა, და 

(0,) რაიმე ღია დაფარეაა. დაეუშეათ ამ დაფარვიდან არ გამოიყოფა სასრული ქეედაფარვა. 

განევიხილოთ ჩაკეტილ სიმრაელეთა ოჯახი (X სმC,). ეს ოჯახი ცენტრირებულია, მართლაც 

L , 
ი(XX0"· ) = XX_L10„· #C. თეორემის პირობის თანახმად 

(XX VC,)# C. მაგრამ C% CXX V0C,) = X IთVIC, =0. მიეიღეთ წინააღმდეგობა, ჩვენი დაშვება 

არ ყოფილა სწორი. (C,) დაფარვიდან გამოიყოფა სასრული ქვედაფარვადა ამიტომ X 

კომპაქტურია. თეორემა დამტკიცდა. 

V ტოპოლოგიური სივრცის 4C+V ქვესიმრავლეს ეწოდება კომპაქტური ქვესიმრაელე, თუ 

იგი კომპაქტურია როგორც ქვესიერცე. 

X ტოპოლოგიური სივრცის ღია ქეესიმრაკლეთა1C,) ოჯახს ეწოდება 4 C X 

ქეესიმრავლის დაფარვა, თუ 4 C%/0„ 

თეორემა 92 X ტოპოლოგიური სიგრცის 4C+X ქვესიმრავლე კომპაქტურია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როდესაც X სიერცის ღია სიმრაელეებისაგან შედგენილი 4
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ქვესიმრავლის (0,1 დაფარვიდან გამოიყოფა სასრული ქვედაფარეა. 

დამუკიცება: ვთქვათ, 4 კომპაქტურია და 4 CL0,. განეიიხხილოთ #4 ქვესიერცის ღია 

სიმრავლეების ოჯასი (0, რო .4. ეს ოჯახი ფარავს 4 ქვესიერცეს, მისგან გამოიყოფა 

სასრული ქვედაფარვა (0, C+4 . X სივრცის ღია სიმრავლეებისაგან შედგენილი 

(0,),უ; ოჯახი ცხადია ფარავს 4 ქვესიმრავლეს. ამგვარაღ # სიმრავლის (C,) 

დაფარეიდან ჩვენ გამოვყავით სასრული (10,,), ;; ქეედაფარვა. 

ეთქვათ. ახლა სრულდება თეორემის პირობა. განვიხილოთ 4 ქვესიგრცის ნებისმიერი ღია 

დაფარვა 1071 მისი ღია ქვესიმრავლეებით, (02 = #ო0, |0, C ICX)) - 

X ტოპოლოგიური სივრცის (C,) ღია ქეესიმრავლეთა ოჯახი ფარაეს «# სიმრავლეს. 

თეორემის პირობის თანახმად, მისგაჩ გამოიყოფა 4 სიმრავლის სასრული ქვედაფარე (0,),,ღ5. 

4 სიზრაელის ღია სიმრავლეების სასრული ოჯახი (0: =0", იქ),_უ წარმოადგენს 

(02ქ =0, ი 4) ოდახის ქვეოჯახს. მაშასადამე, -4# ქეესიერცის ნებისმიერი (C4) დაფარვიჯან 

ჩვენ გამოეყავით სასრული (02), , ქვედაფარყა, ეს კი ნიშნაეს, რომ 4 კომპაქტური 

ქვესიერცეა. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 93 თუ / :X –>17 ასახვაა კომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცისა ნებისმიერ 

ტოპოლოგიურ სიერცეში, მაშინ /(V) კომჰაქტური ქვესიმრაულეა »” სივრცეში. დამტკიცება: 

განვიხილოთ /(X) სიმრავლის ნებისმიერი ღია(0,) დაფარეა. ღია სიმრაელეთა (/ ''(0,)) 

ოჯასი ფარაეს კომპაქტურ X სიერცეს, მისგან გამოიყოფა სასრული ქვედაფარვა 

(/ '(0,)),ც. ოჯახი (0,), ,; ცხადია ფარავს /(CX) სიმრავლეს. მგვარაჯ. /(CX) 

ქეესიმრაელის ნებისმიერი ლღლია დაფარვიდან ჩვენ გამოეყავით სასრული ქეედაფარეა, თეორემა 

დამტკიცდა. 

თეორემა 94. კომპაქტური სივრცის ჩაკეტილი ქვესიმრავლე კომპაქტურია. 

დამტკიცება: ვთქვათ 4C X ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა X კომპაქტურ სივრცეში. განეიხილოთ 

4 ქვესიერცის ჩაკეტილი ქვესიჩრავლეებისაგან შედგენილი ცენტრირებული ოჯახი. ამ 
ოჯახის ნებისმიერი ელემენტი ჩაკეტილია X სივრცეში და მაშასადამე. იგი წარმოადგეჩს 

ჩაკეტილი ქეესიმრავლეებისგან შედგენილ ცენტრირებულ ოჯახს X სიერცეში. რადგაჩ X 

კომპაქტურია ამიტომ ამ ცენტრირებული ოჯახის ელემენტების თანაკვეთა არაცარიელია, ეს 

კი ნიშნავს, რომ # კომპაქტ'ერია. ტეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 94 ჰაუზდორფის სივრცის ყოველი კომპაქტური ქვესიმრავლე ჩაკეტილია. 

დამტკიცება: ვთქეათ, # პაუზდორფის X სიერცის კომპაქტური ქეესიმრავლეა. 

ჰაუზდორფის X სივრცის ყოველ ორი X»ჯ და X წერტილს გააჩნიათ თანაუკვეთი V, (X) და 

V. ()) ღია მიდამოები, შესაბამისად. 

გან; ლ განეიხილოთ ,ზ“·(),) სიმრაყლე, 4C )წქ"··())) რადგან # კომპაქტურია, ამიტომ 

L ( არსებობს მისი §V, C)1 დაფარვის სასრული §V, CV, ))·_ჟ_ ქეედაფარვა. CM,, (X) ა 0,)=60.
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· 
აღენიშნოთ C,“)·; (X) ღია სიმრაელე V(X)-ით, იგი X წერტილის ღია მიდამოა. რადგან 

' ( 
|V||I_,()!|) ღია სიმრაელეა და #C ყ“·,();··), ამიტომ იგი წარმოადგენს # სიმრაელის 

მიდამოს, აღენიშნოთ ეს სიმრაელე V,(4)-ით. როგორც ვნახეთ V(X) (VI/,(.4) =0C, მაშასადამე 

X არ არის # სიმრავლის შეხების წერტილი. 

რადგან X ნებისმიერი ისეთი წერტილია, რომელიც არ ეკუთვნის # სიმრავლეს, ამიტომ # 

ჩაკეტილია. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 9-6. ჰაუხზდორფის კომპაქტური სიერცე ნორმალურია. 

დამტკიცება: ვთქვათ, » კომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცეა, 4,8C+X მისი თანაუკეეთი, 

ჩაკეტილი ქეესიმრავლეები. XC 4 წერტილისათეის და 8 სიმრავლისთვის, როგორც წინა 

თეორემის დამტკიცებისას, ავაგოთ თანაუკვეთი V(C>) და V,(8) მიდამოები. განვიხილოთ 

სიმრაყლე V·· V(X) , იგი ღიაა ღა 14C·L;)··V(X)· რადგაჩ 4 კომპაქტურია არსებობს მისი 

' '( 
სასრული დაფარვა (VX,)), ,. გაერთიანება ;—1|V(X,) ღია სიმრავლიეა. 14CV|I·(X,) ამიტიმ 

იგი წარმოადგენს 4 სიმრაელის ღია მიდამოს აღვნიშნოთ იგი V(C4) სიმბოლოთი. 

, : 
სიმრავლე C, (8) ასევე ღიაა და 8 C CV, (8). ამიტომ იგი #3 სიმრავლის შიდამოა, 

აღენი'მნოთ იგი I((8) სიმბოლოთი. ცხადია V(4) (აI(98) =68. ეს კი ნიშნავს, რომ X 

ნორმალური ტოპოლოგიური სიერცეა. თეორემა დამტკიცდა. 

თვეორემა #7. ტისონოვის თეორემა. კომპაქტურ სიერცეთა პირდაპირი ნამრაკლი კომპაქტურია. 

ღარუკიცება: განვისილოთ ქვესიიმრაგლყრა (# '(ი, 11 ოჯახი [·[X" სიმრავლეშა. 
0,<I( ითი47: ხ) 

სადაც 7(X.,) წარმოადგენს, X, სიერცის ღია სიმრავლეთა ოჯახ!. 

თოე ჩაეთელით (1·;·1(0„))“"· ოჯახს წინაბახად, მაშ ინ "X" სიმრავლეში 
0,.7'X.) თ54 

გაჩვგსასღვრაეთ ტოპოლოგიურ სტრუქტურას. ღია სიმრავლეთა ბაზას ამ “რმემთხვევაში 

წარმოადგენს ოჯახი [გ··|(0ყ·)ო·”··_|(0„_)!—··..ი ჩჟ··|(0·· ) ... ეს ოჯახი იგივეა რაც 
· · C.,27#. 9უ 

(I—[]”· | =X.,თ>Xთ,:), =C,.0, C7(LX, )-თ =Cთ,.!= 1.#I ოჯახი. ცხადია იგი წარმოადგენს 

ბასას ტიხონოვის ტოპოლოგიური სტრუქტურისათვის I—I X. სიმრაელეში. 
თა4“ 

ვთქეათ, ახლა, 5 = (ჩ,) წარმოადგენს ჩაკეტილ სიმრავლუთა რაიმე ცენტრირებულ ოჯახს 

I—IX, ტიხონოვის ნამრავლში. ტეიხმიულერ- ტიუკის ლემის ძალით არსებობს I·[X·· 
თ«“ ძთ4 

სიმრაელის ქვესიმრაელეთა მაქსიმალური ცენტრირებულიჯ ოჯახი, რომელიც მოიცავს ა 

ოჯახს. L ოჯახის მაქსიმალურობიდან გამომდინარე, ყოველი ქვესიმრავლე. რომელიც 

მოიცავს ამ ოჯახის რაიმე ელემენტს, თეითონაც შედის ამავე ოჯახში და-ასევე. თუ ორი. 

სიმრაელე ეკუთენის ამ ოჯახს, მაშინ მათი თანაკვეთაც შედის ამავე ოჯახში. 3 ოჯახის
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პროექცია, თითოეულ -V, სივრცეში, განსასღვრავს ცენტრირებულ ოჯახს (§#M.(#)),,ჯ - 

!ჩ(წ)];(ჯ ოჯახი ნაკეტილ სიმრავლეთა ცენტრირებული ოჯასი იქნება X, სიერცეში და 

რადგან ეს სივრცე კომპაქტურია, ამიტომ (8' . (M)#6C. ვთქეათ #ს ” ეკუთვნის ამ თანაკეეთას. 
აჯ 

I—[X· სიმრავლის იმ ელემენტს: (X,),,კ, რომლისთეისაც X, =X2, აქვს ის თვისება, რომ 
ძი4 

X CX. წერტილის ყოეელი ღია V(X2) მიდამო გადაჰკვეთს #ჩ,(M) სიმრავლეს ყოველი 

#C5 ელემენტისათვის. ეს თეისება ეკვივალენტურია იმის, რომ 7” '(I/(X9)) C5 

ასეთი სახის სიმრავლეთა სასრული თანაკეეთა 

ჩ,'0/(X)) ლო#ე (I(X6,ე) რ..რო#(VCX9)), 

§ ოჯახის მაქსიმალურობიდან გამომდინარე, ასევე ეკუთვნის § ოჯახს. მაშასადამე 

სIააXXXL . ]—[X·, წერტილის ღია » მიდამო, რომელიც ამავე დროს ტიხონოვის ტოპოლოგიური 
თ 

სტრუქტურის ბაზის ელემენტსაც წარმოადგენს, ეკუთენის 85 ოჯახს. 

იმის გამო, რომ ყოველი ?“··I(“(X; )),1·=წ|; სიმრაელე გადაჰკვეთს ჯოჯახის ყველა 

ელემენტს. ( ),,, წერტილის # მიდამოც გადაკვეთს 5 ოჯახის ყველა ელემენტს. 
აქედან გამომდინარე XX91.., 6 /5 ყოველი XC§8 სიმრაელისათვის. 

ეს კი ამტკიცებს თეორემას, ეინაიდან 4 ოჯახის ელემენტთა თანაკვეთა, ასეთ “შემთხვევაში, 

იქნება არაცარიელი. 

თეორემა 98. ევკლიღეს #” სიყრცის ყველა შემოსასდღვრული ჩაკეტილი ქვესიმრავლე 

კომპაქტურია. 

დამტკიცება: თუ 4 შემოსაზღვრული ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა #” სივრცეში, მაშინ 

ჩ |,:4-–># ასახვისათვის, სადაც .1 :#” –>+7271= I,—I·”I პროექციაა. თ (X, ”) < 7(#(X), # C»)). 

ამ უტოლობიდან გამომდიჩნარეობს, რომ #(#4) შემოსაზღერული სიმრავლეა # სივრცეში და 

მაშასადამე მოიძებნება ისეთი სეგმენტი Lი,,ხ,), რომ ი, < C4) <ხ,. ცხადია, 4 CI#[“„I),L 
ლ 

ამიტომ თუ დაეამტკიცებთ. რომ §ი,.ხ,) სეგმენტი კომპაქტურია, 94. და 9.5. თეორემების 

ძალით, თეორემა დამტკიცებული იქნება. 

განეიხილოთ ნებისმიერი (0,ხ)C # სეგმენტი ღა მისი რაიმე (C,) ღია დაფარვა. აღენიშნოთ 

C სიმბოლოთი იმ XCI9,ხ) რიცხეების სუსტი ზედა სასღვარი, რომლებისთვისაც §ძ,XI 

სეგნეჩტი დაიფარება (0,) დაფარევის სასრ'უელი ქეედაფარვით. 

ასეთი XCI(ძ.ხI) რიცხევბის სიმრავლე არაცარიელია, რადგან მას ეკუთვნის, მაგალითად, 0 

რიცხვი. ვთქვათ CC C,, C(0,1, გაჩვიხილოთ ისეთი, ძ CIი,ხ) , რომ I7,C) C C,, . ასეთი ძ 

ცხადია არსებობს, 

Iთ,ძ) სეგმენტი, რადგან ძ <C, დაიფარება (C,) დაფარვის სასრული ქვედაფარვით. 

გთქვათ, ეს ქვედაფარვაა (C, ), . ოჯახი (0,) - C(C0, 1 სასრულია და ფარავს (9,ი) 
”..
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სედმენტს. თუ C=ხ, მაშინ თეორემა დამტკიცებული იქნება, თუ C <%, მაშინ არსებობს 

ისეთი 160··_ რიცხყი, რომ IC, .) C C, · აქედან გამომდინარე. (თ 2) სეგმენტი უნდა 

დაიფაროს (C. ); CV(0. ) სასრული ოჯახით. ესკი იმას ნიშნავს, რომ C არ არის 

იმ XჯCLთ,ხ) რიცხეების სუსტი სეღა სასღვარი, რომლებისთვისაც L(0,XI) სეგნენტი დაიფარება 

1C.) დაფარვის სასრული ქვედაფარვით. ამ გვარად, ჩგვენი დაშეება, რომ 

2 <ხ, არ ყოფილა სწორი, მაშასადამე C =ხ. თეორემა დამტკიცდა. 

თვეორემა 9.9. ვეიერშტრასის განზოგადებული თეორემა. კომპაქტურ X სიერცეზე 

განსაზღვრული, უწყვეტი / :X –> ” ფუნქცია მიაღწეეს თავის მაქსიმალურ და მიმიმალურ 

მნიშვნელობებს. 

დამტკიცება: 9.3 თეორემის ძალით /(CX) კომპაქტური ქეესიმრავლეა # სიერცეში. აქედან 

გამომდინარე. რადგან იგი შეიძლება ღაიფაროს სასრული რაოდენობის სასრული 

ინტერვალებით, იგი შემოსასღვრულიც უნდა იყოს. მაშასადამე არსებობს ისეთი სეგმენტი 

(ი,ხ), რომ /(X)C L0თ,ხ1. 

ვთქვათ, Cთ =3L?_/(X) და ,ვ=ნი;](,ჯ)· # ჰაუზდორფის სიერცეა, ამიტომ 9.56. თეორემის 
'ე ებპ 

ძალით, #(CX) ჩაკეტილი ქეესიმრავლეა და მაშასადღამე მისი ყველა შეხების წერტილი მასვე 

ეკუთვნის. რიცხვები თ და / წარმოადგენენ /(X) სიმრაელის შეხების წერტილებს და 

მაშასადამე თ C /CX),/ C /(X). აქედან კი გამომდინარეობს, რომ არსებობენ წერტილები 

X,,X, C X , რომლებისთვისაც თ = /(X.) და / = /(X,). შესაბამისად. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 9/0 ტიხონოვის კუბი სრულად რეგულარულია. 

დამტკიცება: როგორც ვიცით, 7, =(0,1)) სეგმენტი ჰაუთდორფის კომპაქტური და აქედან 

გამომდინარე ნორმალური სიერცეა. 

ვაჩვენოთ, რომ ტიხონოვის კუბი ჰაუზდორფის სიერცეა, მართლაც ავიღოთ ნებისმიერი ორი 

წერტილი: X=(X,16CI II,:»=(/)C I I7, . განვიხილოთ მათი I:. (VICX,,)) ,. (IV()”,, )) 
-> ) თრ 

მიდამოები, სადაც V(X,) და IIC”,,) წარმოადგენენ X,, C1,, =I და X., 1., =7 წერტილების 

თანაუკვეთ მიდამოებს. ცხადია ?ც·: (ICI.,)) (1= ?,;· (“()”ე· )ა)=C. მაშასადამე ]—II· 
თრ 

ჰაუსდორფის სივრცეა. კომპაქტურ სიერცეთა ტიხონოეის ნამრაელი კომჰაქტუურია, 

ჰაუზდორფის კომაპაქტური სივრცე ნორმალურია. ჰაუსდორფის ნორმალური სიერცე კი 

სრულად რეგულარული. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 9/7 ყოველი ჰაუსღორფის კომპაქტერი სიერცე ჩაიდგმება ტიხონოვის კ.ებში. 

დამტკიცება: პაუსდორფის კომპაქტური სივრცე სრულად რეგულარულია და ამიტომ 756. 
თეორემის ძალით ჩაიდგმება ტიხონოვის კუბში. 

თეორემა 92 თუ ტოპოლოგიური სიერცე ჩაიდგმება ტიხონოვის კუბში, მაშინ იგი სრულად 

რეგულარულია. 
დამტკიცება: ზემოთ ვაჩვენეთ, რომ ტიხონოვის კუბი სრულად რეგულარულია. ცხადია 

სრულად რეგულარელი იქნება მისი ნებისმიერი ქვესიშრავლე. თუ / წარმოადგენს X 

ტოპოლოგიური სივრცის პომეომორფული ჩადგმაა 1—[]·, ტიხონოვის კუბში , მაშინ /(X) 
ძი“



| §9 
იქნება სრულად რეგულარული. რადგან #:X -> /CX) ჰომეომორფიზმია, ამიტომ X სივრცეც 

იქნება სრულად რეგულარული. თეორემა დამტკიცდა. 

§10. კომპაქტურ მეტრიზებად სივრცეთა თვისებები 
თეორემა 10.,/. თელადბაზისიანი მეტრიზებადისივრცე ჩაიდგმება პილბერტის კუბში. 

დამტკიცება: ვთქვათ X მეტრიზებადი სივრცის თვლადი ბაზისია 8(X). განვიხილოთ ამ 

ბაზისის ელემენტოა ისეთი ((”.CV) წყვილები, რომლებისთვისაც სრულდება ჰირობა: V–VCV 

ცხადია ასეთი წყვილების სიმრავლე თელადია. გადავნომროთ ამ სიმრავლის ელემენტები: 

(M,C,),(M,,C;),..,(M,,C,),.... 

ყოველი მეტრიზებადი სივრცე ნორმალურია, ამიტომ ურისონის ლემის თანახმად, არსებობენ 

უწყვეტი ასახვები /, : X -> (0,1), რომლებისთვისაც ადგილლი აქვს პირობებს: 

#.C-) =(9), /,CX VC,) =(). უწყვეტ ასახვათა განხილული ოჯახი (/,), ;- განაცალებს 

წერტილებს, წერტილებს და ჩაკეტილ სიმრაელეებს. მართლაც, ვთქვათ #» ჩაკეტილი 

სიმრაელეა X სივრცეში და XC ” ყოეელი ღია V სიმრაელისთვის 9M(CX) ოჯახიდან, 

რომელიც შეიცავს ჯ წერტილს და არ შეიცაეს ” სიმრავლის წერტილებს, არსებობს V 

სიმრავლე ამავე ოჯახიდან, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას: X C 7/CV (7,C) 

წყვილისთეის არსებობს ფუნქცია /, :-X -3 (0,))1, რომლისთეისაც 

#,07/) =10);/,(XVC)=4)) XCV7.# C XML, 
ამიტომ 

#იე =0, #(X) თ /,(ჩ) =9) 

აქედან გამომდინარე, (#,1. - ოჯახის დიაგონალი VM, :X-–)I—[I„ ჰომეომორფული 
ი. 

ჩადგმაა, ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა 102 ყოვგელი კომპაქტური მეტრიზებადი სივგრცე სრულად შემოსასღერულია და 

სეჯაარაბელური 

ჯამტკიცება: ეთქვათ § >0 რაიმე რიცხვია, დავფაროთ კომპაქტური მეტრიზსებადი X 

სივრცე შესაბამისი მეტრიკით განსაზღვრულ ღია ბირთვთა §8:),., ოჯახით. მ დაფარვიდან. 

სივრცის კომპაქტურობის გამო გამოიყოფა სასრული ქვედაფარვა (§81), 1. ცხადია სიმრავლე 

(% ),უ წარმოადგენს § ბადეს. რადგან § ნებისმიერად ავირჩიეთ. ამიტომ თეორემზის ჰპირევლი 

ჩაწილი დღამტკიცებ'ელია. 

' 
რაიმე ნატურალური M#C რიცხვისთეის განვიხილოთ ღია დაფარვეა §.87) ,, · ეთქვათ 

L) 

!8·”[;_ჯ წარმოადგენს განხილული დაფარვის სასრულ ქეედაფარვას. სიმრავლე (X,) 
/ 

1 
წარმოადგენს » მკვრივ ქვესიმრავლეს X სივრცეში.
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C)I[I·]M? სიმრავლე თვლადია, ვთქვათ, XCX და V(X) ამ წერტილის ნებისმიერი 

! 

მიდამოა. ცხადია, არსებობს ისეთი ”·6· M ნატურალური რიცხეი, რომ 8” CV(»). 

, 

1 
V, !,.[C სიმრაელე > მკერივია X სიერცეში. ამიტომ არსებობს ისეთი X, C X , რიიმ 

' « 
ქ(,·(,·,ჯ)(%· მაშასადამე X, C 8” C V(X). მაგრამ, მეორე მხრიგ X, 6 VI(X,],_? „ ამიტომ 

” 82 M 

(თ:63! =X თეორემის მეორე ნაწილიც დამტკიცდა. 
„ 

თეორემა 10123 კომჯაქტურ მეტრიზებად სიერცეს გააჩნია თვლადი ბაზა. 

დამტკიცება: კომპაქტური მეტრიზებადი სიერცე, წინა თეორემის ძალით, სეპარაბელურია, 

სეპარაბელური მეტრიზებადი სივრცე კი, 5. თეორემის ძალით, თელადბაზისიანია. თეორემა 

დამტკიცდა. 

თეორემა 104. ყოეველი კომპაქტური მეტრიზებადი სივრცე ნაიდგმება ჰილბერტის კებჟში. 

ღამტკიცება: ყოეელი კომპჰაქტური მეტრიზებადი სიერცე თელადბახისიანია, თვლადბაზისიანი 

მეტრიზებადი სივგრცეკი 10.1. თეორემის ძალით, ჩაიღგმება პილბერტის კუბში. თეორემა 

დამტკიცდა. 
თეორემა I0C2. იმისათვის, რომ კიმპაქტური ტოპიოლოგიური სიერცე იყოს მეტრიზებადი. 

აუცილებელი და საკმარისია, მას ჰქონდეს თვლადი ბაზა. 

ჯამოკიცება: თერრემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცები. ვთქვათ, კომპაქტური სივრცე 

მეტრიზებადია. მაშინ იგი )0:2. თეორემის ძალით სეპარაბელურია, 5.) თეორემის ძალით კი 

თველადბაზისიანი. 

თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. ეთქვაო, კომპაქტურ სივრცეს გააჩნია თელადი 

ბაზა, ჰაუხდორფის კომპაქტური სიერცე 9.6 თვორემის ძალით ნორმალურია. 

ნორმალური თვლადბაზხზისიაჩი ტოპოლოგიური სიევრცე კი, ურისონის 6.16. თეორემის ძალით. 

მეტრიზებადია. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 106 პილბერტის კუბი მეტრიხზებადი სიერცეა. 

დაჩორკიცება: პილბერტის კუბი /' = I—I!„ ტიხონოვის თეორემის ძალით კომჰაქტურია. 
იV 

,თ 

ამიტომ თეორემის დასამტკიცებლად, ურისონის თვორემიდან გამომდინარე. საკმარისია 

ვაჩვენოთ. რომ იგი თელად ბაზისიანია. I18(/'') = ( '(0C,) C /' | 0, C7(7,)1,., ოჯახი 

წარმოადგენს კანონიკურ წინაბაზას ჰილბერტის კუბში. ! სეგმენტი სეპარაბელური 

კომპაქტური სივრცეა, ამიტომ მას გააჩნია თვლადი ბაზა #8(/). განეიხილოთ სიმრაევლეთა 

ოჯახი: 

4('') =(#, '(0,) C '' |0, < %7)) 
ცხადია ეს ოჯახი თელადია. 

ვთქეათ, 0 < 87') ჰილბერტის კუბის ბაზის ელემენტია. იგი შეიძლება წარმოვადგინოთ ასე: 
' 

0=,ი|?,·—·(0,· ). მეორე მხრივ, 0, =LC#. სადაც C” 6C 138(,). ამიტომ „ “ ი, L ,, ს' =% ,



0) 

წ. : ( ' 

0=იჩ(ალა)=რსაM(0) =სლ0# (C) 
ფზბზ, ” ,. , _ · 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ C< 8(/'") სიმრავლე მიიღება 40'") ოჯახის ელემენტების 

სასრული თანაკვეთების გაერთიანებით. აქედან გამომდინარე, II8(,'") კანონიკური წინაბაზით 

და 40/') ოჯახით. როგორც წინაბაზით, განსასღვრული ტოპოლოგიური სტრუქტურები 7' 

ჰილბერტის კუბში ერთმანეთს ემთხვევა. რადგან 4(0Iს) თვლადია მისგან წარმოქმნილი 

ბაზაც თვლადი იქნება. მაშასადამე ჰილბერტის კუბში არსებობს თვლადი ბაზია, რაც 

ამტკიცებს თეორემას. 

შენიშვნა: ეს თეორემა პირდაპირ გამომდინარეობს 7.) თეორემიდანაც. 

თეორემა 107. კომპაქტ'ერი მეტრიზებადი სივრცე სრულია. 

დამტკიცება: ვთქვათ, (X,) კოშის მიზდევრობაა X მეტრიზებად ტოპოლოგიურ სივრცეში. 

#, C#,-· (ჩ) განვიხილოთ ჩაკეტილი სიმრაელეები: #, = (X,,X,,, ჯ- X, L ემ = ·1,70 · ცხადია 

ცენტრირებული ოჯახია, ამიტომ მისი ელემენტების თანაკვეთა იჯ!·—, არაცარიელია. თუ 

”ი·[···· მაშინ X6I··„|·=1,—03 და მისი ნებისმიერი მიდამო გადაჰკვეთს 

(აარცაოაბცი- / = 
სიმრავლეს. 

ეაჩვენოთ, რომ 1·6(11··· წერტილი ერთადერთია. მართლაც, რადგან (X,) კოშის 

მიმდევრობაა, #, სიმრავლის დიამეტრი ძIიI”, მიისწრაფვის ნულისაკენ,„ მაშასადამე ·(3]··· 

სიმრავლე შედგება ერთადერთი X წერტილისაგან. აქედან გამომდინარე X=,|·3—[·I··I·X"· თეორემა 

დამტკიცდა. 
ვგთქვათ. X კომპაქტური მეტრიკული სივრცეა და (C,) მისი რაიმე ღია დაფარვა, ყოეელი 

XCX წერტილისთეის ავირჩიოთ ისეთი §, > 0 რიცხვი, რომ ღია ბირთვი ც:“ მთლიანად 

შედიოდეს მოცემული დაფარვის რაიმე ელემენტში. ცხადია (§8+-).., ოჯახი წარმოადგენს X 

სივრცის ღია დაფარვას. ამ დაფარვიდან ცხადია გამოიყოფა სასრული ქვედაფარვა ანუ რაც 

იგივეა: არსებობენ ისეთი წერტილები X,,X,,....X, C X , რომ X = 8:··· 08;;1 ს)... ) ვ·:··· 

განვიხილოთ რიცხვი 6 =(6,,6,,,..»6,1, ადვილია იმის მიხვედრა, რომ +(8:)../ 

წარმოადგენ » სიერცის ღია დაფარვას, რომელიც ჩაწერილია (0,) დაფარვაში. 

ყოველი § > 0 რიცხეს რომლისთვისაც X კომპაქტური მეტრიკული სიგრცის (#81),., 
დაფარვა ჩაწერილია ამავე სიევრცის ღია (C,) დაფარვაში, (C,) დაფარეის ლებეგის რიცხვი 
ეწზრდება. როგორც ვაჩეენეთ, ყოველი კომპაქტური მეტრიკული სივრცის ნებისმიერი ღია 
დაფარვისათეისარსებობს ლებეგის რიცხეი.
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ასახეას / :(X,თ) –3 (I/,ე0) ერთი მეტრიკული სიერციდან მეორეში ეწოდება თანაბრად 

უწყვეტი თ. მეტრიკული სტრუქტურების მიმართ, თუ ნებისმიერი 6>0 ნამდეილი 

რიცხეისათვის არსებობს 0, >0 ნამდეილი რიცხეი, რომ #X(/(X”), /(X”)) <6 ნებისმიერი ორი 

X·აX"C X წერტილისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას თ(X,X”) <90,. 

თეორემა 10.§#. ვგოველი უწყვეტი ასახვა კომპაქტური მეტრიკული სივრციდაჩ მეტრიკელ 

სივრცეში / :(X,თ) –+(I,02) თანაბრად უწყეეტია. 

დამტკიცება: ყოველი 6§>0 რიცხეისათეის 2, იყოს X სივრცის []··I(8”·?]", დაფარვის 

ლებეგის რიცხვი. თუ C(X”,X”) <2, „ მაშინ მოიძებნება ისეთი ”C” წერტილი, რომ 

» C 8“ C_/·—|(3§)· აქედან გამომდინარე /#X/(X” ), /(X”)) < 6. თეორემა ღამტკიცდა. 

თვლადად კომპაქტური სივრცეები. ტოპოლოგიურ სივრცეს ეწოდება თვლადად კომპაქტური 

თუ მისი ნებისმიერი თვლადი დაფარვიდან გამოიყოფა სასრული ქვედაფარვეა. 

თეორემა 10.8. ტოპოლოგიურ სიერცე თელადად კომპაქტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ 

ამ სიერცის წერტილთა ნებისმიერ უსასრულო ქეესიმრავლეს გააჩნია ზღვარითი წერტილი. 

დამტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. ვთქვათ, X ტ“ოპიოლოგიური 

სიერცე თვლადად კომპაქტურია, მაგრამ მის რაიმე უსასრულო 4 ქეესიმრავლეს არ გააჩნია 

სღვარითი წერტილი. თუ 4 ქვესიმრავლეს არ გააჩნია სღვარითი წერტილი, მაშინ ზღვარითი 

წერტილი არ გააჩნია მის არცერთ თვლად ქეგსიმრაელეს #, =(X·.X··„··.,X,·„···I,I·=I·—00· 

რადგან #, სიმრავლეს არ გააჩნია ზღვარითი წერტილი, ამიტომ იგი იქნება ჩაკეტილი. აქედან 

გამომდინარე (#,) წარმოადგენს ჩაკეტილ სიმრავლეთა ცენტრირებულ ოჯახს. ამ ოჯახის 

ელემენტთა თანაკვეთა ცარიელია, წინააღმდეგ შემთხვეევაში სწორედ ან თანაკვეთის 

წერტილები იქნებოდნენ #, სიმრავლეთა ზღვარითი წერტილები. თუ (/”,) ოჯახის თანაკვეთა 

ცარიელია, მაშინ (X V#,) – წარმოაღგენს » სიერცის ღია დაფარვას, მართლაც 
,=1,.= 

ა5(Xმ#)=XV2ჩ =7X. 
, 

რადგან X თელადად კომსაქტურია, ამიტომ (X V#,) ოჯახიდან გამოიყოფა სასრული 
/=I.თ 

, 
ქეედაფარვა 4X ს#.,),.ჯ. რადგან (#,) ცენტრირებული ოჯახია ·(X·II:;· #6. აქედან 

. #( 
გამომდინარე V|(XX #,)=XVM ი·!·,· # X . მაშასადამე, 

(XM7,) 
ეერ იქნება ქვედაფარვა. მივიღეთ წინააღმდეგობა, ჩვენი დაშვება, რომ X ტოპოლოგიური 

სივრცეში არსებობს უსასრულო # ქვესიმრავლე, რომელსაც არ გააჩნია ზღვარითი 
წერტილი, არ ყოფილა სწორი. თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცდა. 

დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ეთქეათ, სრულდება თეორემის პირობა და 

იუ 

ეთქვათ, (”,) ჩაკეტილ სიმრაელეთა რაიმე თვლადი ცენტრირებული ოჯახია X სივრცეში.
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განვიხილოთ სიმრავლეები: C), = #,.C; = #, რ% .., დ, = ჩო რარჩ... 

კხადია, თ, 5რ, 5..5:9,=.. და იჩ =რრ,. თუ დ,, =Cთ, ,, =... მაშინ C/, 26 

და სიერცე იქნება თვლადად კომპაქტური. 

განსხვავებულ შემთხვევაში,ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ი, 

სიმრავლეები წყვილ-წყვილად ერთმანეთისგან განსხვავდებიან, აჩუ , = დ,,7» /. 

ვთქვათ. X, Cთ, VCთ,,,. (X,) მიჩდევრობა შეიცავს 'უესასრულოდ ბევრ განსხვავებულ 

წერტილებს. რადგან ყველა უსასრულო სიმრავლეს გააჩნია ზრვარითი წერტილი, (»,) 

მიმდეერობასაც 'უნდა გააჩნდესასეთი წერტილი. 

ეთქვათ ეს წერტილია X-. რადგან თ, შეიცავს ყველა 1X, X აX ,-) წერტილს, ამიტომ 

ჯა ზღვარითი წერტილი იჟნება C, სიმრავლისათვისაც. დ, ჩაკეტილი სიმრავლეა, ამიტომ 

მისი ზღვარითი წერტილები მასშივე შედიან, მაშასადამე, X· C C),,7 =1.თ. 

!;I··· =;”.ტ· #0, მაშასადამე, ი·1··· #6. რადგან (#,) ჩაკეტიკ სიმრავლეთა თელადი 
ლ ” . 

ცენტრირებული ოჯახია, ამიტომ X თველადად კომპაქტურია. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 109 თვლადბაზისიანი სივრცევბისათვის კომჰაქტურობა და თვლადად 

კომპაქჭტურობა ერთმანეთს ემგთხვევა. 

სამტკიცება: ვოქვათ V თვ:ლადბაზისიანი თელადად კომპაქტური სივრცეა და 10,.) მისი 

რაიმე ღია დაფარვა. ყოვგელი C, =L;)0„”··()·:, C 8(X), სადაც #(X) თვლადი ბაზაა. 

აქედან გამომდინარე (0.) დაფარვიდან გამოიყოფა თელადი [0„·)|·L—„ ქვედაფარვა. რადგან5 

X თელადჯად კომპაქტური სივრცეა 10,) = დაფარვიდან გამოიყოფა (C, ) 
'. 

შ სასრული 

ქვედაფარვა. I0„·· )უ წარმოადგენს (0,) დაფარვის ქვედაფარვასაც ამიტომ X 

კომპაქტურია. 

თუ -V სივრცე კომპაქტურია, მაშინ ცხადია, იგი იქნება თელადად კომპაქტურიც. თეორემა 

დამტკიცდა. 
თეორემა 10./0 სრული და სრულად შემოსახღვრული მეტრიკელი სივრცე კომპაქტურია. 

დამეკიცება: ვთქვათ, სრულდება თეორემის პირობა, მაშინ სივრცე იქნება სეპარაბელური, 

მართლაც., თუ X მეტრიკული სიერცე სრულად შემოსაზხღვრულია, მაშინ ნებისმიერი 

ნატურალური #X6C M რიცხვისთეის არსებობს 1 მკერივი ქვესიმრავლე (§X,) X 
I(ძ ,1X 

სიერცეში. 

,·L·|,IX·§·–I სიმრავლგე თვლადია. ვთქვათ, XC" და V(X) ამ წერტილის ნებისმიერი 

' 
მიდამოა. ცხადია არსებობს ისეთი M C M ნატურალური რიცხეი, რომ 8” CV().
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I 
თუ (X),უ- სიმრავლე –; მკერიევია X სივრცეში მაშინ არსებობს ისეთი X, C X , რომ 

” ჩ 

' <. 
ქ(ჯ,·,ჯ)(%· მაშასადამე X, C 8” C V(X) . მაგრამ, მეორე მხრივ X, C V|(I|] > ს ამიტომ 

M ი” .-. 

ა C), =X 
” 

რადგან X სეპარაბელურია, 5.1 თეორემიდან გამომდინარე, იგი იქნება თვლადბაზისიანი. 

ამიტომ თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია ეგჩვენოთ, რომ სიკრცე თვლადადკომპაქტურია. 

10.8. თეორემის თანახმად, სივრცე თვლადად კომპაქტური იქნება, თუ მის ყოველ უსასრულო 

ქვესიმრავლეს გააჩნია ზღვარითი წერტილი. ეს იგიეეა, რომ X სიერცის წერტილების 

ნებისმიერ (X,) მიმ,იევრობას გააჩნდეს ზღეარითი წერტილი. 

X სივრცის იმ წერტილების ირგვლიე, რომლებიც შვადგენენ )- ბადეს, ავაგოთ ღია 

ბირთვები რადიუსით 1. 

ამ ბირთვებიდან, იმის გამო, რომ მათი რიცხეი სასრულია, ამოვირჩიოთ #8, ბირთვი, 

რომელიც შეიცავს (X,) მიმდეერობის (XI) უსასრულო ქვემიმდევრობას. 

შემდეგ, იმ წერტილების ირგველივ, რომლებიც შეადგენენ ;– ბადეს, ავაგოთ ღია ბირთვები 

რადიუსით % ვთქეათ „8ე არის ბირთვი რომელიც შეიცავგს (X)) მიმდევრობის უსასრულო 

(X1) ქეემიმდევრობას. 

L 
გავაგრძელოთ ეს პროცესი, იმ წერტილების ირგელივ. რომლებიც შეადგენენჯ· 

ბადეს, ავაგრთ ღია ბირთეი M9M, , რომელიც შეიცა>ვს ჯX1 ) მიმდევრობის უსასრულო 

ქვემიმდევრობას და ასე შერდეგ. 

განვიხილოთ ჩაკეტილი ბირთეები 2#,. რომლებსაც აქვთ იგიეე ცენტორები რაც 

8, ბირთვებს, მაგრამ მათსე ორჯერ მეტი რადიუსი. ცხადია 

4=4:=5-.2 4 =... 

ამოვიღოთ 24, ბირთეიდან (X,) მიმდევრობის ერთი X,, C 8, ელეჩენტი, #: 

ბირთვიდან »,, < 8; და ასე შემდეგ. მივიღებთ ფუნდამენტალურ მიმდეერობას (X,,1. რადგან 

X სივრცე სრულია, ამიტომ არსებობს !I"·I X,, =X-. ცხადია Xა 

იქნება (X,) მიმდეყრობის სღვარითი წერტილიც. ეს კი ჩი'მჩავს იმას, რომ ნებისმიერ 

უსასრულო ქვესიმრაელეს X სივრცეში გააჩნია 'სღვარითი წერტილი და მაშასადამე იგი 

თელადად კომპაქტურია. ეს კი ამტკიცებს ოეორემას. 

თეორემა 10.// თვლადად კომპაქტური მეტრიზებადი სივრცე კომპაქტურია. 

დამტკიცება: ჯერ ვაჩვენოთ, რომ თელადად კომპაქტური მეტრიკული სივრცე სრულად 

შემოსაზღვრულია. დავუშვათ წინააღმდეგობა, ვთქვათ, თვლადად კომპაქტური X სივრცე არ
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არის სრულად შემოსასღვრული, მაშინ არსებობს ერთი მაინც 6: რიცხვი, რომლისთოვისაც არ 

არსებობს #ე -ბადე. 

დავაფიქსიროთ X», C X წერტილი. ვეთქვათ X, ისეთი წერტილი, რომ ძ(X,,X;) > 6”. ასეთი 

წერტილი არსებობს, წინააღმდეგ შემთხეევაში (X,) სიმრავლე იქნებოდა 6ა -ბადე; ასევე 

იარსებებს ისეთი წერტილი X,. რომ ძ(X,,X3) > §-:,0(X,,X-) > -, წინააღმდეგ შემთხვევაში 

1%5.X.) იქნებოდა §ე -ბადე და ასე შემდეგ, შეიძლება ავაგოთ წერტილთა უსასრულო 

სიმრავლე (X, . X;+--»X---#, რომლისათვისაც ძ(X„X|) >წ65,ს ) =1,2,..,! </. 

რადგან სიერცე თვლადად კომპაქტურია, ამიტომ (X,,X,,...X,,..) სიმრავლეს უნდა ჰქონდეს 

ზღვარითი წერტილი, მაგრამ ეს სიმრავლე დისკრეტულია და მას არ შეიძლება ჰქონდეს 

ზსღვარითი წერტილი. მიეიღეთ წინააღმდეგობა, მაშასადამე, ჩვენი დაშვება არ ყოფილა სწორი 

და სიერცე სრულად შემოსაზღვრულია. რადგან სიერცე სრულად შემოსაზღვრულია, ამიტომ 

როგორც წინა თეორემაშია, იგი იქნება თელადბაზისიანი. თელადბაზისიანი, 

თვლადადკომპაქტური სივრცე კი კომპაქტურია.თეორემა დამტკიცდა. 

§11, ლოკალურად კომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცეები 
ტოპოლოგიურ სივრცეს ეწოდება ლოკალურად კომპაქტური, თუ მის ყოველ წერტილს გააჩნია 

მიდამო, რომელის ჩაკეტვაც კომჰაქტურია. 

თეორემა 1LL კოველი ლოკალურად კომააქტური ჰაუსდორფის სივრცე სრულად 

რეგულარულია. 

დამტკიცება: ევთქვათ, X6C X ლოკლურად კომპაქტური X სიერცის რაიმე წერტილია ხოლო 

# ამ სიერცის რაიმე ჩაკეტილი ქვესიმრავლე, რომელიც არ შეიცაეს მოცემულ წერტილს. 

განეიხილოთ ჯ წერტილის ის IV(X) მიდამო, რომლის წჭ) ჩაკეტვაც კომპაქტურია. 

% =(№XII(X))V(;I—(;3იI··სიმრაელე ჩაკეტილია IX) ქვესივრცეში, X C M(CX) ს #ი. რადგან 

V(X) კომპაქტურია, ამიტომ ტიხონოვის სრულად რეგულარული სიერცეცაა. აქედან 

გამომდინარე. არსებობს ისეთი უწყვეტი ასახვა /, :M(X) –> (0,11), რომ /, (X) = 0, /, (#6) = (I). 

განეიხილოთ მუდმივი ფუნქცია #+X1 X VV(X) –>(0,1)1, სადაც _/·ვ()!) =1, როდესაც X»”< ?X)X“(X)· 

ფუნქცია 
ჩიი, »5V(ი 

#/თ- „ ცა, „CXVნი' 

რადგან. M(X)(+I(X VMCX)) = MCX) VM(X) C ,. /, I რ(X VMC9) = ) და C60 ოCXVVCX) = () 
უწყვეტია. ამასთან /(X)=0 და /(C#)=()). ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

მაგალითები: ლოკალურად კომპაქტური სივრცის მაგალითებია: # რიცხვითი ღერძი, #” 

ეეკლიდეს სივრცე.
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X ტოპოლოგიური სივრცის კომპაქტიფიკაცია ეწოდება (I,C) წყვილს, რომელშიც #” 

ჰაუსდორფის კომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცეა, C:X -/ ისეთი ჰომეომორფული ჩადგმა, 

რომ C(X)=7/ 

თეორემა II2 X ტოპოლოგიურ სივრცეს გააჩჩია კომპაქტიფიკაცია, მაშინ ღა მხოლოდ 

მაშინ, თუ იგი სრულად რეგულარულია. 

დამტკიცება: თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. ყოველი სრულად რეგულარული 

სიერცე ჩაიდგმება ტიხონოეის კუბში, ტიხონოვის კუბი კომპაქტურია, მისი ნებისმიერი 

ჩაკეტილი სიმრავლეც კომპაქტურია, ამიტომ თუ 

#X-53 I—II· ჰპომეომორფული ჩადგმაა, მაშინ (/CX),C) წყეილი სადაც C: /(X) -> /(X), 

იგიეური ჩადგმაა იქნება საძიებელი კომ“აქტიფიკაცია. 

თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. თუ X სივრცეს გააჩნიაკომპაქტიფიკაცია 

(#,=), მაშინ რადგან ” კომპაქტურია არსებობს /:7—)1—[1·, პომეომორფული ჩადგმა. 

რადგან ტიხონოვის კუბი სრულად რეგულარულია. სრულად რეგულარული იქნება მისი 

ქვესიმრაელე /(C(X)) C /(X”წ). X სიერცე კი ჰოიმეომორფულია /(C(X)) სიერცისა. თეორემა 

დამტკიცდა. 
შემდგომ? X ტოპოლოგიური სიერცის (#,C) კომპაქტიფიკაციას აღვნიშნავთ ასე: CX 

ვთქვათ, გვაქეს X ტოპოლოგიური სიერცის ორი კომპაქტიფიკაცია: CIX.C5X ; 

თუ არსებობს ისეთი პომეომორფიზმი: / :C,X –>+C;X , რომ დიაგრამა 

CX-+-63CX 

თ1 თ1 

X -–-“3 #ჯ# 

კომუტაციურია, ანუ: #90, =)IV92C, =0,, მაშინ C,X,C:X კიომპაქტიფიკაციებს :კვივალენტური 

კომპაქტიფიკაციები ეწოდება. 
CVVხX სიმრავლეს C»V კომპაქტიფიკაციის ნაზრდი ეწოდება. 

თუ არსებობს ისეთი უწყვეტი / :C,X -“>C;X ასახეა, რომ /90 =0,, მაშინ ამბობენ, რომ 

CX კომპაქტიფიკაცია ნაკლებია ან ტოლი CIV კომპაქტიფიკაციაზე და წერენ CX <C.X 

ადეილია მიხეედრა, რომ "<" დალაგების მიმართებაა X ტოპოლოგიური სივრცის 

კომპაქტიფიკაციათა სიმრავლეში. 

თეორემაIIL3 C,X,C.X კომააქტიფიკაციები ეკვივალენტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც CIX<CX დაC:X <C.X 

დამტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. თუ C)X.C:X 

კომ,აქტიფიკაციები ეკეიევალენტურია, მაშინ არსებობს ისეთი ჰომეომორფიზმი 

#:C+X ->C,X , რომ / -თი =C. რადგან / ჰპომეომორფიზმია, ამიტომ არსებობს მისი 

შებრუნებული / ' :C X –>C.-X ჰომეომორფიბმი. ამ ჰომეომორფიზმისთვის კი სრულდება 

პირობა: /#“ 20 =0,. თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცდა. თეორეშის პირობის
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საკმარისობის დამტკიცება. კოქვათ. C, X <C X დაC,X <C)X , მაშიჩ არსებობენ ისეთი 

უწყეეტი /, :C,X –>+CX. #:CX –>C,V ასახვები. რომ /19C, =0, და /#,90,=C. 

ვაჩვენოთ, რომ /,. /; ჰომერომორფული ასახვებია. 

იმის გამო, რომ სიერცის კომპაქტიფიკაცია სრულად რეგულარული სივრცეა, /,, /; ასახვები 

ჰაუზდორფის კომპაქტურ სივრცეს ჰაუსზდორფის კომპაქტურ სიერცეში ასავავენ. აქედან 

გამომდინარე ეს ასახვები ჩაკეტილი ასახეებია და მათი ჰომეომორფულობის 

დფასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ისინი ურთიერთცალსახაა. 

ცხადია. ასახვა / 9 / :CI X –>C,X აკმაყოფილებს პირობას: /; 2 /,ლთC =0,, ამიტომ, თუ 

XCCLCX), მაშინ /- 9 /,(X)=X ეს კი ნიშნავჟს რომ /; 9 /, I„,V,= I9 » Iი,: რადგან 0,(X) 

სიმრაელე ყველგან მკვრივია CIV სივრცეში, ამიტომ 8CC)X სიმრაელეს, რომლისთეისაც 

სრულდება პირობა /; 9 /,(X) = II »(X).X < 8, აქეს თვისება: C,(X) C 8CC,X =CX). 8 

ჩაკეტილი სიმრაელეა, ამის დასამტკიცებლად ვაჩვენოთ, რომ CI X ს8 ღიაა, მართლაც: 

C,X V 8 სიმრაელე შედგება ისეთი ვლემენტებისაგან რომლებზედაც ც 9 /, # 1ძ,,» ; რადგან 

CX ჰაუზდორფის სივრცეა, ყოეველიXCC,XV8 წერტილისათვის არსებობემ მიდამოები 

C/; ბ / (X)) და IIIმ +(CX)) . რომლებიც ერთმანეთს არ ჰკვეთენ; ამ მიდამოთა წინა სახეები 

# '0CC/. 9 ჩ(X))). # (I(Iძი „ ())) ერთმანეთს ჰკვეთენ და ეს გადაკვეთა წარმოადგენს X 

წერტილის ისეო მიდამოს, რომელიც მთლიანად შედის C,.Vს8 სიმრავლეში; ეს კი ნი'მნავს, 

რომ CIV სგ8 ღიაა. 

რადგან 8 ჩაკეტილია 8 =C(X), მაშასადამე #95# = 1ძ(··_ჯ მთელ CIX სივრცე%ე. ასეეე 

შეიძლება ვაჩვენოო, რომ /, 9 / =/0,.» მთელ CX სივრცეზე. 

თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 1I4. (ალექსანდროვის თეორემა). ყოველ ლოკალურად კომპაქტურ და არაკომჰაქტვრ 

ჰაუსდორფის X სივრცეს გააჩნია კომააქტიფიკაცია თX , რომლის ნაზრდიც ერთი 

წერტილისაგან შედგება და ეს კომპაქტიფიკაცია მიჩიმალურია X სივრცის 

კომპაქტიფიკაციათა სიმრავლეში. 

დამტკიცება: განვიხილოთ ნებისმიერი წერტილი §C X ეთქვათ თX = X L)IC) , ამ 

სიმრავლეში ღია სიმრავლეებად ჩავთვალოთ მისი ის ქვესიმრავლეები, რომლებსაც აქეთ სახე: 

(0I0(X V#), სადაც # კომპაქტური ქვესიმრავლეა X სივრცეში და ის ქვესიმრაელეები, 

რომლებიც ღიაა X სივრცეში. იX ასეთი ტოპოლოგიური სტრუქტურით ჰაუზდორფის 

სიყრცეა და თ:X –+CX , თ(X) = X ჰომეომორფული ჩადგმაა. ვაჩკენოთ, რომ ითX კომპაქტური 

სივრცეა; ვთქვათ, 1C,) ამ სიერცის ნებისმიერი ღია დაფარვაა. არსებობს ამ დაფარვის 

ელემენტი 0,,. რომელიც შეიცავს (+ წერტილს. # = XVC,, კომპაქტური ქვესიმრავლეა. 

' 
ამიტომ არსებობს ისეთი ქვედაფარეა (0,,), ,, რომ # CL10„·· ღია სიმრავლეთა (0,), 

ოჯახი ფარავს რითX სიმრაელეს, ეს ოჯახი (0,) ოჯახის ქვეოჯახია, მაშასადამე თX 

კომპაქტურია. ვაჩევენოთ, რომ CX >თX ნებისმიერი სხეა CX
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კომპაქტიფიკაციისთვის, მართლაც ასახვა / :CX ->თX , რომელიც განისაზღვრება ასე: 

თიC'ე, X»C=CX 

(ი9 = , 
” C, X6CCX MყC(X) 

აკმაყოფილებს პირობას / 9=0=ძ და უწყვეტია. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 114 თუ 4 ლოკალურად კჰმპაქტური ყველგან მკერიეი ქვესიმრავლეა X 

ჰაუსდორფის სივრცეში მაშინ 4 ღიიაა X სივრცეში. 

დამტკიცება: განვიხილოთ 4 სიმრაელის რაიმე X წერტილი, არსებიობს ამ წერტილის ისეთი 

1(X) მიდამო #4 ქვესიერცეში, რომლის ჩაკეტეაც ამ ქეესივრცეში კომპაქტურია. ეს ჩაკეტვა 

კომპაქტურია X სივრცეშიც და ამიტომ ჩაკეტილი სიმრავლეა ამ სივრცეში. IIVCX) = C(5- -4, 

სადაც 0 რაიმე ღია სიმრავლეა V(X) ჩ 06 =4ი0, მაროლაც 4რ0C 4ი0=Xი0=0 

X6C0, წერტილისათვის გეაქეს: X C 0=/4-50, V0=4ი0=0, «00)C 4, ამიტომ C C 4 

და მით უმეტეს 0 C 4. 0ლღიაა და ამიტომ წარმოადგენს » წერტილის მიდამოს. რადგან ჯ 

წერტილი ნებისმიერად არის არჩეული 4 ღია სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა116. ლოკალურად კომპაქტური სივრცის ნაზრდი შისი-რომელიმე.... 

კომააქტიფიკაციისას ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

დამტკიცება: წინა თეორემის თანახმად C(X) ღიააCX სივრცეში. აქედანგამომდინარე ჩაზრდი 

CX სხCCX)ჩაკეტილია. თეორეშა ღამტკიცდა. 

თეორემა#/7.7 » სიერცის კომპაქტიფიკასიების მთელი ოჯახის კოეელ არაცარიელ 

(C„ 2% Iეი. C 1C.X),.:კ ქევეოჯახსს გააჩნია ზუსტი ზედა საზღვარი "<” დალაგების მიმარო. 

დამტკიცება: განვიხილოთ ტიხონოვის ნამრავლი ]—IC·,„X და ასახეაბ(·ფ· :X—)I—[C",X 
#:5 92C8 

რადგან თითოეული C·„X Cი, ჰომვომორფული ჩადგმაა. ამიტომ იგი გან;·;(·ჭ·;»;;ჭქბ·ქნ 

წერტილებს, წერტილებს და ჩაკეტილ სიმრაელეებს. მართლაც,. წერტილებს რომ განაცალებს 

ცხადია; ვაჩეენოთ, რომ განაცალებს წერტილებს ლღა ჩაკეტილ სიმრავლეებს, ამისათეის 

განეიხილოთ # CX ჩაკეტილი სიმრაკლკ და წერტილიზნ]( ჯ6 ” დავუშეათ 

C. (!··)=C (!··) მაშინ 0. (X;6C (ჩ·)XC (|··) ··ქეღან გამომდინარე Cა (X) არ ეკუთენის 

C, CX) სიმრაელეს, წინააღმდეგ შემთხვეეაში /(#) ვერ იქნება ჩაყკეტილი /(X)-ში; მაგრამ 

#V) ჩაკეტილია. მივილეთ წინააღმდეგობა. მაშასადამე ჩვენი დაშვება არ ყოფილა სწორი, 

მაშასადამე 0, (X) « C, (ჩ). 

ასახყათა ოჯახის დიაგონალის შესახებ თეორემის თანახმად#0,, :X -> I·IC"·X 
წ-7.) 

ჰომყომორფული ჩადგმაა. 

ვეაჩეენოთ, რომ #4CX =(6%C,, (X),40,,) წარმოადგენს (C",XL,„ ოჯახის ზუსტ ზედა 

საზღვარს, მართლაც, რადგან M% :"C_„X—)C"”X პროექციააკმაყოფილებს პირობას: 
# 

ჩX%, 9 ბ2,, =0,,, ამიტომ C,, < 4CX . ვთქვათ CX რომელიმე სხვა კომპაქტიფიკაციაა და 
9
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C„,· X<CXV ყველა / ინდექსისთვის. ეს ნიშნაეს, რომ არსებობენს ისეთი ასახეები 

#:CV -3C.,X.#C8, რომ /კაიC =0., ცსხადია ასახვა #/, აკმაყოფილებს პირობას 

ბ 9C=40, ეს კი ნიშნავს, რომ #CX <CV და მაშასადამე ბCX=(№,4C„„) ყოფილა 

სუსტი ზედა საზღვარი 1C,, % ოჯახისთვის. თეორემა დამტკიცდა. 

თვორემა/L8#. ყოველი სრულად რეგულარული სივრცისათვის არსებობს მაქსიმალური 

კომპაქტიფიკაცია "<" დალაგების მიმართ. 

დამტკიცება: სრულად რეგულარული სივრცეებისათეის, ცხადია კომპაქტიფიკაციათა 

სიმრავლე არაცარიელია, ამიტომ თუ განვიხილავთ ამ სიმრავლის წრფივად დალაგებულ 

ქვესიმრავლეებს, თითოეულ მათგანს, წინა თეორემის საფუძველზე ექნება ზუსტი ზედა 

საზღვარი, აქედან გამომდინარე, ცორნის ლემის თანახმად, სრულად რეგულარული სივრცის 

კომპაქტიფიკაციათა სიმრავლეს უნდა გააჩნდეს მაქსიმალური ელემენტი. 

თეორემა დამტკიცდა. 

სრულად რეგულარული სიერცის კომპაქტიფიკაციათა სიმრავლის მაქსიმალურ ელემენტს აზ 

სივრცის ჩეხის კომპაქტიფიკაცია ეწოდება. 

თეორემა IL9 ჰაუხდორფის ტოპიოლოგიური სივრცე ლოკალურად კომპაქტურია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როდესაც იგი ჰომეომორფულია ჰაუზდორფის რაიმე კომპაქტური სივრცის ღია 

ქვესიმრაელისა. 

ღდამტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. ეთქვათ, X ლოკალურად 

კომპაქტური სივრცეა როგორც ეიცით ლოკალურად კომპაქტური სივრცე სრულად 

რეგულარულია და ამიტომ არსებობს მისი კომპაქტიფიკაციაC" იგი ჰაუზსდორფის სიერცეა 

ამიტომ 115. თეორემის თანახმად X ღია ქვესიმრავლეაC" სივრცეში 

თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. ვთქვათ, X ჰაუსდორფის ტოპოლოგიური 

სივრცე რაიმე ჰაუზდორფის კომპაქტური სიერცის ღია 0 ქვესიმრავლის ჰომეომორფულია. 

კომპაქტური სიერცე სრულად რეგულარულია ამიტომ ნებისმიერ XCC, წერტილს გააჩნია 

ისეთი V(CX) მიდამო. რომ VCX) C C. რადგან »C) ჩაკეტილი სიმრავლეა ქეესიმრავლეა 

კომპაქტურ სივრცეში ამიტომ იგი იქნება კომპაქტური. ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

საკუთრივი და სრულყოფილი ასახვები 

უწყვეტ ასახვას / : X –>/ ეწოლება საკუთრივი ასახვა, თუ X სიერცის ნებისმიერი 

კომპაქტური ქვესიმრავლის წინასახე კომპაქტურია. 

მაგალითი: ადვილი მისახვედრია, რომ ყოველი უწყვეტი ასახვა კომპაქტური სივგრციდან 

პაუსდორფის სიერცეში საკუთრივია. 

თეორემა. ILI0, თუ არსებიობს #:X ->X საკუთრივი ასახვა X სივრცისა ლოკალურად 

კომპაქტურ ” სიერცეში. მაშინ X სიგრცე ასევე ლოკალურად კომპაქტურია. 

დამტკიცება: ეთქვათ X C X ნებისმიერი წერტილია და #ე = / (Xა). ” სივრცის 

ლოკალურად კომპაქტურობის გამო, არსებობს / წერტილის ღია მიდამო 1/(76), რომლის 

ჩაკეტვა M(X7ი), კომპაქტურია. # 'VV07-ა)) ღია სიმრავლე და ]··1(“()10)) ჩაკეტილი 

კომპაქტური ქვესიმრაგლეა X სივრცეში. ./··I(“(,V·»)) C·_/··I (#)· ამიტომ 

]““(I·()]„))C_/··I("())·,)). # 'CICV-)) ჩაკეტილია და კომპაქტური, ამიტომ მისი ჩაკეტილი 
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ქვესიმრაცლეც კომპაქტური იქნება X სიგვრცეში მაშასადამე # I CVCX.)) წარმოადგენს 

X 6X წერტილის ისეთ მიდამოს, რომლის / 'I((C7V)) ჩაკეტვაც კომპაქტურია. ეს კი 

ამტკიცებს თეორემას. 

უწყვეტ ჩაკეტილ ასახვას / :X –>” ერთი ჰაუზდორფის ტოპოლოგიური სივრციდან მეორე 

ტოპოლოგიურ სივრცეში ეწოდება სჩრულყოფილი ასახეა, თუ I სიერცის ნებისმიერი 

წერტილის წინასახე კომპაქტურია. 

მაგალითი: ცხადია ყოველი უწყვეტი, ჩაკეტილი ინექციური ასახეა ჰაუსდორფის სივრციდან 

სრულყოფილია. ჰაუსდორფის სიერცის ყოეელი ჰომეომორფული ჩადგმა სრულყოფილია. 

ყოველი ყწყვეტი ასახვა კომპაქტური ჰაუსდორფის სივრცისა ჰაუზდორფის სიერცეში 

სრულყოფილია. მართლაც, თუ 4C X ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა X სივრცეში, მაშინ იგი 

იქნება კომპაქტურიც. აქედან გამომდინარე ნებისმიერი უწყეეტი / :X –+I ასახეისათვის 

#(C4) = ” ქვესიმრაელე იქნება კომპაქტური და რადგან X ჰაუზდორფისაა ჩაკეტილიც. 

წერტილი ” ჰაუზღორფის სიევრცეში ჩაკეტილი ქვესიმრაელეა, ამიტომ მისი წინასახე /“'(X») 

ჩაკეტილი სიმრავლეა X სივრცეში და ამის გამო კომჰაქტურიც. 

თეორემა III იმისათვის, რომ უწყეეტი / :X -> ასახვაX ლოკალრად კომსაქტური 

ჰაუზდორფის სიერცისა ” ლოკალრად კომპაქტური ჰაუსდორფის სიერცეში იყოს 

სრულყოფილი, აუცილებელი და საკმარისია იგი იყოს საკუთრივი. 

ამტკიცება: პირობის აუცილებლობა დამტკიცება: ვთქეათ, / სრულყოფილიადა 8CI” 

კომპაქტური სქვესიმრავლეა, რადგან I ჰაუზდორფისაა 8 იქნება ჩაკეტილი. მისი წინასახე 

# “ 'C8) იქნება ჩაკეტილი. რადგან 8 კმჰაქტურია მისი ცაკეტილი ქვესიმრავლეების ყოველ 

ცენტრირებულ ოჯახსექნება არაცარიელი თანაკეეთა. განეიხილოთ·/—|(ჩ) სიმრავლის 

ჩაკეტილი სიმრავლეებისაგან შედგენილი ცეჩნტრირებული ოჯახი (#.1. ოჯახი1/(”>)) 

შედგება8 სიმრავლის ჩაკეტილი ქვესიმრავლეებისაგან და წარმოადგენს ცენტრირებელ 

ოჯახს. ამ ოჯახის თანაკვეთა არაცარიელი უნჯა იყოს. ეთქვათ, V წერტილი ეკუთენის ამ 

თანაკვეთას, მაშინ მისი წინასახე # () C / !C8) და კომპაქტურია, (ჩM, რ / 'C7 ოჯახი კი 

' წ 
ცენტრირებული, მართლაც ი||··„ #C და წი]/(]·—„·)· ამიტომ 

205 ი#/1Cთ)#6. 
ამ ცენტრირებული ოჯახს, რადგან # Iთ კომპაქტურია. აქვს არაცარიელი თანაკვეთა აქედან 

გამომდინარე არაცარიელი თანაკვეთა ექნება (M.) ცენტრირებულ ოჯახსაც, რაც ნიშნავს, 

რომ / !'(8) კომპაქტურია პირობის აუცილებლობა დამტკიცდა. 

თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება: ვთქვათ, სრულდება თეორემის პირობა, 

მაშინყოველი X C I წერტილისათვის, რადგან იგი კომპაქტურია, წინასახე #7'თ იქნება' 

კომპაქტური. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ / ასახეა ჩაკეტილია. მართლაც განეიხილოთ ჩაკეტილი ქვესიმრაელე 

CX მისი ანასახის- / (#”) წერტილებს გააჩნიათ მიდამოები V(”), ” C /(#), რომელთა 

VC7),»7< /(#) ჩაკეტვებიც კომპაქტურებია. /“'(/C7)),» C /(M) ჩაკეტილი კომპაქტური
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ქვესიმრავლეებია V» სიგრცეში პირობის ძალით. ქედან გამომდინარე I··|1_/·|("(·V)),_V§/(|··) 

ჩაკეტილი კომააქტური ქვესიმრავლეები იქნებიან. ასახეა / | „ ,-):' #Mო#ICთ60/) –>+»” 

სრულყოფილია ამიტომ იქნება ჩაკეტილიც. ცხადია #” =„>ჭ_,(|·· რი# I დცC?)). ვთქეათ ახლა 

2 თ /(”) წარმოადგენს /(#”) სიმრავლის შეხების წერტილს თუ V(2) წარმოადგენს 2 ის ისეთ 

ღია მიდამოს, რომლის ჩაკეტვაც კომპაქტურია, ჩეენი საჭიროებისათვის,ზოგადობის 

დაურღვევლად. შეიპძლება ჩავთვალოთ, რომ ამ წერტილის ყველა მიდამო ასეთია, ვინაიდან 

ყოველ მიდამოსათვის არსებობს უფრო მცირე მიდამს რომლის ჩაკეტვაც კომპაქტურია. 

ყოველი ასეთი მიდამო წარმოადგენს რომელილაც X C /(#”) წერტილის ასეთივე მიდამოს, ანუ 

"(C2)=VC”») ზოგადობის დაურღეევლად შედვიძლია ჩავთვალოთ, რომ ამ მიდამოს IV(»V) 

ჩაკეტვა შედის (წ]·)ჯ,ჯნ/(]···) ამ ოჯახში. 

ნიკაფებ) = წი/+VC)). /#CI რო / IC2))). ჩაკეტილი კომპაქტური სიმრავლეა: 

#00CV#V (V0)).ასვე / ”'(2) C / '(VC2)) = / '(VCV7)): # '(IC”)) ღიაა X სივრცეში, 

ამიტომ იგი წარმოადგენს / '(>) ჩაკეტილი სიმრავლის მიდამოს; ეს მიდამო ცხადია ჰკვეთს L 

სიმრაელეს მათ ექნებათ საერთო ქვესიმრაელე /“'()/) C / ' (VI(X)), აქედან გამომდინარეობს, 

რომ M(2)ლი#(ჩ ო # 'C/(5))) « C. ახლა განვიხილოთ 7 წერტილის სხვა ნებისმიერი ღია 

MVM>) = I(2) მიდამო, როგორც აღენიშნეთ შეგეიძლია ჩავთვალო, რომ მისი ჩაკეტეა VM2) 

კომპაქტურია. ეს მდამოც მიდამოა, რომელიმე )X” 6 /(M) წერტილისთვის M >) = VL(CX»") და 

# '(V (>)) = / '(V )”)) C / ''(V()7)) = / ''(V(2)). ქედან გამომდინარეობს 

#C/+MCIX2))C#ო# CVC)) ღა/(Mო/ CX2))) C /#C” ო / CC))). ასეთნაირად ავაგებთ 
წერტილი მიდამოთა სისტემას დავინახაეთ, რომ ყეელა მათგანი გადაკვეთს ჩაკეტილ 

#(L < / 'CI(2))) სიმრაელეს.. ეს კი ნიშნავს, რომ7 C /(L ო / ICV(2))) . 

#20)=/C5 . # '(VC)))) = V /(”ო # ' 0(2))). ქედან გამომდინარეობს, რომ თუ ჯ 

წარმოადგენს /(#) სიმრაკლის შეხების წერტილს მაშინ იგიმასვე ეკუთენის,ე სკი ნიშნავს, 

რომ /(#) ჩაკეტილია. თეორემა დამტკიცდა. 

§12. პარაკომპაქტური სივრცეები, ერთეულის დაყოფა 
ტოპოლოგიურ სიერცეს ეწოდება პარაკომპაქტური, თუ მის ყოველ ღია დაფარვაში შეიძლება 

ჩავწეროთ ლოკალურად სასრული ღია დაფარვა. 

ცხადია ყოველი კომპაქტური სივრცე პარაკომპაქრურია. 

თეორემა 12# ყოველი მეტრიზებადი ტოპოლოგიური სივრცე პარაკომპაქტურია. 
დამტკიცება: ვაჩვენოთ, რომ მეტრიზებადი ტოპოლოგიური სივგრცის ყოველი ღია დაფარეაში 
ჩაიწვრება ლოკალურად სასრული ღია დაფარვა. 

ვთქვათ, (C,),ჯ მეტრიზებადი ტოპოლოგიური X სიერცის რაიმე ლია დაფარვაა,
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80 მეტრიკა X სიერცეზე, """ სრული დალაგების მიმართება » სიმრავლეზე. შესავალში 

განხილული სიმრავლეთა თეორიის გრთერთი თეორემის თანახმად, ასეთი დალაგების 
' 

მიმართება 5 სიმრაელეზე არსებობს. განესაზეღეროთ ინდექციით ოჯახი %, =(V,,1=(ს)82) 

„ სადაც გაერთიანება აიღება ყველა იმ 26 X წერტილების მიმართ, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ მოთხოვნებს: 

L ჯ ისეთი უმცირესი ელემენტია » სიმრავლეში, რომC CV, 

2. CCV, 
„„' 

როდესაც 7</I/ და /I65. 

L) 
3. ყოველი ღია 8?: ბირთვი V, ღია სიმრავლის ქეესიმრაელეა. 

განსაზღვრიდან ჩანს. რომ ყოველი MV,, სიმრავლე ღიაა, მე-+ე მოთხოვნა გვიჩვენებს, რომ 

V,, CC,. 

ეთქვათ, X C X . ამოვირჩიოთ ისეთი 'უმცირესი § 6 5. რომჯ CL7, და ისეთი ნატურალური 

L 
რიცხვი , რომ 8?> CVC,. ცხადია. რომ ან XCV,,./ </,/C5 ან X6CV,,. აქედან გამომდინარე, 

9·§=|L!91,· წარმოადგეჩს X სივრცის ლია დაფარვას ჩაწერილს (L,)„კ დაფარვაში. 

ეაჩვენოთ, რომყოველი | ნატურალური რიცხეისთვის ადგილი აქვს შემდეგ ფაქტს: თუე 

! 
X,CM.,. X, CV,., და 5, #35). მაშინ /XX,.X,) > ; მართლაც, ეთქვათ. §, < 9 . I”,, და ,. , 

სიმრაელეების განსაზღვრის თანახმაღ, მ'იიძებნება ისეთი C,და 0. წერტილები X სიერცეში, 

' 

რომლებიცაკმაყოფილებენ ზემოთ მოყვანილ 1,2.3 რჩოთხოვნებს, ამასთან X, C ვჯ?···/( =1.2. მეჯ+ე 

L 

მოთხოვნიდან გამომდინარეობს, რომ 8: C C,, IXლი მოთხოვნიდან გამომდინარეობს, რომ 

C; C C,, ამიტომ /(–,C) 2 21· მგვარად. 

1 
#0(X,,X.) > 0(C,.C) – 02(0რ.X,) – 0(C.X:) > წუ: 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ყოველი 765 ინდექსისათვის და #,/ ნატურალურ რიცხეთა 

' 

წყვილისათეის ადგილი აქვს შემდეგ ფაქტს: თუ 8; CV,,, მაშინ 

: 

8:“ ლV,, =0 ,სადაც > /+# და § 6 5. მართლაც, ყოველი XC X წერტილისათვის 

1 
არსებობენ ისეთი #,/ ნატურალური რიცხვები და / C წინდექსი, რომ 8; C #,, და ამგვარად 

' 
8?:“ ბირთეი გადაჰკვეთს არაუმეტეს /+# -I ელემენტს % დაფარვიდან. 

მე-2 პირობიდან გამომდინარეობს, რომ C წერტილები, რომლებიც მონაწილეობენ V,, 

სიმრავლის განსაზღვრაში, არ ეკუთვნიან #,, სიმრაელეს, როდესაც /= /+#. რადგან
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C1,,. ამატომ გმხიაუ> ;I? ყოველიასეთი C წერტილისათვის. /+#C>#+)და 7>#+I 

· == 4 
უტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 82 რო 8? =68. 

ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა122. ეთქ3ვათ X პარაკომპაქტური სივრცეა და 4,8C X მისი ორი 

ურთიერთარათანამკვეთი ჩაკეტილი ქვესიმრავლე. თუ ყოველი X C 8 წერტილისათვის 

არსებობენ ისეთი ღია სიმრავლეები LC/,,I/,, რომ 4CVC.,XCI,;CV, V, =6, მაშინ 

მოიძებნებიან ისეთი სიმრავლეებიV/ ,”/ , რომ #CV,8CV და Vი-8=6. 

დამგკიცებ+ (1 ,თVCXV8) წარმოადგენს X სიერცის ლია დაფარეას. რადგან სიერცე 

პარაკომპაქტურია, ამიტომ ამ დაფარვაში ჩაიწერება ლოკალურად სასრული დაფარვა. ვგთქვათ 

ეს დაფარვაა III 1 ჯ. თუ 5: =(§C5|IM, (+-8%6), მაშინ იმის გამო, რომ #, CV,, 4CV,და 

ყოველი §6C 5. ინდექსისათვის გვექნება 40 =6. ვთქეათ,» C ·ყ·—"(„ მაშინ რადგან 

(M) ,. ლოკალურად სასრული დაფარეაა არსებობს X წერტილის ისეთი მიდამო V(X), 

რომელიც ჰკვეთს მხოლოდ სასრული რაოდენობის V/, C(M,),.- ელემენტებს, აქედან 

გამომდინარე X6C დთ M , სადაც 95 C 5ა სასრულია. ვინაიდან X 6 V(X),I((X) 5 ჯ/;·„/· =6, 
#65ე §65)V 

ამიტომ Vოო 5- I» =დ და აქედან გამომდინარე X C ა ”,. 

” = 2 : = ს M M X6 M I —··ჯ; I4 L)“··L_"%·# IV, , ამიტომ X6!§·§/—··,M ჟჭჯ”, C;·%·”C და მაშასადამე 

აI 772 აMV I =თM/ I _ L) IM7. , 
,ჯ_ქ·· ”, CL:(I;/: „ V. C ჯყ”ქ „ აქედან V, C;·;, ”, :ჯჯ/ი”,” და პ·ა”·„”: C;§§„”” საბოლოოდ 

გვექნება. L7 M = M I—V—·, უკანასკნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ა4 "—7, ჩაკეტილია. 
C». +63, §<5ა 

განეიხილოთ ღიაა სიმრავლეები V = XV L.§ I*V, -.” =,§ჯ M, . გვექნება: 

4CV= XXVI?”, , 8CM/= Lჯ) M, და VCX-/ =0. თეორემა დამტკიედა. 
73 462 

თეორემა12 3 ჰაუხდორფის პარაკომპაქტური სიერცე ნორმალურია. 

დამტკიცება: თუ წინა თეორემაში 4# სიმრავლის მაგიერად ეიგულისხმებთ წერტილს, 

მიეიღებთ, რომ ჰაესდორფის პარაკომპაქტური სიერცე რეგულარულია. რადგან სივრცე 

რეგულარულია, მაშინ მისი ნებისმიერი ორი 4,8 ჩაკეტილი თანაუკვეთი ქვესიმრავლისთვის 

სრულდება თეორემის პირობა, აქედან გამომდინარე, თუ რთხელ კიდევ გამოვიყენებთ 

დამტკიცებულ თეორვემას, ავაგებთ 4,8 სიმრავლეების თანაუკვეთ მიდამოებს. თეორემა 

დამტკიცდა. 

ვთქვათ, (/ I / :X ->I011), უწყვეტ ასახეათა ოჯახია. ამ ოჯახს უწოდებენ 
ერთეულის დაყოფას X სიერცეში, თუ თითოეული X6C+X წერტილისათვის /,(X) >0 

მხოლოდ ინღექსთა თელადი ქვესიმრავლის §5“ =15,,§5),.-»ს 5,,.--) C - ელემენტებისთვის, ამასთან
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დაფიქსირებული X CX წერტილისათვის მწკრივი 2/·· (Xა) კრებადია და მისი ჯამი .ტოლია 
” 

1-ის. 

ეს კრებადობა ცხადია აბსილუტური იქნება, ამიტომ მნიშენელობა არ ააქეს მწკრივის 

წევრთა რიგს. 

ვიტყეით, რომ კრთეულის დაყოფა X სივრცეში ლოკალურად სასრულია, თუ ამ სიერცის 

(/, '((0,1))1,,: დაფარვა ლოკალურად სასრულია. 

სხვანაირად ეს ნიშნაეს, რომ ნებისმიერი Xე 6 X წერტილისათვის არსებობს ისეთი მიდამო 

წ 
“(X-) და ინდექსთა სასრული რაოდენობა <4ე =(§,,35,,..,5,1C 5, რომ /,(X)X70, 2/·, (X) =I 

) 

როდესაც +§, C 5ი, X6CII(Xა)და /,(X)=0, როღესაც §6C5%5ა. 

თეორემა 124 თუ X რეგულარული ტოპოლოგიური სიერცის ყოველ ლია დაფარვაში 

შვიძლება ჩავწეროთ ლოკალურად სასრული დაფარეა( ნებისმიერი სიმრაელეებით), მაშინ ამ 

სიერცის ყ'რიველ 1(0,),.,კღია ღაფარვაისათეის შეიძლება მოვძებნით ისეთი ლოკალურად 

სასრული ჩაკეტილი დაფარვა (#ჩ.),,, რომ #, C C. 

დამტკიცება: ვთქვათ, ჯ(0,),,ს X სივრცის რაიმე ღია დაფარვაა, X სივრცის 

რეგულარულობის გამო არსებობს ისეთი ღია დაფარეა VM),,ვ, რომ დაფარვა [I·?/·,),·„ 

ჩაწერილია (0,1,,, დაფარეაში განვიხილოთ ლოკალურად სასრული დაფარვა (C,),.„. 

რომელიც თეორემის პირობის ძალით, ჩაწერილია (IM/),,-. დაფარეაში. ყოველი ! 67' 

ინდექსისათეის ამოვირჩიოთ ისეთი ინდექსი თ(/) C #, რომ L, C C,. ეთქვათ #ჩI =·ჭქ·ნ 

ეს სიმრავლე, როგიორც 122. თეორემის დამტკიცებისას ვაჩვენეთ, ჩაკეტილია, აქედან 

გამომდინარე ჩაკეტილ სიმრავლეთა ოჯახი (ჩM.),ს X სიერცეის ლოკალურად სასრული 

ჩაკეტილი დაფარვაა, #. CC,0თ C 4. თეორემა დამტკიცდა. 

ამბობენ, რომ ერთეულის დაყოფა L/, | /, :X -3 |0.11)),,» ექვემდებარება რაიმე ღია (C.1„.., 

დაფარვას, თუ დაფარეა (/, '((0,I))),,, ჩაწერილია (0.),, დაფარეაში. 

თეორემა 125 პარაკომპაქტური, 7, ტოპოლოგიური X სიერცის ყოველი ღია დაფარვისთვის 

არსებობს მასზე დაქვემღებარებული ერთეულის დაყოფა. 

დამტკიცება: ვთქვათ, (0,„),,კ X სივრცის ნებისმიერი ღია დაფარვაა, ამ დაფარვაში 

ჩაიწერება ლოკალურად სასრული ღია დაფარეა (C/,),,,. წინა თეორემის თანახმად, 

მოიძებნება ისეთი ჩაკეტილი (ჩა)..გ დაფარეა, რომ #ც C C, ყველა #/36C 8 ინდექსისათვის. 

ურისონის ლემის თანახმად, შეიძლება მოეძებნოთ ისეთი ფუნქცია #§/ :X ->(0,1). რომ 

§ე(XX=0, როღესაცX C X სV, და#ი(M,)=()). 

რადგან (Lლ,),, ლოკალურად სასრულია, ამიტომ ჯ(ჯ):ჯჯ„(:) ფორმულით 
#+8 

განსაზრერული ფუნქცია “იქნება უწყვეტი. ადვილი დასანახია, რომ ოჯახი (/,)ე,ე, სადაც
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C ; > 1 წ 
# =——8··— წარმოადგენს ერთეულის დაყოფას X სივრცეში, რომელიც ექეემდებარება (0,),., 

დაფარვას. თეორემა დამტკიცდა. 

§13. ასახვათა სივრცეები 

ეთქვათ. » რაიმე სიმრავლეა, ” რაიმე ტოპოლოგიური სივრცე განვისილოთ ასახეათა 

სიმრავლე V9/M(X,X)ეს სიმრავლე იგიევა რაც ტიხონოვის ნამრაელი I—I)”· „ სადაც 1, =/ 
XX 

აქედან გამომდინარე. ასახეათა Mყ”X,X) სიმრავლეში გვექნება ტიხონოეის ნამრაგლის 

ტოპოლოგიური სტრუქტურა, რომელსაც წერტილოვანი კრებადობის ტოპოლოგიური 

სტრუქტურა ეწოდება. 
ვთქვათ. X რაიმე სიმრავლეა. (#.ძ”) რაიმე მეტრიკული სივრცე დთდ(CX,7)იყოს #(:X - 

შემოსაზღერული ასახვების სიმრავლე. ამ აიმრავლემი, შეიძლება შეეიტანოთ მეტრიკული 

სტრუქტურა 

ძ:CდCX,))Xდ(X,V) –> ჯ', 

რომელიც განისაზღერება ფორმულით: ძ(/,, /,) = 5·:13%(1”(/·· (X), 7:(X)1. 

ცხადია, ასეთნაირად განსაზღვრული მანძილი ასახვათა შორის, სასრული რიცხეია, 

მართლაც, ოუ L% ფიქსირებული წერტილია, მაშინ 

ძ(ჩ../:) < ჭ!–·ჭ?(ქ·(·/·; (ჯX)-./ (X))) +ჭქ?(ძ”(·/| (X ),./,(X ))1+ 5;1:9((1”(./: ( – #7,C))) 

და „ნ უტოლობის მარჯვენა მხარეს სასრული რიცხვია. 

L ცხადია ძ( /,,#,) =0(#, ჩ). 

2. ცხადია ასევე: ი(#/,,-1=0ი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც /, = # 

3. 2(ჩ../:)+4C/;..6) > 4(/,,.ტ), მართლაც, 

5:!3!!*”(./:(1()·./; (X))) + ჭქჯქ”(·ჩ (X),./გ(2))) > 5"3;4”(!· (X), /1(2))1+ ზჯჭჯ)(“··(/: (=),./3(>))) > 

2 ჭ·:·?!ქ C/ (X) / (%))) 

მაშასადამე. განსასღერული მეტრიკული სტრუქტურა აკმაყოფილებს ყველა საჭირო 

მოთხთოენებს. 

ამ მეტრიკელი სტრუქტურით ინდუცირებულ ტოპოლოგიურ სტრუქტურას თანაბარი 

კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურა ეწოდება. 
ვთქვათ, 7“ წარმოადგენს X ტოპოლოგიური სივრციდან ” ტოპოლოგიურ სივრცეში 

უწყვეტ ასახვათა სიმრავლეს, ცხადია “ C M/I(X,7) და XX C4%XX,1), ამიტომ, უწყვეტ 

ასახვათა სიმრავლეში გვექნება როგორც წერტილოვანი კრებადობის ასევე, თუ X 

კომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცეა და ” მეტიკული სიერცე, თანაბარი კრებადობის 

ტოპოლოგიური სტრუქტურები. 
I4 სიმრაგლეში შეგვიძლია განესაძვღვროთ კიდევ ერთი ტოპოლოგიური სტრუქტურა 

შემდეგნაირად: ამ ტოპოლოგიური სტრუქტურის წინაბაზა იყოს
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სიმრავლეთა ოჯახი 

IL8(7X)=((/ CM” |/I(C1CCთ) ჰი9MLXLით0) ) 

სადაც M(X) კპმპაქტურ ქვესიმრავლეთა ოჯახია X სიერცეში, 7(X) ღია სიმრავლეთა 

ოჯახი / სიერცეში. 

ასეთ ტოპოლოგიურ სტრუქტურას I“+ სიმრავლეში კომპაქტურ-ღია ტოპოლოგიური 

სტრუქტურა ეწოდება. 

თეორემა 13 7· ტოპოლოგიურ სივრცეში, წერტილოვანი ტოპოლოგიური სტრუქტურით, 

ქვესიმრავლეთა ოჯახი II8(X#“ ) =((/ C“ | /C4) C CI ყიიხნიფთც)ს სადაც სადაც #(X) 

სასრულ ქვესიმრავლეთა ოჯახია X სიერცეში, 7(/) კი ღია სიმრავლეთა ოჯახი » 

სივრცეში, წარმოადგენს წინაბაზას I4 ტოპოლოგიურ სივრცეში, წერტილოვანი ტოპოლოგიური 

სტრუქტურით. 

დამტკიცება: ყველა ღია ქეესიმრავლე #2 სიერცეში, წერტილოეანი კრებადობის 

ტოპოლოგიური სტრ'უქტურის დროს, წარმოიდგინება როგორც გაერთიანება 

”ო I”·I (იე)ეი ?·;· (C,)რო ?,:I (0,):0, C IC7X),! = 12,...,.M , სადაც 7(X) სიმრავლეთა ოჯახი 

»” სიერცეში. 

XX 5#;'(0) =#V(CCXI,0) =(/ C7” | /C((ი1C0,.(X) = X,0C717%(0#/, 
ამიტომ 

მ როჩე(თოჩ(0)ლრ..ო#'(0) = M(4.0) =(/ C” | /(4)C0, 

4=1(X.X,.-.,X,),0C7(X)). 

ცხადია, ყველა ღია სიმრაელე I—I)C ტიხონოვის ნამრავლში, სადაც I, =” წარმოიდგინება, 
ჯX 

როგორც #M/(4.0) სახის სიმრაელეების სასრული თანაკეეთების 

გაერთიანება. ეს ნიშნაეს, რომ 

II8(721=((/ CX | /(4)C0)1 « იით(თ 

ოჯახი წარმოადგენს წინაბაზას + სიერცეში წერტილოვანი კრებადობის ტოპოლოგიური 

სტრუქტურით. 

ამ თეორემის საფუძეელზე შეიძლება დავამტკიცოთ 

თეორემა 13-2. კომპაქტურ ღია ტოპოლოგიური სტრუქტურა X#“ სიმრავლეში უფრო ძლიერია, 

ვიდრე წერტილოეანი კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურა. 

დამტკიცება: ტოპოლოგიურ სიერცეში ყოველი სასრული ქვესიმრაელე კომპაქტურია. ამ 

ფაქტიდან და წინა თეორემიდან გამომდინარეობს თეორემის დამტკიცება. 

თეორემა1223 თუ 4C#M ჩაკვტილი ქეესიმრაელეა, მაშინ სიმრაელე 

M(C, 4) =(/ CX” | /CC0 C .4,, სადაც C რაიმე კომპაქტური ქეესიმრავლეა, ჩაკეტილია 

კომპაქტურ-ღია ტოპოლოგიური სტრუქტურის დროს. 

დამტკიცება: განეიხილოთ ისეთი წერტილი / C #“, რომელიც არ ეკუთვნის M/(C.-4) 

სიმრავლეს. ასეთი / ასახვისთვის /(C) Cთ 4, აქედან გამომდინარე არსებობს ისეთი 

წერტილი XCC , რომ /(X)თC 4. XVს# ღიაა, (X) კომპაქტური სიმრავლეა, განვიხილოთ ღია
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17(1.V I ,.V V ) სიმრავლე V_" სიერცეში. ცხადია # C M(C(X),X V4) და ამიტომ M/((X), X V#) 

სიმრაელე წარმოადგენს / წერტილის მადამოს. #MC(X), X V )(ა M(CC).4) =C , გამოდის, რომ 

# წერტილი არ წარმოადგენს M(C , 4) სიმრავლის შეხების წერტილს. მაშასადამე, M(C, ) 

სიმრაელის შეხების წერტილები მხოლოდ მასში შემავალი წერტილებია, ეს კი ნიშნავს, რომ 

იგი ჩაკეტილი სიმრავლეა # + სივრცეში კომპაქტურ ღია ტოპოლოგიური სტრუქტურის დროს, 

თვორემა 84 ვთქვათ. X ტოპოლოგიური სივრცეა, C C X მისი კომპაქტური ქვესიმრაელე. 

თუ მივაწერო ყოველ /# 6C I+ ფუნქციას 0(/) = 5,[:[?/(;·) რიცხვს, მივიღებთ 6:7“ =/ უწყვეტ 

ფუნქციას კომპაქტურ-ღია ტოპოლოგიური სტრუქტურის დროს / # სივრცეში. 

დამტკიცება: როგორიც არ უნდა იყოს (თ,/3) C ”ინტერეალი 6''C(თ,/)(-/) 

ღია იქნება 7 + სივრცეში. მართლაც, C კომპაქტური ქვესიმრავლეა, ამიტომ 

მ ასახეა ამ ქვესიმრაყლეზე მიაღწევს თავის მაქსიმალურ და მინიმალურ მნიშვნელობებს. 

აქედან გამომდინარე, 5სჩ /(X) < / ,მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც #(X) </2 ყოველი რ 

X6CC ამგეარად 4 = (/ C(0,1)|/ < თ),.8 = (I C(0,11|/ </0) სიმრავლეებისთვის გეექნება 

0“'()-ო(თ./))=(I“ IM(CC. 4)) იM(CC.8). აქედან, წინა თეორემის საფუძველზე 

გამომდინარეობს, რომ 60''(/ რ(თ./8)) ღია ქეესიმრავლეა. ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა 1394 თუ # ტიხონოვის სივრცეა, მაშინ 7“+ სივრცე კომპაქტურ ღია ტოპოლოგიური 

სტრუქტურის დროს ასევე ტიხონოვისაა. 

ჯამოკიდება: საკმარისია ეაჩვენოთ, რომ /§ C '4 წერტილისათვის და მისი ნებისმიერი 

M#/M(C.0) მიდამოსათვის, სადაც C C X კომპაქტური ქეესიმრავლეა ხოლო0 CI ღია 

ქვესიმრაელე. არსებობს ისეთი უწყვეტი ფუნქცია #:X»“ -> (0,11, რომ M#C/C) =0 და 

ჩ#(C” ' VMV(C.0)) = I1 .. 

რადგან C C X კომპაქტური ქვესიმრაელეა, ამიტომ /(C) კომპაქტური იქნება ” სიერცეში. 

7 V0 ჩაკეტილია / სიერცეში. 

არსებობს ისეთი უწყეეტი ასახეა §:# –+(10,1) , რომ 

8( /6I(C)) = (0),§(7/VC) = (1. 

მართლაც, ყოველი »6 /I(C) წერტილისათვის და #/VC0C ჩაკეტილი სიმრავლისათვის 

არსებობს ისეთი ასახვა დ, : 70(C) - (0.1). რომ თ,C7/) = 0,თ,.(X "C) = (1)1. განვიხილოთ /ს(C) 

სიმრავლის ღია მიდამო L/ თ;“[ი.–;–), რადგან /:(C) კომპაქტურია, ამიტომ არსებობენ ისეთი 
17413 

9.2)-..-X, წერტილები /0(C) სიმრავლეში, რომ /ა(C) C ჭთ···) [0,%) „ ფუნქცია 

§0) = იMი1დ, C/.Cდ,, ()..., დ,, (»”)) უწყეეტია /-(C) სიმრავლეზე, ცხადია /ა(C) C C”'((0,1)). 

= 1 
საძიებელი § ფუნქციის როლში, თუ მივიღებთ §CV) = 2(-02X 8(X)—3,0) ფუნქციას, ენახავთ, 

რომ იგი აკმაყოფილებს საჭირო მოთხოენებს.
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დავებრუნდეთ ისევ თეორემის დამტკიცებას, დავუშეათ, რომ #( / )=5ს0 %( / (X)) 
Lა 

ყეელა / CV#"M ფუნქციისათეის. იმის გამო, რომ 0(ჯ0ი / ) =§ს0§C/(X)), წინა თეორემის ძალით, 
+«(' 

გამოდის, რომ ” უწყვეტი ფუნქციაა. ცხადია ”(/ე)=0. 

როდესაც / “ M(C,0), მაშინ მოიძებნება ისეთი წერტილი XCC , რომ /(X)C0. 

აქედან გამომდინარე #§#/(X) =1, მაშასადამე I:·()”( V M(CC,0)) =ქ1. თეორემა დამტკიცდა,. 

თეორემა 136 თუ X კომპაქტური სივრცეა, (/,7) მეტრიკული, მაშინ ” სივრცეში 

კჰმპაქტურ-ღია და თანაბარი კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურები ერთმანეთს ემთხვევა. 

დამტკიცება: ჯერ ვგაჩვენოთ, რომ ყოველი ლია სიმრაელე თანაბრად კრებადობის 

ტოპოლოგიური სტრუქტურის დროს ღიაა კომპაქტურ-ღია ტოპოლოგიურ სტრუქტურაშიც. 

ცხადია ამისთვის საკმარისი იქნება, თუ ყოველ / C” და §>0 რიცხვისათეის არსებობდნენ 

ისეთი C),Cე,..,C, კომპაქტური ქვესიმრავლეები X სიერცეში და ისეთი ლღია 0,,0)....,C, 

ქეესიმრაჟლეები / სივრცეში, რომ 

# =M(C,.0,)(-M(C;,Cთ.)(ი...(:M(CC,,0,) C 8, , 

სადაც 8;· ღია ბირთვია #“ სიერცეში თანაბრად კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურის 

დროს. 

X კომპაქტური სიერცეა, /- “ეწყვეტი. განეიხილოთ /(X)C # კომპაქტური ქვესიმრავლის 

დაფარეა / სიერცის იმ ღია ქვესიმრავლეებით, რომელთა დიამეტრიც ნაკლებია ჯ ამ 

დაფარვიდან გამოიყოფა სასრული ქვედაფარეა, რომლის ელემენტთა წინასახეები C,,C),...,C, 

ცხადია ფარავენ X სიმრაელეს. 

ქ···;;··(/·,((;,))(ჭ·;:|·2·...·|·. ეთქვათ, C, =C,.C, =C,....C, =C, და 0, = ვ····,·|·—|,2 ..... #, 

საღაც X, C6, რაიმე წერტილია. 

რადგანაც ძI0I(/-(C,)) (ჯ· ამიტომ X C C, წერტილისათეის გვექნება უტოლობა 

4+V/(,. #(X)) <2 · ამ უტოლობიდან ვდღებულობთ /ი C0,, ანუ /ი C M(C,,0,) ყოველი / 

ინდექსისათვის 7 = L2,...,#, მაშასადამე / წჭ·M(C,·ე,)· 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ··(3|M(C„0,·)C8;· „ დავუშვათ ]6,/3#/((···.0,·)· მაშინ ყოველი XC C, 

წერტილისათვის გვაქეს /(X)C 0, და. 4%/C, /-(+,)) <=. რადგან ძით(/(C,) <5. ამიტომ 

ძ“(/(X), 7ა(X,)) < 4% / (X), /ი(X,))+ 4( /I(X,), /0(X)) <6. ეს კი ჩიშნავს, რომ / C 8X#, ეი 
' 
იM(C„0,) C 8/ , მაშასადამე, ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ ყოეელი ღია სიმრავლე თანაბარი
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კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურის დროს ღიაა კომპაქტურ-ღია ტოპოლოგიური 

სტრუქტურის დროსაც »“ სიმრავლეში. 

ახლა ვაჩვენოთ პირიქით. თუ V C“ სიმრავლე ღიაა კომპაქტურ-ღია ტოპოლოგიური 

სტრუქტურის დროს, იგი ღია იქნება ოანაბარი კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურის 

დროსაც > სიმრავლეში. 

ზოგადობის დაურღეევლად შეგვიძლია ვგულისხმოთ, რომ L = M(CC,C). 

სადაც CC 2X კომპაქტურია. C -” ღია. ვთქგათ /#ი C M(C,0), ვიპოვოთ ისეთი § >0, რომ 

8;; C #/(C,0). დავუშვათ# = ლ(ძ(]ჯ(:[·),? VC), სადაც «ძC(/ი(X),L V0) =,?;·1ჭქ,(/0(ჯ)”)|) · 

რადგან #:((11CC ყველა XCC წერტილისათვის, ამიტომ ძC(/0(X),I "C) > 0. რადგან C 

კომპაქტურია და / უწყვეტი XCC ცელადის მიმართ, ამიტომ ძ მიაღწევს თავის უმცირეს 

მნიშვნელობას C სიმრავლეზე. აქედან გამომდინარეობს, რომ § >0. 

ვთქვათ, / C შ, და / C M(C,C). ეს ნიშნავს, რომ რომელილაც Xა 6 C წერტილისათვის 

7C0) C7 10. მაშინ 

§ <47C70(X). 7 VC2) < 7 /იCX-). 7 (X-)) < § 

მაშასაღამე §<8 მივიღეთ წინააღმდეგობა, ჩვენი დაშვება არ ყოფილა სწორი, ე.ი. / C 8·;" 

ეს კი ნიშნაეს, რომ #VLCC,0C) ღია ყოფილა თანაბარი კრებადობის ტოპოლოგიურ 

სტრუქტურაში. თეორემა დამტკიცდა. 

წინაკომააქტური ქვესიმრავლეები 

4 ქეესიმრავლეს X ტოპოლოგიჟყრ სივრცეში ეწოდება წინაკომსაქტური, თუ 

4 კომააქტური ქვესიმრავლეა. 

მაგალითი: წინაკომპაქტური ქვესიმრავლის მაგალითია რაციონალურ წერტილთა სიმრავლე 

Iთ.ხ) სეგმენტში. 

X  მეტრიკელი სივრცის X მეტრიკულ სიერცეში #/:X –>X7 ასახვას ეწოდება თანაბრად 

უწყვეტძ. თუ ყოეელი §>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 0 >0 რიცხეი, რომ 

ძ.(/0ე). / (C,))<6, როდესაც 0ძ,(X%,X,) < 2:X,,Xც C -.. 

თეორემა 13-6. 'ეწყვეტი ასახვა კომპაქტური მეტრიკული სივრცისა მეტრიკულ სივრცეში 

თანაბრად უწყვეტია. 

დამტკიცება: ვთქეათ, უწყვეტი / :X –>I ასახვა X კომპაქტური მეტრიკული სივრცის X 

მეტრიკულ სიერცეში არ არის თანაბრად უწყვეეტი, მაშინ არსებობს 

ისეთი ნამდვილი §>0 რიცხვი, რომ ყოველი ნატურალური M რიცხვისათვის მოიძებნება 

1 
ისეთი X., X წერტილები X სივრცეში, რომლისთვისაც ქ|()·|,·წ;)(; და 

ძ.(/(X,),/(X,))> §. განვიხილოთ (X,) მიმდევრობა. ამ მიმდევრობიდან X სივრცის 

კომპაქტურობის გამო გამოიყოფა კრებაღი (X, ) ქეემიმდევრობა, რომლის ზღეარიც რაიმე 

XCX წერტილია. ანალოგიურად (X1) მიმდევრობიდანაც გამოიყოფა კრებადი ქვემიმდევრობა 

(X.,), რომლის ზღვარიც იგივეა. მაგრამ, ამ დროს უნდა შესრულდეს ერთი მაინც ორი 

უტოლობიდან:
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4,(/0ი,/CX,)) > 5:4(/0. / )> 2 
ვს კი ეწინააღლმდეგება / ასახვის უწყვეტობას., მაშასადამე #:X ->+”7 ყოფილა თანაბრად 

უწყეეტი თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა #17. იმისათვის, რომ ქვესიმრაელე # იყოს წინაკომპაქტური X სრულ მეტრიკულ 

სივრცეში, აუცილებელი და საკმარისია იგი იყოს სრულად შემოსაზღერული. 

დამტკყიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. ეთქვათ, 7#4 C X 

წინაკომპაქტურია. მაშინ # კომპაქტურია და 10.2. თეორემის გამო იგი იქნება სრ'ოულად 

შემოსაზღვრული და სრული. თუ 4 სრულად შემოსაზღერულია, სრულად შემოსაზღვრული 

იქჩება 4 სიმრავლეც. 

თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. ვთქვათ, # სრულად შემოსაზღვრულია. 

მაშინ 4# სიმრაელეც სრულად შემოსაზღერულია. 4 სიმრავლე ჩაკეტილია სრულ მეტრიკულ 

სივრცეში, ამიტომ იგი თავადაც იქნება სრული. რადგან # სრულია და სრულად 

შემოსაზღერულისრულად შემოსაზღვრულია 10.10 თეორემის თანახმად იქნება კომპაქტური. 

თეორემა დამტკიცდა. 
ვგთქვათ X XX მეტრიკული სიერცეებია, V> ტოპოლოგიური სიერცე კომპაქტურ-ღია 

ტოპოლოგიური სტრუქტურით. # C“ ,უწყვეტ ასახვათა ოჯახია. 

ვიტყვით, რომ უწყვეტ ასახეათა ოჯახი თანაბარხარისხოვნად უწყეეტია, თუ ყკოგელი § > 0 

რისცხვისათვის არსებობს ისეთი 0 > 0 რიცსვი, რომ ყოეელი ორი » 

და ” წერტილისთვის, რომლებიც აკმაყოფიხლებენ ძ,(X,,X:)<0 პირობას და ყოველი #6<7# 

ასახვისათვის ადგილი აქვს უტოლობას C, C/ (X,). / (X,)). 

თეორენა 1318. თუ X სრული მეტრიკული სიერცეა მაშინ. 7“ სიერცეა თანაბარი 

კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურით, მაშინ 7/+ სრულია. 

დამტკიცება: ვთქვათ (§/,) ფუნდამენტური მიმდევრობაა მაშინ C>0 ნამდეილი რიცხვისათვის 

არსებობს ისეთი M ნატურალური რიცხვი, რომ «ძC(/,,./,,) = 5ს0(V (/ (>), /,,(X))) < § 
+ V 

როდესაც II.7 > I-. განეიხილოთ მიმდეერობა 

(7/,(X)). ეს მიმდევრობაც კოშის მიმდევრობაა, იგი თანაბრად იკრიბება. ეთქეათ 

#(»X) =IIთი /,(X-), მაშინ 6.14. თეორემის ძალით, / "უწყეეტი ფ'ენქციაა დცხადის / 

წარმოადგენს (/,) ფუნდამენტური მიმდეერობის %ღვარს. მაშასადამე XX სიერცეა თანაბარი 

კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურით სრულია. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 139 (არცელას განზოგადებული თეორემა) თუ (X,ძ,) და (”,ძ,) კომპაქტერი 

მეტრიკული სიერცეებია. /“ სივრცეა თანაბარი კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურით, 

მაშინ იმისათვის, რომ #C XX იყოს წინაკომპაქტური, აუცილებელი და საკმარისია M ოჯახი 

იყოს თანაბარხარისხოენად უწყეეტი. 

დამტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. ვთქვათ, M წინაკომპაქტურია, 

მაშინ იგი წინა ორი თეორემის ძალით იქნება სრულად შემოსაზღერული. ამის გამო,
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§ 
ნკბისმიერი §>0 რიცხვისთვის იარსებებს 3 ბადე: .--- ყოველი /,,I = 1,2,...,#. ასახვა 

თანაბრად უწყვეტია X სიერცეზე, ანუ ჭ რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 6 > 0 რიცხეი, რომ 

ყოველი ორი წX»X,.X, CX წერტილისათვის რომლებისთვისაც სრულდება ძ,(X,,X;) <4, 

პირობა, ადგილიაქვს ძ,(/ (X). ·/·(X;))(-;— უტოლობას, ვთქეათ 6 =Iთისი(7,,6,,....6,) და 

# < ნამოეირჩიოთ ისეთი /,, რომ 

4.(/./,) =5სV4(/69, / C) <5- 
როდესაც ძ,(X%.X.) < , მაშინ 

ძ:(/(=). /(X.)) <9:C/(), /,(%))+4,(/,(5 ) /:(=))+9,(/,(%.) /(X,)) < 3+<=%+< = §. ეს 
კინიშნავს, რომ # ოჯახი თანაბარხარისხოვნად უწყეეტია. 

თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. ეთქვათ, MCX,X») ყველა ასახეათა სიმრავლეა 

X კომპაქტური მეტრიკული სიერციდან I კომპაქტურ მეტრიკულ სიერცეში. უწყვეტ 

ასახვათა სიმრავლე »+ ქეესიმრავლეა ამ სიმრავლეში. 

#CX,”) სრული მეტრიკული სივრცეა თანაბარი კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურის 

დროს. მართლაც, თუ (/,) ჩებისმიერი ფუჩდამენტალური მიმდევრობაა #CX,#”) სივრცეში, 

მაშინ ნებისმიერი § >0 რიცხევისთვის იარსებებს ისეთი , ნატურალური რიცხვი, რომ 

ძ(ი/,-/„) = §სი(ძ.C/„(X)- / „(X))) <58, როდესაც ,I >/,. აქედან გამომდინარეობს, რომ 
„.» 

ძ.(/-(X). /„(X)) <6 ყოველი X C X წერტილისათვის, როდესაც 7/./ > ,. ეს ნიშნავს, რომ 

სჩწ თ ფუნდამეჩტური მიმდეერობაა / კომპაქტურ სივრცეში. ” სივრცე მისი 

კომპაქტურობის გამო სრულია, ამიტომ არსებობს ზღეარი ,III·ILI #,0Cი0 ვთქვათ ეს ზღვარია 

#”6C”/ წერტილი განეიხილოთ ასახეა / :X –+7, რომელიც განისაზღერება ფორმულით 

_/·(I)=)|=”1]:I··!1/;·(X). ასეთნაირად განსაზღერული ასახვა იქნება (#1 ფუნდამენტალური 

მიმდევრობის ზ%ღვარი. 

ვთქვათ, ,/)./:,--V/„.. .- XX სიმრავლი თანაბრად კრებადი მიმდევრობაა. ამ მიმდევრობის 

ზღვარი 6.14. თერრემის ძალით უწყვეტი ფუნქციაა, ამიტომ “ სიმრაელე ჩაკეტილია IMIL(X,1) 

სიერცეში. 

ვთქვათ 6>0. რაიმე რიცხეია, აეირჩიოთ ისეთი 0 >0, რომ ძ,(X,X )1<2 უტოლობიდან 

გამომდინარეობს უტოლობა რძ,(/(X-X”)<6. 

ნებისმიერი / C 0 ღა ნებისმიერი XC X წერტილისათეის X სივრცე შეიძლება 

წარმოვადგინოთ, როგორც გაერთიანება ისეთი არათანამკვეთი #, სიმრავლეებისა, რომ თუ
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X,X” C ჯ,, მაშინ ძ,(X-სX ) <ბ2 ამ წარმოდგენისთვეის საჭიროა შევარჩიოთ ისეთი წერტილები 

XX I...X,, რომლებიც შეადგენენჯ ბადეს X სივრცეში და ჩავთეალოთ, რომ 

წ წ) 

8,= 82 XL)8|7 - 2 

ბ 
განვიხილოთ 2 ბადე #,#»---», „ სიგრცეში და ვთქვათ # ასახვების სიმრაელეა 

რომლებიც L, ღებულობენ I,,! = I,2,..,”, მნიშვნელობებს. ასეთი ასახეების რიცხვი ცხადია 

სასრულია. ვაჩვენოთ, რომ ისინი შეაღგენენ 28 ბაღეს M სიმრავლის მიმართ #LCX,71) 

სივრცეში. მართლაც, ვთქვათ / C, ყოველი X, =(X,.X;,..»X,) წერტილისათვის მოიძებნება 

ისეთი , = 1/,/,,-»»#,I, რომ ძე(#/(CX,),”,) < 6. დავუშეათ ფუნქცია §6C+# ისეთია, რომ 

§(X,) = ”7,, მაშინ 

9; C/ (X), §(X)) < 9;C/ (X), §(X,)) + ძ.C/ (X,),5(X,))+ძ, (§(X,), §(X)) < 26., 
თუ ! ისეა არჩეული, რომ XC ჯ,. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ L წარმოადგენს 26 ბადეს # 

სიმრავლის მიმართ #CX,7) სივრცეში. რადგან § ნებისმიერად იყო არჩეული, ამიტომ # 

სრულად შემოსასღვრულია და 13.7. თეორემის თანახმად წინაკომპაქტური. თეორემა 

დამტკიცდა. 
გამოთვლის და ექსპონენციალური ასახვები. ვთქვათ X,”,2 ტოპოლოგიური სიერცეებია. 

ასახეას §2:7+ XX ->#/, სადაც X' ასახვათა სივრცეა როშელიმე ზემოთ განხილული 

ტოპოლოგიური სტრუქტურით და რომელიც განისაზღერება ფორმულით: 

§X7.X) = #(9) 
გამოთვლის ასახვა ეწოდება. 

განეიხილოთ სივერცეები X#““' და ()“·)1, ორივე მათგანი ასევე შეიძლება სამიეე სახის 

ზემოთ განსახღვრული ტოპოლოგიური სტრუქტურით ან მათი რაიმე კომბინაციით იყოს 

წარმოდგენილი. 

ასახვას: #:#”“ -> ()”*”)2 „ რომელიც განისასღერება ფორმულით: 

((4(#)X2)XXჯ) = /C2,X). 

ექსპონენციალური ასახვა ეწოდება. ცხადია ექსპონენციალური ასახვა უროიერთცალსახა 

ასახვაა. 

ტოპოლოგიურ სტრუქტურას X“ ასახვათა სივრცეზე ეწოდება საკუთრივი, თუ 

ყოველი 7 ტოპოლოგიური სიერცისათეის და ნებისმიერი / C) 

ეკუთვნის (7X / სივრცეს. 

ტოპოლოგიურ სტრუქტურას X“ ასახვათა სიერცეზე ეწოდება დასაშვები, 

ასახეისთვის #/) ასახე 

თუ ყოველი 2 ტოპოლოგიური სივრცისათვის და ნებისმიერი 86(?·*·)1 ასახვისთვის 4—1(8) 

ასახვა ეეუთენის V”“ სიერცეს.
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ტოპოლოგიურ სტრუქტურას ) " ასასვათა „სივრცესე ეწოდება მიხაღეპი, თ·ე იგი 

საკუთრიეიც არის და დასაშვებიც ერთდროულად. 

თეორქემა #.I0. ტოპოლოგიურ სტრუქტურას X ასახვათა სიერცეზე დასაშეებია, მაშინ და 

შხოლოდ მაშინ. როდესაც გამოთვლის ასახვა §2:72 XX –>»” უწყვეტია. 

დამტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. თუ ტოპოლოგიური 

სტრუქტურა X”“ ასახვათა სივრცეზე დასაშვებია, მაშინ 27 = 

სივრცისათვის და § =/Iძ,, ასახვისათვის ასახვა #(C):)X XX +I უწყეეტია, ვინაიდან 

(C(#(§2)XL/ )XX) = §X/,X) = /(X), ანუ /სV(C2) = /ი,». აქედან გამომდინარეობს, რომ §) = #'(დ), ეს 

კი ნიშნავს, რომ C. უწყეეტია. 

თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. თუ გამოთვლის ასახვა C2:7+ XX -–>I” 

უწყევტია, მაშინ თითოეული 2 ტოპოლოგიური სივრცისათვის და ყოველი 86()”“”)2 

ასახეისათვის ასახვა # '(დ%) უწყვეტია, ვიჩაიდან 

# '(2) =CXCX/7,):2XX –+»7 

მართლაც ყოველი (2.X)C2X X წერტილისათეის გვაქვს: 

((6((X§ X /ძ +))X=))(X) = (§X(§ X /ძ „ )X2,X) = §XLC(2),X)) = (§(2)XX») , 

ამგვარად #(§XCX/თ.))=§ და #'(C)=6XდCXIმ„,). თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 1.1, ტოპოლოგიურ სიერცეთა ყოველი X,I წყვილისათვის და ყოველი ორი ჯ,.I, 

ტოპოლოგიური სტრექტურისათვის #” სიგრცეში. ადგილი აქეს შემდეგ წინადადებებს: 

1. თუ ტოპოლოგიური სტრუქტურა ?, საკუთრივია და ჯ <1ჯ,, მაშინ 

ასევე საკუთრივია. 

2, თუ ტოპოლოგიური სტრუქტურა :, დასაშყებია და ?, <1,, მაშიჩ L ასეეე დასაშვებია. 

3 თუ ტოპოლოგიური სტრუქტურა 1, საკუთრივია, 7 სტრუქტურა კი დასაშეები, მაშინ 

წ <1·:. 

4. 7 სიერცეში არსებობს არაუმეტეს ერთი მისაღები ტოპოლოგიური სტრუქტურა. 
დამეღკიცება: 1ლი და მე-2-ე წინადადება უშუალოდ გამიმდინარეობს საკუთრივი და 

დასაშვები ტოპოლოგიური სტრუქტურების განსაზღვრებიდან. მე-4-ე წინადადება 

გამოჩდინარეობს მე-3ე წინადადებიდან. ვთქვათ ?, საკუთრივი ტოპოლოგიური სტრუქტურაა, 

+; სტრუქტურა კი დასაშეები. აღვნიშნოთ ტოპ'“ილოგიური სივრცე (7”.»,) ასე: )/,;?, ()”·?,I:) 

სივრცე კი ასე: 1”,·:? 

საკუთრიეი ღა დასაშეები ტოპოლოგიური სტრუქტურების განსაზღერებებს მივყაეართ შემდეგ 

მიმართებებამდე: 

__ 
საიდანაც გამომდჯინარეობს, რომ Iძ,; = 49 # " (I9,+) C ()”,ჭ” ),··ჯ ეს კი ნიშნაეს, რომ 

დ, 5. თერრემა დამტკიცდა.
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ამ თეორემიდან და იმ ფაქტიდან. რომ / :X –)I—[)”; ასახეა ტოპოლოგიური სიგრცისა 
+69§ 

ტოპოლოგიურ სივგრცეთა პირდაპირ ნამრაელში, უწყვეტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

0,9/:X– I—I?·· –>I, კომპოზიცია უწყვეტია ყოველი § C5 ინდექსისათეის, 
. 

გამომდინარეობს რომ 7% სივრცეში წერტილოვანი კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურა 

საკუთრივია. მართლაც, 4C/) 'ეწყვეტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ჩ =/##LC/) 

უწყეეტია ნებისმიერი XX C» წერტილისათვის. ((4MC/ )X2XXX) = /(2,X) ფორმულიდან 

გამომდინარეობს, რომ 

(#,, 9:რ(7)X2) = /(2,X) . 

ამიტომ, თუ / CX“”», მაშინ/V /) C ()”?)1 

ეს კი ნიშნავს, რომ წერტილოვანი კრებადობის ტოპოლოგიური სტრუქტურა საკუთრივია. 

13.10. თეორემიდან კი გამომდინარეობს, რომ #7# სიერცეში თანაბარი კრებადობის 

ტოპოლოგიური სტრუქტ“ერა დასაშვებია. 

თეორემა 1312 ვთქეათ X.#.2 ტოპოლოგვიური სივრცეებია, X7“ სივრცეა კომპაქტურ-ღია 

ტოპოლოგიური სტრუქტურით. თუ ასახვა #:2XX ->7 უწყვეტია, შაშინ ასახვა #:7-3X7%+ 

განსაზღვრული /(2XX) = /(C7,X) ფორმულით, უწყვეტია. 
ასევე, თე #:2 –>I? , სადაც X ჰაუზდორფის ლოკალურად კომპაქტური სივრცეა, 

უწყვერტია, მაშინ ასახვა :7%X -> X, განსასღვრული #6C2.X) = §(>2XX) ფორმულით. უწყვეტია. 

დამტკიცება: საკმარისი დავამტკიცოთ. რომ ყოველი 2ა 6 2 წერტილისათგის. C C X 

კომპაქტური ქეესიმრაგვლისათეის ღა მოცემული V C» ღია სიმრავლისთეის არსებობს ისეთი 

#(2ა) ღია მიდამო, რომ /(I(5,)) C M(C,CV). მართლაც, ყოველი X6C X წერტილისათვის 

ღაეაფიქსიროთ ისეთი მიდამოები M(2:) და V(X), როზ1 #/L(CM(20)XVCX))CCV გამოეყოთი 

+VCX)1 ..- დაფარვიდან C' კომპაქტური ქვესიმრაკლის სასრული ქვედაფარვა (VX,)),., :, #. 

, 

ცხადია I/(2ე) =0V, (20) წარმოადგენს 2ა 6 2 წერტილის მიდამოს და 

#CVC20)XC) = )·;I··/(“··· (20)XV(CX,)) C CV 

ამ მიმართებიდან გამომდინარეობს /(M(2ა)) C M(C,C). 

რომ დავამტკიცოთ თეორემის მეორე ნაწილი. საჭიროა მოცემული (2-.X.))C2X+X 

წერტილისათვის და #§(7-.X6) წერტილის მოცემული IM9(7:,X0)) მიდამოსათვის ვიპოვოთ 

X C X წერტილის ისეთი მიდამო VXCX.). რომ V(X-) C (9(7:))”'(X”(2-,X)))) და 5ა C 2 

წერტილის ისეთი მიდამო #(2,), რომ 9(V(”))) C M(VMX)),"M>6(7ა,XI))) . 

VCX-) მიდამოს არსებობა, განპირობებულია იმით, რომ X სიერცე ჰაუსდორფისაა და 

ლოკალურად კომპაქტური. მართლაც. ღია ქვესიმრაუვლე ლოკალურად კომპაქტური სიერცისა 

ლოკალურად კომპაქტურია, აქედან გამომდინარე X სივრცის ნებისმიერი წერტილის მიდამო



85 

მოიცაეს ამავე წერტილის ისეთ მიდაზოს, რომელის ჩაკეტეაც თავიდან მოცემულ მიდამოში 

შედის. 

M(=ა)XIX.ა) წარშოადგენს (2-.X.-) წერტილის მიღამოს და #CI(2ა)XVCX-)) = MC89(2-.X-)). ეს 

კი ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა L.9. ყოეელიX,”,2 ტოპოლოგიური სივრცისათვის, ექსპონენციალური ასახვა 

ტ:12 –)()”···)2 სივრცეებისა კომპაქტურ-ღია ტოპოლოგიური სტრუქტურით, უწყვეტია. 

თუ X ჰაუზდორფის ლოკალურად კომპაქტური სივრცეა, მაშინ ექსპონენციალური ასახვა 

ჰომეომორფიზმია. 

დამტკიცება: ცხადია #:X/”” –)( ”I·)I ასახვას # <X72“ ელემენტი გადაჰყავს ]··6 (]”·””)2 

ელემენტში, ამიტომ მის უწყვეტობას განაპირობებს ის, რომ ამ ასახეის დროს, 

M#/(C.M(C”,.C?)) სიმრავლის წინასახე, სადაც 

C CVM(2);C” 6 XCX);L"670), 

ემთხვევა M(CXC“V”) სიმრავლეს, რომელიც იმის გამო, რომ CXC” C #(C7X X), ღიაა. 

ღავუშვათ, რომ X ლოკალურად კომპაქტური ჰაუსდორფის სივრცეა, მაშინ მოცემული 

9- 6 ]”*·)2 Vერტილისათვის, მოცემული C C #C2X-X)კომპაქტური სიმრაელისათვის, ჯა(0) 

სიმრავლის მოცემული M(9ა(0)) მიდამოსათვის და მოცემული ძ =(ძ9',7?1C0 

წერტილისათვის არსებობს ამ წერტილის ისეთი მიდამო #(4')XV(C2?), რომ V(?) 

კომპაქტურია და #ა(M(9')XV(4”)) C MLC2ა(0)) · 
რადგან 0 კომპაქტურია იგი შეიძლება დავფაროთ სიმრავლეთა სასრული 

ოჯახით: (M(4')XIM97)),. ». , . სიმრავლე 

) = 0(M(M(0) ოMC91), MC;C7),M(6, (0)))). 
სადაც ”:2X X -> 7 ასეთი ასახვაა, წარმოადგენს §:) წერტილის მიდამოს, და ამ წერტილის 

ანასახი წე #':(VV)I ->72“ ასახვის დროს ეკუთენის M(0,"M#X9)(0))) ღია სიმრავლეს. 
მაშასადამე 4' უწყვეტია. თეორემა დამტკიცდა. 

§14. ტოპოლოგიურ სივრცეთა განზომილება 

141 მცირე ინდუქციური განზომილება ”I . ეთქვათ X რაიმე რეგულარული 

ტოპოლოგიური სივრცეა, #> –) არაუარყოფითი მთელი რიცხვი, მაშინ ჩავთვალოთ, რომ 

მოცეზული ტოპოლოგიურისივრცის მცირე ინდუქციური განზომილება: 

1. MIძX = –1, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც X =6. 

2. MIყ9X < , თუ ყოველი XC X წერტილისათვის და ამ წერტილის ყოველი V(X) 

მიდამოსათვის არსებობს ისეთი 0 ღია სიმრავლე, რომX C C C MC>–) და 

აIმI70 <M-1.
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3. ჰმCVXX =)?, თუ #M?2IX <M და MIIX <9-1I უტოლობას არ აქეს ადგილი. 

4. IIIX =C, თუ #IXIX <7 უტოლობას არ აქვს ადგილი არცერთი არაუარყოფითი მთელი # 
რივხვისათვის. 

ტოპოლოგიური სივრცის M27 მცირე ინდუქციურ განზომილებას, მეორენაირად მენგერ– 

ურისონის განხომილებასაც უწოდებენ. ცხადია ჰომეომორფულ სივრცეებს ერთიდა იგივე 

მცირე ინდუქციური განსომილება აქვთ. 

რადგან X რეგულარული სივრცეა, ამიტომ მე-2-ე პირობის შესრულების დროს 

XCCCV() მოთხოვნა შეიძლება შეიცვალოს »C60CV() მოთხოვნით. 

ამგეარად, უტოლობა IMVVX <M>0 ნიშნავს, რიმ X სივრცის ყოველი X წერტილი 

შეიძლება გამოვყოთ ყოველი მისი არშემცეელი ჩაკეტილი #C X სიმრავლისაგან ისეთი 

ქვესიმრავლით, რიომლის მცირე ინდუექციური განზომილებაც არ აღემატება #I –1-ს. 

მცირე ინდუქციური განზომილების განსაზღვრიდანდან გამომდინარეობს, რომ 

#VIX <M7>0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც X სიერცეში არსებობს ისეთი #8(X), 

რომლის ყოველი C< 8C(X) სიმრაელისათვის IIIVII'C < –1. 

რადგან X სივრცე რეგულარულია, ამიტომ მისი ყოველი M CX ქვესიმრავლეც 

რეგულარული ქვგესიერცე იქნება. 
თეორემა 14./ ყოველი რეგულარული » სივრცისა ლღა მისი რაიმე M C+X 

ქვესიმრავლისათვის IMVM < #V2IX 

დამტკიცება: ცხადია, უტოლობა სრულდება თუ MCX = -1)ან #CVX =Cთ. 

ეთქვათ, თეორემა დამტკიცებულია ყოველი იმ X სივრცისათვის, რომლისათვისაც 

IMთX < 7-1. განეიიხილოთ ისეთი რეგულატული X სიერცე, რომლისათეისაც 

#MIX < და მისი ნებისმიერი M CX ქვესიმრააელე. ეთქვათ X C6 M და V(X) მისი 

ნებისმიერი ღია მიღამოა M ქეესიერცეში. ვთქვათ აგრეთვე, C” ისეთი ნებისმიერი ღია 

სიმრავლეა X სივრცეში, რომ ICX)=C" ი M რადგან MIთX <7. ამიტომ მოიძებნება ისეთი 

ღია სიმრავლე 0C+X, რომ XCCC= Cდა MIII-0 <M-+-1. 

Mორ სიმრავლე M ქვესივრცეში. 

წარმოადგენს X M 05-0 CIIX) წერტილის მიდამოს, მისი საზღვარი 

სMით=MიოMინო#!"0 
M ქვესიერცეში წარმოადგენს 0 სიმრავლის X სიერცეში სასღვრის ქვესიერცეს, ამიტომ 

ინდუქციის დაშვების და M0/0<ი-) უტოლობის ძალით: V <7#. თეორემა დამტკიცდა. 

142. დიდი ინდუქციური განზომილება. ეთქვათ X რაიმე ნორმალური ტოპოლოგიური 

სივრცეა, M#> -I არაუარყოფითი მთელი რიცხეი, მაშინ ჩაეთვალოთ, რომ მოცემული 

ტოპოლოგიური სივრცის დიდი ინდუქციური განზომილება: 

). IVIX = –1, მაშინ ღა მხოლოდ მაშინ, როდესაც X =6. 

2. MIIX <97, თუ ყოეელი # C X ჩაკეტილი ქვესიმრავლისათვის, და ამ ქვესიმრაელის ყოველი 

”( L) მიდამოსათვის არსებობს ისეთი 0 ღია სიმრავლე, რომ# C 0 C IIC#) და IMI>-C0<7-). 

3. IMIVIX = M)ს, თუ #IVX <Mდა IIVIX <0M -) უტოლობას არ აქეს ადგილი. 

4. MIIX =თ, თუ II2X <M უტოლობას არ აქვს ადგილი არცერთი არაუარყოფითი მთელი » 

რიეხეისათვის.
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ჰიI დიდ ინდუქციურ განზომილებას მეორენაირად პბრაუნ-ესხის განზომილებასაც 

უწოდებენ. ცხადია ჰომეომორფულ სივრცეებს ერთიდა იგივე დიდი ინდუქციური განსომილება 

აქეთ. 

რვადგან X ნორმალურია მე-2-ე პირობის შესრულების დროს #CCC=V(#) მოთხოვნა 

შეიძლება შეიცვალოს # C 0 CVCV) მოთხოენით. ამგვარად თუ 4#ჯა 8 +#X 

ტოპოლოგიური სიერცის ორი ურთიერთ არათანამკვეთი ჩაკეტილი ქვესიმრაელეებია, მაშინ 

ისინი შეიძლება ერთმანეთისაგან განვაცალკევოთ სიმრავლით, რომლის დიდი ინდუქციური 

განზომილებაც არ აღემატება M -1 -ს. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა M2 თუ X ნორმალური ტოპოლოგიური სიერცეა, მაშინ IMIთX < IXთX . 

დამტკიცება: ცხადია. უტოლობა სრ'ულდება თუ MIIX = -1 ან #IIX =C. 

ვთქეათ, #ICX < V, ვგაჩვენოთ რომ თ1 <7. 

დავუშვათ თეორემას ადგილი აქვს ყოველი X სივრცისათვეის რომელთათყეისაც I1M2X <#V!-I, 

ნორმალურ სივრცეში წერტილი ჩაკეტილი სიმრავლეა, რადგან /VთX < M, ამიტომ ყოველი 

X6C6X წერტილისათვის ღა მისი ნებისმიერი MV(X) მიდამოსათვის 

არსებობს ისეთი 0ლღია სიმრავლე, რომ XCCCV(X) და #I10/)-0 < თ –1. 

ჩვენი დაშვების გამო M < )II0#I-0 < M -I. აქედან კი გამომდინარეობს MVIV <#7 და 

მაპასადამე. MIVV < /თX . თეორემა დამტკიცდა 

თეორემა #M43. V ნორმალური ტოპოლოგიუეური სიერცის M ჩაკეტილი ქვესიმრავლისათეის 

აღგილი აქეს 'უტოლობას V/IIIV/ < #IIVXV 

ლ-მტკიცება: ცხადია თეორემა სამაროლიანია როდესაც X =0C ახ 7”IVX =თ. 

რადგ.მ M ჩაკეტილია იგი იქნება ნორმალური ქვესიერცე X სიერცეში. 

ეთქეათ. # ჩაკეტოლი ქვესიმრავლეა M ქვესიერცეში და V(ჩ”) მისი ლღია მიდამო ამავე 

ქეესივრცეში. 0 იყოს ისეოი ღია ქვესიმრავლე X სიერცეში. როქეI(#) = M ო 0. 

L ჩაკეტილია » სიერცეშიც, # CC ამიტომ არსებობს ისეთი C” C .-X ღია სიჭჰრავლე, როზ 

CC C0 ღა IIიIC"<I'-I. #CMი.რიCCC და 

ს I-რ5 03 = Mო ორლ0იოM#VსC C #-C 

IIძნ-0 < -). თუ დავუშვებთ. რომ თეორჟემა სამართლიანის როდესაც #MICთVX <I1<-1. მაშინ 

გვექნება. 1II0ჩ-(9I ლ C") < IMIIL>-C” <II–1I. აქედან გამომდინარეობს, რომ #I?7V < 1. მაშასადამე 

MM < I» თეორემა დამტკიცდა. 

143. ჩეხ-ლებეგის განზომილება. ვთქვათ 4 =(4,1,, წარმოადგენს X ტოპოლოგიური 

სივრცის ქვესიმრაელეთა რაიმე ოჯახია. ეიტყვით, რომ ამ ოჯახის რიგი არის M თუ # 

წ.რიოადგენს იმ უდიდეს რიცხვს. რომლისთვისაც არსებობს ამ თოჯახში შემავალი #+1 

ელენებტი, როშელთა თანაკვეთაც არაცარიელია; ან ვიტყეით, რომ მოცემუელი ოჯახის რიგი 

არის უს-სრულობა. თუ ასეთი უდიდესი მთელი რიცხვი არ არსებიიბს. 

გაჩსაზღვრებიდან გამომდინარეობს. რომ თუ ქვესიმრავლეთა ოჯახის რიგი არის #.. მაშინ 

= 
ყოველი #§..§5.....§, ე C5 ინდექსისათვის ი 4, =60. 

“
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ცხადია, თუ ქეესიმრაელეთა +4 =L4,),,, ოჯახი შეღგება მხოლოდ ცარიელი სიმრავლისაგან, 

მაშინ ამ ოჯახის რიგია –1, ხოლო თუ 4 =1(4,),,- შედგება ურთიერთთანაუკვეთი 

სიმრაელეებისაგან, მაშინ მისი რიგი იქჩება 0 

ეთქვათ, ახლლა X ტიხონოვის სიერცეა და M#>-!) მთელი რიცხვი. 

მაშინ ჩავთვალოთ, რომ მოცემული სიერცის /#ეს-ლებეგის განზომილება: 

I ძიიX <#M/, თუ ყოველ ფუნქციონალურად ღია სასრულ დაფარვაში შეიძლება ჩავწეროთ 

ისეთი სასრული ფუნქციონალურად ღია დაფარვა, რომლის რიგიც ნაკლებია ან ტოლი #” 

რიცხვზე 
3. ძIი X=#, თუ ძო X <წ და ძიიX <M-I) უტოლობას არ აქეს ადგილი. 

4. ძიიX=C, თუ ძსი X < უტოლობას არ აქეს ადგილი არცერთი არაუარყოფითი მთელი 

” რიეხვისათვის. 

ცხადია ჰომეომორფულ სივრცეებს ერთიდა იგივე ჩეხ-ლებეგის განზომილება აქეთ. ცხადია 

ასეყე, რომ ძსი X =-I) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც X =68. 

X სივრცის ქვესიმრაელეთა # =14,1,,, ოჯახის გაბერვა ეწოდება ამავე სიერცის 

ქვესიმრავლეთა (8,1, ,, ისეთ ოჯახს, რომ: 

I. 4, C 8,.§C5 

2. როგორიც 'უნდა იყოს ინდექსთა სასრუეული ერთობლიობა: §,.9),..., 5, C5, 

4 ი4, რირო 4 =06, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 8, რ 8. რ..ი8, 68. 

თეორემა #4 V ტოპოლოგიური(ნორმალური ტოპოლოგიური) სევრცის ფუნქციონალურად 

ჩაკეტილი(ჩაკეტილ) სიმრაელეთა (#)1, სასრული ოჯახისთეის არსებობს ამ ოჯახის გაბერვა 

(C ), რომელიც შედგება ფუნქციონალურად ღია სიმრაელეებისაგან. აზას გარდა, თუ X 

სიერცის ფუნქციონალურად ღია (ლია) სიმრაელეებისაგან შედგენილი (M):,ე ისეთი ოჯახია, 

რომ #, - #/,./ =1,2....,# , მშაშინ 1C, ), ოჯახი ისე შეიძლება შევარჩიოთ, რომ 

L, CM,I1=1,2....,# 

დამრკიცება: გაერთიანება §, ყეელა #, (-ჩ რ..რ# სახის სიმრაელეებისა, რომლებიც 

აკმაყკოფილებენ პირობას: #, 0 ჩ, იო#, რ..ი#ჩ =68, წარმოადგენს ფუნქციონალურად 

ჩაკეტილ(ჩაკეტილ) სიმრავლეს, რომელიც არ გადაიკეეთება #, სიმრაელესთან. ურისონის 

ლემიდან გამომდინარე, არსებობს ისეთი უწყვეტი ,/, :X -> (0,1) ფუნქცია, რომ /,(/,1=(0; და 

#(§)=(). 
1 

ადვილი ჯასანახია, რომ ოჯახი (#,,7:.43,..4,1, სადაც #, =]·|·|([0.3])· წარმოადგენს 

(M/, ოჯახის გაბერეას. დავუშეათ, რომ ყოველი 7 = L2,..., / ინდექსისათვის განსაზღვრულია 

ისეთი უწყვეტი /,:+X ->L(0,1) ასახეა, რომ /,(#,)=10) და ოჯახი 

ააარ რაარ). 

სადაც #, =/;—|([0,%])· წარმოადგენს (#”,)L, ოჯახის გაბერვას, ვთქეათ, 5,,, წარმოადგენს
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(V M #,, ”ი 1 

ოჯახის ელემენტების ისეოი თაჩაკვეთების გაერთიანებას, რომლებიც არ გადაიკვეთებიან #,,, 

სიმრავლესთან. ცხადია ეს გაერთიანება ფუნქციონალურად ჩაკეტილი(ჩაკეტილ) სიმრაელეა. ამ 

ფაქტის გამო არსებობს ისეოი უწყვეტი /,,, :X -> (0,1) ასახვა, რომ /,,,(#,,,) = (0) და 

]·„|(8,.|) = ") · 

ადვილი დასანახია, რომ 

( M,, -. M,, Mწ %) 

ოჯახი, სადაც X,., = /,V((0, ]) წარმოადგენს (#.)1, ოჯახის გაბერვას. ამგვარად,შეგეიძლია 

ვთქვათ, რომ ყოველი 7<V# ინღექსისათეის განსაზღვრულია ისეთი უწყვეტი /, : X -+(0,11 

ასახეა, რომ /,(”)=(0) და §M,)', ოჯახი, სადაც M, = ];“·([0,%]), წარმოადგენს (#), 

ოჯახის გაბერვას. 

ცხადია, ამ შემთხეეევაში (C,)L, ოჯახი, სადაც V, = /, '((0, —])წ»რმოადგენს (#,)+, ოჯახის 

საძიებელ გაბერვას. თეორემის მშეორე ნაწილის დასამტკიცებლად V), = /, ' ([0·3]) სიმრაელე 

შევცეალოთ 8··1([0.%]) სადაც #,:-X -> (0,11,/ = 1,2,..,# რაიმე უწყვეტი ასახვაა, რომელიც 

აკმაყოფილებს ჰირობას: §,(ჩ,)=(0კდა #§,(X V(L, CიI”,)) =91, თეორემა დამტკიცდა. 

X ტოპოლოგიური სივრცის რაიმე (4,),,კ დაფარვის შეკუმშვა ეწოდება ამ სივრცის ყოველ 

L8,), . დაფარვას, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 788, C «4,. 

ცხადია, დაფარვის შეკუმშეის რიგი არ აღემატება მოცემული დაფარვის რიგს. 

თეორემა M5 X ტოპოლოგიური(ნორმალური ტოპოლოგიური) სივრცის ყოველ 

ფუნჩქციონალურად ღია(ღია), სასრული (V,)/, დაფარვას გააჩნია შეკუმშვები: (#,)#/,, (M,)L, 
რომლებიც შედგებიან ფუნქციონალურაღ ჩაკეტილი და ფუნქციონალურად ღია 

სიმრავლეებისაგან, შესაბამისად, ამასთან #, C M, C M CV,, როდესაც 1 =1,.2...-,#. 

დამტკიტება: X VC,)1ე ოჯახი შედგება ფუნქციონალურად ჩაკეტილი(ჩაკეტილი) 

სიმრავლეებისაგან, წინა თეორემის თანახმად, არსებობს ამ ოჯახის გაბერვა 

711 , რომელიც შედგება ფუნქციონალურად ღია შიმრავლეებისაგან. (X VM, ), ოჯახი 

წარმოადგენს (C,,14, დაფარეის შეკუმშვას, რომელიც შედგება ფუნქციონალურად ჩაკეტილი 

სიმრავლეებისგან. (M)“, შეკუმშეის არსებობა გამომდინარეობს ურისონის ლემიდან. 

როდესაც სივრცე ნორმალურია, მაშინ ფუნქციონალურად ღია სიმრავლე ღია სიმრავლეა და 

პირიქით. აქედან გამომღინარე, თეორემა საბილოოდ დამტკიცდა. 

თეორემა M.6 ყიეელი X ტიხონოვის სიერცისათვისშემდეგი პირობები ერთმანეთის 

ეკვივალენტ'ერია: 
, ძით X <».
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2 X სიერცის ყოველ სასრულ ფუნქციონალურად ღია დაფარეას გააჩნია 

ფუნქციონალურად ღია შეკუმშვა, რომლის რიგიც არ აღემატება # -ს. 

3 X სივრცის ყოველ სასრულ ფუნქციონალურად ღია დაფარვას გააჩნია 

ფუნქციონალურად ჩაკეტილი შეკუმშეა, რომლის რიგიც არ აღემატება 7 -ს. 

4 X სივრცის ყოველ სასრულ ფუნქციონალურაღ ღია დაფარვაში, შეიძლება ჩავწეროთ 

ფუნქციონალურად ჩაკეტილი დაფარვა, რომლის რიგიც არ აღემატება #!-ს. 

დამტკიცება: ვთქვათ, (V,)1, ტიხონოვის X სივრცის ჩებისმიერი, სასრული, 

ფუნქციონალურად ღია დაფარეაა და ძIი X <#/. განვიხილოთ X სიერცის ფუჩქციონალურად 

ღია(”/,)/., დაფარვა, რომლის რიგიც ნაკლებია ან ტოლი / -ზე. ყოველი / </7 ინდექსისთეის 

ამოვირჩიოთ ინდექსი X#/) <#, ისე რომ 

”, CV V, ),*_, ოჯახი, სადაც M, =·(ჯ,|"·!/·· „ წარმოადგენს LC, 1+, დაფარვის 
„”/)" 

ფუნქციონალურად ღია შეკუმშეას, რომლის რიგიც ნაკლებია ან ტოლი 7I -ზე. 

ამგვარად 1+ლი პირობიდან გამომდინარეობს მე-2-ე პირობა, წინა თეორემის საფუძველზე 

გვაქეს, რომ მე-2-ე ჰირობიდან გამომდინარეობს მე-3ე პირობა, ცხადია, მე-3+ე პირობიდან 

გამომდინარეობს მე-4ე პირობა, 144. თეორემის საფუძველზე კი გვაქვს, რომ მე-#-ე პირობიდან 

გამომდინარეობს )-ლი ჰირობა. 

თეორემა დამტკიცდა. 

14.4., 14.5.,14.6. თეორემებიდან გამომდინარეობს: 

თეორემა M.7 ყოველი ჩორმალური X ტოპოლოგიური სივრცისათვის შემდეგი პირობები 

ეკვივალენტ-ურია: 
I ძიიX <V». 
2. X სიერცის ყოველ სასრულ ღია დაფარეაში ჩაიწერება ისეთი სასრული ღია დაფარვა, 

რომლის რიგიც არ აღემატება 7 -ს. 

1. X სიერცის ყოველ სასრულ ღია დაფარვას გააჩნია ღია შეკუმშეა, რომლის რიგიც არ 

აღემატება 77-ს. 

4. X სივრცის ყოველ სასრულ ღია დაფარვას გააჩნია ჩაკეტილი შეკუმშვა, რომლის რიგიც 

არ აღემატება 7 -ს. 

5. X სივრცის ყოველ სასრულ დია დაფარვაში ჩაიწერება ისეთი სასრული ჩაკეტილი 

დაფარვა, რომლის რიგიც არ აღემატება ” -ს. 

თეორემა I#8 თუ X ტიხონოეის სიგრცის M ქეესიერცე ისეთია, რომ ყოველი 

უწყვეტი / :M –>(0,1) ასახვა შეიძლება გაგრძელებული იქნას მთელ X სივრცეზე, მაშინ 

ძო M < ძითი X 

დამტკიცება: ვთქვათ X ტიხონოვის სიერცეა და ძსი X <#, V. კი ისეთი ქ8ვესივრცე, რომელიც 

აკმაყოფილებს თეორემის პირობებს. განვიხილოთ M ქეესიერცის ნებისმიერი 

ფუნქციონალურად ღია, სასრული (CV,):, დაფარვა. 14.5. თეორემის თანახმად, არსებობს ამ 

დაფარეის ფუნქციონალურად ჩაკეტილი (#;)!., შეკუმშვა. 

ურისონის ლემის ძალით, ყოველი! =1,2...,# ინდექსისათვის არსებობს ისეთი უწყეეტი ( 

#,:M -> |0,1) ასახვა, რომ 

#(MVMC,)=(0), /,(ჩ,)=(,).
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ვოქეათ _/·; :V -> I(0.1) წარმოადგენს /, · M 3 (/0)) ასახეის გაგრძელებას მთელ 

X სივრცეზე. 0ი სიშრაელეები შეადგენენ 

X სივრცის ფუნქციონალურად ღია დაფარვას. ჯ+ ტოლობიდან გამომდინარეობს 
– L"- 

Mი /·—·((%1]) CV,,/=12,...#:Mროო/, /(0,))) =6. 

რადგან ძსი - <#7. ამიტომ ზემოთ აგებულ დაფარვაში შეიძლება ჩავწეროთ სასრული 

ფუნქციონალურადღია დაფარვა, რომლის რიგიც არ აღემატება V -ს. 

.-. მიმართებებიდან გამომდინარეობს, რომრომ ჩაწერილი დაფარვის ელემენტების 

თანაკვეთები # სიმრავლესთან შეადგენენ #M ქვესიერცის ფუნქციონალურად ღია 

დაფარვას, რომელიც ჩაწერილია (C,)!, დაფარეაში 

ცხადია ჩაწერილი დაფარვის რიგი არ აღემატება M-ს, ამიტომ ძსი M <# და მაშასადამე 

ძსი M/ <ძსი X . თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა IM9 ოუ ნორმალურ ტოპოლოგიურ X საივრცეს გააჩნია ისეთი თელადი ჩაკეტილი 

I–.)/., დაფარვა, რომ ძIი) #, < #I, / =1.2,3,...,71,... 

მაშინ ძსით X <#». 

დამტკიცება: ეთქ3ვათ (C,1L, X სივრცის ნებისმივრი სასრული ლია დაფარვეაა. 

იჩდუქციურად განვსაზღკროთ სასრულ ღია დაფარეათა მიმდევრობა: §4პე,6),,...,§2,,..., სადაც 

197 =(·L”|··)···|, რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს: 

წ„ CC, ,. როდესაც #7>2I დაL-», CC,. 

2 (L ოჯ)ბი, სადაც ჩ =6) დაფარვის რიგი არ აღემატება / -ს. 

დავეშვათ. C#, = C,.! = 1,=...,,.... როდესაც 7 =0, მაშინ 1-ლი და მე-2-ე პირობები 

სრულდება. დავუშეათ 'უკვე აგებულია §2ა,C2;,...,§:, დაფარვები, სადაც / <#>1. 

47 თეორემის თანახმად, (#. რ L, „)1, დაფარვას გააჩჩია ღია შეკუმშვა (/ ), 

რომლის რიგიც არაღემატება 7 -ს. ადეილია შევნიშნოთ, რომ ოჯახი (M/)”, , სადაც 

M, =(L. ,, სჩ.)ს,I, წარმოადგენს X სიერცის ღია დაფარეას, რომლის რიგიც არ 

აღემატება M -ს. I45. თეორემის თაჩახმად არსებობს (V)', დაფარვის ისეთი ღია შეკუმშვა 

ი, =(C )1 როზ V. CM., როდესაც ! = 1,2,...,#. ცხადია 

აკმაყჟოფილებს მაშინ 1-ლი და მე-2-ე პირობებს. 

ამგვარად. იჩდუქციით ავაგეთ სასრულ ღია დაფარეათა მიმდევრობა: §2ბე0,56),,...,6§2,,.... 

რომულიც აკმაყოფილებს საჭირო ჰირობებს. 

ყოველი CX ელემენტისათვის არსებობს ისეთი I(XX<„ ინდექსი, რომ XCV „ 

C:, დაფარვა, როდესაც /=V", 

სიმრავლეების უსასრულო რაოდენობას. აქედან გამომდინარე IX-ლი პირობის ძალითჯX C 53(/ ” 

თუ გავითეალისწინებთ 1-ლ და მე-2-ე პირობებს, დავასკვნით, რომ (ო[—/ „),*·· ოჯახი
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წარმოადგენს (C/,)“, დაფარვის ჩაკეტილ შეკუმშეას, რომლის რიგიც არ აღემატება # -ს. 

მაშასადამე ძსთ X <7. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორქმა #4.10 გთქვათ L =(L,),,ჯ ჩორმალური ტოპოლოგიური X სივრცის რაიმე ღია 

დაფარვაა. ამასთან არსებობს X სივრცის ისეთი ლოკალურად სასრული ჩაკეტილი 

დ =(#7,),, დაფარვა, რომლის ელემენტთა. განზომილებაც არ აღემატება ”-ს და ამ 

დაფარვის ყოველი ელემენტი გადაიკვეთება L ოჯახის მხოლოდ სასრული რაოდენობის 

ელემენტებთან, მაშინ V დაფარვას გააჩნია შეკუმშვა რომლის რიგიც არ აღემატება 7 -ს. 

ღამოკიცება: მივუერთოთ დ ოჯახს #: =0 სიმრავლე ტრანსფინიტურ მიმდევრობაში: 

#ჩიამე მს ,-დ <6. ამის შემდეგ განვსაზოვროთ ტრანსფინიტური ინდუქციით ისეთ ღია 

დაფარგათა ტრანსფინიტური მიმდევრობა: §ბე.64,,...,§ბ,,....X < თ, სადაც 

C), = (C ,)..§:CM, = C,, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს: 

1. C. CC,.. როდესაც /2<თ. 

2 (V იი”M.). 
3. CV. სყV> C (,L/„I··, თუ #<თ. 

ოჯახის რიგი არ აღემატება # -ს. 

ჩ 

როდესაც თ =0, მაშინ I-ლი, მე-2-ე და მე3-ე პირობა სრულდება. 

დავუშვათ აგებულია §2.,თ < თე >) დაფარეა, რომელიც აკმაყოფილებს აღნიშნულ პირობებს. 

ვაჩვენოთ, რომ Vხ», = ი V–:§65 სიმრავლეთა ოჯახი წარმოადგენს X სივრცის ლია 
«თ<თი 

დაფარვას. მართლაც, როდესაც «C«ა =თ, +I, მაშინ 

V. =C,-. და აქედან გამომდინარე, შეიძლება დავუშვათ, რომ თ- ზღვარითი რიგობრივი 

რიცხვია. 

ყოველ X6C X წერტილს აქეს მიდამო V(X). რომელიც გადაიკვეთება ი დაფარვის სასრული 

რაოდენობის ელემენტებთან. ცხადია მოიძებნება ისეთი /მ < თ,, რომ V(X)0#/, =C ყოველი 

X,0 <7 <თა რიგობრიეი რიცხვისათვის. 

რადგან §', წარმოადგეჩნს X სივრცის დაფარვას, ამიტომ არსებობს §65 ინდექსი, 

რომლისთვისაც X 6 LC/,. მე-+ე პირიობიდან გამ'იმდინარეობს, რომ 

I(- რCVი, CV, CC.., როდესაც / <თ <Cთა. ამგვარად X 6 VCX)CაC„, C C/:,. აქედან 

გამომდინარე, (/>,).« X სივრცის ლღია დაფარვაა. #., C +X ქეესიერცის 

(ჩ., იC5,),.- დაფარვას გააჩნია ღია შეკუმშეა და რადგან I-ლი პირობის ძალით ამ 

დაფარეის არაცარიელი ელემეჩტების რიცხვი სასრულია მას დაფარვის რიგი არ აღემატება 
7 -ს. 

C), =(CV.,),. სადაც CV., =C7, IV= )CV,. X სივრცის ლია დაფარვაა, რომელიც 

აკმაყოფილებს 1-ლ, მე-2-ე და მე-3-ე პირობებს როდესაც თ = თა.
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ამგვარად მიმდევრობა ი··.ი„·..,ი„,..·,ი[ჭჯ აგებულია. მე-2-ე პირობიდან გამომდინარეობს, 

რომ C, დაფარვის რიგი არ აღემატება / -ს. ი·, წარმოადგენს 

L =(L.),. დაფარვის შეკუმშვას. ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

14.9. და I4.7. თეორემებიდან გამომდინარეობს: 

თეორემა #M./. თუ ნორმალური ტოპოლოგიური X სიერცისათვის არსებობს ლოკალურად 

სასრული ჩაკეტილი (M#. 1. დაფარვა და ძIიი / < 7 ყოველი 

ძ C 4 ინდექსისათეის, მაშინ ძIL X < # 

თეორემა #.I2 დაუკერის თეორემა. ყოველი ნორმალური 

ტოპოლოგიური X სიერცისთვის შემდეგი პირობები ერთმანეთის ეკვივალენტურია: 

1. ძIი).V <7. 

2. X სიერცის ყოველ ლოკალურად სასრულ ღია დაფარვას გააჩნია ღია შეკუმშვა, რომლის 

რიგიც არ აღემატება 71 -ს. 

3 X სივრცის ყოველ ლოკალურად სასრულ ღია დაფარეაში შეიძლება ჩაეწეროთ ღია 

დაფარუა, რომლის რიგიც არ აღემატება 7 -ს. 

დამტკიცება: ეაჩეენოთ, რომ 1-ლი პირობიდან გამომდინარეობს მე-2-ე პირობა. ვთქვათ 

ძიიX<7/ და §1=1CV,),, X სიერცის რაიმე ლოკალურადსასრული ღია დაფარვაა. Cთდ-ით 

აღვნიშნოთ ა სიმრავლის არაცარიელ სასრულ ქეესიმრავლეთა ოჯახი. ყოველი 7.CCდ 

ელემენტისათვის განეიხილოთ ჩაკეტილი სიმრავლე #, =ჯ9!·]—I ი“იჯ(ჭ”#/,)· 14.8 თეორემის 

თანახმად ძსი#, <7. (”,1,,გ ოჯახი წარმოადგენს X სიერცის ჩაკეტილ დაფარვას, 

ამასთან ამ დაფარვის თითოეული ელემენტი გადაჰკეეთს §2=1C,),., ოჯახის ელემენტების 

სასრულ რაოდენობას. 

(ს)4 ლოკალურად სასრული დაფარვაა. მართლაც, ყოველი XC X წერტილისათვის 

მოიძებნება I/(X) მიდამო და ისეთი სასრული ქეესიმრავლე 5(X) C5 რომ (”V(0C, =0, 

როდესაც § თ 5(X). ცხადია, C0 რის,, =6, §C45Cი. 

ამგვარად, თუ I(X)(-#, #6 , მაშინ 7 C 5(X). ეს კი აჩვენებს, რომ (#.),,კ ოჯახი 

ლოკალურად სასრულია. წინა თეორემიდან კი გამომდინარეობს, რომ §2»«=LC,) 

ღია შეკუმშეა, რომლის რიგიც არ აღემატება M -ს. ამგვარად, 1-ლი პირობიდან 

გამომდინარეობს მე-2-ე პირობა, 

ცხადია მე-2-ე პირობიდან გამომდინარეობს მე-3-ე პირობა. 

ასევე ადვილად მტკიცდება, რომ მე-+ე პირობიდან გამომდინარეობს 1I-ლი პირობა. თეორემა 

დამტკიცდა. 

თეორემა M#.M. თუ ნორმალური ტოპოლოგიური X სიერცის სიმრავლეთა ყოველი ჩაკეტილი 

4,8 წყვილისათეის, რომლებიც ერთმანეთს არ ჰკვეთენ, მოიძებნება ისეთი M C X სიმრავლე, 

რომ 4CMCIMCXVსV8 და ძსი M-M/ <V-I, მაშინ ძსთ X <#. 

-§ დაფარვას 

ჯამტკიცება: ვთქვათ, (ყ·;··_· წარმოადგენს X სივრცის ნებისმიერ სასრულ ღია დაფარვას და 

L#M). კი მის ჩაკეტილ 'შეკუმშვას.
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განვიხილოთ ისეთი ღია სიმრაელეები M#7/ C X;I = I.2,....#, რომ 4,C M, – !7, CV, და 

ძIი #-M, . ასეთი სიმრაელეების არსებობა განპირობებულიათეორემის პირობით. რადგაჩ 

# 
წ:ყ[·”,·ც, სიმრაელეც ნორმალურია, ამიტომ 149 თეორემის ძალით ძIი L <M -I. 144. და14.5 

თეორემების ძალით არსებობს X სიერცის ღია სიმრაელეთა ისეთი ოჯახი (!/,)* რომ 

– 3 – 
”, C C,,! = 1,2,...,M, LCM =;ძ||/, და (/ , ოჯახის რიგი არ აღემატება #I-ს. 

„ეღნღნ _ ' 
სიმრავლეები: #,,#: ,. ,I ,, M,,--,I,, სადაც #, =M, X(VV,L(],”C), შეადგენენ ჩაკეტილ 

დაფარვეას, რომელიც ჩაწერილია (C,)L, დაფარვაში. 147. თეორემიდან გამომდინარე, ჩეენი 

თეორემის დასამტკიცებლად, საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ამ ჩაწერილი დაფარეის რიგი არ 

აღემატება ” -ს. ეს კი გამომდინარეობს იქედან, რომ (წ,”„ ოჯახის რიგი არ აღემატება I -1- 

ს დაადგილი აქეს მიმართებებს: 

ჩიჩ C9ო07 ხVაM,)C(XVM)რო#MIM, =0, 

როღესაც 7<1<M#. თეორემა დამტკიცდა. 

თუ გამოეიყენებთ ინდუქციას IV განზსომილების მიმართ და წინა თეორემას მიეიღებთ 

შემდეგ თეორემას: 

თეორემა #.#M. ყოგელი ნორმალური ტოპოლოგიური »”» სივრცისათეის ადგილი აქვს 

უტოლობას: ძIი X < #2X 

§15. გასომილება მეტრიზებად სიერცეებში 

15.1 ჰIIX , IIIX და ძსი X განზომილებათა ურთიერთმიმართება მეტრიზებად სივრცეებში. 

თეორემა .1 ყოველი სეპარაბელური მეტრიკული სიერცისათვის ძსიი X < MIVX 

დამტკიცება: როგორც ცნობილია, ყოველ სეპარაბელურ მეტრიკულ სივრცეს 

გააჩჩია თვლადი ბაზა. ამიტომ მისი ყოველი დაფარეიდან, გამოიყოფა თვლადი ქვედაფარეა. 

რომელიც შედგება ბასის ელემენტებისაგან. ყოველი მეტრიკული სიერცე ნიორმალურია. 

ამიტომ ყოველი ორი ურთიერთ თანაუკვეთი ჩაკეტილი 4 და # სიმრავლისათვის არსებობენ 

მიდამოები I(4) და V(C8) შესაბამისად, რომლებიც ერთმანეთს არ ჰკეეთენ. I(VC4) C X VVC8), 

XVMIC8) ჩაკეტილი სიმრავლეა, ამიტომ IIC.4) C X VIIC8) C X ს8. 

C4) = 2 0,. სადაც 0, C 8(X). აქედან გამომდინარე გვაქვს: I···I·“(I4)C"··L|4” #M-0,. 

ამ ფორმულიდან 14,ზ და 14.9. თეორემებდან, ინდუქციით IMIიX -ის მიმართ. თეორემა ადეილად 

მტკიცდება. 

თეორქემა 12 ჟოველი მეტრიზებადი ტოპოლოგიური X სივრცისათვის შემდეგი პირობები 

ეკვეივალენტურია:



I 95 

Lჰყი.V <#7 

2. ყოველი 40 მეტრიკისათეის » სივრცეში არსებობს ლოკალურად სასრული ღია ისეთი 

მიმდევრობ» 00,,60);.....6),,.., რომ §), დაფარვის რიგი არ აღემატება # -ს. ყოველი V C9), 

1 
ელემენტისათვის დიამეტრი0(CV) <- და ყოველი V C §),,, ელემენტისათვის მოიძებნება ისეთი 

ჯ 

X”CC,. რომელიც შეიცავს CV 

პ X სიერცეში არსებობს მეტრიკა / და ლია დაფარეების ისეთი მიმდეერობა 

1 
2ე.Cვა..2, -. რომმლის რიგიც არ აღემატება #-ს, 2(M) (7 ყოეელი M” C >, 

ელემენტისათვის და X,,, დაფარვა ჩაწერილია X, დაფარვაში. 

დამტკიცება: დავამტკიცოთ, რომ 1-ლი პირობიდან გამომდინარეობს მე-2-ე პირობა. 

ლღ,.C......6),.... მიმდევრობა ავაგოთ ინდუქციით. ეთქეათ #=I, ან #>L! 

შემთხვევისთვის უკვე აგებულია დაფარეები §2,,C6);,....(), ,. ყოველი XC X წერტილისთვის 

1 
განეიხილოთ მისი ისეთი მიდამო M(X), რომლისთვისაც 2(I(X)) (I და თუV# >1, IV(X) შედის 

C,, დაფარვის როზელიღაც ელემენტში, იმის გამო, რომ 12.I. თეორემიდან გამომდინარე, 

ყოველი მეტრიზებადი სივრცე პარაკომპაქტურია, 14.11. თეორემის ძალით. VIICX)),,» დაფარვში 

შეიძლება ჩავწეროთ ლოკალურად სასრული §), დაფარეა, რომლის რიგიც არ აღემატება #- 

ს. „მგვარად მივიღებთ C),,6),,...,(2, „.... მიმდევრობას, რომელიც აკმაყოფილებს მე-2-ე პირობას. 

ცხადია თეორემის მე-2-ე პირობიდან გფამომდინარეობს მე->”ე ჰიროითა. 

დასამტკიცებელი დარჩა, რომ თეორევჭის მე-3-ე პირობიდან გამომდინარეობს 1-ლი სირობა. 

ყოველი 16M ნატურალური რიცხვისათვის განეიხილოთ ისეოთი ასახვა /,“! :> 

ყოველი IV C2>,, გლემენტისათვის IM/ C /“!'(IM/). დაეუშვათ 

7 / 9/ეს 99 /ი 

–>>,. რომ (1 

როდესაც 1<# და /,(0I)=M ,V C7, ელემენტისათვის. 

ცხადია, 

# C / (V) 
ყოველი I” CX, ელემენტისათეის და ;<# რიცხვისათვის. 

ეთქვათ, !I·I,)L· X სიევრცის ნებისმიერი სასრული ღია დაფარვაა. X,,X,,.. სიმრაელეები, 

სადაც X, წარმოადგენს ისეთი MV6CX», სიმრავლეების გაერთიანებას, რომელთათვისაც 

არსებობს ისეთი /</ ინდექსი, რომ გაერთიანება M, C>,„ ელემენტებისა, რომელთა 

თანაკვეთა M/6C6>, ელემენტთან არაცარიელია- 5I(M,>,), შედის II, დაფარვაში, 

შეადგენენ X სიერცის დაფარვას. 

ყოველი # =1.2.... ინდექსისათვის განეიხილოთ X», დაფარეის ქვეოჯახები
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დ, =(M/C>, IM/ო7, #6). 

V, =(V§0,|Vი(LქX|)=0) 
, 

ყოველი M C დ, ელემენტისათეის გეაქვს /, (”)ო(%ქ X,1=0. აღვნიშნოთ 
წ 

#M)-ით ის უდიდესი შთელი 7<# რიცხეი, რომლისთვისაც /' ძ/)ტი(სX,)=90. 
წ 

ვაჩვენოთ, რომ_/;:”„„("*)ჩჭ”"„., #6. მართლაც თუ I(M) <#, მაშინ ტოლობა 

#აი(/)იოX,აე = წინააღმდეგობაშია #(M) რიცხეის მაქსიმალურობას, და თუ MM)=#, 

მაშინ / (I/)რX,ა = /0)ო7X, =#ო#X, « ამგვარად 

#ხო(/) CM 
ყოველი ” CV, ელემენტისათვის. 

განვიხილოთ ღია სიმრაელე: 

” =LMIVორო#, IM/ =C%,, /,'(IV) = V. I(II/) =1)). 

რადგან V იო7X,%6, X, სიმრავლის განსახღერიდან გამომდინარე. მოიძებნებიან ისეთი 

M C=>2, და /(/)</ რომლებისთვისაც M/(-აM%68თდა 5I0V,>X,) C M,.,. · მიმართებიდან 

გამომდინარე, გვაქვს M/“ CM და ამგვარად V “ C #/,,,. რადგან 9/ როV/, =8. როდესაც!# /., 

ამიტომ I”“ C 77,-, სიმრაელე და /(V/)მთელი რიცხეი 

კორექტულად არიან განსასღერ'ელნი ყოველი IV CVყ/ =L.1I!|, სიმრავლისთვის. 

თეორემის დამტკიცებისათვის ვაჩვენოთ, რომ (§V”, );_· ოჯახი, სადაც 

V, =LXV«IIV” CM,/(/წ)1=/1=7/,. 

ფარავს X სიერცეს და მისი რიგი არ აღემატება ” რიჯცხვს, ან ეაჩვენოთ ამ წინადადების 

ეკვიეალენტური წინადადება: 

V =(MV II CM) წარმოადგენს X სიევრცის დაფარვას რომლის რიგი არ აღემატება ” 

რიცხევს. 

ჩებისმიერი XCX წერტილისათვის განყიხილოთისეთი # მოელი რიცხვი რომ 

X6CX,ს /L·/· » , ... 

და სიმრაელე IM” C X,, რომელიც ასევე შეიცავს X წერტილს. რადგანაც M065იX, #C ამიტომ 

M CCთ,. +«« და #"”# მიმართებებიდან გამომდინარეობს, რომ 

X6M0.რX, C / 07) CM9”“; 

ამგეარად V' ოჯახი ფარავს X სიერცეს. 

განვხილოთ ნებისმიერი არაცარიელი თანაკვეთა L ა L ია.. L ”, სადაც M, C M 

და ჯ, #XV7,, როდესაც 1%/. ავიღოთ ამ თანაკვეთის X წერტილი. V. ოჯახის
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განსაზღვრიდან გამომდინარეობს, რომ მთელი #რიცხვი #M#Mფორმულიდან აკმაყოფილებს 

უტოლობას #”, < L, როდესაც 7 =1,2..../. 

+» ფორმულის ძალით არსებობენ ისეთი I4 ნტ*· სიმრავლეები, რომ 

#20) =V,,VM,)=V, 
და X6CIი 0ი X,. რადგანX6C X,, + ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ # < #,. ყველა 

C. LC),--,C, სიმრავლე, სადაც C, = / 09,) C>,, შეიცავს X წერტილს, აქედან გამომდინარე, 

იმის გათვალისწინებით, რომ », დაფარვის რიგი არ აღემატება ” რიცხევს, თეორემის 

საბოლოოდ დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ C,, #CV,,, როდესაც (% 7 V, 

სიმრაელე მიეკუთენება თ, ოჯახს და I(L,) =I(M,)=M, ICV,) რიცხვის განსასღვრის 

თანახმად. აქედან გამომდინარე V, #C,,, როდესაც V, « #M,. როდესაც V, =M, ასევე გვაქვს 

ხ, #«L”,. რადგან ამ დროს 

15C,) =/X0) =V, »V, = / V7,) = /; (C,). 
თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა #M.32 (ყატეტოვ-მორიტას თეორემაჰ) ყოველი მეტრიკული სივრცისათვის ადგილი აქვს 

ტოლობას: /MIX = ძსი X 

დამტკიცება: 14.13. თეორემის ძალით, საკმარისია ეაჩვენოთ, რომ 1. < ძეი X 

ცხადია, შეიძლება დავუშვათ, რომ ძIთ X <C. გამოეიყენოთ ინდუქცია ძსი X სიდიდის 

მიმართ: თუ ძIთ X =<–I , მაშინ X =0C და აქედან გამომდინარე /#IIX =ძIი1X» დავუშვათ 

დასამტკიცებელ უტოლობას ადგილი აქვს ყეელა იმ მეტრიზებადი X სიერცისათვის 

რომლისთვისაც ძIთ X </-), სადაც M რაიმე ნატურალური რიცხვია. 

განვიხილით ნებისმიერი მეტრიზებადი სიგრცე, რომლისთვისაც ძი X =7#M, ჩაკეტილი 

ქვესიმრავლე 4 C X და ისეთი ღია V C X სიმრაელე, რომ 4C” ვთქეათ თ რაიმე მეტრიკაა 

X სიერცეზე, ხოლო / :X -3 (0,1) ისეთი უწყეეტი ასახვა, რომ /C(.>4) =(01, /8) =(I1, სადაც 

8=XMV 2ი(,»)=Cთ(XVV)+| /00-/0)|) ფორმულა განსახღვრაეს ახალ მეტრიკას X 

სიერცეზე. 

152. თეორემის თანახმად არსებობს X სივრცის ისეთი ლოკალურად სასრული დაფარეების 

მიმდევრობა: §),,62,....,§), ,..., რომ მისი რიგი არ აღემატება ” რიცხეს და პ„(ე)(]:, ყველა 
, 

L CC, ელემენტისათვის, სადაც 2,(V) წარმოადგენს V სიმრავლის დიამეტრს /ტ მეტრიკის 

მიმართ; ამასთან ყველა C C <2,,, ელემენტისათვის მოიძებნება ისეთი I C62,, რომ V C” 

დაეუშვათ M#ა = # და Mე = 8 და როდესაც 7>1, მაშინ #, = X სI/,.,M, = X VსხC,, სადაც: 

M =ს(CV <C0,IVიოM,, %#68) 

თ=საVC0,|მოM,,=6).
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განვიხილოთ მიმდყვრობები #ა,M,,M,,.. ღა Mა,M,,M,,-... ამ მიმდევრობებს აქეთ 'შემდღეგი 

თვისება: თუ V C%პ), და ჟი][·[,_, #6C, მაშინ Vო X,, =0. მართლაც, თუ 1=1, მაშინ # 
მეტრიკის განსასღვრებიდან გამომდინარე, არცერთი სიმრაელე, რომლის დიამეტრიც ნაკლებია 

+ზე არ გადაჰკვეთს ერთღროულად 4 და8 სიმრაელეებს; თუ ჯ>1 და VC0,,VოM,,ი08 

, მაშინ ყოველი V C§),, ელემენტისათვის, რომელიც მოიცავს CV სიმრავლეს, გვაქვს 

V7ოM,, #0. ამგვარად V CC,, და მაშასადამე V 6 //, ,. ეს კი ნიშნაეს, რომ V 5#,, =68. 

M, და C, სიმრაელეების გაჩსაზღვრებიდან, C,, დაფარეათა ლოკალურად სასრულობიდან 

და ზემოთ ნათქვამისაგან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი ისეთი C/ CV, ელემენტისათვის, 

რომლისთვისაც [70M,_, #ჯ0,VროM,, «68, ადღგილი აქვს ტოლობას C,იM,,=6=M-VX, ,, 

ყოველი 7 =1,2,.. ინდექსისათვის. 

უკანასკნელი ტოლობები განაპირობებენ #,, C X VI/, = MIM, და M,, C XVსხC, = IVM, 

მიმართებებს, ამას გარდა, რაღგან C, L #/, = X , ამიტომ #, ი M,=68. მაშასადამე # =|№·.10|(· 

და M=|L;M| ლღია თანაუკვეთი სიმრავლეებია და ისინი მოიცავენ 7# და „8 სიმრავლეებს, 

შესაბამისად. 

ამგვარად გეექჩება: 4C #CV და #I-MXC L=XVსVCMC#M). დამტკიცების დასამთავრებლად 

საკმარისია ვაჩეენოთ, რომ ძIთდ L<9M +-I , მართლაც, 
1438 თეორემის და ინდუქციური დაშვების საფუძველზე, აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ჰძი-L < Iიძს < ძსი L < -I. 

რადგან #LV =·§|(M· ს #,), ამიტომ # =§L··. სადაც 

L, = X VCM,L7IMX,) = C, (ა#/,,! = 1,2,.... 

>,=(V-ოLIVCC),,V ოM,, 2=68) ოჯახი წარმოადგენს # C #, სიერცის ღია დაფარვას, ამ 

დაფარვის რიგი არ აღემატება I-I1 -სხვაობა, ვინაიდან ყოეელი X C ჯ C L, C C, წერტილი 

ეკუთენის ერთ შაინც ისეთ L C§პ, ღია სიმრაელეს, რომლისთვისაც VოM,,=08. თუ 

VCC,, დათოM,, 

ჩაკეტვას, გვექნება ” ი VMV, « 6 და მაშასადამე V თ C,. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

წიM, «#6, ეს კი ნიშნავს, რომ /(0#6C2, და ამგვარად +X,,, დაფარვა ჩაწერილია X>, 

#C, მაშინ ყოველი I C 6), სიმრავლისთვის, რომელიც მოიცაეს V. 

L 
დაფარვაში. ცხადია ყოველი M CX, ელემენტისათვის 2,(MV )(;· ამიტომ წინა თეორემიდან 

გამომდინარე, ძსი L<7+-1. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა IM.# ყოველი სეპარაბელური მეტრიკული სივრცისათვის VIMIX = IIIX =ძსი X 

დამტკიცება: 15.1 თეორემიდან გეაქვს ძIი X <VVV 142 თეორემიდან კი MIIX < IIთXV . თუ 

გავითვალისწინებთ წინა თეორემას გეექნებ: #IთX =ძსი X <იVV მაშასადამე, 

იILX = სMIIV =ძსი X7 თეორემა დამტკიცდა.
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ყოველი ქვესივრცე ისეთი მეტრიზებადი X სიერცისა, რომელიც აკმაყოფილებს 152. 

თეორემის მე->ე პირობას, ასევე აკმაყოფილებს ამ პირობას, ამიტომ 15-2. და 15.3. 

თეორემებიდან გამომდიმარეობს: 

თეორემა .- ჟყოველი M ქვესიმრაელისათვის ადგილი აქვს IIVM < XXX უტოლობას. 

X ტოპოლოგიური სივრცის ისეთ დაფარვას, რომელიც წარმოდგინდება ლოკალურად 

სასრული დაფარეების თვლადი ოჯახის გაერთიანების სახით, თ ლოკალურად სასრულ 

დაფარვა ეწოდება. 
#4.9. , 14.11. და 153. თეორემიდან გამომდინარეობს: 

თეორემა 197 თუ X მეტრიზებადი ტოპოლოგიური სივრცეს გააჩნია ისეთი (#.),,, თ- 

ლოკალურად სასრულ ჩაკეტილი დაფარეა, რომ 70ჩ < M ყოეელი C C 4 ინდექსისთვის, 

მაშინ MIIV <». 

თეორემა #86 თუ ს მეტრიზსებად სივრცეს გააჩნია თ -ლოკალურად სასრულ ჩაკეტილი 

ბაზა, რომელიც შედგება ღია-ჩაკეტილი სიმრავლეებისაგან, მაშინ #IIთX <0. 

ჯნამტკიცება: ვთქვათ ფ=ყჯ,. სადაც V, ლოკალურად სასრული ოჯახებია, წარმოადგენს 

ბაზას მოცემულ ტოაოლოგიურ სივრცეში. განვიხილოთ ნებისმიერი ჩაკეტილი #4#4C X და ღია 

V C X.4 C) სიმრაელ'ეები. ყოველი ” = 1,2,3,... ინდექსისათეის დაეუშეათ: 

M., =LIV CV, IV CV). 

M.,., =LXV C%, |ICX4=6). 

ეს სიმრაელეები ღია-ჩაკეტილია და აკმაჟყოფილებს პირობებს: 

” =LV,,. XX,4=§.1·V,··|· 

ამგვარად (M,15; წარმ“,ადგენს X სიერცის დაფარვას. (L,),, ოჯახი, სადაც 

C, =I/, V, ასეეე წარმოადგენს X სივრცის დაფარეას, რომელიც შედგება წყვილ- 
წაი 

წყვილად თანაუკვეთი ღია-ჩაკეტილი სიმრავლეებისაგან. M:,,M,,,, სიმრაელეების 

განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ L =L#C, IL, =V) სიმრავლე ღია-ჩაკეტილია და 

აქვს თეისება: 4CVCI” ეს კი Iი განხზომილების განსაზღვრასთან ეროად ამტკიცებს 
თეორემას. 

თეორემა LM-7 ეთქვათ X მეტრიზსებაღი სიერცეა და 2C+X მისი რაიმე ქვესივრცე. თუ 

IIცIV2 <0. მაშინ ყოველი ჩაკეტილი #C X სიმრავლისთვის და ღია M,4CM სიმრავლითვის, 

მოიძებნება ისეთი ღია VC X სიმრავლე, რომ 4#4CVCVC C” და 2ი0:M-V =6. 

დამოკიცება: განეიხილოთ ღია სიმრავლეები IM/,,#M, C X , რომლებისთვისაც ადგილი აქ>ვს 

აირობას: 

4CM,CM, CM. CI CV 

რაღგანაც IIII2 =0, ამიტომ მოიძებნება ისეთი ლია-ჩაკეტილი L/ე ქვესიმრავლე 2 

ქეესიერცეში. რომ 7(%7, CC C2 რM. აქედან ცხადია 

2VVა C 7V(2 ლI,) = 7VM, C X VM, დაL C M5..
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აღვილად მოწმდება, რომ #LVა სიმრავლე და (CX V”7/)C(C2 VIM)) ერთმანეთს არ +კვეთს. 

ყოველი მეტრიზებადი სივრცე 621. თეორემის გამო სრულაყოფილად ნორმალურია, ამიტომ 

იგი იქნება შემკვიდრეობით ნორმალერიც. 623 თეორემიდან კი გამომდინარეობს ისეთი ღია 

CV C X სიმრავლის არსებობა, რომ #C/Cს CV და ნი[(XXV)V(2V]ც)] =C. ცხადია ასეთი 

V სიმრავლე აკმაყოფილებს საჭირო მ··;თხოენეჭ·ს. 

თეორემა #.I10. გთქვათ X ნორმალური ტოპოლოგიური სიერცეა და (C,),, მისი 

წერტილოენად სასრული ღია დაფარეა. მაშინ არსებობს X სიერცის ისეთი ღია დაფარვა 

0/),.კ, რომ M, CV, ყოეელი § 6 5 ინდექსისათვის. 

დამტკიცება: ეთქვათ თ წარმოადგეჩს ისეთი #:5 –>+7(X)ასახვების ოჯახს, რომლებიც 

აკ6მაყოფილებენ შემდეგ ჰპირობებს: 

§(C(§)=V, ან 9(9) C L,, 

118() =X. 

დავალაგოთ დ ოჯახი შემდეგნაირაღ: §, < § თუ ყოველი ისეთი §6C5 ინდექსისათეის, 

რომლისთვისაც %,(§5) « V, ადგილი აქეს ტოლობას (,(§5)= 9;:(5). 

ვაჩვენით, რომ ყოველი წრფივად დალაგებული თე C Cთ ქვესიმრაგვლისთეის 

95(5) = ი §6), §5C5 ფორმულა განსაზღერავს რ ოჯახის ყღემენტს. 
#9“) 

მართლაც, » პირობა ცხადია სრულდება. ვთქეათ X 6 X , რადგან (§C,),,- წერტილოვნად 

სასრული ღია დაფარეაა, ამიტომ არსებობს ისეთი სასრული 4: =15,,5,,.,§,) სიმრაელე, რომ 

X6CL” ,7 =1,2,...#M და XCC,, ყოველი 

§C5%4ე იჩდექსისათვის. თუ და(§,) =C/,, როშელიღაც §«, 6 5, მაშიჩ X6 #ა(ა,)C ·ყჯჭი(პ·) · 

ანალოგი'ერად, 'მშეიძლება ჩავთვალოთ, რომ ყოველი 

| =1,2,....# ინდექსისათვის მოიძებნება ისეთი «#, C რა, რომ #«,(§,)#VC,, . რადგან თ. წრფივად 

დალაგებულია, ამიტომ არსებობს ისეთი / <#. რომ #§, <9, როდესაც ! =1.2,...,#. 49 

პირობის გათვალისწინებითწ§, ასახვისთეის, ვღებულობთ, რომ X C §,(§,) = #-(§,), რომელიღაც 

§, C 5ე ინდექსისათვის. 

ამ პირობებში, ცორნის ლემიდან გამომდინარე, თ ოჯახში უნღა არსებობდეს მაქსიმალური 

ელემენტი §. 
თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია ეაჩვენოთ, რომ #CL/I „ ყოეელი §6C«5 

ინდექსისათვის. 

დავუშეათ ჭ(—ჯ·„)ი(ჭ”"],· )#8. #=+XVLX«(5)| 5 C 5 V(§ე)) C §(წი) სიმრავლე ჩაკეტილია. X 

სიმრავლის ნორმალურობიდან გამომდინარე, არსებობს ისეთი ღია სიმრავლე ” . რომ 

4C/CVX” CVC(.).. " პირობიდან გამომდინარეობს, რომ 

§(§5-) = ე,· , ამიტომ



10! 

”, 3=9ა,) 

8:0C0) = §C), 5 +% 39. 

ფორმულა განსაზღვრავს ისეთ ჯ) C 9 ფუნქციას, რომ § < 8 და §% #ა”. ესკი 

უწინააღმდეგება §# ელემენტის მაქსიმალურობას და უჩვენებს, რომ 878)C1], » ყოველი §C§ 

ინდექსისათვის. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა #.I. ჟოეელი X მეტრიზებადი სივრცისა და ყოველი არაუარყოფითი 

მოელი » >0 რიცხვისათეის შემდეგი პირობები ეკვივალენტურია: 

1. ითV <7. 

2 X სიერცეს გააჩნია ისეთი თ -ლოკალურად სასრული ბაზა, რომ /I10/IL < M-<-1 

L სიმრავლისათვის ამ ბაზიდან. 

X=IXIL2, სადაც ჰძ,<7-) და II2<0 

დამტკიცება: გაჩეენოთ, რომ )-ლი პჰირობიდან გამომდინარეობს მე-2-ე პირობა. 

ყოველი 

ვთქვათ. X მეტრიზებადი სივრცეა, IIVX </7 და / ჩებისმიერი მეტრიკა მოცემულ 

სიერცეზე, რომელისგან ინდუცირებული ტოპოლოგიური სტრუქტურაც ემთხეევა, თავიდან 

არსებულს. 12.1. თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი მეტრიზებადი სივრცე 

პარაკომპაქტურიადა ყოველი 1 = 1,2,3,.. მთელი რიცხვისათეის არსებობს ლოკალურად 

სასრული დაფარვა §ა, =(M,),,ც რომლის ელემენტების დიამეტრი ძIი”MI,) (%. ყველა §6C5, 

ინდექსისთეის. რადგან ყოველი ლოკალურად სასრული დაფარეა წერტილოენად სასრულიც 

არის, ამიტომ წინა თეორემიდან გამომდინარეობს, რიმ ყოველი 7 =1.2.3,... ინდექსისთეის 

მოიძებჩება §), დაფარვის ჩაკეტილი შეკუმშვა. რადგანაც #IVX < 7#7, ამიტომ ყოველი §C+, 

ინდექსისთეის არსებობს ისეთი ღია სიმრავლე C,, C X, რომ 

L, ლL,CM, და MIძM-L, < –1. 

C), =(V,),, ოჯახი წარმოადგენს ლოკალურად სასრულ ღია დაფარვას, რომლის 

ელემენტთა დიამეტრებიც არ აღემატებიან I— რიცხვს. ამგეარად 0=·L10·· წარმოადგენს თ 

ლოკალურ ბაზას X სიერცეში. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ მე-2-ე პირობიდაბ გამომდინარეობს მე-3-ე პირობა. 

157. თეორემიდან გამომდინარე ) =LMIMVIC C§ა) C X ქვესივრცე აკმაყოფილებს 

IMIძX<M-I უეტოლობას და 2= 7XV” ქვესივრცეს გააჩნია თ-ლოკალურად სასრული ბაზა: 

'720VICV C6X, შედგეჩილი ღია-ჩაკეტილი სიმრავლეებისაგან. ეს კი 15.8. თეორემის 

ს-ფუძეელზე ნიშნავს, რომ /ძ7 <0. 

ის ფაქტი, რომ მე-+ე პირობიდან გამომდინარეობს I-ლი პირობა ადვილად მტკიცდება 195.10. 

და 143. თვორემების საფუძეელზე. თეორემა დამტკიცდა. 

ბოლო თეორემიდან გამომდინარეობს:
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თეორქმა 14რ (გაშლის თეორემა) მეტრიზებადი X ტოპოლოგიური სიერცე აკმაყოფილებს 
ჰოთV <72>0 უტოლოას, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც X = 2, C 2, L/...C2.) , სადაც 

ჰოძ2, < 0,7 = 1,2.3,....I/1+1. 

ამ თეორემიდან თავის მხრივ გამომდინარეიობს: 

თეორემა #4.M. (შეკრების თეორემა). მეტრიკული სიერცის ყოეელი ორი X,I ქეესიერცისათეის 

ადგილი აქ8ვს უტოლობას: 

Iოძ(CX L77) = #IIVX + II +1 

თეორემა #14.M. (გამოყოფის თეორემა) ვთქვათ X მეტრიზებადი ტოპოლოგიური სიერცეა და 

M მისი ქვესივრცე. თუ #M <#M>0, მაშინ, ყოველი +4 C X ჩაკეტილი სიმრაელისათვის და 

ნებისმიერი ღია /CX, 4#CV სიმრაელისათვის მოიძებნება ისეთი V C X ღია სიმრაელე, 

რომ #CVCCV CV და MIძ(Mიო/#L) <V-1. 

დამტკიცება: 15. 11. თეორემიდან გამომდინარე გვაქვს: M =#Lს2, სადაც MძI <M-1 და 

ჰიძ2 <0. იმის გამო, რომ M.იMV C#/V2 C” და I43. თეორემიდან გამომდინარე 

ჰიძ(M 5 #/-L) < M”-1, ისეთი V ღია სიმრაელე, როგორიც 15.9. თეორემაშია, აკმაყოფილებს ამ 

თეორემის მოთხოვნებსაც. თეორემა დამტკიცდა. 

წინა თეორემებიდან გამომდინარეობს: 

თეორემა LM.#M. X მეტრიზებაღი ტოპოლოგიური სივრცის ჩაკეტილ, ურთიერთ თანაუკვეთ 

ქვესიმრავლეთა წყვილების: (#,,.8,), (4,.8.).....(44,.,. 8,,) ერთობლიობისათვის, სადაც 

1IVX < 120 , მოიძებნება ისეთი ლია L/,,C,.....C,,, სიმრაელეები, რომ 

4CLხCVC CX"8გ8,.!1=12...,M4+!) და # Cს ი ჩC, რ.სი#MC,,, =60. 

მაგალითი: ჩამდეილ რიცხვთა ” ღერძის ან 5' წრეწირის თითოეული X წერტილის 

ნებისმიერი ” მიდამოსათეის მოიძებნებაL CM მიდამო, რომლის საზღვარი #”V ”შედგება 

მხოლოდ ორი წერტილისაგან 1C,/3) „ამიტომ #”Iძ1თ./#) <0 და აქედან გამომდინარე /Iძ/1 < ) 

და #0C5' <1 რაღგან #და 45' სეპარაბელური მეტრიკული სივრცეებია. ამიტომ 

/ = III = ძსიი M < 1:7I05'' = Iი5' =ძყი 5' <1. I43. თეორემიდღან გამომდინარვობს, როი 

/ი <1, სადაც 7 =(0.!) ინტერვალია. ასევე გეექნება :IMI0/ = #Mძ/ =ძსი ! < I. 

#'სივრცის ან 5” სფეროს თითოეული X წერტილის ნებისმიერი ” მიდამოსათვის 

მოიძებნება CV C” მიდამო, რომლის საზღვარი M ჰომეომორფულია 5” !, ამიტომ თ.უ 

გამოეიყენებთ ინდუქციას M რივხვის მიმართ. მიეიღებთ: 

II = IMMMXI%” =ძIოი1/#M” <7, 

თთა” = /ძა” =ძსის” <#. 

ასეეე გვექნება: III ” = IIMII” =ძსი/” <#». 

ს%2. გეომეტრიული სიმპლექსი, ბრაფერის თეორემა უპრავი წერტილის შესახებ, #” 
სივრცის განზომილება 

ევკლიდეს მეტრიკულ #” სიერცეში განსაზღლღვრულია ალგებრული ოპერაციები: 

X=(XცX),..სX,) და #/= ()#.--»X,) წერტილების ჯამი X+ » -= LX, + #,,X, + /...-.X, +X#,1; 

X=L(X,X..»X,) წერტილისა და 46C# ნამდვილი რიცხვის ჩამრაელი 2X=(2ი5.4X, ..- 2X, 1.
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წერტილი ჩ -ში. რომლის ყველა კოორდინატი ნულია აღყნისნოთ 0 -ით, მანძილი /„X0, X) კი 

აღენიშნოთ |X | -ით. 

ცხადია: 

IX–):= 0C6)), | 213 21 XI და|X+XI5XI+1XI- 

ჯ.X".....X” C #” წერტილებზე ვიტყვით, რომ ისინი იმყოფებიან ზოგად მდგომარეობაში, თუ 

2აXე + 6X +...+ 4,X, =0.2ე + 4, +..+4, =0,/2, > 0,| =0,1,2...,# პირობებიდან 

გამომდინარეობს #ე = 0./ე =0,....,2, =0. 

ვოქვათ VX.VM,-...,V, ეეკლიდეს #” სიერცის ზოგად მდგომარეობაში მყოფი წერტილებია. #" 

სივრცის იმ ქვესიმრავლეს, რომელიც შედგება 

X = 2-%ე + 6 V, +...+ 4 V, სახის წერტილებისაგან, სადაც 4, >0,/ =1,2,...,M2 ნამდვილი 

რიცხვები აკმაყოფილებენ პირობას: „ +#, +...+ 4,, =1, უწოდებენ ” განზომილებიან 

გეომეტრიულ სიმპლექსს. 
VეV-.....V, წერტილებს სიმპლექჟსის წვეროები ეწოდება. ამ წვეროების მქონე სიმპლექსი 

აღინიშნება ასე: Vე-V,...V,. ცხადია სიმპლექსი ცალსახად განისაზღვრება თავისი წვეროებით, 

იგი დამოკიდებული არ არი (V,-,V),..., ,1 სიმრაელის დალაგებაზე. 

განვიხილოთ (Vა,V......,V,) სიმრაელის V, ,V, ,. V, ),0<#M<M ქვესიმრავლე. ცხადია 

C ჯ” წერტილები იმყოფებიან ზოგად მდგომარეობაში და განსაზღგრაეენ 

სიმპლექსს. ასეთ სიმპლექსს Mა:I,...», სიმპლექსის # 

განზომილებიანი წახნაგი ეწოდება. როდესაც #=0, ასეთი წახნაგები წარმოადგენენ 

სიმპლექსის წვეროებს, რადგან # <#7I, ამიტომ სიმპლექსი თავისი თავის წახნაგსაც 

წარმოადგენს. ცხადია V,V,, .· -”, წახჩაგი წარმოადგენს %ე%ე...V,, სიმპლექსის ქეესიმრავლეს, 

რომელიც შედგება ისეთი X = 7აVე +,#V, +...+ 4,,V,, წერტილებისაგან რომლებისათეისაც 

2.+27, +..+4, =1და /1| =0 თუ /X# /,,! =0,1.2,....#. 

V-, ...V, სიმპლექსი X = #Mე + #V, +...+ 4,,V,, წერტილისათვის 2:, 4, 6 ,--»4,, რიცხეებს 

მისი ბარიცეჩტრული კოეფიციენტი ეწოდება. X წერტილის /ჯ-ური 

ბარიცენტრული კოორდინატი 24, ხშირად აღინიშნება ასე:#2, (X),1 = 0.1,2,...,//?. 

თეორემა #M.I6. ყოველი M+1I 'ხოგად მდგომარეობაში მყოფი Vა,V,,....,V, C #” 

წერტილისათვის C = VაM....V„ გეომეტრიული სიმპლექსი წარმოადგენს #” სიერცის 

კომპაქტურ ქევსიმრავლეს, ამასთან ბარიცენტრული კოორდინატები „,24,26%-.,--:4#, 

წარმოადგეჩენ უწყვეტ ფუნქციებს თ სიმრაელიდან L0,1) სეგმენტში. 

დამტკიცება: ეთქვათ 0ი, =) თუ I% / დამ, =0. 

ძა,0,.0,,.,0. C ჩ წერტილები, სადაც 0ძ, =(0,,,) იმყოფებიან ზოგად მდგომარეობაში, 

ამიტომ # = ძეძ,თ..4, სიმპლექსი განსაზღვრულია კორექტულად. ამ სიმპლექსის 

ბარიცენტრელი კოორდინატები ემთხეევა მის ჩეეულებრივ კოორდინატებს #””' სიერცეში.
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2 + #4# +...+-2, =1.2, > 0.7 = 0,1,2.....7?. პირობიდან გამომდინარეობს, რომ # შემოსაზღვრული 

ჩაკეტილი სიმრავლეა #”“ სიერცეში, ამიტომ 9.8. თეორემის თანახმად,იგი იქნება 
კომპაქტური. 

განვიხილოთ ასახვა / :4 -> ჩ”, რომელიც განისაზღვრება ფორმულით: 

+#CX%) = XიVე + X,V, + X,V, +...+X,V,, სადაც X=1(X,X,X,,....X,) C #”') 

ადღვილია იმის მიხვედრა, რომ ეს ასახ3ვა უწყვეტია. რადგან V, ,V, ,..„V, C #” წერტილები 

იმყოფებიან სზოგად მდგომარეობაში, ამიტომ / |,| წარმოადგენს ინექციას და 

#(ძ,)=V,,/ =0,12,...,, და / პომეომორფულად ასახაეს 

ტ სიმპლექსს თ სიმპლექსზე, ეს კი ნიშნავს, რომ თ კომპაქტური ქვესიმრავლეა 

ჯ” სიერცეში. 

2,:თ -3 |0,I) ასახვა ყოველ XCCთ წერტილს შეუსაბამებს მის /-ურ ბარიცენტრულ 

კოორდინატს და გამოისახება ფორმულით: #, =/, (/ I4) '(X), სადაც ი:L-57#7 

პროექციაა /-ურ ღერძზე. აქედან გამომდინარე #,,/ =0,1,2,...,”? უწყეეტი ასახვაა. თეორემა 

დამტკიცდა. 
ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი ორი ” განზომილებიანი გეომეტრიული 

სიმპლექსი ერთმანეთის ჰომეომორფულია. 

თC6# გეომეტრიული სიმპლექსის სიმპლიციალური დაყოფა ეწოდება სიმპლექსთა 

ნებისმიერ X =(თ,1),, ოჯახს, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ მოთხოვნებს: 

, 
) თ =სთ. 

2. ყოველი ორი 77 </ ინდექსისთეის თ, ით, =68ან წარმოადგენს თ, დათ; სიმპლექსების 

საერთო წახნაგს. 

3. ყოვეელი! = 1,2,...,! ინდექსისათვის თ, სიმპლექსის ყოველი წახნაგი ეკუთვნის > 

ოჯახს. 

X = იიმXჯ 2(თ,).ტ(თ,),...,0(თ,)) რიცხვს, სადაც 6(თ,) სიმრავლის დიამეტრია, X=(თ, ხათ 

სიმპლიციალური დაყოფის სიგანე ეწოდება. 

1 
წოოი Vი +,–7უ11| +...+უ!·„ წერტილს ამ 

სიმპლექსის პარიცენტრი ეწოდება. ცხადია ხ(თ) Cთ და ხ(თ) არ ეკუთევნის თ სიმპლექსის 

არცერთ M-I განზომილების ყწახნაგს. 

თუეორემა 1517 ვთქვათ თ =VაV,V,..9M,, რაიზე სიმპლექსია, მაშინ მისი განსხვავებული 

ყოველი თ = Vა”,...V, სიმპლექსისათვის ხ(თ) = 

წახნაგების ყოველი კლებადი თ. =თ, =Cთ, =..56, მიმდეერობისათვის 

ხ(თ,),ხ(თ,),ხ(თ.),..,ხ(თ,) წერტილები იმყოფებიან ზოგად მდგომარეობაში; 

ტ# = ხ(თ,)ხ(C,)ბ(თ.)..#(C, ) 

სახის სიმპლექსთა ოჯახი კი წარმოადგენს თ სიმპლექსის » სიმპლიციალურ დაყოფას; 

ყოველი თC2, სიმპლექსი, რომლის განზომილებაცაა #-1, წარმოადგენს წახნაგს ერთი ან
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ორი ” განზ··)მილებ"ანი სიმალექსისია » ოჯახიდან, იმის მიხედვით არის თუ არა « 

სიმპლექსი თ სიმპლექსის I -I განზომილებიანი წახნაგი. 

დამტკიცება განსხვავებული წახნაგების ყოველი ალებადი მიმდევრობა 

თ=თ=Cთ,=..=თ, 

შეიძლება შევავსოთ წახნაგთა 

თ=თ=5თ =5..26„ 

მიმდეჭვრობამდე, რომელიც შედგება M+1 წევრისაგან, სადაც თა =V, V,... 

თ: =M,V, .V . Cე =V V, .V ს სთ, =V და 7ჩ ,, წარმოადგენს 0.1.2,....M, რიცხვოთა 

რაიმე დალაგებას. თეორემის პირველი ნაწილის ღსდაშტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ 

ხ(თ,),ხ(თ),ხ(C.)...,ხ(7 ) წერტილები იმყოფებიან ზოგად მდგომარეობაში. 

განვიხილოთ წრფივი კომბინაცია 

/#/ეხ(Cა)+ //,ხ(C,)+...+/,ხ(თ,). 

ბარიცენტრის გაჩსაზღერების გამოვალისწინებით " ჯამი შეიძლება წარმოვადგინოთ 

V, .V, , ..V, წერტილების წრფივი კომბინაციის სახით: 

29 +4,V, +..+4 V, 

სადაც 

წ 

2„("·+|) I(“··| საბაა” 
ამას გარდა 

2452 თ- :4 =2-2, -2.#. ლუ ოუუო (”7+1) # +-0 4-. (I”·I·I)—I ოუ 

თუ ” წრფივი კომბინაცია ნულის ტოლია და /( +//,, +...+/4!,, =0 , მაშინ, რადგან 

ზოგად მდგომარეობაშია, ### ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

/··, =0./ =0,1,2...,VI. + ტილობის გამოყენებით ვხედავთ, რომ /”ა = 0, //, = 0,...,//,, =0. 

აქედან გამომდინარე ხ(თ,),ხ(თ,),ხ(C,),...,.ხ(თ,) წერტილები სოგად მდგომარეობაში 

იმყოფებიან და კორექტულად განსაზღერავენ # = ხ(თ,)ხ(თ,)ხ(თ,)...ხ(თC,,) სიმპლექსს. 

ყოველი სიმპლექსი > ოჯახიდან წარმოადგენს რომელიღაც # = ხ(თ,)(თ,)ხ(თ,)..(C,) 

სახის სიმპლექსის წახნაგს. #, MM ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ # = 

ხ(თ,)ხ(თ,ახ(თ,)..#(C,) სიმპლექსი წარმოადგენს თ სიმაპლექსის ქვესიმრავლეს. ვაჩვენოთ, 

რომ ეს ქეესიმრავლე ემთხვევა 

(XC > | 2, (X) < ).,· (9<..<#4 (X)) 

სიმრავლეს. 

++ ტოლობიდან გაზომდინარე, საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ყოელი X წერტილი 

#++# სიმრავლიდან შეიძლება წარმოვადგინოთ " სახით ისეთნაირად, რომ 

/#ი +# +..+/, =ს//, >0,) =0,L...,/7. ამას ადვილად დავიჩახავთ თუ //, კოეფიციენტებს 

განვსაზღვრავთ 'შემღეგნაირად:



106 

/# =(V+1)4, (X).. / =(0#+)) – 1X4, (X) – 4,, (X)) , //, =((7+1) – 7X2, (ი) – 4, , (X)) , 

/4,, = ((I7 +1) –7IX2, (X) – 4,_, C) . .-.... 

«>+>+++« ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ # =ხ(თ,)ხ(თ,)ხ(თ,)..ხ(C,) სიმპლექსის 

წახნაგების განსაზღერისათვის ###4# სიმრავლის განმსახღერელ ჰირობებს დავუმატოთ 

რამოდენიმე /1·„ ()C)=|1·,|_I (X), < / < სახის პირობა და შესაძლებელია #.(X)=0 პირობაც. 

იმის გამო, რომ ასეთი პირობებით განსასღვრული წახნაგის გადაკეეთა სხვა 

ბ = ხ(თა)ხ(თ))..ხ(თ,) სიმპლექსთან, რომელიც შეესაბამება 0,1,2,...,#V/ რიცხვების სხეა 

70)70--/,, დალაგებას, განისაზღერება მსგავსი პირობებით ან ცარიელია, > ოჯახი 

აკმაყოფილებს სიმპლისიალური დაყოფის განსაზსღვრებაის მე-2-ე პირობას. რაღგან Cთ 

წარმოადგენს +#+## სახის სიმრავლეს, » ოჯახი აკმაყოფილებს ამ განსაზღერების )-ლ 

პირობაც. რაც შეეხება სიმპლისიალური დაყოფის განსაზღვრებაის მე-3-ე პირობას, იგი 

გამომდინარეობს » ოჯახის განსასღერებიდან. მაშასადამე > ოჯახი წარმოადგენს 

თ =VMეV,V,..V, სიმპლექსის სიმპლიციალურ დაფარვას. 

ახლა განვიხილოთ ნებისმიერი (”-I) განზომილებიანი #თ) = #(თეX(თ,)...ხ(თ, ,) C > 

სიმპლექსი თუ ეს სიმპლექსი შედის თ =VMს)V,V,..V„ სიმპლექსის რომელიმე CII –I1) 

განზომილებიან წახნაგში ანუ Cთა #Cთ, მაშინ 

თ წარმოადგენს ზუსტად ერთი I განზომილებიანი სიმპლექსის წახნაგს » ოჯახიდან და 

ეს წახნაგი იქნება რ6) = ხ(თ)ხ(თა)#(თ.)...ხ(თ,,). მეორე მხრივ, თუ თ არ მდებარეობს Cთ 

სიმპლექსის არცერთ (/ -I) განზომილებიან წახნაგზე, ანუთა: =C; მაშინ ან მოიძებნება 

ისეთი 7 <II -) ინდექსი, რომ სიმპლექსი თ, მიიღება თ. , სიმპლექსისაგან ორი წვეროს ” 

ამოგდებით, ან C,, ერთგანზსომილებიანი სიმპლექსია. ადეილად მოწმდება, რომ ორივე 

შემთხეევაში თ წარმოადგენს » ოჯახის ზუსტად ორი ” განსომილებიანი სიმპლექსის 

საერთო წახნაგს. თეორემა დამტკიცდა. 

ამ თეორემი დროს განსაზღვრულ : სიმპლიციალური დაყოფას C სიმპლექსის 

ბარიცენტრული დაყოფა ეწოდება. ყოველი ნატურალური / რიცხვისათვის განესზღვროთ C 

სიმპლექსის 7 -ური ბარიცენტრული დაყოფა შემდეგნაირად: 

1ლი ბარიცენტრული დაყოფა იყოს თ სიმპლექსის ბარიცენტრული დაყოფა; თუ Cთ 

სიმპლექსის / -ური დაყოფა >»7 =(0·,·)*,·*;| ცნობილია, მაშინ მისი /+1 -ური ბარიცენტრული 

· 
დაყოფა განისაზღვრება, როგორც >”! =L22„ სადაც X», წარმოადგენს თ, სიმპლექსის I-ლ 

ბარიცენტრულ დაყოფას. თ, სიმპლექსის ყოველი თ' წახნაგისთვის და », ბარიცენტრული 

დაყოფის ყოველით” ელემენტისათვის C” (ათ” თანაკვეთა ან ცარიელია, ან წარმოადგენს თ“ 

სიმპლექსის წახნაგს და ეკუთენის თ' სიმპლექსის ბარიცენტრულ დაყოფას. ამ ფაქტებიდან 

“ 
ადეილი დასანახია, რომ სX44, =L1|2, წარმოადგენს თ სიმპლექსის სიმპლიციალურ დაყოფას. 

ვთქვათ, თ =VაV,V, ...V,, 6 ”” რაიმე სიმპლექსია, X = აVი + #V, +...+ 4,V, , სადაც 

24 +#, +...+4, = L 2, >0,7 =0,I,..,M? ამ სიმპლექსის წერტილი და XC ჯ”
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ვაჩვენოთ. რომ 

9(X·)·)=I·I13·X(9(V,·)|)) თრა...ა. 

9(–1··)·)=|·I·—)”I=IX/1 ” —21,)·!12/1 C, —,V)I52|1 IV,–»I< იაXC, —·V|21 
მართლაც. 

I·I”XM(V/._I·) 
წრ 

თეორემა#MI8 ყოეელი თ = MაVIV,...V,, 6 ”' სიმპლექსის დიამეტრი ტოლია მისი წვეროების 

(მ ბე.M-.....V,,) C ” სიმრავლის დიამეტრისა. 

დამტკიცება: ეთქვათ, X. » C თ მაშინ /XX, 7) = "?ჰჯ(/)(ჰ·,!”,)) .· თუ ერთხელ კიდევ 

გავითვალისწინებთ 2 + ##»#2 ტოლობას გვექნება 

7XC7) = თ8XL(/%>V,)) 5 Mი2X(/XV,,V,)) · 

ამგვარად /#7XX.X) = ოჭს)(ჯ,”, ), მაშასადამე ძ(VაV,...»,) = 0((Vა,V,,...,V,,1)- 

თეორემა M.I. ყოველი C = VაV,V,..V, ! განზომილებიანი სიმპლექსის ბარიცენტრული 

ბ(თ). დაყოფის სიგანე არ აღემატება ” 
”I+I 

დამტკიცება: წინა თეორემიდან გამომდინარე: 

ხ(თ,)= —(V +V,, +- +V) 

I 
ხ(თ,)=-–-(V +V, +..+V,), (თ)= + C, +), +-.+V,) 

სახის «რ წერტილს შორის მანძილი, სადაც # (·1·5”7 და /იაჩს..,,, წარმოადგენს 0,),.../ 

ჰ(ე·) რიცხეს. 422 2#+#« ტოლობიდან რიცხვების რაიმე დალაგებას, არ აღჟმატება 

გამომდინარე 7#7Xხ(თ,),ხ(თ,)) < იCV, ,ხ(თ,)), როდესაც 1<#</. აქედან გამომდინარე 

#(ხ(თ,).ხ(თ,)) < /(V, .ხ(თ,)) = ხ(თ,) – V, M#(V,„ +V, +.·.+V,|)–V,· I= 

= % ჯ)-% -, -1 ” "51 -)62521% -9 61ე4თ < ე9თ. 
ამ თეორემიდან გამომდინარეობს 

თეორემა Mხ-20. ყოველი Cთ სიმპლექსისათვის და ნებისმიერი § §>0 რიცხვისათვის 

მოიძებნება ისეთი | ნატერალური რიცხვი, რომთ სიმპლექსის /(-ური ბარიცენტრუელი 
დაყოფოს სიგანე არ აღემატება § რიცხეს. 

თეორემაM-2L (შპერნერის ლემა1 ვთქვათ L წარმოადგენს ” განზომილებიანი 

თ =V,VV-..V., სიმპლექსის 1-ურ ბარიცენტრულ დაყოფას და ” ყველა სიმპლექსის 

წვეროების სიმრაელეა X ოჯახიდან, თუ ფუნქცია #:)/ -> (0,1,....”I) აკმაყოფილებს
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მოთხოენას /XV) C (/-,/.--./,) როდესაც VC V, V,..V,, მაშინ X ოჯახის იმ სიმპლექსების 

რაოდენობა, რომლის წვეროებზედაც / ფუნქცია ღებულობს მჩიშენელობას 0 -დან 

” -მდე. კენტია. 

ჯაჩტკიცება: გამოვიყენთ ინდუქცია ”I -ის მიმართ. თუ #=0 თეორემა სრულდება, რადგანაც 

C> =(Vხა) და M(-) =0. დავუშვათ, თეორემას ადგილი აქეს ყველა # რომელიც 

აკმაყოფილებს პირობას „ <ი. 

განვიხილოთ ნებისმიერი ” განზომილებიანი სიმპლექსი: თ = VაV,V,..V,, მისი I-ური 

ბარიცენტრული დაყოფა X' და ფუნქცია #, რომელიც აკმაყოფილებს თეორემის ჰირობებს. 

აღვნიშნოთ X” -ით X ოჯახის იმ სიმპლექსების ერთობლიობა, რომლთა განზომილებაცაა 

ჩ-I და რომელთა წეეროებზეც / ღებულობს ყეელა მნიშეჩელობებს 0 -დან ” –1 -მდე. 

ცხადია, C = V-V,V,..V, სიმპლექსის ერთადერთ ” -1 განზომილებიან წახნაგს, რომელიც 

შეიცაეს » ოჯახის სიმპლექსებს წარმოადგენს წასნაგი # = VაV,V,...V,,. ინდუქციური 

დაშვების თანახმად, იმ სიმპლექსების რიცხვი » ოჯახიდან, რომლებიც მდებარეობენ #= 

V-V,V,...V,, სიმპლექსში, კენტია. აღვნიშნოთ ეს რიცხეი ძ-ით. 

განვალაგოთ » ოჯახის ყველა M განზომილებიანი სიმპლექსი თ,,C;,...C, მიმდევრობით. 

ყოველი / </ ინდექსისთვის ხ, იყოს თ, სიმპლექსის იმ წახნაგთა რაოდენობა, რომლებიც 

ეკუთვნიან »”, ხოლო M,-ით აღენიშნოთ # ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე თ, 

სიმპლექსის წვეროებზე. 

ადეილია შემოწმება, რომ: ა) თუ V, =(0,I,...,/), მაშინ ხ, =I. 

ბ) თუ V, =(0,1,...,/–1), მაშინ ბ, =2. გ) თუ (0,I....,I –1) თ M,, მაშინ #, =0. 

C იყოს იმ სიმპლექსების რაოდენობა » ოჯახში, რომელთა წეეროებზეც / ფუნქცია 

ღებულობს ყველა მნიშენელობას 0 -დან 7 -მდე. ა), ბ) და გ) ფაქტების ძალით არსებობს 

ისეთი მთელი რიცხვი ძ,, რომ 

დ) C -–(ხ, +ხ, +...+ხ,) = 2ძ,. 

თუ შევუსაბამებთ ყოეელ თ, სიმპლექსს მის ხ, რაოდენობის წახნაგს, რომლებიც 

მიეკუთენებიან »” ოჯახს, მაშინ ყოველი თ C > სიმპლექსი 15.)ზ7. თუეორემიდან 

გამომდინარე, იქნება შეესაბამისი ერთი ან ორი თ, სიმპლექსისა იმისაგან დამოკიდებულებით 

შედის თუ არა თ სიმპლექსი თ სიმპლექსის რომელიმე I-1 განზომილებიან წახნაგში. 

შესაბამისად არსებობს ისეთი მთელი რიცხეი ძე, რომ 

ე) რძ<-Cხ, +ხ, +..#,) = 2ძ,. 

დ) და ე) ფორმულები გვიჩვენებენ, რომ C-ი = Xძ, –ძ,). აქედან გამოდის, რომ C კენტი 

რიცხვია. თეორემა დამტკიცდა.
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თეორემა 1522 ვთქვათ (#)წა წარმოადგენს თ = VაV,V,...V, სიმპლექსის ჩაკეტილ სიმრაჟლეო·. 

ოჯახს. თუ ამ სიმპლექსის ყოველი 4 = V, 9 ...M, წახნაგისთვის ადგილი აქვს 

ტაბCჩხ Vჩ ს..=ა9 , მიმართებას, მაშინ #, იჩზრსი# %#60. 

დამტკიცება: დავუშვათ. რომ #, 0 #, რირჩ =6. (C,)-ა =(თV#,)-ა წარმოადგენს თ= 

VMემ)მე . სიმპლექსის ღია დაფარვას. რადგან Cთ კომპაქტურია, ლებეგის თეორემა დაფარვის 

შესახებ გვაძლევს უფლებას, ვთქვათ: არსებობს ისეთი §>0 რიცხვი, თ სიმპლექსის რომ 

ყოველი ქვესიმრავლე, რომლის დიამეტრიც ნაკლებია §>0 რიცხვზე, მოთავსებულია 

რომელიღაც V, სიმრავლეში და ცხადია არ გადაIკეეთს #, სიმრაელეს. 

1520. თეორემის თანახმად მოიძებნება ისეთი ნატურალური ! რიცხეი, რომ 

თ სიმპლექსის >»” ბარიცენტრული დაყოფის სიგანე ნაკლები იქნება §>0 რიცხვზე. 

აღვნიშნოთ » ოჯახის ყველა სიმპლექსის წვეროების სიმრაელე M -ით. ყოველი VXCV 
წვეროსათვის თ სიმპლექსის იმ წახნაგთა თანაკეეთა, რომლებიც შეიცავენ ამ წვეროს, 

წარმოადგენს თ სიმპლექსის წახნაგს, ანუ მას ექნება სახე: V,V,..V,. რადგან VC V, V, ..V,, 

ამიტომ თეორემის პირობის თანახმად მოიძებნება ისეთი / <, რომ V6|··||· 

თუ დავუშვებთ. რომ 7(V) =7, , მაშინ V სიმრავლეზე განვსაზღვრავთ ფუნქციას, რომელიც 

აკმაყოფილებს შჰერნერის ლემის პირობას. მაშასადამე მოიძებნება ერთი მაინც ისეთი 

სიმპლექსი თ = VV,...V„ C »', რომ IIV,)=I1, როდესაც 1 = 0,1,2,...,VI. ამგვარადღ V, C ” და მით 

უმეტეს თიო#, #08,, როდესაც I =0,1,2,...,M. 

რადგან თ = V,M,..X. დიამეტრი 2(თ) <თ მივიღეთ წინააღმდეგობა. მაშასადამე ჩვენი დაშეება 

იოწ რო ჩ. =0 არ ყოფილა სწორი. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა IM-21 (ბრაუერის თვორემა უძრავი წერტილის შესახებ). ყოველი ნატურალური » 
რიცხვისათვის და ყოველი უწყვეტი # :/” –+I” ასახვისათვის არსებობს ისეთი წერტილი 

XC)I”, რომ /(X)=X. 

დამჟტკიცება: ” კუბი მოთავსებულია C = VაV,..V, C #” სიმპლექსში, სადაც Vე =(0,0,...,0) 

კოორდინატთა სათავეში მოთავსებული წვეროა, V, =(M,”,0.0····0,0). რომ არსებობდეს 
”- ი, 

ისეთი უწყვეტი ასახეა / :/” ->/”, რომ 

#CX)#X.XC/”, მაშინ 7 :თ-> I“;··/··||.=·/· უწყვეტი ასახვისთეის, რომელიც არსებობს ტიტცეს 

თეორემის, და იმ ფაქტის ძალით, რომ ასახვა 7:0· –>I” უწყვეტია მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როდესაც უწყვეტია თ-+“-3/” M +I =,” კომპოზიცია, ადგილი ექნება მიმართებას 

7(I)=.I·;.I·60·. აქედაჩ გამომდინარე საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ ყოველი ·7:6 5თ 

ასახეისათვის არსებობს ისეთი წერტილი X6CVCთ, რომ _·/··(X) =X. 

ყრეელი XCVთ, წერტილისთეის 

X = 4ა(X)Vე + # (X)V, +...+ 2,(X)V, ,



1)ი 

სადაც 
რე(X)+ 6(X)+...+ 4,(X) = 14,(0>0,/ =0,IL....,#/. 

ცხადია ასევე 

#C%9) = 4-C/ 00)Vე +4 C/ (X))V, +...+ 2,(/(X))V, , 
სადაც 

4 C7 (X)) + 4, (/ C9) +...+ 2,(7C9) =1:2,(7 Cი) > 0,/ =0,1....,/. 
რადგან 4, და _7 ასახვები უქყვეტია, ყოველი / =0,I1.2,...,# ინდექსისათვის 

#, =(X6თ|4(/C)) <4C0) 
სიმრაელე ჩაკეტილია. ვაჩვენოთ, რომ (#); ოჯახი აკმაყოფილებს 15.22. თეორემის პირობებს. 

მართლაც, ვთქეათ V,V,..V„ წარმოადგენს თ სიმპლექსის რომელიმე წახნაგს და X6CV,V,..V,- 

მაშინ 

24.,(X)+#, (1 +...+4, (X) = 1;/1,| (X)>0,/ =0.L...,” 

და ადგილი აქეს: 

2, (/ (2))+ , (7CX9)) +...+2, C/ C9) < 2, C0+2,C09+..+2, 00 = 
უტოლობას. 

მაშასადამე, 4, (_;··(X)) < #, (X) ერთი მაინც 7/<# ინჯექსისთეის და მაშინ X C #, ამგეარად 

V,V, V, C / ს/#, თ...თჩ, და 1522. თეორემის ძალით #, 05#, რ,.ი#, «8. თუ X6C 

#ა (ა#ჩ# რ..იი#,, მაშინ #,:/ =0,I....,,/ სიმრავლეების განსახღერის ძალით 

4: C/ (X)) < ტ0(%) . 2 (/C%) < , CX,..., 2„C/C) < „Cი). 
მაგრამ MM და MX#4M ტოლობების გამო, 1,(_7(·!·”)) < 2·, (>):7 =0,1.2,...,# მკაცრ უტოლობებს 

ადგილი არ ექნება, მაშასადამე 

4:(7CX) = 2:(X) . 7,(7(X)) = #C2),..., 4,(/(X))= /,(ი0). +>+3>+ 
»,55# და ####X# ფორმულებიდან კი გამომდინარეობს, რომ ]···(X) =X. 

თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა #4-2#. ყოველი ნატურალური ” რიცხეისათვის /MI10#L” = /)1ძ#” =ძIი#” =#. 

დამტკიცება. როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ, ერთერთ მაგალითში, /IXVII” </1. თეორემის 

დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩეენოთ, რომ /II0/” >M-1. დაეუშეათ XIIXVII” <V-1, 

4, =((X,1C/” |X, =01 და78, = ((X,) C7” IX, =1). 15.15. თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ 

არსებობენი სეთი ღია სიმრავლეები: C, CLც...C,, რომ 

4 CV, CV, CI" V.8,,1=L2,..,7 #-C, ო MC, რ..ი#M-C, =68.
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განეიხილოთ ასახვა 

1 იიჩხ) ,1 „წ 
2 0600 MV,)+ 20 4) · 2 

აა თ I 
_ე“ : .უ --. XC71" VC, 

—_2—/7(1·,1··1·1],) +/200L8,) 2' 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ასე განსასღვრული /, :1” –>7ასახვა, სადაც. / 

ჩვეულებრივი მეტრიკაა /ჩ ევკლიდეს კუბში, უწყვეტია ყოველი 7 =1,2....,7/, ინდექსისათვის, 

ცხადია, 

,1 
# ·(ჯ)=ჩ·ყ···/·ო·):ო·/··(ვ··)=[იჯ· 

« და 9 9 ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ დიაგონალური ასახვა 

# = /ბ/.4...ტ/, :/ –>7” არ მიიღებს ”= (%,ჭ,···,%) CI” 

განვიხილოთ ასახვა §:I”' –>+7”, სადაც #(X) = X(C/(X-)) და # ცენტრალური პროექციაა 

I %ც1 სიმრავლისა » წერტილიდან /” კუბის საზღეარზე ანუ მ=·§|(·4,08·) სიმრავლეზე. 

ასახვა წ აკმაიყოფილებს §(/”) C 8პირობას და ასევე 9% 2 ფორმულებიდან მეორე და მესამის 

ძალით: დ(.4,) C 8,.§(8,) C 4, პირობებს. 

აქედან გამომდინარე §# ასახვას არ გააჩნია უძრავი წერტილი, ანუ არცერთი 

XC7” წერტილისათვის §(X) #X. ეს ფაქტი ეწინააღმდეგება ბრაუერის თეორემას უძრავი 

წერტილის შესახებ. მაშასადამე ჩეენი დაშვება, რომ /I/!” <7-1 არ ყოფილა სწორი. 

ამგვარად IIIVI" >IV-I. რადგან IMძI” >M#-I და IძI” <M, ამიტომ X#2თI” =#?. 

ძ <ი, IMI2! < MIძM”, აქედან გამომდინარე X#I2M” =77. 

რადგან M” სეპარაბელური მეტრიკული სიერცეა ამიტომ IVI2/ML” 

დამტკიცდა 
იმის გამო, რომ /III” =# და I” C #” ჩაკეტილი ქეესიმრავლეა, ამასთან ” სეპარაბელური 

მეტრიკული სივრცეა ადგილი ექნება ტოლობებს: 

IIIII” = /III” =ძსი7” =#V. 

იმის გამო, რომ /” C5” ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა, ამასთან 5” სეპარაბელური მეტრიკული 

= 1I10/II” =ძსიი ჯ” =#. თეორემა 

სივრცეა, ადგილი ექნება ტოლობებს: 

125 ” = #I05” =ძIი 5” =/7.
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ნაწილი 2 

დიფერენციალური გეომეტრია 

§1. ტოპოლოგიური და დიფერენცირებადი მრავალსახეობები 

ჰაუსდორფის ტოპოლოგიურ X სიერცეს, რომლის თითოეულ წერტილს გააჩნია ეგკლიდეს 

#ჩ, = =% =((%,X,,-.»X,) | X, C #,I =1,2,...,/) სივრცის რაიმე ღია ქეესიმრაელის ჰომეომორფული 

მიდაზო, ” განზომილებიანი ტოპოლოგიური მრწავალსახეობა საზღერის გარეშე ეწოდება. 

ხოლო, ჰაუზდორფის ტოპოლოგიურ სივრცეს, რომლის თითოეულ წერტილს გააჩნია 

ევკლიდეს #» = / =((%,X,,..-X,)C M IX,>0) ნახევარსივრცის რაიმე ღია ქეესიმრავლის 

ჰომეომორფული მიდამო » განზომილებიანი საზღვრიანი ტოპოლოგიური მრავალსახეობა 

ეწოდება აღნიშნეული C0CV,,0 C #M1 ლია ქვესიმრავლეებისაგან და თ:V-–>0 #:7”-–>0 

ჰომეომორფიზმებისაგან შედგენილ წყვილებს: (დ,0), (#,0) ლოკალურ რუკებს უწოდებენ აქ 
განსზღვრულ მრავალსახეობებზე, შესაბამისად, 

შემდგომ » განზომილებიან მრავალსახეობრბს აღენიშნაეთ ასე #/”,X#”,... 

ვთქვათ, M” წარმოადგენს ” განზომილებიანი ტოპოლოგიური მრავალსახეობას საზღერით, 

ეთქვათ, X C< M” ისეთი წერტილია ამ მრავალსახეობაში, რომ არსებობს ლოკალური რუკა 

(/,ბ). სადაც XCV და #(X)C ,, =((CX,X,,..X,)1X,=0) C ;. საზღვრიანი M” 
მრავალსახეობის ასეთი წერტილებისაგან შედგენილ სიმრავლეს ამ მრავალსახეობის 

საზღვარი ეწოდება. იგი აღინიშნება ასე: მM” ამ სიმრაელის წერტილებს მრავალსახეობის 

საზღვრის წერტილები, ხოლო #M/” სმ0II ” სიმრავლის წერტილებს მრავალსახეობის შიგა 

წერტილები ეწოდებათ. 

თეორემა II # განზომილებიანი საზღვრიანი #” მრავალსაზეობის მM/” საზღვარი V-I 
განზომილებიანი მრავალსახეობაა საზრვრის გარეშე. 

დამტკიცება: X C მ#M4” გთქვათ იგი ისეთი წერტილია ამ მრავალსახყობაში, რომ არსებობს 

ლოკალური რუკა (#,0), სადაც X6CV და #(X)C#, , =1(%,X,,..-X,) | X, = 01 C ჩე . განვიხილოთ 

სიმრაელე 4#4(M/)5ი#, ,. რადგან 4#(”) ღიაა #, -ში, ამიტომ #(/)(5#,, ღიაა M., სიერცეში. 

განვიხილოთ სიმრავლე # '(#(”)(ა#,»,)C მM” ეს სიმრავლე, იმის გამო, რომ # 

ჰომეომორფიზმია, #(M/) 0 #, , კი ღიაა ქვესიმრაელეა ხ,„, სიერცეში, ღია იქნება V-” 

ტოპოლოგიური სივრცის მM/'” ქვესიერცეში. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემაI12 თ'ე M'” საზღერიანი(სასღერის გარეშე) ტოპოლოგიური მრავალსახეობაა, მაშინ 
მისი თითოეული წერტილისათვის არსებობს მიდამო, რომელიც ჰომეომორფულია ეეკლიდეს 

ს (ს„) სივრცის. 

ჯამტკიცება: როგორც ვიცით, #,(#,) სიერცეში ღიაა ის C სიმრავლე, რომელის ყოველი 

9 < Cწერტილისთვის არსებობს ღია ბირთეი 8,, რომელიც მთლიანად შედის მოცემულ 

სიმრავლეში. როგორც ვიცით, ღია 8; ბირთვი ჰომეომორფულია #, სივრცის, ამიტომ ამ 

ბირთეში არსებობს ქვესიმრავლე, რომელიც ჰომეომორფული იქნება ჩ, სივრცის. ვთქვათ
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ახლა X C / ” და (I/.0)ისეთი ლოკალური რუკაა, რომ X6C” გაჩეიხილოთ ღია ბირთეი 

8,.,, C 60”). ამ ბირთვში ცხადია იარსებებს ისეთი ღია ქვესიმრაულე C“(0), რომელიც 

ჰომეომორფულია #.(#,) სივრცის და რომელიც შეიცავს #(X-) წერტილს. თუ განეიხილაეთ 

# '(C” X# '(0)) C M” ქვესიმრაელეს, დავინახაეთ, რომ იგი წარმოადგენს X C M” წერტილის 

ისეთ მიდამოს, რომელიც პომეომორფულია #.(#,) სიერცის. თეორემა დამტკიცდა. 

ეთქეათ. M” / განხომილებიანი ტოპოლოგიური მრავალსახეობაა საზღვრით, ან საზღვრის 

გარეშე. განვიხილოთ ამ მრავალსახეობის ორი ლოკალური რუკა:(L/,დ),(M/,0). ამ ლო კალურ 

რუკებს უწოდებენ # რიგამდე შეთანხმებულ რუკებს, თუ ასახვა: 

ჟით" I«ყიო: V (5XV) – ჩ (ჩ,) 

L რიგამდე უწყვეეტად წარმოებადია. 

ვთქვათ, მოცემულია M” ტოპოლოგიური მრავალსახეობის ლოკალურ რუკათა ოჯახი: 

(Cს.თ,)). თუ ეს ისეთი ოჯახია, რომ [;M/·, = M” და ამ ოჯახიდან ამორჩეული ლოკალურ 

რუკათა ყოველი წყვილი: (LI,. C,, ),(!/ფ,თფ) # რიგამდე შეთანხმებულია, მაშინ მას M” 

ტოპოლოგიური მრავალსახეობის C! კლასის დიფერენცირებად ატლახსს უწოდებენ. 

M' ტოპოლოგიური მრავალსახეობის C' კლასის დიფერენცირებად ორ ატლასს უწოდებენ 

ეკვივალენტურ ატლასებს, თუ მათი გაერთიანებით მიღებული ატლასი ასევე C' კლასის 

დიფერენცირებად ატლასიი 

M/,” ტოპოლოგიური მრავალსახეობის ატლასების ეკევივალენტობის კლასს ამ 

მრავალსახეობაზე C" კლასის დიფერენცირებად სტრუქტურას უწოდებენ, ხოლო 

M” ტოპოლოგიურ მრავალსახეობას C' კლასის დიფერენცირებადი სტრუქტურით C' 

პკლასის ი განზომილებიან დიფერენცირებად მრავალსახეობას უწოდებენ. 

თუ #=თ მაშინ ასეთC“” კლასის ” განზომილებიან დიფერენცირებად მრავალსახეობას 

გლუვი მრავალსახეობა ეწოდება. 

L რიგამდე უწყვეტად წარმოებად ასახეებს C,, 2Cთ,, 'I ი, ე:თ,,(V ოX) -> ნ1(6,). ერთი 
ლოკალური რუკიდან მეორეზე გადასვლის ასახვები, სხვანაირად, ლოკალურ რუკათა 

შეცელის ასახვები ეწოდებთ. ამ ასახეათა იაკობის მატრიცია: 

მ(თ,, 9თ;') 

რგრ [?]@ თ' 
სადაც C, (X) = (%,X,-„X), XC V, რ',. მისი დეტერმინანტს: |M,,,, (X) 

დიფერენცირებადი სტრუქტურის იაკობიანი ეწოღება მრავალსახეობის X C #” წერტილში. 

რადგან თ, ჰომეომორფიზებია, ამიტომ MC,·, (XI#0. 

C' კლასის ” განზომილებიან დიფერენცირებად მრავალსახეობას უწოდებენ 

რრიენტირებულს. თუ 

ვთქვათ, მოცემულია ” განზომილებიანი #” და ” განზომილებიანი L" 

M·,··| (·I·)| >0 ყოველით,,თ, ინდექსებისათვის.
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C' კლასის დიფერენცირებადი მრავალსახეობები. 

M”“ მრავალსახეობის L” მრავალსახეობაში C" კლასის დიფერენცირებადი ასახვა 

#/:M,პ3§X» 

ეწოდება ასახვას, თუ C“ კლასის დიფერენცირებადი ატლასთა ნებისმიერი წყვილისათვის: 

((C.,თ,)), (((”.0ე))), სადაც L((V,,დ,)ჯატლასია M” მრავალსახეობასე და ((Mა,4,)) 

ატლასია L” მრაეალსახეობაზე, ასახვეა 

#,9 / 9დ :0,(/ '(/,უ)ლV,) -> ჩ/(ჩ,) 
თ, (/ 'ი)ო სC,) 

C' კლასის დიფერენცირებადი ასახვაა, ანუ მას გააჩნია # რიგამღე უწყვეტი წარმოებული. 

თუ M” და L გლუვი მრავალსახეობებია, მაშინ / : #” –> L” ასახეას ეწოდება გლუვი 

ასახეა, თუ 

რ,ი/9რ0; . . ” ი,(/ 'ძი)როფ.) 
ასახვა წარმოებადია ჩნებისმიერ რიგამდე. 

თუ M”დაჯL” გლუვი მრავალსახეობებია, მაშინ გლუვ ასახვას / : M” -> ” ეწოდება 

დიფეომორფიზმი თუ / პომეომორფიზმია და /“ ' ასევე გლუვია. 

თუ არსებობს დიფეომორფიზმი / :#M” -> #”. მაშინ M”და L” გლუვ შრავალსახეობებს 

დიფეომორფული მრავალსახეობები ეწოდებათ. 

ცხადია დიფეომორფული მრავალსახეობების განზომილებები ერთმაჩეთს ემთხვევა, ანუ 

) = V. 

გლუვი მრავალსახეობის მაგალითებია: ევკლიდეს სივრცე #,, ამ სიერცის ღია 

ქეესიმრავლეები. ეთქეათ (V.,თ,) ლოკალური რუკაა #” მრაეალსახეობახე. თ.: –>C. 

ასახვას C. C M” სიმრავლეში შეაქვს კოორდინატთა ერთი ფიქსირებული სისტემა 

X XI,-.:X2. ვთქვათ, ახლა (V,.თ,) მეორე ისეთი ლოკალური რუკაა M” მრავალსახეობაზე, 

რომ V. ი C, #6C, სადაც 0 ცარიელი სიმრავლეა. 

ანალოგიურად წინა შემთხვე>ვისა %;I :L, —)ეჟ ასახვას შეაქვს კოორდინატთა ერთი 

ფიქსირებული X” XX ,...,X/ სისტემა L, C M/” სიმრავლეში. ამგვარად CV, რ CV C სიმრავლეზე 

გეექნება კოორდინატთა ორი სხვადასხეა სისტემა. 

(L..თ,) ლოკალური რუკიდან (V,,თე) ლოკაკურ რუკაზე გადასვლის ასახვა 

= 
დ, 9% თ.(V, ოC) 

განსასღვრავს კოორდინატთა ამ სისტემებს შორის ურთიერთდამოკიდებულებას. 

ეს ურთიერთდამოკიდებულება ასე გამოისახება: 

XC = XICX/,XI,-.,X2), X7 =X CC5 X7,..5X2),
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წ.) X2 = X9(X/,XI....X2), X =XI CX XV.....X2), 

X =X-(X”,X,...,X7I), X =X/CXI, X2,....X2). 

კოორდინატთა ამ გარდაქმნების იაკობიანები XC M#M” წერტილში არანულოვანია: 

გა” ს რთყო» მX/ IIიყოი 
, #0, L #0, 

[მ%” ]ო(*) [ვ;; ]თ.(::) 
სადაც ! სტრიქონების და / სვეტების ინდექსებია. 

ვთქვათ, (L/,,თ,) და (V,,თ,) ლოკალური რუკებია M” დიფერენცირებად 

მრაეალსახეობაზე, XC V, რLს,. M' დიფერენცირებადი მრავალსახეობის მხები ვექტორი + 

წერტილში ეწოდება » ეექტორს, რომლის «; ,65; ,-ს6, კოორდინატები (V.,თ,) ლოკალური 
რუკით C,, C, სიმრავლეზე განსაზღვრულ კოორდინატთა X, „ X ,-. X, სისტემაში 

გამოისახება იგივე L ვექტორის6/,47,...,6/ კოორდინატებით (V,,დთ.ე) ლოკალური რუკით 

იგივე V, რი0,ც სიმრავლეზე განსაზღვრულ კოორდინატთა X” , XV,..,X/ სისტემაში 

შემდეგნაირად: 

დ“ 2; ;·”· 

ჩ 

22 ჯ·ჯ·· 

“ 2# 24 
ჯ= 2X, IX 

ასეთ ვექტორთა ერთობლიობა 7.M” ცხადია ჩაკეტილია ვექტორთა შეკრებისა და ეექტორის 

რიცხეხე გამრავლების ოჰერაციების მიმართ. ამიტომ ეს ერთობლიობა წარმოადგენს ” 

გაჩზომილებია წრფიე სივრცეს, რომელსაც #M” 

დიფერენცირებადი მწავალსახეობის XC M” წერტილში მხები სივრცე ეწოდება. 
ვთქვათ, ახლა ჯ# :M” ->#" რაიმე გლუვი ასხეაა M” გლუევი მრავალსახეობისა 

L" გლუვ მრავალსახეობაში, ((V„,თ,)) და ((M/,,ძე)) კი გლუვი ატლასები ამ 

მრაეალსახეობებში. იაკობის მატრიცი: 

მ(ძ4. ი / ით“! 

“·,·(:)=[%·M]@ ფ ო5/'რაის, 
წარმოადგენს M#X/7 რიგის მატრიცს და განსაზღერავს წრფივი სივრცეების 

ძ:IM' +1 L წრფიე ასახვას, მას / :M” –>I” ასახეის დიფერენციალი ეწოდება.
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გლუე ასახვას / :M ” –> V, უწოდებენ იმმერსიას. ანუ M” გლუვი მრაეალსახეობის გლუვ 

ჩაძირვას X C M' წერტილში, თუ 0ძ/ :7,M” -–>7,,ეL" მონომორფიზმია. ცხადია იმმერსიას 

ადგილი ექნება იმ შემოხვევაში, როდესაც M < # და M (X) მატრიცის რანგი ტოლია #V-ის. 

გლუე ასახვას / :M” -> L” უწოდებენ სუბმერსიას X C M” წერტილში, თუ 

მ/ :7.M” -3 ცც ეპიმორფიზმია. ცხადია სუბმვრსიას ადგილი აქეს იმ შემთხვევაში, 

როდესაც #=>M და X,„(X) მატრიცის რანგი ტოლია V -ის. 

#:M” -> L ასახვას უწოდებენ იმმერსიას(სუბმერსიას) თუ იგი იმმერსიაა(სუბმერსიაა) M7 

მრავალსახეობის თითოეულ წერტილში. 

გლუგ» მრავალსახეობას ეწოდება ” გლუვი მრავალსახეობის ქვემრავალსახეობა, თუ 

სიმრავლურად ჯ” C M”C და იგივური ჩადგმა 1:#” –> M” იმმერსიაა ყოველ ჯC L” 

წერტილში. 
თეორემა 17 თუ / :M ” –>+ M”, ფ:V” –>M, სჩ:M" -> L გლუვი ასახვებია, ამასთან 

M=899 / , მაშინ ი7=ძიიძ/ 

დამტკიცება: მართლაც, ეთქვათ: (C,თ), (V/,9), (M/,§) ლოკალური რუკებია M”, M”, წჩ. 

მრავალსახეობებზე, შესაბამისად; ამასთან /(V1CV” და 9(/)CM ევთქვათ: ·წ. §, ჩ 

ასახვები წარმოადგენენ #, §, # ასახეებს ლოკალურ კოორდინატებში. ვთქვათ, ასევე: ?CC, 

#XC)=ძCV »X=V%(). »X=7ლ0), 9=4''0/). 2=M(X = #(C(Cი). 
რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის გამო: 

[%(*—·)] ი. [%]” ·[ჭ—:]” 

C, 
ძჩ ასახეას განსაზღვრავს ·6(4)- მატრიცი, ძწ ასახვას- | ––“ | მატრიცი, ხოლო “ 

მს /ი მ·?] 4# 

ასახვას: [3—·2—)!9 მატრიცი, მაშასადამე ძM=ძი9-ძ/ თეორემა დამტკიცდა. 

ახლა განვიხილოთ გლუვი მრავალსახეობის ერთი მაგალითი: # განზომილებიანი 

არაგადაგვარებული ზედაპირი M განზომილებიან ევკლიდეს ხ, სიერცეში ეწოდება მის 

წერტილთა იმ ერთობლიობას, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ შემდეგ 

განტოლებებს: 

ჩ(0ი-C,.აX,)=0, 

წიბლულუს 

];·-I (XI!IM····X") = 0!
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სადღაც 1<#<#M-1. ,- = ს2....M-# გლუვი ფუნქციებია და [ჭ] მატრიცის თრანგი 
7 7/=ი:/59 » 

ზედაპირის ყოველ წერტილში ტოლია # – # -ის. 

თეორმეა L4 თუ უკანასკნელი განტოლებათა სისტემით მოცემული ზედაპირის ნებისმიეჯ 
ს.სთყიმი 

XCC.X....X,) წერტილში [ჯ] მატრიცის რომელიმე მინორი 7 #/. -I.-, · რომელიც 
; IX 

შედგებ= 7 /:,---. / ა ნომრის სვეტებისაგან განსხვავდება ნულისაგან, მაშინ ეს ზედაპირი 

თარმოადგენს L განზომილებიან გლუე მრავალსახეობას. 

ღამტკიცება: რადგან „,, ,, მინორი ნულისაგან განსხეავებულია. თუ გამოვიყენებთ 

მათემატიკური ანალიზში ცნობილ არაცხადი ფუნქციის შესახებ თეორემას და გამოესახავთ 

X,,X,.-X,, (ვვლადებს დანარჩენი ცვლადების საშუალებით მივიღებთ: 

», =Cთ, CV, .-» X) 

I|ჯ = 9,2(.?"),2····!)·[·)· 

I/··· =0„—*()I|,)|:,....,))*); 

სადაც ცელაღთა სისტემა ». X#,...X. მიღებულია ცელადთა X,X,..+X, სისტემიდან 
X,,X, - აX, , ცელადების ამოღებით, ხოლო ფუნქციები თ,,! = 1,2....,/7 – # გლუვია. 

განეიხილოთLI,,, ,, იმ წერტილთა ერთობლიობა, რომელშიც მინორი 7,, ,, განსხეავდება 

ნულისაგან, რადგან ეს მინორი თაეისი არგუმენტის გლუვ ფანქციას წარმოადგენს, ამიტომ 

განხილული სიმრავლე ღიაა. « ტოლობებს ცხადია, ადგილი აქვს L,, ,, სიმრავლის ყოეელ 

L წერტილში. ასეთი სიმრაელეების ოჯახი, იმის გამო, რომ [ 

წ 

] მატრიცის რანგი 

/=1,ი:/= ი 

ყოველ წერტილში ტოლია # –# -ის, ფარავს ჩვენ ზედაპირს. 

განვიხილოთ მეორე სიმრავლე V/,,, „ ,, რომელიც შედგება იმ წერტილებისაგან 

რომელზედაც , მინორი განსხვავებულია ნულისაგან. როგორც ზსემოთ 
ს 

შეგვიძლია დავწეროთ 
X,, =#0(2,,2ე,..-,2L), 

»,, = 6(2,, 2),--» 2 » 

X:·_· =ტ”–*(2|,2:,···.,2ჯ); 

სადაც ცვლადთა სისტემა 2,,2),.-» 2 მიღებულია ცვლადთა X,X,...X, სისტემიდან 
X, X სX,, (ქქლადების ამოღებით, ხოლო ფუნქციები 0,,! = 1,2,...,MV – # გლუვია.
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თუ C,, ,, (აCV., „,, #0, მაშინ ამ თანაკვეთაზე გვაქვს კოორდინატთა გარდაქმნის(ერთი 

ლოკალური რუკიდან მეორეზე გადასვლისგადასელის) 

ფუნქციები (») ->(2) და (2) – (») 
X,=2(=X,), 

2 2 (= X/”I—I)” 

%()”I·–V”···I–V*) =2, ( ჯ, » 

»,= 2,·,·1(= X],··I)· 

X =2, '=% 

)|:|—I = რ! (11! 2ევა2, )(= X·I·| )·, 

X =2, (= % )* 

X 5=2,(=X%.); 

სადაც 1< /, <§, < / <8§ე < 7 <.... 

ჩხადია, ეს გადასელის ფუნქციები ურთიერთშექცევადია, და შესაბამისი იაკობიანები, ამის 

გამო ნულისაგან განსხვავებულია. თეორემა დამტკიცდა. 

ადვილია, აღნიშნული იაკობიანების გამოთელაც: (»7) –>(2) გაღასელის იაკობიანი იქნება: 

მეჭა..3, , 

·10·)–·[:) =1 
წეუღლ= 

ხოლო, (2) –>(7) გადასელისა: 

V, . , – + " ჩენს ოუსცცე =% · 
მემღ.. 3.-, 

შენიშენა: ჩეენ განვიხილეთ ისეთი ზედაჰირი რომლისთვისაც 

[ჭ] მატრიცის რანგი ყოველ წერტილში ტოლია ” –#-ის. შეგვეძლო განგვეხილა 

7 7/9),ი-#/5ს 
ის შემთხეევაც, როდესაც ამ მატრიცის რანგი რაიმე წერტილში არ არის M-#-ს ტოლი, 

მაშინ ასეთ წერტილს ზედაპირზე განსაკუთრებული წერტილი ეწოდება, ხოლო ხედაპირს- 

განსაკუთრებული ზედაპირს მოცემულ წერტილში. თუ ზედაპირზე განსაკუთრებული 
წერტილები არ არის, მაშინ ამ ზედაპირს არაგანსაკუთრებული ზედაჰირი ეწოდება. 

სედაჰირის, როგორც მრავალსახეობის მხები ვექტორი მის რაიმე X წერტილში არის ისეთი 

ქექტორი, რომლის კოორდინატებიც ერთი ლოკალური რუკიდან მეორეზე გადასელისას 

იცვლებიან შემდეგნაირად: 

§9=9 % C,,=12, . 
V, » 351 /
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0 V #% 
განვიხილოთ ყექტორი (ჯ%,–# —V—:· გოვ ),7 = 1,2,..ს)M-–# და მისი სკალარული ნამრავლი 

1 V- 

ერთერთ მხებ ვექტორთან. თუ 6 ,6;,.»6, ამ ქექტორის კოორდინატებია პირველი ლოკალური 

რუკით განსაზღვრულ :., 5;,.-+2/ კოორდინატთა სისტემაში, მაშინ ეს ვექტორი შეგვიძლია 

ჩაევთვლოთ #” ის იმ ელემენტად, რომელიც მიიღება X X:,--»X, ეექტორიდან X,X,სც5X, , 

კოორდინატების ამოღებით და მათ მაგივრად ნულების ჩაწერით, ხოლო დანარჩენი 

კოორდინატების შესაბამისი სიმბოლოების შეცვლით თ, 8 ,...56 სიდიდეებით ინდექსთა 

ზრდის შენახვით განსაზღვრული შესაბამისობით. ასეთ შემთხვევაში სკალარულ ნამრაელს 

ექნება სახე: 

იმ ღლმ% თ, , 
ჯ#” —ჯ·ჯმ”ზ· თ, თი 

სადაც X.).-.--#”, მეორე ლოკალური რუკის კოორდინატთა სისტემაა, ხოლო #7,87....,6; 

მოცემული მხები ეექტორის კოორდინატები ამ სისტემაში. 

თუ 2, სიმბოლოს შევცვლით X, სიმბოლოთი და ჩაეთვლით, რომ 

X, =2,,X, =2,,.აX,, =2,, გვექნება: 

L ჟ; _ C) ვ/; 

20=2.4C 
თუ #, სიმბოლოს შეეცელით X, სიმბოლოთი და ჩაეთვლით, რომ 

ს - » მ ” მ - 

. ა . . _ . გეექნება: 2—·561; ჯ = 2—·/; ჯ)· · ანუ2—·/; (·6; —§|” ) =0. ვექტორი 
20 49 -, 

(% ჭ·.··.?@), საზოგადოდ არანულოვანია, ამიტომ ნულის ტოლია 
თი თი '>X, 

(წ -წ C 6 ა5 ) ვექტორი, რაც ნიშნავს, რომ 
6 =6C: რაც არ შეიძლება, რადგან #”,6”,! =1,2,...,/ სხვადასხვა ლოკალური რუკებით 

განსახღვრული კოორდინატთა სისტემის კოორდინატებია ზედაპირზე, როგორც 

მრავალსახეობაზე. აქედან გამომდინარე, ჯ;—·/·;ჰ; =ჯ·;4]§; =0. 

ახლა, თუ ერთ შემთხვევაში X, სიმბოლოს შევცელით 2, სიმბოლოთი და მეორე 

შემთხეჟვაში #, სიმბოლოთი, მიეიღებთ, რომ ზედაპირის მხები ვექტორები უნდა 

აკმაყოფილებდნენ შემდეგ შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემებს: 

ა3 V ჯ =0,I/ =L2,..,M-#, 
/#5=) 02] 

2—?4·5,” =0,7 = 1,2,...,M – #. 
3151 წ
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პირიქით, თუ ვექტორის კოორდინატები ამ განტოლებათა სისტემებს აკმაყოფილებენ, მაშინ 
ცხადია, ამ კოორდინატებს შორის არსებიბს ღამოკიდებულება: 

2·9”, 2;2 2·?/" 
/ 02 25I 51 02 ოწიი 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

): 97 512,აჩ. 

განეიხილოთ VM/” მრავალსახეობის მხები სიბრტყე 1M”" 

მის რაიმე XC M" წერტილში. ვთქვათ L =(0,46,,0,,..,6,) კოორდინატთა სისტემა, ანუ 

არაგადაგვარებული რეპერია ამ მხებ სიბრტყეში. როგორც ვიცით, ყოველი ორი ასეთი 

რეჰერი L,,I, ერთმანეთთან და კავშირებულია წრფიევი არაგადაგვარებული გარდაქმნით: 

7, = 41უ 

სადაც 4 არაგადაგეარებული მატრიცია. თუ ამ მატრიცის |.4|) დეტერმინანტი დადებითია, 

მაშინ ამბობენ, რომ რეპერები ერთნაირი ორიენტაციისაა. თუ | 4I<0, მაშინ-ერთმანეთის 

საპირისპირო ორიენტაციის. ცხადია მრავალსახეობის თითოეულ XC M” წერტილში გვაქეს 

მხები რეპერების ორი კლასი, თითოეულ მათგანში შემავალი რეპჰერები ერთნაირი 

ორიენტაციისაა. 

რამდენადაც 71,MI” სიერცის თითოეული რეპერი ჯ წერტილიდან შეიძლება უწყვეტად 

გადავიტანოთ ამ წერტილის მახლობელ რომელიმე წერტილში, ამიტომ შეგეიძლია 

ეილაპარაკოთ რეპერთა ორიენტაციის კლასების უწყვეტ დამოკიდებულობაზე 

მრახალსახეობის წერტილებთან. 

ახლა განვიხილოთ მრავალსახეობათა ორიენტირებ··]ლობის მშეორე განჩსაზღვრება: 

მრავალსახეობას ეწოდება ორიენტირებული, თუ მის ყოველ წერტილში არჩევლია რეპერთა 

ორიენტაციის ისეთი კლასები, რომ წერტილებსა და რეპერთა ორიენტაციის კლასებს შორის 

შესაბამისობა უწყვეტია. თუ მრავალსახეობის ყოეელ წერტილს შეიძლება უწყვეტად 

შევუსაბამოთ რეპერთა ორიენტაციის კლასი, მაშინ მრავალსახეობას ორიენტირებადი 

მრავალსახეობა ეწოდება. 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ადრე მოყეანილი განსაზრღერება მრავალსახეობის 

ორიენტირებულობისა ეკვიეალენტურია ახლახანს მოყვანილი განსაზღერებისა. 

მართლაც, თუ მრავალსახეობა ორიენტირებულია პირეელი განსაზღერებით, მაშინ მის ყოეელ 

XCM”" წერტილში მაორიენტირებელი რეპერად ჩაგთვალოთ ის რეპერი, რემელის 8|=,C;·,·.··, 65 

ეექტორებიც წარმოადგენენ იმ (V,თდ) ლოკალური რუკის 2,,2,,.,)2, საკოორდინატო ღერძების 

ორტებს, რომელშიდაც მდებარეობს » წერტილი. რადგან ამ შემთხეევაში გადასვლის 

ფუნქციების იაკობიანი დადებითია, რეპერი, რომლის ეექტორებიც წარმოადგენენ მეორე 

ლოკალური რუკის (V/,0),XCCVროV” #,7..», საკოორდინატო ღერძების ორტებს: 

067,6; ,..–6: პირველი რეპერის ორიენტაციისაა. ეს კი ნიშნავს, რომ მრავალსახეობა 

ორიენტირებულია მეორე განსაზღერებითაც. 

ვთქვათ, ახლა მრავალსახეობა ორიენტირებულია მეორე განსაზღვრებით, აჩუ 
მრავალსახეობის თითოეულ X წერტილში დაფიქსირებილია რეპჰერთა ორიენტაციის კლასი,
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ისე, რომ შესაბამისობა უწყეეტია. განეიხილოთ ჯ წერტილის საკმარისად მცირე § მიდამო 

და ამ მიდამოში შევიტანოთ ისეთი კოორდინატები 2,.2ე...., 2,, რომ 2,,2;....,2,„ 

საკოორდინატო ღერძების ორტე·ბისაგან შედგენილიჯეე·!ტორთა 6 ,62,-...6- სისტემა 

წარმოადგენდეს იგიეე ორიენტაციის რეპერს როგორიცაა ჯ წერტილის 8 მიდამოს ყოეელ 

წერტილში დაფიქსირებული მაორიეჩტირებელი რეპერები. ასეთი მცირე § მიდამო არსებობს, 

რადგან მრავალსახეობის წერტილებში დყფიქსირებული რეპჰერთა მაორიენტირებელი კლასები 

უწყვეტად არიან დამოკიდებული ამ წერტილებზე, თუ მრავალსახეობის ყოველ წერტილს ამ 

წესით დავუკაეშირებთ საკოორდინატო სისტემებს, მაშინ ვინაიდან მრაეალსახეობის ყოველ 

წერტილში არჩეული კოორდინატთა სისტემის ორტებისაგან წარმოდგენილი რეპერი იგივე 

ორიენტაციისაა რაც მაორიენტირებელ რეპერთა კლასში შემავალი რეპერები. მივიღებთ 

მრავალსახეობის დაფარეას ისეთი ლოკალური რუკებით რომელთა გადასველის იაკობიანები 

დადებითი იქნება. ამგვარად დავამტკიცეთ ის რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 
თეორემაL. არაგანსაკუთრებული გლუვი ზედაპირი M' განსაზღვრული“? განტოლებათა 

სისტემით ი განზომილებიან სივრცეში, წარმოადგენს ორიენტირებულ გლუე 

მრავალსახეობას. 

დამტკიცება: განეიხილოთ ასეთი ზედაპირის, როგორც მრაეალსახეობის რაიმე ჯ წერტილში 

მხები სივრცის L =(0,0,,6,,..,6,) რეპერი. ცხადია ” ეექტორისაგან შედგენილი სისტემა: 

ჩ =(0,.6,,...6, , 7 0ძ/,, 709 ,.... 9709 ,) წრფივად დამოუკიდებელია, მართლაც სისტემები 

0 .წე....6, . C700 “ძძ/,,..... 7 იძ,, , 

ცალცალკე წრფივად დამოუკიდეგელია და როგორც ზემოთ ვნახეთ 6,,7 =1.2...,#, 

დ-იძ/,/ =1.2..,M-# ვექტორებისაგან შედგეჩილი წყვილები ურთიერთორთიგონალერია. ეს კი 

ნიშნავს მთელი სისტემის წრფივად დამიეკიდებლობას. დავაფიქსიროთ #M " “ხედაპირის 

თითოეულ წერტილში მხები რეჰერების ორიენტაციის კლასი ისე, რომ 

დ =(6,.6.....6, , 97M0/, . 7-0ძ!,,.... §70ძ/, ) ეექტორებით Vარმოდგენილი რეპერის ორიენტაცია 

ემოხვეოღეს 8, სიერცის სტანდარტ'ელ (C,C.6....,6,) რეჰპერს. ცხადია, ეს კლასიები ცხაღია, 

უწყეეტადა დამოკიდებული შესაბამის წერტილებზე. თეორემა დამტკიცდა. 

მაგალითი: განეიხილოთ X? +X7 +...+X2, =1 განტოლებით განსაზღერული # 

განზომილებიანი ზედაპირი 7+1 განზომილებიან #,,, ეეკლიდეს სივრცეში რომელსაც ” 

განზომილებიანი სფერო ეწოდება. იგი აღინიშნება ასე: 5” 

ცხადია, ეს სედაჰირი არაგანსაკუთრებულია, და ამიტომ ორიენტირებადია. 

შევიტანოთ სფეროზე ლოკალური კოორდინატები, ეთქვათ V „ წარმოადგენს არეს 45” V(V) 

სფეროზე. სადაც M ისეთი წერტილია სფეროზე რომლის კოორდინატები #,,, სივრცეში 

დაფიქსირებულ კოორდინატთა სი"სტემ·აში 0,0,...,0,1 -ია, ხოლო, V წარმოაღგენს 8”X(8)№····]II· 

C4) 

სადაც § წერტილია სფეროზე კოორდინატებით 0,0,...,0,–1. ეს არეები ·ცხადია ფარავენ სფეროს 

” 

და ზარმოადგენენ ღია სიმრავლეებს შევიტანოთ VI„ არეში ლოკალურ კოორდინატთა სისტემა
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წალ ლუ რიმელიც მიიღება მისი წერტილების პროექციით X,.) =0 განტოლებით 

განსასღვრულ სიბრტყეზე #,,, სიერცეში ეგრეთწოდებული სტერეოგრაფიული პროექციის 

დროს. ასეთი პროექციის დროს L„ არის X» წერტილს შეესაბამება »,,, =0 განტოლებით 

განსასღვრულ სიბრტყეზე მდებარე ის M(») წერტილი., რომელიც მდებარეობს M წერტილზე და 

» წერტილზე გამავალი წრფის აღნიშნულ სიბრტყესთან გადაკვეთით. სწორედ ამ წერტილის 

კოორდინატები უნდა მივიღოთ » წერტილის ლოკალურ კოეფიციენტებად L არეში. 

ანალოგიურად შეიძლება შევიტანოთ ლოკალური კოორდინატთა V, , ) ,-») , სისტემა V, 

არეშიდაც, თუ V წერტილს შევცელით § წერტილით. 

X წერტილის შესაბამის წერტილები: 

M0ი = C/ (X), XX); ,.--;X» (X)) , 5(>) = CV (X),X2X)?,..., V; (X)) 
შესაბამისი სტერეოგრაფიული პროექციების დროს, »,,, =0 სიბრტყეზე მდებარეობენ სფეროს 

ცენტრიდან გამომავალ ერთ და იმავე სხიეზე. ამასთან 17(.;3· ჯ(?ჯ რადიუსვექტორების 

სიგრძეები აკმავოფილებენ ტოლობას: |№||№I=I ამის გამიო, ერთი ლოკალური 

კოორდინატებიდან მეორეზე გადასვლის ფუნქციებს ექნება სახე: 

§ )I” 
) = “ _ 

20 
L=I 

ა" სფერო X#, „ სივრცეს ყოფს ორ თანაუკეეთ ნაწილებად: ეს ნაწილები შედგება #,,., 

სიერცის იმ წერტილებისაგან რომლის კოორდინატები ევკლიდეს მოცემულ სიერცეში 

დაფიქსირებულ კოორდინატთა სისტემაში აკმაყოფილებენ უტოლობებს: 

X +X, +..+XI, –1<0, X2 +X2 +...+X2ე –1>0, შესაბამისად. 

ბმულ # -1 განზომილებიან ქვემრავალსახეობას ევკლიდეს #, სივრცეში უწოდებენ 

ორმხრივს თუ მის ყოეელ წერტილში არსებობს მხები სივრცის ვექტორების გონალური 

მექტორი ” ვექტორულ სიერცეში და წერტილების და ვექტორების ეს შესაბამისობა 

ცალსახაა და უწყვეტი. 
ასეთ ქვემრავალსახეობას სხვანაირად ორმხრივ ჰიპერზედაპირს 'უწოდებენ. 

,1 =1,2,...,/1. 

თეორქმა 16. ორმხრიეი M ჰპიპერზხედაპირი ჩ, სიერცეში ორიენტირებადია. 

დამტკიცება: ეთქვათ, » ერთეულოვანი ნორმალია ორმხრივ ჰიპერზედაპირის რაიმე X<C M 

წერტილში. განვიხილოთ 7,M სიერცის ისეთი რეჰერის განმსაზღვრელი ვექტორთა სისტემა 

” =(რ,6ე,..,6,)) რომლის ორიენტაცია ისეთია, რომ ვექტორთა L =(6,6,...,6,,,') სისტემით 

განსაზღერული რეპერი იგივე ორიენტაციისაა როგორი ორიენტაციისაც არის #, სივრცის 

სტანდარტ ული რეპერი. ამგეარად ჰიპერზედაპირის წერტილებს უწყვეტად შევუსაბამეთ 

რეპერთა ორიენტაციის კლასები. რაც ნიშნავს ზედაპირის ორიენტირებულობას. თეორემა 

დამტკიცდა. 
განვიხილოთ გლუვ მრავალსახეობათა რამოდენიმე მაგალითი;
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ნ”! სივრცის ეექტორებს შორის შევიტანოთ ეკეივალენტობის მიმართება: XC»/, თუ V= ჯ. 

ამ ეკვივალენტობის მიმართებით განსაზღვრული კლასების სიმრავლე აღვნიშნოთ IVI"" -ით და 

ვუწოდოთ მას » განზომილებიანი პროექციული სივრცე. ამ სივრცეში ტოპჰოლოგიურ 
სტრუქტურად თელიან ს” " სიერციდან ინდუცირებულ ფაქტორტოპოლოგიურ სტრუქტურას. 

ცხადია #/”"" სივრცე შეიძლება გავაიგივეოთ #,,, სივრცეში დაფიქსირებული კოორდინატთა 

სისტემის სათავეზე გამავალი წრფეების სიმრაელესთან. 

ყოველი ასეთი წრფე გადაჰკვეთს §” სფეროს, რომლის ცენტრიც კოორდინატთა სათაეეში 

იმყოფება, ორ სხეადასხვა დიამეტრალურად მოპირდაპირე წერტილში. აქედან გამომდინარე, 

#” სიმრავლე შეიძლება გავაიგივეოთ 5” სფეროს დიამეტრალურად მოპირდაპირე 

წერტილთა წყვილების სიმრავლესთან. სხვანაირად, შეიძლება ითქეას, რომ / სიმრაელე 

მიიღება 5” სფეროდან დიამეტრალურად მოპირდაპირე წერტილების გაიგიევებით. 

შევიტანოთ დიფერენცირებადი სტრუქტურა #””' პროექციულ სიერცეში. 

განვიხილოთ L,, C M არე, რომელიც შედგება ვექტორთა იმ კლასებისაგან რომელთ « 

ნომრის კოორდინატიც ტოლია შეეიტანოთ ამ არეში ლოკალური კოორდინატები: 

ჯქ,ჭ·; = !!1,···,.[; = 2ი 
ე ძ « 4 , 

ასეოი L,,0 =1.2,...,M#+1 არეები ფარავეჩ მთელ პროექციულ სივრცეს. 

L, არეში გვექნება 

XI = ·“—··.;·; =·"7—·|.····X: = M,.„.X" =2-) 
2, ” 7, ;, 

კოორდინატები. 

V, არეში გვექნება 

კოორდინატები. 

არეთა CV, რV; თანაკეეთაზე კი გვექნება გადასვლის 

Cი,ი X,) -> XX X,) 
ფუნქციები: 

1 » X% 3 2 29 2 _795 2 » =--,X2 ==5+,X = .)% 
აეუ აა 

' 
C7 . 

) 
ამ გადასელის ფუნქციათა იაკობიანი იქნება:
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( 1_ 
(X)” 

_ % 1 რომმო ა–I 0 

-% 0100 01- 1. 
(ჯ:): X|| ··········· (XI·)”· 

ანალოგიურად შეიძლება მივიღოთ გადასელის ფუნქციები სხვა L,,(+V, თანაკვეთებისთევის. 

მრავალსახეობას ეწოდება კომპაქტური მრავალსახეობა თუ იგი კომპაქტურია, როგორც 
ტოპოლოგიური სივრცე. 

კომპაქტურ მრავგალსახეობას საზღვრის გარეშე, ჩაკეტილი მრავალსახეობა ეწოდება. 

თეორემა #7. ყცოველი კომპაქტური გლუვი M” მრავალსახეობა გლუეად ჩაიდგმება 

საკმარისად დიდი განზომილების ევკლიდეს #„ სივგრცეში. 

დამტკიცება: დაგაფიქსიროთ ამ მრავალსახეობის სასრული ატლასი ((C,,C,)),., . /· 

მრავალსახეობის კომპაქტურობის გამო ასეთი ატლასი არსებობს. ყოველი ! ინდექსისათვის 

ავაგოთ ასახეები: 

ძ, : M” –3 §”,1=1,2...,1, 

რომლებსაც L,, სიმრაელე პჰომეომორფულად გადაჰყაეთ 5” V(X), სადაც, XC 5, სიმრავლეში, 

ხოლო M” VC, გადაჰყაეთ X წერტილში. 

ცხადია ეს ასახვები შეგვიძლია ჩაეთვალოთ ისეთ გლუე ასახვაებად, რომლებსაც 

V,,I =1,2,..,! სიმრავლეებზე გააჩნიათ არაგადაგეარებული დიფერენციალები, შესაბამისად. ამ 

ასახვების გამოყენებით აეაგოთ გლუვი ასახეა: 

#:M” 3L., 

სადაც I =(I+I/ ლდა ძ#(X) =(#,(X),0, (X)....,0,(X)) . 

ეს ასახეა წარმოადგენს გლუვ ჩადგმას, მართლაც, რადგან ძ,#.,;7 =I.2,..,/ 

მონომორფიზმებია, ამიტომ თუ XჯCV/,, მაშინ 

, LM" ააჩ 
მონომარფიზმია. რ,(X) « #(7). როდესაც X # #,X,/ CV,. აქედან გამომდიჩარე, თუ 

X% ),X,/C M მაშინ #(X) » 06(/). თეორემა დამტკიცდა.
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§2. რიმანის(ფსევდორიმანის) მრავალსახეობა, 

რიმანის(ფსევდორიმანის) მეტრიკა M” დიფერენცირებად მრავალსახეობაზე 
ეწოდება ამ მრავალსახეობის თითოეულ წერტილში მხებ სიერცეზე მოცემულ დადებითად 

განსაზღვრულ(არაგადაგვარებულ) კვადრატულ ფორმას: 

დ9, :11M '” –> # რომელთა შესაბამისი სიმეტრიული (8;·”)·1( =1,—” მატრიცები (C.,თ.) 

ლოკ:ალური რუკიდან ((/„,;0„,) ლოკალურ რუკაზე გადასვლისას 

გარდაიჟმნებიან შემდეგნაირად: 

· წ) ) მ)(“/ “ ვჯ“/ 

9% -2) 212 |2 თ, M თო ': 
1=) 151 0X- 0X7 

სადაც (8:3111”4=L—” კეადრატული ფორმის მატრიცია (ეო·%ი) ლოკალური რუკის 

კოორდინატებში. 

მატრიცულად ეს ტოლობა ჩაიწერება ასე: 

(8;:;)= [3”;”··? ](8;; [ჭ], /,M.0,9 = . 
IV ა2 

[.—·—”·:];9·|=·1·,77 მატრიცში / სეეტების ინდექსია, ”- სტრიქონების, ხალო [3”9” ];(],/(:C·; 
2ი შუ 

ჯ 

მატრიცში L სტრიქონების ინდექსია, 4-სვეტების. პარველი მატრიცი მეორის 

ტრანსპონირებ'ულია. 

მრაეალსახეობას რიმანის(ფსევდორიმანის) მეტრიკით რიმანიბ(ფხევდორიმანის) 

მრავალსახეობა ეVოდება. 

მაგალითი. 1. როგორც ეიცით, ეეკლიდეს სივრცე #, წარმოადგენს გლუე მრავალსახეობას. 

დავაფიქსიროთ მის თიოეულ X წერტილში მსებ სივრცეზე განსახღყრული კეადრატული 

ფორმა , :17,ჯ#, -> #, რომლის (ყ„.),[,/( =1,—”მატრიციც L,-ში არსებულ კოორდინატთა 

სისტემაში შემდეგი სახისაა: , =0, თუ 7%# და #§, =1, თ'ე 7=#. შემდეგ ენახაეთ, რომ 

ასეთი მეტრიკით განსაზღვრული მანძილი ორ წერტილს შორის ემთხეევა ეეკლიდეს სიერცეში 

ჩვეულებრიეად განსაზღერულ მანძილს ამ წერტილებს შორის. 

2. მინკოვსკის სიერცე #” ' ასევე გლუეი მრავალსახეობაა. დავაფიქსიროთ მის თიოეულ » 

წერტილში მხებ სივრცეზე განსაზღვრული კვადრატული ფორმა X, :7:#, –> #, რომლის 

(ჭ„),ს#:წმატრიციც #,.-ში არსებულ კოორდინატთა სისტემაში შემდეგი სახისაა: დ, =0, 

თუ 1#X, 8, =1, თუ 7=#,</ და §,,=-1. 

3 როგორც ზემოთ ენახეთ, ყოველი არაგანსაკუთრებული ზედაპირი ევკლიდეს სიერცეში 

წარმოადგენს გლუე მრავალსახეობას. აქედან გამომდინარე ასეთ ზედაპირზე შეიძლება 

განსაზღვრული იყოს რიმანის(ფსევდორიმანის) მეტრიკა. 

თუ რიმანის(ფსევდორიმანის) მეტრიკის განმსაზღვრელი კეადრატული ფორმა ყოველ 
წერტილში შესაბამისი ლოკალური რუკის შერჩევით შესაძლებელია დავიყეანოთ კანონიკურ
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სახემდე მაშინ ამბობენ, რომ ზედაპირზე განსახღვრულია ჟეკლიდეს(ფსევდოევკლიდეს) 
მტრიკა: თუ კანონიკური სახეა 

I]|:+|712 +.·.+17ჭ–ეეკლიდეს მეტრიკა, ხოლო თუ ნორმალური სახეა 

I]|2 +7;22 +.··+7]; —7/;„ —···–უჰ-კსეედოეეკლიღეს მეტრიკა. 

რიმანის(ფსევდორიმანის) მეტრიკის განმსაზღვრელი კვადრატული ფორმები მრავალსახეობის 

წერტილთა მიდამოებში კოორდინატთა გარდაქმნით ყოველთვის არ ღაიყვანება ნორმალურ 

სახემდე, ამიტომ მეტრიკა ყოველთვის არ იქნება ეეკლიდური(ფსევდოვეკლიდური). 
M” მრავალსახეობაზე მდებარე გლუვი პარამეტრიზებული წირი ეწოდება წყვილს: (/,7), 

სადაც I რაიმე ინტერეალია #, რიცხეით ღერძზე, #:I –> M#M” კი 7 ინტერეალის, როგორც 

მრავალსახეობის გლუვი ჩაძირვა M” მრავალსახეობაში. ეთქვათ, (V,დ) რაიმე ლოკალური 

რუკაა M#M” მრავალსახეობაზე. წირს (/,”7), სადაც ” =თ9#:/ ->თ(V) ჩხ, სივრცისთ(L) 

არეზე, რომელიც ასევე მრავალსახეობაა, ეწოდება (/,7) წირის შინაგანი პარამეტრიზაცია 

(V,დ) ლოკალური რუკის კოორდინატებში. ცხადია. 7(/) წერტილის კოორდინატები თ(CV) 

არეში ემთხეევიან #V) წერტილის ლოკალურ კოორდინატებს V ღია სიმრაელეში. 

თუ, / ინტერვალში ლოკალურ რუკად ჩავთვლით წყვილს (/#,/ძ,), სადაც 1ძ, :I -> #, 

იგივური ჩადგმაა, მაშინ X =Cდ979Iძ, და აქედან გამომდინარე, » 

გლუვი ასახეაა. 

ეთქეათ ახლა, V ” მრავალსახეობაზე განსასღერულია რიმანის მეტრიკა და 

(77) გლუვი პარამეტრიზებული წირია ამ მრავალსახეობაზე. განეიხილოთ, ამ წირის 

შინაგანი პარამერტიზაცია (#,7),X : –> , რაიმე ლოკალური რუკის კოორდინატებში, 

მაშასადამე გვაქვს: X(I) = (V,(/),7/-(,),..»V,(/)). ვექტორი 

თ' 
C 121(,) , ქ13,(,) თ. ძ[;(/)) I+., წარმოადგენს M” მრავალსახეობის მხებ ვექტორს ჯ= #CIი) 

· ' 

2 / მ | იV ლ= წერტილში. მართლაც, %L·" ჟ[#]უ)!,„ , სადაც 70) =0,(0,#(0,.-,V,00. (#.7) წირის 
, ი ი 

შინაგანი პარამეტრიზაციაა სხეა (/,0) ლოკალური რუკიტ განსაზღერულ კოორდინატებში. 

აღვნიშნოთ (#,7) გლუვი პარამეტრიზებული წირის მხები მექტორიM” რიმანის 

მრაეალსახეობის X =#(I,) წერტილში ასე: 7· 

განვიხილოთ ფუნქცია §:/ –> #, რომელიც განისაზღვრება ასე: §(0)=9,)(7, )· 

წაე) წ. 

ეს ასახეა პარამეტრის ყოველ ( მნიშვნელობას შეუსაბამებს რიმანის M” მრავალსახეობაზე 

მდებარე გლუვი პარამეტრიზებული (/,/) წირის X=/ჯ/V) წერტილში მხებ ეექტორზე 

მეტრიკის განმსასღვრელი კვადრატ'ელი ფორმის მნიშვნელობას. 

§ ფუნქცია გლუვია, მართლაც, (L,დთ) ლოკალური რუკით განსაზღერულ კოორდინატებში
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იV (ი ძ”,(!) თ, () ძ (I) ძ”,(I) 

· ”” « )= 2 ი“ §5(,1=#,.)L #)(7(I)) = 

ჯ№ო№ი 
«?C/ « 

ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეს ყეელა შესაკრები გლუეი ფუნქციაა, ამიტომ მარცხენა მხარე 

იქნება გლუვი. 

(/,7) გლუევი პარამეტრიზებული წირის /(/ა) და XC,) წერტილებს შორის მოთავსებული 
რკალის სიგრძე ეწოდება რიცხვს: 

MC0=| /წთ! 
ეთქვათ, გლუეი ჰარამეტრიზებული (#/,7) წირისათვის X(I) C CV, სადაც V 

(L.თ) ლოკალური რუკის პირველი კომპონენტია. 

ამ წირის შინაგანი პარამეტრი!ზაცია იქნება 7#(7) = (დ 9 #XV) = (V, (/#%; (/)»...„I/,(/)), ხოლო დ, 

ლოკალურ კოორდინატებში მიიღებს სახეს § = #§, ით”!, ამიტომ 

97XI). 

(§,97XI)=((, 9 თ'')ი(თ97)XI). აქედან გამომდინარე, ” ფუნქციას ლოკალურ 

კოორდინატებში ექნება სახე 

C/7) ძ! წ0)= XM”) 290 (C, -ი+დ = 240 -49 .ერ- 
თ 

ძ 
2 9V, ო ” ო თ C(.ი (ი, #,C). 

შესაბამისად: 

» ძV,(/) თ! (I) L 
ჩთ-|340 00000 ც თ,თ, თ. 

ი/ 

ვთქვათ, გვაქვს უწყვეტი ასახეა X:# –>#” და 1 =Iთ,/) შუალედის დაყოფა 

Iა = თ,' ,/ე,-» ,-, = / წერტილებით. თუ თითოეული/ I ,„)' II-,,61 –> M”,! = 12,..,:M/. ასახეა 

გლუვია, მაშიჩ #:7 –> M” ასახვას ნაჭერ-ნაჭერ გლუვ პარამეტრიზირებულ წირს უწოდებენ 

M” ზმზრავალსახეობაზე. ჩაჭერ-ნაჭერ გლუევი პარამეტრიზებული წირის სიგრძედ შეიძლება 

ჩავთვალოთ ამ წირის გლუვი ნაწილების სიგრძეთა ჯამი. ნაჭერ-ნაჭერ გლუვი 

პარამეტრიზებული წირის ცნება საშუალებას გვეაძლევს განვსაზვღვროთ მანძილის (კნება 

მოცემული მრავალსახეობის ორ », და X, წერტილებს შორის: 

ძ(რ·ჯ2)=;"[“(79)|79(“) =X"79(@) = X;)I
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სადაც (/(7) | 7ი(X) = X,.70(/2) = X,) იმ რიცხვების სიმრავლეა, რომლებიც წარმოადგენენ X», 

წერტილის», წერტილთან შემავრთებელი ყველა ნაჭერ-ნაჭერ გლუვი პარამეტრიზებული 

წირის სიგრძეებს. 

ასეთნაირად განსაზღვრული მანძილის ცნება აკმაყოფილებს მეტრიკული სტრუქტურის ყველა 

თვისებას: 

1. ი(X,X)=0 ეს ტოლობა უშუალოდ გამომდინარეობს ორ წერტილს შორის მანძილის 

ცნებიდან. 

2. 2(X,,X,) = 7(X,,X:), მართლაც განეიხილოთ ნაჭერ-ნაჭერ გლუე პარამეტრიზებული წირთა 

ოჯახი17ე(/) = ჯC-I + V + /)), ცხადია, ამ ოჯახში შედის ყველა ის წირი, რომელიც აერთებს 

X, წერტილის ჯ, წერპტილთან, ამასთან /(#X) =/(#ე). აქედან გამომდინარეობს, რომ 

4ძ(CX,X,) = 9(X;.X,) · 

3. ძ(X.,X1) < ძ(X,X) + 20C,X,). მართლაც, ვეთქვათ 7, :(თ,/2) –>+ M” და ა :(),0) –> M” ნაჭერ- 

ნაჭერ გლუვი პარამეტრიზებული წირებია M"” მრავალსახეობაზე, 7#,(თ) = X,,7,(0) = X, და 

#C,8) = 7;(V) = X.. განვიხილოთ ნაჭერ-ნაჭერ გლუვი ჰარამეტრიზებული წირი 

X :1თ,/3+ 6 –?) –> M”, რომელიც განსაზღერულია ასე: 

#,(I),თ <! < /მ, 
73 ()= 

275(7+I) – 0),8 </ </3+0 –/. 

ცხადია, 7, წირი აერთებს », წერტილს X წერტილთან და /(7) =1(#) +/7(/-). 

ამ უტოლობიდან კი ადვილად მივიღებთ უტოლობას: ძ(X%,X) < ძ(=,X)+9(X.2-). 

მართლაც, ეთქვათ, ძ(X,,X,) > ძ(X,,X)+ ძთ(X,,X,), მაშინ ნებისმიერი / ნაჭერ-ნაჭერ გლუვი 

პარამეტრიზებ'ელი წირის სიგრძე, რომელიც აერთებს », წერტილს X, წერტილთან მეტია 

X,X, და X.X, წერტილების შემაერთებელი რომელიღაც //,// ნაჭერ-ნაჭერ გლუეი 
პარამეტრიზებული წირის სიგრძეების ჯამზე. აქედან გამომდინარე 

ძ(X|,X])=,··1!·|·5,(|(70)+|(7წ))· სადაც X>.2- იცელებიან 

X.X, და X.,X წერტილების შემაერთებელი ჯV,/„ ნაჭერ-ნაჭერ გლუეი პარამეტრიზებული 

წირის სიმრავლეში. ამგვარად მივიჭეთ, რომ ძ(X,.X) = ძ(%,X,) + 9(C,X,), მივიღეთ 

წინააღმდეგობა. მაშასადამე 9(X,X-) > 9ძ(X,,X,)+ ძ(X,,X,) უტოლობა არ არის სამართლიანი. 

აქედან გამომდინარე ძ(X,,X,) < ძ(X,,X:)+ #(X,,X,) - 

4. ი(X,X,)=0 მაშინ და მსოლოდ მაშინ, როდესაც », =X,. ამ თვისების დამტკიცება 

გაცილებით რთულია ეიდრე წინა სამის, ამიტომ მის დამტკიცებას აქ არ შევეცდებით. 

მტკიცდება ასევე, რომ ტოპოლოგიური სტრუქტურა რიმანის მრავალსახეობაზე 

ინდუცირებული ასეთი მეტრიკული სტრუქტურით ემთხეევა მასში თაეიდან არსებულ 

ტოპოლოგიურ სტრუქტურას.
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დიფეომორფიზმს: / :M” –> L ორ რიმანის მრავალსახეობას შორის უწოდებენ იზომეტრიას, 

თუ იგი ინახავს მანძილს, ანუ: ძ(X. ») = ძ(/(ი), / C)) ყოველი ორი X,7C M" წერტილისთეის.] 

გლუე ჩადგმას / :M” -> L”,# 2 რომელიც ინახავს მანძილს იზომეტრიულ ჩადგმას 

უწოდებენ. 

შეიძლება დაესვათ კითხვა: ჩაიდგმება თუ არა ყოველი რიმანის მრავალსახეობა ევკლიდეს 

სივრცეში? პასუხი დადებითია, მტკიცდება რომ ყოველი » განზომილებიანი #M/" რიმანის 

მრავალსახეობა იზომეტრიულად ჩაიდგმება ნ,·ღ,„„  ი§ ეეკლიდწს სიერცეში. 

ეს ჰასუხი გამომდინარეობს ამერიკელი მათემატიკო·სის ჯ. ნეშის და რუსი მათემატიკოსების 

მ.ლ. გრომოვისა და ვ.ა. როხლინის შრომებიდან. 

§3. რიმანის(ფსევდორიმანის) მეტრიკათა მაგალითები 

ვთქვათ ახლა, M” გლუვი მრავალსახეობა წარმოადგენს ზედაპირს , ევკლიდეს სივრცეში 

და ეთქეათ ეს ზედაპირი მოცემულია პარამეტრული განტოლებებით: 

X, =X(29,, ს.- 2„),! = 1,2,..., . 

წირი #:(თ./)-> #, ევკლიდეს სივრცეში, რომელივ განსაზღვრულია ტოლობით: 

X,(I) = X,(=,(I), 2.(I)....:2,(ჯ)),/ C IC, /31,7 = 1,2,...,77 

ცხადია, ისეთია, რომ მისი ყველა წერტილი მდებარეობს მოცემულ ზედაპირზე. ეს წირი 

ჩაწერილია არა მოცემული ზსედაპირის, როგორც მრავალსახეობის ლოკალურ 

კოორდინატებში, არამედ „ ექკლიდეს სიერცის კოორდინატთა სისტემაში. ამ წირის სიგრძე, 

როგორც მატემატიკური ანალისიდანაა ცნობილი.ამ წირის სიგრძე ;, სივრცეში 

გამოითვლება ფორმულით: 

ჩ Iთ 

I:(7)=Iჯ|2X;(|)1ქ| MXX·*! “ C) (|)ქ1—]· > §,210)2()4, 
/.)თ 

სადაც 

ლ მ»X, მ», 

ჯ·”·—ჯვ: თ, 
ამ ფორმულებიდან ჩანს, რომ ჯ,;/, / =1,2,...,M” წარმოადგენს დადებითად განსახღერული 

კვადრატული ფორმის მატრიცის ელემენტებს. ცხადია ეს ელემენტები უწყვეტაღ არიან 
დამოკიდებული ზედაპირის წერტილებზსე და ამიტომ (ჭ„),;,]: 1,2,..,)/ მატრიცი 

განსაზღერავს რიმანის მეტრიკას მოცემულ ზედაპირზე. ამ მეტრიკას სედაპირზე ეეკლიდეს 

მეტრიკით ინდუცირებული მეტრიკა ეწოდება. 

ვთქ8ვათ, მოცემულია ორგანსოზილებიანი ზედაპირი სამ განზომილებიან #ვ ევკლიდეს 

სივრცეში: 

X, =X,(2,,2:),! =1,2.3.
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ამ სედაპირზე მოთავსებული წირის: 

X :Iთ./3) –> #.).X,(I) = X»,(2,(I!), 2,(I)).! C C, /8), / = I,2,3 

რკალის სიგრძე 

2 

I/0) = I—/?(I)2 +XI(I)? +XV) V —·[ ე*·, ”XI -- 7(,)2' (|)ძ|—1ქ2ვ„:;(|);;(1)ქ| 
), |·| 2 V.ო 

თუ ჩკ სივერციდან ინდუცირებული მეტრიკა ეეკლიდ·ური მეტრიკაა ამ ზედაპირზე, მაშინ ამ 

ზედაპირზე არსებობს ლოკალურ კოორდინატთა სისტემა I,,X, 

2 
რომელშიდაც ჯჯ„ქ%ქ@ კვადრატული ფორმა მიიღებს კანონიკურ სახეს: 

;. 

2 

2.(4/) =(0/)” +(4/)”. 

ამ შემთხვევაში 

10 

(8·] )1·1·1.2 = 0 

აქედან გამომდინარე, მოცემული წირის რკალის დიფერენციალის კვადრატი 

(9/)" =(9,)” +(4,)”. 
ხოლო რკალის სიგრძე: 

ჩ 

I#”(7) = | /(4,) +(4, ” 

თუ ».», კოორდინატებს შევცელით პჰოლარული კოორდინატებით: /,დ 
», =/ 51ი დ, / =”7C05თ , მაშინ გვექნება: 

ამ შემთხვევაში 

10 

(81·1 )·./·1.1 = 0 |·2 , 

(4!)? =(%,)” +(4»)” =(4)” +- (ძი)” 

ჩ 

IMM0) = | /ძო?+”'თთ?! 

ეთქვათ ახლა, სამგანზომილებიანი ზედაპირი მოცემულია #„,-ში, თუ ამ შემთხვევაში რიმანის 

მეტრიკაზედაპირზე ევკლიდურია, მაშინ ამ ზედაპირზე მდებარე / :ICთ./1) » ჩ, წირის რკალის 

სიგრძე ტოლი იქნება: 

და
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ჩ ევეუებფბ–– 1 ჩ Iღლმიმი ,, ., 
((0ე=|/XC01+%Cთ?+ი თ. +%Cთ'4#=| |2,2.5+2.-2(02(0«# = 

2 C75 ,/ე 22, / 

'4 , 1 _ ჩ 

= IV28··,=,·(I):; (,აძ! =·[„/(ქ),|)= + (ქ,:): +(ქ):,)= , 

რიმანის მეტრიკის განმსაზღერელი კვადრატული ფორმის მატრიცი 

100 

(9·1)|·|·I·2—I= 0910, 

001 

სოლო რკალის დიფერენციალის კეადრატი 

(მ =(რ%,) +(4,ა)“ +(4»)”. 
თუ გადავალთ სფერულ კოორდინატებზე: #,თ,0 

), =”5I0ი0-C0§თ,X, =7 5Iი 05)ი თ, „, =”7C056, 

მაშინ 

(9!)? = («,,)! +(რთ”,)? +(ძV,)? = («-)? +”-?(ძ6)? +/-? §|ი? 0(ძდ)?, 
ჩ 

IM0) = |/(4ო? +-'(90)? +7? §სი? 0(ძდ) , 

ხოლო 

10 0 

(8:!)1·]-1·2—!= 00 

0 0 #?§ი?6 

როგორც ეხედავთ, ყეელა განხილელ სემთხვევაში რკალის დიფერენციალი 

მარტივადგამოისახება საკოორდინატო ცვლადების დიფერენციალებით. 

ვთჭვათ, 57 წარმოადგენს ზედაპირს #, სივრცეში განსაზღერული განტოლებით: 

X +X2 +X1 + , 

აჩუ ეს ზედაპირი წარმოადგენს სფეროს რადიუსით: #. 

სფერულ კოორდინატებში:”,დ,0 ეს ზედაპირი მოიცემა განტოლებით: 

#7=7#. 

ცხადია. თ.0 წარმოადგენენ ლოკალურ კოორდინატებს ამ ზედაპირზე. ეს ზედაპირი 

არაგანსაკუთრებულია ყევლა მის წერტილში, სადაც 0=0და 0=» 

სფერული კოორდინატებისათვის #ჯ) სივრცეში წირის რკალის დიფერენციალის კეადრატი
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(9/)” = (ძ»-)” + ”(ძ60)? +/-1 §|ი? 6(ძდ)?. 
ამ ზედაპირზე(«-)? =0, ამიტომ (ძ/)? = #”(ძ6)” + #? §სი? 6(ძთ)?, 0<დ<2»,0<0<». 
განვიხილოთ მოცემული სფეროს სტერეოგრაფიული პროექცია სიბრტყეზე: 
წერტილს სფეროზე, რომლის ლოკალური კოორდინატებიცაა: (თ,0) , შევუსაბამოთ წერტილი 

პოლარული (,,თ) კოორდიჩატებით X =0 განტოლებით განსაზღერულ სიბრტყეზე #, 

სიერცეში, სადაც # = M ჯ,თ =Cთ. 

ფორმულაში: 

(ძI)? = X?(ძ6)? + I §Iი? 6(ძდ)? 

0 სიდიდის მაგიერად შეეიტანოთ 2თ”-CVIC-, გვექნება: 

(ძ!)? = #'(4(2ძ-იიC-)? + ს? §თ?(20-CCI-Xძდ)? = #7(–2 ჭ)?(ქ?): + ჩ 5ი (2თCVIC-Xძდ)? = 
” 

2 
ლ ი(რ +I40) = ა33 
ეს ნიშნავს, რომ , დან ინდუცირებული რიმანის მეტრიკა ევკლიდური ვერ იქნება, რადგან 
ლოკალური კოორდინატების გარდაქმნით ეერ მოხერხდება 

2 

4' - ა აერ +4 
კეადრატული ფორმის დაყვანა კანონიკურ სახემდე. 

§ს. ევკლიდეს სივრცე. როგორც ცნობილია არის კიორდინატული #” სივრცე. მეტერიკელი 

(თი? + ძX;). 

სტრუქტურით ძ(X,)') = ქ(ჯ, – #,)? +(+X, – #)+-..+(X, –),)”:X#C ” როგორც ზემოთ 

აღვნისნეთ ამ სივრცეში წირის რკალის დიფერენციალის კვადრატი ტოლია 

(9/)“ = (%,)? + (%,)” +...+(«%,)-ის. 
ეხლა განვიხილოთ, სიდიდე: 

ძ(X. 3) = 3/— (% – #)” –-(CX —)··2), –..(V, ) – ) +(X, – ,)”;X/6 # 

ამ სიდიდეს უწოდებენ მინკოვსკის ფხევდომეტრიკულ სტრუქტურას M' სიერცეში, როგორც 

ეხედავთ, იგი შეიძლება იყოს ნამდვილიც, წარმოსახე კომპლექსურიც და ნულიც. #” 

სივრცეს მასში დაფიქსირებული მინკოესკის ფსევდომეტრიკული სტრუქტურით მინკოვსკის 

სიერცეს უწოდებენ იგი აღინიშნება ასე: ##,,,. მინკოვსკის სიერცე გლუვი მრავალსახეობის 

მაგალითს წარმოადგენს. გლუვი მრავალსაეობაა ასეეე მინკოესკის სიგრცის ყოველი ღია 

ქვესიმრავლეც ამ სიერცეში ტიხონოვის ტოპოლოგიური სტრუქტურის დროს. 

წირის რკალის დიფერენციალის კვადრატი მინკოესკის სივრცეში ტოლია სიდიდის: 

(97)? = –(%,)? – (%,)? -..- (% ,) +(C6,)? მინკოესკის სიერცეში, ისევე როგორც ეეკლიდეს 

სიერცეში 
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ჩ(5 ი, აX,) =0, 

/ჩ Iი ს.-სX,) = 0, 

#/ი-+6%,2X.,--» X,) = 0; 

ტიპის განტოლებათა სისტემით განისასღვრება ზედაპირი, რომელიც ცხადია, შესაბამისი 

პირობების შემთხვევაში ასევე მრავალსახეობა იქნება. 

ვთქვაო. ახლა. 831 მინკოვსკის სიერცეში მოცემულია ზედაპირი განტოლებით: 

–X-X+X =7#%72 

ეს ზედაპირი, როგორც ანალიზური გეომეტრიიდან არის ცნობ·ილი წარმოადგენს ორკალთა 

ჰიპერბოლოიდს. 

გადაგიდეთ ეგრეთწოდებულ ფსეედოსფერულ კოორდინატებ%ე მინკოგსკის სივრცეში: /, თ, 
X, = 0§5M79050C, 

2 = ფჩ:ვიდ, 
X = /(XM# 

სადაც: –C</0<Cთ, 0<ჯ7<Cთდ, 0<თ5<27». 

ფსევდოსფერულ კოორდინატებში ფსევდოსფეროს განტოლება იქნება: / = # ზედა 

კალთისათვის /#=-#ჩ. ქეედა კალთისათვის აღვილი საჩვენებელია, რომ წირის რკალის 

დიფერენციალის კეადრატს ამ კოორდინატებში ექნება სახე: 

(9I)' =(ძი) – ი”((ძჯ)" +5# »(9ი)”). 
აქედან გამომდინარე, ფსევდოსფეროზე, რომელზედაც #=+# მუდმივია, გვექნება: 

(ძ) =–# ((ძ/)” +5M /(90)”). 
აქაც როგორც სფეროს შემთხეევაში, გაჩეიხილოთ ფსევდოსფეროს სტერეოგრაფიული 

პროექცია ს)იბრტყეზე: წერტილს, რომელის ფსევდოსფერული კოორდინატებიცაა: #,რდ, 

შევუსაბამოთ წერტილი. რომელიც მდებარეობს X =0 განტოლებით განსასღვრულ სიბრტყეზე 

მიჩკოვსკის ჩ,ჯ·: სივრცეში და წარმოადგენს (0,0,#XL0,0,–#/)) წერტილიდან გამომავალი და 

ფსეედისფეროს მოცემულ წერტილზე გამავალი სხიევის თანაკვეთას ამ სიბრტყესთან. ეთქვათ 

სიბრტყის ამ წერტილის პიოლარული VC',0) კოორდინატებია, სადაც 7 = 25„11 და დ=თ. 
Cსჯ + 

აქედან მარტივი გამოთვლებით შეგვიძლია მივიღოთ: 

_ 4 _ 
(V _ „?)? 

თუ V, =75 თ, ”7, =”005თ, მაშინ 

ესკეადრატულ. ფორმას მიიღებს სახე: 

2 _ 4 2ა .,72 , . 2 () —M((@I)I +(რ”)“).) +; <# 

(9” = ((»)” +” ” (ძდ)”)I” < #”
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CI)2) კოორდინატები ფსეედოსფეროზე, როგორც მრავალსახეობაზე, ცხადია, წარმოადგენენ 

ლოკალურ კოორდინატებს. უკანასკნელ კვადრატულ ფორმის დაყვანა ლოკალური 
ყკოორდინატების გარდაქმნით კანონიკურ სახემღე შეუძლებელია. ეს კი ნიშნავს, რომ 

მინკოვსკის სიერცის ფსეედომეტრიკული სტრუქტურით ფსევდოსფეროზე ინდუცირებული 

ფსევდორიმანის მეტრიკა არაა ფსევდოევკლიდური. ამ მეტრიკას ლობაჩევსკის მეტრიკას 

·ვწ(*;დებზნ. ხოლო ფსევდოსფეროს მინკოესკის სიერცეში ასეთი მეტრიკით-ლობაჩევსკის 

ივრცმ".. 

§ 4.ჭარამეტრიზირებული წირი ევკლიდეს სივრცეში 
როგორც წინა პარაგრაფში იყო აღნიშნული, ყოველი რიმანის მრავალსახეობა 

იზომეტრიულად ჩაიდგმება საკმარისად მაღალი განზომილების ევკლიდეს სიერცეში და 

რიმანის მეტრიკა ამ მრავალსახეობაზე იქნება ევკლიდეს მეტრიკული სტრუქტურით 

ინდუცირებული. აქედან გამომდინარე, რიმანის მრავალსახეობაზე მდებარე წირების 

შესწაელის ამოცანა ეკვივალენტური იქნება შესაბამის ევკლიდეს სიერცეში შესაბამისი 

წირების შესწავლისა. ეეკლიღეს სივრცეში წირების შესწავლის ამოცანა უფრო ფართოა 

ვიდრე რიმანის მრავალსახეობაზე მდებარე წირების შესწავლის ამოცანა. ამ პარაგრაფში 

განვიხილაეთ სწორედ ეეკლიდეს სივრცეში მდებარე წირებს. 

პარამეტრიზებული გლუვი წირი ეეკლიდეს M განზომილებიან #, სივრცეში ეწოდება 

გლუვ ჩაძირვას »:<თ,8> —)ნ„ , სადაც < თ.8> რაიმე შუალედია რიცხვით ღერძზე: იგი 

შეიძლება იყოს ღია ინტერეალიც-(თ, /2), ჩაკეტილი ინტერვალიც-Iთ, /2), და ნახევრად 

ჩაკეტილი-Iთ, /2),(თ,/2) ინტერვალებც. 
ჰარამეტრიზებული გლუვი წირის ჩასაწერად მოხერხებულია მისი წარმოდგენა ვექტორული 

განტოლებით: 

” =/X). სადაც ჯ: <Cთ,/0> ->#ნ" ისეთი ასახვაა#" ეეკლიდეს ვექტორულ სივრცეში. რომ 

C) C” 2(0) წერტილის რადიუსეექტორია ევკლიდეს #, წერტილოეან სივრცეში 

დაფიქსირებულ რაიმე კოორდინატთა სისტემაში. მაშასადამე: 

I00) =C=<C).%C),..-.X,CI)) C ჩ” 
მაშასადამე, პარამეტრიზირებული წირი ეს არის წყეილი (I,/' =7XI)). სადაც 

#ჰ=<თ,8>, I:<თ,80>-53#%" 

#(< თ, /2>) C X, წერტილების სიმრავლეს #:<C,/ > ->#, პარამეტრიზებული წირის ტანი 

მწოდება იგი აღინიშნება ას: |#I, ცხადია /#(< თ,/ >) >I(<თ,/ >). ამიტომ გამოეიყენებთ |” | 

აღნიშვნასაც. 

პარამეტრიზებულ წირს ეწოდება ბრტყელი, თუ მისი ტანი L, სივრცის რომელიმე 

ორგანზომილებიან სიბრტყეზე მდებარეობს. 

პარამეტრიზებულ (/,” =”(I)) წირს ევკლიდეს სივრცეში ეწოდება რეგულარული „(ი)
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! პარამეტრიზებულ წირს ეწოდება რეგულარული. თე იგი რეგულარულია თავის ყველა 
წერტილში. 
შემდგომ, როდესაც ”CII) წერტილში პარამეტრიზებელი წირის რაიმე თვისებასე გეექნება 

საუბარი, ვიტყვით, რომ წირის ეს თვისება გააჩჩია / =/, წერტილში, მაგრამ ვიგულისხმებთ 

”თC-) წერტილს. 

(,/.” =IVI)) პჰარამეტრიზებულ წირს ეწოდება მარტივი, თუ I,,I, C7,1, %I,, მაშინ |·(I|)==|·(||); 

პარამეტრიზებულ წირს ეწოდება ჩაკეტილი, თუ ”(თ) =7'(/); თუ 

”(C,) =”CV,), მაშინ ამბობენ, რომ წირი ჰკვეთს თაეის თაეს. 

თეორემა 4.L თუ პარამეტრიზირებული გლუვი წირი (/#,I =/(I)) რეგულარულია, მაშინ 

ყოველი I C7 წერტილისთვის არსებობს მისი ისეთი მიდამო M CI1, რომ #|,:M –>”(CM) 

დიფეომორფიზიია. 

დამტკიცება: რადგან LVI)I.,# 0, ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია დავუშეათ, რომ 

XI(I) I,.,% 0. მათემატიკურ ანალიზში ცნობილ, შექცეული ფუნქციის შესახებ თეორემის 

თანახმად. არსებობს X, = X,(I) ფუნქციის შებრუნებული ფუნქცია (/ = /(X,). რომელიც 

განსაზღვრულია და გლუვია X», =X,(I)I,.. წერტილის რაიმე ” მიდამოში. ეთქვათ M = /(V). 

ვაჩვენოთ, რომ 

”:I -> 7”(I/7) დიფეომორფიზმია. მართლაც, # |,„=19X,, სადაც 

X, I,.:I” –> V/.X,(,/) CM;;:V –>1-/(M/),!(X, (1)) = (X, (/), X,CI)...-.X, (/)) . 

ამიტომ ”I იქნება გლუვი, ურთიერთცალსახა ასახვა. C” IV )' :7-(M) –>+M”? წარმოადგენს 

კომპოზიციას / 9 7 |,,3,:#(I7/) –>M , სადაც #?: დ, -> ხ,. ამ კომპოზიციაში შემავალი 

თითოეული ასახვა გლუვია, ამიტომ კომპოზიციაც გლუვი იქნება. მაშასადამე ”I» და (”I.) 

გლუვი ურთიერთშებრ'უნებული ასახვებია, და ამიტომ 7' |„:M” – „(V?) დიფეომორფიზმია. 

თეორემა დამტკიცდა. 

(I.# =I(I)) პარამეტრიზებული წირის მხები ვექტორი ! =Iა წერტილში ეწოდება 

ვექტორს I··(I)=(1“·“|·,(,)·№ჰ,(,) . (ს;,(,)). თუ I წერტილში წირი რეგულარულია, მაშინ 

წრფეს, რომელიც გადის I(C/Mა) CI ”| წერტილზე და პარალელურია »"I)I, ვექტორის, 

ეწოდება მოცემული პარამეტრიზებული წირის მსები წრფე ! =Iა წერტილში. ცხადია, 

პარამეტრიზებული წირის მხები წრფის განტოლება იქჩება: 

#C) =ჯV)I-, +»-(I/) ს.- 

პარამეტრიზირებულ (/,/” =I»(I)) და (5,/72 = X(§)) წირებს ეწოდება ჟკვივალენტური 

პარამეტრიზებული წირები. თუ არსებობს პარამეტრის გარდაქმნა, ანუ ისეთი დიფეომორფიზმი 

#:135,. რომ ”=/09#. 

პარამეტრიზირებულ (5,/0 =I(§)) წირს უწოდებენ ნატურალურად ანუ ბუნებრივად 

პარამეტრიზებულის, თუ /(§) ვექტორის სიგრძე II /X§)I=1 ყოველ I</ წერტილში.
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შემდგომ ყეელგან, ნებისმიერი V ვექტორის სიგრძეს აღენიშნაეთ ასე: IVI, ხილო 

ნატურალურ პარამეტრს-ჯ სიმბოლოთი. 

პარამეტრიზირებული 1 წირის!) /, და /, წერტილებს შორის მოქცეული რკალის სიგრძე 

ეწოდება რიცხვს: 

სდ =|I თI 
თეორემა 4#2. ეკვიგალენტურ პარამეტრიზებული წირების შესაბამის წერტილებს შორის 

მოქცეული რკალების სიგრძეები ერთმანეთის ტოლია. 

დამტკიცება: თუ (7,” =I'I)) და (5,/ = /#5)) ეკვივალენტური პარამეტრიზირებ·ულ” წირებია, 

მაშინ არსებობს ისეთი დიფეომორფიზმი 2:/ –>5, რომ ”-(/) = 2X2()). აქედან გამომდინარე: 

მო =|I/თI#V=(|I 6X2თ)7თI4=|| CოI-I70I%=|I 2(0I9=IაCე. 

სადაც 5, = 20,1,5ე = 2(,,),§, <§,. რადგან 4 დიფეომორფიზმია და «, <§,, ამიტომ 

#(C)>0, | 2'C)I= 2 და | 2XI) Iი/ = 

თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 427 ყოველი პარამეტრიზებული რეგულარული (/7/,/ =”VI)) წირისათვის არსებობს 

მისი ეკვიეალენტური ბუნებრიეად ჰარამეტრიზებული (5,/ = 0(,)) წირი. 

დამტკიცება: განესახღვროთ ასახვა #:7 -> # სადაც Mწ ნამდეილ რიცხეთა სიმრავლეა 

ფორმულით: 

200= II C) I ძი. 

ცეადია 2 გლუვი და ურთიერთცალსახა ასახვაა, ამასთან იგი ზრდადია რადგან 

4(0) 5I XI>0. განვეიხილოთ ასახვა 2' :2(/)->I , ეს ასახვა ასევ ეურთიერთცალსახაა და 

გლუვი. მაშასადამე, ასახეა 4:1–22() დიფეომორფიზმია. ცხადია, პარამეტრიზირებული 

წირი: (5,/2 = /X§) =I-(. ' (§))) ეკვივალენტურია (/./' =/XI)) პარამეტრიზირებული წირისა და 

ამასთან იგი ბუნებრივად ეპარამეტრიზებულია. მართლაც· 

I 6(5) I=I I”C2 '(+)X2 ' (§))” I=I ” (2'(9))უ>–>> I=I ”(2'C)) მეეერი რრრრრ 
4 (/1 (§)) წაი) 

[ III თ I ძC 

1 =I #IC2 - ა ->- 
სრ ეუფლე 

მაგალითი: პარამეტრიზებული წირი: /#6I"(I) =(0005/,051ი/,ხ!),ხ C #, რომელსაც ხრახნულ 

წირს უწოდებენ წარმოადგენს რეგულარულ წირს; მისი ბუნებრიევი პარამეტრიზაცია
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განხორციელდება #: # -3 # პარამეტრის გარდაქმნით, რომელიც განისაზღვრება ფორმულით: 

§=72()= ··[II ”( L)I ძ; = ]·I; (ილთ§ L 0510 L,ხL) II ძწ = ]· ჯ/(–იჭნ" ჯ) +(თ00§+)? +ხ?ძ1X = 

% " " 

= IVი'+ხ“ძ?= Vი“ +ხ“!. 
უ 

აქედან გამომდინარე, მოცემული წირის ბუნებრივი პარამეტრიზაცია იქნება: 

X 0= =(”9, = L , (L06=/X§)=(C 'X§5) =IC წე: +ხ2 ) 

ანუ « 
§ 8 

Vი:+ხ: თ: +ხ: 
(#. 20 = 2(§5) =(ძ005 1/“1=+ხ: „ძვიი )). 

პარამეტრიზირებულ (/,” =#()) წირს ეწოდება პირეგულარული ( =(/ა წერტილში, თუ 
ვექტორები #“I) I,···,I··(I)I,_·· არაკოლინეარული ვექტორებია. 

სიბრტყეს, რომელიც გადის IX/)I., წერტილზე და / /)I,..,” /2I-, ვექტორებზე 
მოცეგული პარამეტრიზირებულიწირის მიმხებ სიბრტყეს უწოდებენ ! =/) წერტილში. ცხადია 

ამ სიბრტყის განტოლება იქნება: 

(-/ო 00 1=0. 
საღაც კვადრატული ფრჩხილები აღნიშნავს სამი ვექტორის შერეულ ნამრავლს, ხოლო /VXL) 

ამ სიბრტყის ცვლადი წერტილია. 

თეორემა #4. ეკვივალენტური სარამეტრისირებული წირების მიმხები სიბრტყეები შესაბამის 

წერტილებში ერომანეთს ემთხვევა. 

დამტცკიცება ეთქვათ. (/.” =#XI)) და(V./ = 2(I) ეკვეივალენტური პარამეტრიზსირებელი 

წირებია, მაშინ ”(I/) = /X/(I)). სადღაც #:7-–>+V# პარამეტრის გარდაქმნაა. გვაქვს: 

”“V) = 9/(40))4(I), I“(/) = 2“(20)X4%/))” + 2'((20))2”() · 
რადგან 2:7-” დიფეომორფიზმია #%I/) « 0, ამიტომ ვექტორთა წრფიეად დამოუკიდებელი 

„C)L.. .I C) I,:0(9),-,),0(წ) L,-,“, სისტემების წრფი გარსები: LCIVI)I,.. . ()I.). 

LL C) ..- (-) |,,-,ს) ერთმანეთს ემთხვევიან. (7/.I =I-I/)) დაC./,/ = /X+>)) წირებს მიმხები 

სიბრტყეები ! =Iა:, L = #(/(ა) წერტილებში, შესაბამისად, ამ წრფივი გარსებით განსაზღვრული 

სიბრტყეებია ექკკლიდეს , სივრცეში ამიტომ ისინი ერთმანეთს დაემთხეევიან. თეორემა 

დამტკიდვდა. 

ვთქვათ, მოცემულია რეგულარული პარამეტრიზირებული წირი (7,/” =IVI)) და 

(5.0 = X5)) მისი ეკევიევალენტური ბუნებრიეად პარამეტრიზირებული წირია, რომელიც 

მიიღება 4: –>5,§ = 1XI) პარამეტრის გარდაქმნით. 

#?'(5) ვექტორი მართობულია /2(§) მართლაც, |I / (§) I= V(0'(§) · 2'(§5) =1 და თუ ამ 
ტხოლობას გავაწარმოებთ მივიღებთ:
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1 1 1 
– -(#0I(5)· ი" '== ” · 2 '(2) · /2”! =(0“53):ი0" =0. აწეუუუოლა (2(9) -0% 2 C6 (§) · 2/%9))+(/0“5)· 2%5))) = (2%5) · 2(5)) 

სკალარული ნამრავლის (/#+X5)· 0”(§)) ნულთან ტოლობა, კი ნიშნავს /%(§). /7(+) 

ეექტორების მართობულობას. 

ვთქეათ, ახლა (5,, , = #,(§,)) მოცემული წირის მეორე ბუნებრივი პარამეტრიზაციაა, 

რომელიც მიიღება 2 :7 –> 5,,§, = #0V). განვიხილოთ პარამეტრის გარდაქმნა: 

#6:5-–3+5,,5 =4() რომელიც წარმოადგენს #, 24' კომპოზიციას. გეექნება: 

1 =I / C§)I=I C2, C4, (§))”II=I /2I C-- (5))2; (§)II #(+)I: 
რადგან I /2C2;(§)) I= 1. და II /|(2.(§))III 2(§)I=1. ამიტომ | 2,(§)|=1. ეს კი ნიშნავს, რომ 

4:(§)=+!1 და §, = 2,(5) =+§9§+ჯა. აქეღან კი გამომდინარეობს, რომ 

/' C§) = /;(2, (§)X2, (§))” + /, (2. (§))2;(§) = /2(§.). 
ამგვარად ჩვენ ვაჩეენეთ, რომ ჰპარამეტრიზირებული წირის ეკვივალენტური ბუნებრივად 

პარამეტრიზირებული წირებისათეის /#%§) ვექტორი ერთი და იგიევა. 

0%.) ვექტორს უწოდებენ (/,” =I0V)) რეგულარული ჰარამეტრიზირებული წირის სიმრუდის 

გვექტორს, | = 2 '(§) წერტილში. ხოლო ამ ვექტორის სიგრძეს- I /(§)I| კი ამ წირის სიმრუდეს 

| = 2M(§9) წერტილში. იგი აღინიშნება XC,) სიმბოლოთი. 

ცხადია, ბირეგულარული პარამეტრიზირებული წირის სიმრუდის ეექტორი მოცემულ 

წერტილში მდებარეობს ამ წერტილში წირის მიმხებ სიბრტყეში. ცხადია, ასევე, რომ წირის 
სიმრუდის ვექტორი და მხები ვექტორი მოცემულ/ წერტილში ურთიერთმართობულია. წირის 

რაიმე წერტილში სიმრუდის ვექტორის მიმართულების ერთეულოვან ვექტორს, რომელიც 

მიმხებ სიბრტყეში მდებარეობს მთავარ ნორმალს უწოდებენ. ამ ეექტორს აღნიშნავენ V(I) 

სიმბოლოთი, ცხადია V(|)=" 9·;·?;" ,§ = 2(,). ბირეგულარული წირის რაიმე / წერტილში მხები 
#“(§ 

”(C) 
ვექტორის მიმართულების ერთეულოეან ვექტორს აღნიშნავენ XLCI). ცხადია, I(|)=||,·(|)II -ე 

ეექტორიც ცხადია მიმხებ სიბრტყეში მდებარეობს. 

განეიხილოთ ერთეულოვანი ვექტორი /7(I) =+(I/)XVXI), ეს ვექტორი ჰერპენდიკულარული 

იქნება პარამეტრი'ხირებული წირის / წერტილზე გამაჟალი მიმხები სიბრტყის, მას 

პჰარამეტრიზებული წირის ბინორმალს უწოდებენ მოცემულ წერტილში. ცხაჯლია: 

XCI) = V(/)X /XI/), V(CIXI) = /9#(/1)XLV). 

განეიხილოთXL(I/),V(I),/009/ქ) ერთეულოვან ვექტორთა მარჯვენა ორიენტაციის სისტემა და ამ 

სისტემით განსაზღვრული რეპერი (I(/),+(/),M(I), /XI)). ამ რეპერს 

(I,”=-V) ბირეგულარული პარამეტრიზირებული წირის ფრენეს რეპერი ეწოდება. 

განეიხილოთ ფრენეს რეპერის ვექტორთა წარმოებულები ბუნებრივი ჰარამეტრით.



139 

“VI) 

«ი _ IIII)I 11·=[,··(|) IIX))I _”X90I ”··(I)II|]9=( ”()_ _ C) ·”” C) ·(!)]ქ—= 

ძ « « I> V)I” Iი0 )ძე VIთ Iი ძ 

_ “ი თთი-“თ, ი 
იი ა )2 _ · 
L თI IწV9)) 

მეორე მხეიე, თუ (5./ = 2X(§)) მოცემული წირის რაიმე ბუნებრივი პარამეტრიზაციაა, მაშინ 

”V) = /X4(C)) და აქედან გამომდინარე გვექნება: 

” (C) = 9X2C0))4%,). ””(,) = 2 LC2C)X2MI))” + 2'C2C))2”C), 

სადაც § = #0) პარამეტრის გარდაქმნაა. რადგან II 2C2(I/))| = 1, ამიტომ პჰირველი ტოლობიდან 

ამომდინარეობს | 4( “ ეაქეს 72' C4(,)) = ”ი _CC--) „ გამომდინარეობს | 4(,)|=1 ” VI)I და გეაქვს 72' C2(I,)) M I> - 1 X) I ”(C). 

ამ უკანასკვნწელი ტოლობის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

490 - >თ)=#თ:რ, 
ძა 

სადაც X0) წირის სიმრუდეა ! წერტილში, V(,)-მთავარი ნორმალი. 

ეხლა გამოვთვალოთ _@ 
ძ9 

90 - 6თფათ)= 9 თ+იე»- 9- 
_ , ) = ძV() 
= X(I)I7(/)X V(/) + I·(I)X _ I·(I)X—(# · 

%;”· ქექტორი მართობულია?(I) ვექტორის, %·5·,) ვექტორი 

ძ8(C) 
ძა 

ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ 

ასევე პერპენდიკულარულია /%I) ვექტორის, აქრდან ლი გამომდინარეობს, რომ 

პარალელურია M(I) მთავარი ნორმალის. 

ეს ფაქტი ჩავწეროთ ასე: 

ძჩV 40 „თ»თ, 
ძ/ჩ( სადაც 7C). ისეთი სიდიდეა, რომ | »(/) C| “ |. 

ახლა გამოგვთეალოთ –––- (,) 

20040 ფ მთ» ი0 = გთათ»XCთ+80X#თ»#თ = 
-იიი წიით. 

გქექნება: 

საბოლოოდ
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ქ?(!) 

ძვ 

ძVC) 

ძვ 

ნ/20) 
ძ 

= ((I)V(/) 

= XC/)/8() –#VX() 

= – XC(I)V() 

უკანასკნელ ტოლობებს ფრენეს ფორმულები ეწოდება. 

ფრენეს ფორმულებში შემავალ ჯCV) სიდიდეს პარამეტრიზირებული წირის გრეხა ეწოდება !. 

როდესაც პარამეტრიზირებული წირი არ არის მოცემული ბუნებრივი ჰარამეტრიზაციით, 

მაშინ ფრენეს ფორმულები არ იძლეეა საშუალებას გამოეთვალოთ წირის სიმრუდე და გრეხა. 

გამოვიყვანოთ და გრეხის საანგარიშო ფორმულები, ნებისმიერად პარამეტრიზირებული 

წირისათვის. 

ეთქვათ, მოცემულია ბუნებრივად პარამეტრიზირებული წირი (7,” =7#(I)). გაეაწარმოოთ 7(I) 

ქექტორი რაიმე ბუნებრივი პარამეტრით: 

თ-) _ )ი __ __ 0 _ თ 

თ ძ # |”CთI IიI . 

ძ?() _ ძ«XV) 
_„-აბ-- -ი- ”/). 72 7 (/)”(I) 

გამოეთვალოთ ნამრაელები: 

#0 . 20 - „)»#60)Mთ =#თ/თდ). 
/ ' ძვ. 

თ-) ძ”-() ძპ/-V) , „(C) 
[ 7 ქ·წ2 “უ ] [(;·(I)X/·(/)I(I)) ] 

= (X(/)/9(7) · (#(/()XC)) + #(0(=#(0X(90 + #(1/%0)) = 

= (#(0)/%#) · –I'CIწ>C) +#C0/(0/#(9)) =#”(0#(ი. 
მშეორე მხრივ: 

თ"“I) _ ძ-V) V 

ძ « ძ' 

ძ?;() _ ძ”() ( წ ]1 I 20LIVI 
ძვ? ძ ძ ძ ძ' 

ძ!-() _ ძპ-თ) [ჭ]”··_ძ;· (|)2ქ=; ძ , ძ+V)ძი9V , 4ძ"” «() _ 
ძა' თ' L% თ: ძ თ  ძ?: ძ ძ ძი! ძ 

_ ძ”;·(!)(ჭ]” 139”09ძ%(9ძ% , ძთ(009“/ 
თ' Vი ძ; ძ”:ძ « ძბა 

ტოლობათა პირველი და მეორე ჯგუფებიდან მიეიღებთ: 

LVMMCI) ძ-0 V 

დე აანილულ,
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აქედან გვექნება: 
(#4C _ L 
ძ IIM)I. 

LI9I ძდ =L «C) , ქ;ო 
- X--5 - =#თ/00)= [ 

აქედან გვექნება: 
_ II ICI)X”C)II 

აააუ 
«დო ძ”(C) ძდ ძ-დ) ძ?”ი) ძ%() _) 
[ქ: ძჩ ' ძლ ] IC(I) (I)—[ V —ქ,: ——··ქ|ჯ ჯ) ? 

აქედან გვექნება: 
ჯო= თ.ი· დI_ _ სV0 „ დ+ თI _ _ ”დ .ი· ”დ). 

#0)I Iთ ILI0 L 0I . Iი I 0 X- თI 
((+9) . 

მაშასადამე, საბოლოოდ (#/,” =7-I)) პარამეტრიზებული წირისათეის გეაქეს სიმრუდისა და 

გრეხის საანგარიშო ფორმულები: 

Lდ Xრო 
ი- თI 

და 

თ- IMCIMIMICMMI0)) 
I Iთ XI7C)I2. · 

ზემოთ ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ პარამეტრიზირებული წირის სიმრუდის ვექტორი არ არის 

დამოკიდებული მის ბუნებრიე პარამეტრიზაციაზსე. რადგან ეკვივალენტურ 

პარამეტრიზირებელ წირებს ეკვიევალენტური ბუნებრივი პარამეტრიზაციები აქვთ, აქედან 

გამომდინარე, ეკვივალენტურ პარამეტრიზირებულ წირებს შესაბამის წერტილებში ერთნაირი 

სიმრუდის ვექტორები და სიმრუდეები ექნებათ. 

ახლა გაჩვენოთ, თუ როგორი გრეხა აქვთ ეკვივალენტურ ჰარამეტრიზირებულ წირებს 

შესაბამის წერტილებში. 

თეორემა 4.4, თუ (1L,” =XVCI)) და CV, 0 = 0(,)) ეკვივალენტური პარამეტრიზირებული 

წირებისათვის პარამეტრის გარდაქმნა 4:/ –>”V ისეთია, რომ 2“%I) > 0,/ C1 , მაშინ ამ წირების 

შესაბამის წერტილებში: /,/ = #V) ფრენეს რეპერები ერთმანეთს ემთხვევიან, ხოლო, თუ 

#0)<0,/C1, მაშინ შესაბამის წეწრტილებში ფრენეს რეპერების სათავები და მეორე 

ვექტორები ერთმანეთს ემთხვევიან, პირველი და მესამე ეექტორები კი ერთმაჩეთის 

მოპირდაპირეა. 

დამტკიცება: რადგან 7”CI) = #(2(I,)), ამიტომ ფრეჩეს რეპერების სათავეები:/-“(I/), XI) ერთმანეთს 

ემთხვევიან. რადგან როგორც ზემოთ აღენიშნეთ: ეკვივალენტურ პარამეტრიზირებულ წირებს 

ყრთი ღა იგივე სიზრუდის ვექტორები აქვთ. ამიტომ ორივე შემთხვევაში ფრენეს რეპერთა
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მეორე ეექტორებიV, (/),Mქ(/) ერთმანეთს დაემთხეევიან. ჯ”(ჯ) = /(2(/))2(/) ტოლობიდან 

გამომდინარეობს, რომ თუ 24%X/1>0,/ C1 , მაშინ წირის მხები ვექტორებიდა ფრენეს რეპერის 

პირველი ვექტორები:X, (,),2,(/) შესაბამის წერტილებში ერთმანეთს დაემთხვევიან, ხოლო თუ 

#'/) <0,/ C1, მაშინ ამ ეექტორებს ურთიერთსაწინააღმდეგო მიმართულებები ექნებათ. 

#,(/()= = (/1X V, (/) „,/8,(7) = L,(,(1X V,(/) ამიტომ როდესაც #(I!) > 0./ CI , ფრენეს რეპჰერის მესამე 

მექტორები, ანუ ბინორმალები: /), (I,), 0(/) ეკეიეალენტური ჰარამეტრიზირებული წირების 

შესაბამის წერტილებში ერთიდა იგიეე იქნება, ხოლო როდესაც /2“!) <0,/ C7 , მაშინ ამ 

ვექტორებს /მ, C), #(/), რადგან 1,(/) = –7,(/), ურთიერთსაწინააღმდეგო მიმართულებები ექჩებათ. 

თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 4.6რ. თუ (#,I” =IV)) და C/,/ = /XI)) ეკვივალენტური ჰარამეტრიზირებული 
წირებისათვის პარამეტრის გარდაქმნა 2:7-–>X» ისეთია, რომ 2XI) > 0,/ C / , მაშიჩ ამ წირების 

შესაბამის წერტილებში: /,1 = #(/) გრეხა:7,(I), 2,(,) ერთმანეთის ტოლია. 

დამტკიცება: ვთქვათ C-I),=, (0),V, (/),0, ()), (/X7), C, (/),V,(,). 0,(/)) მოცეჩული წირების ფრენეს 
რეჰერებია შესაბამის (,/ = 4() წერტილებში. წიჩა თეორემის თანახმად: 

V,(,()=V,C2(I)), /8,(I) = /,(C4(,)) 

გავაწარმოოთ /9,(,/) და /8C4(,/) რაიმე ბუნებრივი § პარამეტრით: 

ძ 
ჩ·ო -თ. დ, 9) ()=—1;(I)V:(|1(I))· 

მეორე მხრიე: 

ძნ() _ 40) « _ 949.(«0) ! _ 98,(4(ი) ძ! «' _ 48,(2C0) ! _ 
ძვ ” ძ ძ « ძჰ ძ!ძ ძი ძ 
ძ =<0020) - „C6C0M(20)=-–# 00 )თ =-#0#რ. 

მაშასადამე, 2. აქედან კი გამომდინარეობს, რომ /,(!) = /.CI). 

მაგალითი: 1. გამოეთეალოთ ხრახჩული წირის / =I(I) =(000§/,ძ5ი/,ხI/) სიმრუდე და გრეხა. 

ამისათვის გამოვთვალით ””(I).”(I).” ”V) წარმოებულები: 

”(I/)=(–-ძ5L/,ი C08/,ხ), 

” VV) =(–ძC8§5/,-ძ5Iი/,0), 

” (I) =(ძ5)ი(/,–ი 008/,0). 

აქედაჩ გამომდინარე: 

1 

, # 

–ძ5Iს!/ ილ%05! ხ 

|;·(|)>·;·(I)||_I საწიიას 'აუუ 
Iი/ი ( /ც? +ხ?)' L (/6: +ხ?)' ი?+ხ: ' XVC)= !
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–ი5ი! ძლილა! ხ 

–ძილ§!, –-ძვი! 

ძვი,! –ძიივ! 0 

თ- I)-»“() ·””C)| _ _ ხ(ი" იი5 (+0" §Iი?/) _ _ ხ 

I (ი X” ო თ”(ი”+ხ") ი”(ი? +ხ”) ი” +ხ1. 
2. გამოვთვალოთ წრეწირის”# =I-(I) = (#5)ი1/.#C0§5/,0) სიმრუდე და გრეხა. 

ჯერ გამოვთვალოთ VI”(I), ” (I).””) წარმოებულები: 

”(I) = 0?ლ05/,-/78§M)/,0), 

I (I) =(–#§5Iი/,–//008/,0), 

I'”'(/) ღ=(C-–72005!,7251ი 7 005 /,0). 

აქედან გამომდინარე: 

7 '4 

#0-05!, – წ53ი! ხ 

–#3IM/ –I00§!1 
-I IიX”“0I _ 

XI 

L = = 
ი– თ წუ დ |

-
 

M”იივ,! – წვი/ 0 

–#”%ი/ –7/ლ08!| 0 

–”წლი ! #”ვსი! 0 
= 09209 ->0) - 
_ L (0იX-”თI?. · #“ 

მიგიღეთ, რომ წრეწირის გრეხა ნულის ტოლია,ეს მოსალოდნელიციყო, რადგან წრეწირი 

ბრტყელი წირია, ბრტყელი წირებისათვის კი ბინორმალი /3(,/) მუდმივი სიდიდეა და ფრენეს 

510 900 0- »V)MC), ანუჯ/Cთ =0. 
ძა ძ 

L4()) =0. 

=-/(I)M(V) ფორმულდან გეექნება 

საიჩტერესოა რამდენად განსაზღერაეს პარამეტრიზირებულ წირს მის თითოეულ 

წერტილში სიმრუღისა და გრეხის ცოდნა. ამ საკითხზე პასუხს იძლევიან 

თეორემებირომლებიც განიხილებიან ქვემოთ. 

თეორემა 4.7. ეთქვათ, /(§), C) გლუვი, რაიმე5 =<ძ0,ხ> შუალედზე განსასღერული 

ფუნქციებია, /(§)1>0, მაშინ არსებობს ბუნებრივად პარამეტრიზირებული ისეთი წირი
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(§,0 = X(§5)) რომლის სიმრუდეს და გრეხას წირის თითოეულ §C 5 წერტილში წარმოადგენეჩ 

შესაბამისად სიდიდეები: 

#C), §(4)- 

დამტკიცება: ვთქვათ, (#/72(5),7 (§-), MV(C§-), 98(+-)) მარჯვენა ორიენტაციის /X§ა) 

რადიუსვექტორის ბილო წერტილში მოდებული ორთონორმირებული რეპერია, §ე 6 5. 

განეიხილოთ წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა: 

13) = /(§)M(9), 

MI/C) = – / (§)7 (§)+ §(5)8C), 

8(§) = –§(§)MC). 
7(§), M(§),8C) ვგექტორფეუნქციების მიმართ. 

ეს სისტემა მატრიცულად ჩაიწერება ასე: 

X V§) = 4(§)XCე), 

7, ი / 9 
სადაც X(§)=| M(§),| და „#4C)=| – /(§) 0 #§C0)|!. 

”ი _ 
როგორც დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან არის ცჩობილი მოცემულ სისტემას 

გააჩჩია ერთადერთი ამონახსნი: 

(1C), 
XC)=| MC§), |, 

L8C) 

რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: 

7(5ი), 

XL8ა) = | IV(§ა), | · 

8Cა) 

ვაჩეენოთ, რომ ყოველი § C5 პარამეტრის მნიშენელობისათვის ეს ამონახსნი შეადგენს 

ეექტორთა ორთონორმირებულ სისტემას. 

7X§) ვექტორის კოორდინატებია: (7,(5),7 (5)...+7, (5)). 

M(C) ვექტორის კოორდინატებია: (VV,(5), M, (§),..., M, (§)), 

8C) ვექტორის კოორდინატებია: (8, (§), 8,(§)...., 8,,(§)). 

ცნობილია, რომ XL(§) მატრიცის ელემენტებისაგან შედგენილი სისტემა მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ არის ორთონორმირებული, როდესაც 
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»() M,(§) 8,() 
7,(§) 7;(5).......- 7„(5) 

–, 7 (+) M,(+) 8,(+) 
X (§) = · XC)=| M,(9) M,(§)....M,(§) 

ჯდ) M,0). წ,() 5( 8,Cწ).......8,(5) 

მატრიცების ნამრავლი X (§)-XC§) = M, სადაც 

10.........- 0 

0 1 0..9 
= 

0 0....0 1 

ერთეულოვანი მატრიცია. 

XC) და?·(ჯ·) მატრიცების საშუალებით ჩეენი განტოლებათა სისტემა ჩაიწერება ასე: 

[№] = #(0)XC), 
ი§ 

აჩ ასე: 

[M] = (.4(§)X(§))' = X (§)40). 
« 

რადგან „/(+) = –.4#(-), ამიტომ 

9IX C)2X(:)) _ + (51 +(C) +X ( 72C5 - X C) #C)XC)+ X ().4(9)XC) = 0. 
ძ ძ ძევ 

მაშასადამე 

ძ(X C0XC2)) _ ი. 
ძა 

ეს ნიშნავს, რომ ?”(ჯ))? (§) მუდმიეი მატრიცია. 

რადგან 

7X+%)), 

XC#ა) = | M(4)), 
ყ(§.) 

მატრიცის ელემენტები შეადგენენ ეექტორთა ორთონორმირებულ სისტემას, ამიტომ 

7·(5„)1?(ჯი)=5· რადგან 7,(5)/?(8) მუდმივი სიდიდეა, ამიტომ წინა ტოლობის 

გათვალისწინებით იგი ტოლი უნდა იყოს ერთეულოვანი # მატრიცის. 

ამგეარად დამტკიცღა, რომ



146 

7(5), 

XC)=|I MC), 

80 ) 
ამონახსნის ვექტორები შეადგენენ ეექტორთა ორთონორმირებულ სისტემას ყოველი § C4 
წერილისათვის 

ვთქვათ ახლა, 

/X5) = 0(+))+ | 7C>)ძ+, 

სადაც /#(+ა) (/2(«ა),7 (: ), M#(%ა), 8(«))) რეჰერის სათავეა, 7(§) კი (/X§),1(+§), M(§), 8(§)) 

ცელადი რეპერის პირეელი ვექტორი, ინტეგრალი კი ღებულობს ვექტორულ მნჩიშეჩელობას. 

ვაჩვენოთ, რომ უკანასკნელი განტოლებით მოცემული(§. / = #(0)) პარამეტრიზირებული 

წირის სიმრუღე ტოლია /(5)-ის. მართლაც, ქჯ?(·*·) =7Xჯ), ძ2”(·?) ქ”ჯ·) = /(§)M(§), აქედან 

გამომდინარე, რადგან ||#II=I წირი იქნება ბუნებრიეად პარამეტრიზირებული ღა მისი 
ს 

ძ#(-ზ·) ძ"XM) 
ჭ2 

მაშასადამე მოცემული პარამეტრი·ხირებული წირი ბირეგულარულიც იქნებ··ო 

ახლა ვაჩვენოთ ამ წირის გრეხა ტოლია «#«C(§)-ის. მართლაც. 

ძ"/() _ ძC/(§)IV(§)) _ 4/(§) 4M(§) 
აე = --- -.- —” + = 

ძვ!) ძ ძ თო+/ო ძე 

= ქ/კ—?) M(§)+ / (§X– /(5)7(5) + §(§)8(+)) 

სიმრუდე თითოეულ წერტილში იქნება II L 9(·?) ––“--I= /(+). ამასთან #0 და 

ძი(ა) ძ'ი(+) ძ",7X5) 
თფ-L2- ?! “' | (თ/ჯთ 

ქ;)(·წ) ძ“ი(5) ,; 4 /7X5),: (/ (§))” 
ძა? 

=(#(4). 

L ოთ 
თეორემა დამტკიცდა. 

/X5) = 0(+)+ | 1(04L 

განტოლებას პარამეტრიზირებული წირის ნატურალურ განტოლებას უწოდებენ. 
თეორემა #8. თუ (/,5 =#MC0)) და (,,8 =ჩ6CV)) პარამეტრიზირებული წირებია პარამეტრთა 

ერთიდაიგივე სიმრაელით. ამასთან #()=#,(I)), #()= 2,(I) და II7,V,11=171C) II „ მაშინ 

არსებობს ;, ევკლიდესსივრცის ისეთი მოძრაობა: /#2: , –> , რომ#ი/; =». 

დამტკიცეპა: დავაფიქსიროთ ნებისმიერი წერტილი / C7 და ეთქვათ #): #. -> ჩ,, 

ისეთი მოირაობაა, რომელსაც გადაჰყავს (ჩ(#),+,(/ი)V,(/ი), / (/ი)) ფრენეს რეპერი
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(=(/-). 1·:(1···).V:(|·„)·,8:(|„)) ფრენეს რეჰერში. როგორც ცნობოლია, ასეთი მოძრაობა არსებობს 

და ის ეროადერთია. ვოქვათ #() =(09#XI) და ი) ვ(0) სიმრუდე და გრეხა 

(/.ი =#M(I)) პარამეტრიზირებული წირისა. 

მაშინ, რადგან #) მოძრაობაა: M,(I)=LC) 2)(/) = ჯა(!). ამას გარდა II #(I1II=174(,)II. 

ეს კი ნიშნავს, რომ ვექტორფუნქციები: #L,(I/), M,(I), #,(,) წარმოადგენენ 

C) = C) MCXC), 

VV)=-–I#490I 5(07C0I+I /;(0 II/8(0, 

/#((1=–| M(0I #CXMCთ. 

განტოლებათა სისტემის ამონახსნს. რადგან (/,/, =#5C0)), (/ =I5(I)) წირების ფრენეს 

რეპერები ერთმანეთს ემთხვევიან /1C/ წერტილში და მოცემულ განტოლებათა სისტემას 

/ =1ა. ', =X(I-), ”, =V(/0), /მ, = /X/ა) საწყის პირობებში აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 

რადგან # (/) = #:C,).. 2(0) = 7;C), I 7XV/2I=I „თ)I ამიტომ გეექნება #,(1) = #გ(/), ანუ 

იიე _ ცო 
(”იI IM0I 
ამიტომ #I(I) =M(I). მაშასადამე /2V7)-I:(I1=0 და ყეველა!C/ წერტილისთეის, სადაც C 

მუდმივი სიდიდეა. რადგან, #(ი)-<71(0)=მ ამიტომ /5(/)1=7(,) ყველა/C/ წერტილისთვის. 

მასასადამ ადგილი აქვს ტოლობას: #19/, =#5. 

ასევე, რადგაჩ | |/XI/1II=I 7:(/1I, 

ს მოძრაობა დამოკიდებული არ არის / =7/, წერტილის ამორჩევაზე. მართლაც, 

5ნI)=#.(I) ტოლობის გამო (/,/, =”(,)) წირის ფრენეს რეპერი 1 =/, წერტილში 

M მოძრაობას გადაჰყავს (/,/ =70)) წირის / =I, წერტილში ფრენეს რეჰერში. 

თეორემა დამტკიცდა. 

§ 5. პარამეტრიზირებული ზედაპირი ევკლიდეს სივრცეში 

” განზომილებიანი პარამეტრიზებული გლუვი ზედაპირი ევკლიდეს ჯ,, # > M სიერცეში 

ეწოდება წყეილს (L.#), სადაც #:C -> #, წარმოადგენს გლუე ჩაძირევას C/ C #, ბმული 

არისა ჩ, ეეკლიდეს სივრცეში. თუ წერტილს ევკლიდეს #, სიევრცეში გაეაიგივეებთ ამაეე 

ზეტრილის რადიუსეექტორთან რომელიმე დაფიქსირებულ კოორდინატთა სისტემაში, მაშინ 

ჰარამეტრიზირებული ზედაპირი შეიძლება წარმოვადგინოთ (L/,,/ =7+(X)) წყვილის სახით, 

სადაც”:C -> ჩ' ვექტორფენქციაა, რომელიც მნიშვნელობას ღებ'ულობს ეეკლიდეს # 

გაჩზომილებიან ეექტორულ სიერცეში.
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თუ XCV წერტილის კოორდინატებია X,X,,...,X, და ”(X) ეექტორის კოორდინატები 

#.X,.1.---”/, მაშინ 

» = (X,X,.-,X,„), 

X; = წ (X,, ,. X„), 

X#. = #,(%,X,,...,X„) 

თავისი არგუმენტების გლუვი ფუნქციებია. 

#=IX) ტოლობას პარამეტრიზირებული გლუვი ზედაპირის ვექტორული განტოლება 
ეწოდება. 

თუ X CX ,X,....X-) წერტილში 

მ I ღლლი 

ბ. ბ. 2 
მთს#M>5X#) = % 2 “ % 
მ(%,X,,-.»X.) 

იაკობის მატრიცის რანგი ტოლია VI-ის, მაშიჩიოცემულ. ზედაპირს ეწოდება 

არაგანსაკუთრებული VI"X") წერტილში. ზოგჯერ გამოთქზის: MCX) წერტილში" მ..გიერად 

ეიხმართ გამოთქმას: ,,XC წერტილში". 

მათემატიკური აჩალი'ხიდან ცნობილ შექცეული ფენქციის შესახებ თეორემის ი.ანა»მად, თე 

» წერტილში იაკობის მატრიცის რანგი ტოლია M -ის, 

მაშინ არსებობს ჯ? წერტილის ისეთი მიდამო II(X1), რომ ” ს):IM/I(X) –>7()I(X)) 

დიფეომორფიზმია. 

სიმრავლეს #CL) C ') გლუვი ჰარამეტრიზირებული ზედაჰპირის ტანი ეწოდება, იგი 

აღინიშნება ასე: |# |. 

(V,,=7(»)) გლუვ პარამეტრიზირებულ ზედაპირს ეწოდება მარტივი, თუ ” :V –პ L" 

წარმოადგენს გლუე ჩადგმას. მარტივი გლუვი პარამეტრიზებული ზედაპირის ტანი ცხადია, 

წარმოადგენს გლუვ მრავალსახეობას. 

მაგალითთები: ). L = Mხე. #”CX,X,) = +რ +ხX, , სადაც თ-ხ >+0 წარმოადგენს სიბრტყეს ჩ,- 

ში, 

2. V =((X»,X.) C ჩ, |–§(1·| (;;0(;, <2#). 

” =”(%,X,) = C- 51ი X, 605X,,/X 501 X,,/C05X,). სფერო #კ -ში.
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= /0:#) ფუნქციის გრაფიკი, თუ ფუნქცია განსაზღერულია რაიმე არეზე 

ორგანზომოლებიან 8, სივრცეში. წარმოადგენს ორგანზომილებიან ზედაპირს #კ-ში. ამ 

ზედაპირის ეექტორული განტოლება იქნება: /-(X. )/) = (X, #, / (X. »)) · 

მ0#,7.,..» 
ვთქვათ ახლა ზედაპირის X CL წერტილში 97 »#.-»») ი მხი.>X)..,>,) იაკობის მატრიცის რანგი 

ტოლია 7I-ის, მაშინ ვექტორები: 

„ასაებ–““ 
იი თ% %'% ში 

» თ. 2. ->- CC.I >% , %), 
,·I ტ: 2 2 2 

ქმნიან ვექტორთა წრფივად დამოუკიდებელ სისტემას. ამ ეექტორთა წრფივი გარსი 

წარმოადგენს ” განზომილებიან ეექტორულ სივრცეს, მას ეწოდება მოცემული 

§ =(C.” =7(X)) ზედაპირის მხები სიგრცე X CC წერტილში, მის ელემენტებს კი ზედაპირის 

მხები ვექტორები ამავე წერტილში. ზედაპირის მხები სივრცე აღინიშნება ასე: #ა5. 

5, =(C.# =#(X)), 5, =((),0 =0(9)) გლუვ პარამეტრიზებულ ზედაპირებს ეკვივალენტურს 
უწოდებენ, თუ არსებობს ისეთი თ:C, –+V, დიფეომორფიზმი, რომ 7(X) = 0(თ(X)). 4:C, V, 
დიფეომორფიზმს კი უწოდებენ პარამეტრთა გარდაქშნას. ცხადია, პარამეტრთა გარდაქმნის 

გ5 
იაკობიანი „ =ძCL ხირ X 

>2I,) 
#0, -იაკობის მატრიცის დეტერმინანტი. ნულისაგან 

#.2I.2. ” 

განსხვავებულია. 
განვიხილოთ §მ = თ(ჯ") წერტილში §5;ე =(Cნ,0 =6(6)) ზედაპირის მხები სივრცის 

წარმომქმნელი ვექტორები: 

მ (მ” მ·“: ”) 

ქჯ· მ6 'მ6, 'მ6 ” 
0 თ ბ. _ მ. 

=—ძჯ, მX, ვ;···ვ::,)· 

-0 თ,% %, 
” ძ 86 'მ6, ' შ6. 

ამ ვექტორების საშუალებით #,, / =1,2,..,/ ვექტორები გამოისახება შემდეგნაირად:
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= % _ 00 2 , მ0 , ,_ , 00 0. 
7 X, მC0C, მ«, 2», მ6, მX, 

თითოეული ”,, / =1,2,..,/7 ვექტორის I-ური კოორდინატი 7 = I,2,...,7/ გამოითვლება 

ფორმულით: 

თ. _0.6 , Vმ , _, მ მ% 
თ, მირ8, მცმ,  მC8, 

მიღებული ·ვ(···რმულებიდა(···| ჩაჩს, რომ ეკვივალენტურ ჰარამეტრიზებულ ზედაპირებს ერთიდა 

იგიეე მხები სიერცე აქვთ შესაბამის წერტილებში. 

ეიტყვით, რომ პარამეტრიზირებული გლუვი (/, / = /XI)) წირი მდებარეობს 
პარამეტრიზირებულ გლუვ 5 =(L,, =7(X)) ზედაპირზე, თუ /X1) C+CCI). 
თეორემა 4.L თუ პარამეტრიზირებული გლუვი (/,/ = /XI)) წირი მდებარეობს 

პარამეტრიზირებულ გლუე 5 =(C,” =7C>2)) ზედაჰირზ%ე, მაშინ V არეში არსებობს ისეთი 

ერთადერთი გლუვი პარამეტრიზირებეული (#,2 = /()) წირი, რომ # C7 და 

/XI) =”(20)). პირიქით, ყოველი პარამეტრიზირებული გლუვი (LCV,/ = #XVI)) წირი 

V არეში, განსაზღვრაეს პარამეტრიზირებულ გლუე წირს 5 =(CV.” =#”(X)) ზეღაპირზე. 

ამასთან, თუ (/,/2 = #0V)) რეგულარულია, მაშინ CV, = #(I)) წირიც რეგულარულია. 

დამტკიცება: ეთქვათ, / C! რეგულარული წერტილია (/,/ = 2XI)) წირზე. და /X/) 

არაგანსაკუთრებული წერტილია 5 =(V,” =/(X)) ზედაპირზე. როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, 

არსებობს /-“'(/X/.))C C წერტილის ისეთი მიდღამო C” 'C2(M))), რომ 

I·L"·.·MI··”,:“(I··|(9(I„))) -3 ”VICV ' C2(/,)))) დიფეომორფიზმია. განვიხილოთ, თან-კეეთა 

”ო/ი 'C(IC 'CCIა)))) = -/ , სადაც /' წარმოადგენს / წერტილის იმ მიდამოს რომელზედაც 

0 ასახეის შეზღუდვა ჰომეომორფიზმია. ცხადია, წყვილი: (V,/2 =(- |”·"··MM·I ა/I, XI)) 

წარმოადგენს პარამეტრიზირებული წირს V არეში, და #/7XI)=”C20)), როდესაც / C. 

6=L" I,"·"_·M,··M 9/|I, ასახვა გლუვია/ შუალეღზე, რადგან „ I"··"··MM”·, / . ასახვები 

გლუვია თავიანთ განსაზღერის არეებზე. 

ძ თ. ძ- 2რ =თოCთ,5(C0),,X.(0). ო =( ;”,–ჯ#.···.%)· 

/#XI) =7C6(I)) = I·(·*· (0,=5(ი,.”X„.())- 
აქედან გამომდინარე: 

ძ0VI) _ X ძი() , > ძი0), , > ძდ 
ს ი თ მეი ძ მთი. 

ამ ვექტორის 7-ური I =1.2,...,7 კოორდინატი 

თ/() _ მ, ძი() , , 9ი(0) , _ , V ძო 
”ი მ ძ მ ძ მ ” . 
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' ძმ ძი უკანასკნელი ტოლობებიდან ჩანს, თუ 7*0 მაშინ უ #0 და პირიქით. თეორემა 

დამტკიცდა. 

როგორც ეხედავთ. ზედაპირზე მდებარე წირის მხები ვექტორი, წირის თითოეულ წერტილ 
დარმოადგენს ზედაპირის შესაბამის წერტილში მხები სიბრტყის საბაზისო ეექტორების 

ფრფივ კომბინაციას, ამიტომ იგი მდებარეობს ამ სიერცეში. 

(C/.2 = 2(,)) წირს (/./0 = 0X,)) წირის შინაგან პარამეტრიზაციას უწოდებენ. 
ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ეკვივალენტურ პარამეტრისებულ §, =(C,/” =/(X)), 

§, =(X90=0C>)) ზედაპირებზე მდებარე (/,/ = /7XI)) და (I,თ = თ(I) = 0(თ(#XI)))) 
ძიო ) «ძC(!) 

პარამეტრიზირებული წირებისათეის –--–-– თიო ვექტორები ერთმანეთთან 

დაკავშირებულნი არიან შემდეგნაირად: 

ძთ() = ქმ(ღ(ჩ(!))) მ0 (მრ «-, % 2+ . მჯ! ;··)_ 

“ ძ მჯ, ძი “ გ·· “ მ,წ· 

= 00 ,მა: თ, , მააძც , ,მწ თ. , , 00 ,მა„ ძ, , მა» თ, , , მა, 6 , , 
მა, მი ძ, CV ძ მჯ C/ მ მ ი ძ% ძ თ. ძ 

30905 , 00 %, , , 00 ,, ძი , ,00 მ6, , მ0 მ6, , _ , მ0 მი.,90, 
25 თ, მგ9, მ% მ მი' ძ მ6იმ8მ, მწმ მ6, %, წუსა 

20 05 , ჰ@მხ· „.მ0 მნ.,4. _ მ- 9ი , 9 ძი , , V თ. _ 9) 
ბიმ მთფმ. “ მმ ძ მ ძ მია თი . _ მ·· ” “ 

მაშასადამე, =-X) - 9900. 
ი ძ 

განვიხილოთ ეექტორი ჩ , რომელიც მოთავსებულია(C,,” =#”(X)) პარამეტრიზსირებუელი 

ზედაპირის 75 მხებ სივრცეში. ვაჩევენოთ, რომ არსებობს პარამეტრიზირებული წირი 

რომზელიც მდებარეობს მოცემულ ზედაჰირზე და რომლის მხები ვექტორიც />X(/ა) = X” 

წერტილში ტოლია ჩ ვექტორის. 

ადგილი აქვს ტოლობას ?=ჭი·|·· +ჭ“§ +.·.+···64“:. სადაც თ",! =1,2,...,II რაიმე 
Lუ % CX”LX, 

რიცხეებია. და თუ (/,7/72 = /XI) საძიებელი პარამეტრიზირებული წირია, ტოლობას: 

ქ/)(!) 900 _ - 27 ძ, (I)I , 2 ძი (I)I + მ,· №| „=ჩ 

მ··· V ”“ 61· C/ მჯ,·· “ 

თუ განეიხილაუთ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას:
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C51V) 
/ 

ძ =20,(I), 

მაშინ ამ განტოლებათა სისტემას თ,(!) |,,„= თმ =1,2,..,M საწყის ჰირობებში ექნება 

ერთადერთი ამონახსნი X»,(I),X,(I),..„ X„C/), რომელიც განსაზღვრული იქნება 

” წერტილის რაიმე / მიდამოში. 

(V,» =”(X)) ზედაპირზე მჯდებარე პარამეტრიზირებული 

(,./2 = 2(I) =/(V,(/).X,CI)...-,X„(!))) 
წირისათვის ადგილი აქეს ტოლობას ტოლობას: 

(|9(I)| _ჭ(ს,(!)| +?1(ს·,(|)| ჭ_ძ»·,(/)| =ჩ 

თ "' ბი « '“ მი V “ “ მ თ« “ ”' 
ამიტომ აგებული წირი საძიებელი წირია. 

§6. პარამეტრიზირებულიზედაპირის პირველი კვადრატული ფორმა, 

ზედაპირის შისაგანი გეომეტრია 

ძი() როგორც წინა პარაგრაფში ვნახეთ —=2§% ამ ტოლიბიდან კი ჩანს, რომ 
ძი(I) 

” + “ 

ვექტორი წარმოადგენს –;?,·, 7=1,2...# ეექტორების წრფიე კომბინაციას, ეს ვექტორები კი 

ზედაპირის მხებ7. 
ძი( 

თ სივრცეში მდებარეობეჩ, ამიტომ %) ვექტორი ზედაპირის მხები 

ეექტორია. #XI) ეექტორის დიფერენციალისთვის გვაქეს: 

ძ/ი(,) = ჭჭჭ[,([). 
წ 

როგორც ვიცით, (#,/ = XXI)) პარამეტრიზირებეული გლუეი წირის /(=თ და”=+ წერტილებს 

შორის მოთავსებული რკალის სიგრძე გამოითვლება ფორმულით: 

§C) = II 0)I«. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ
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ძLC) =| #(/)I 4I =| ძიC) !· 

თუ (7.0= XI)) წირი მღებარეობს 5 =(V.” =IXX)) პარამეტრისირებულ ზედაპირზე, მაშინ 

რადგან ჯ, ევკლიდეს წერტილოვან სივრცეში მდებარე ზედაპირის მხები სივრცეები 

თითოეულ მის წერტილში წარმოადგენენ ” ევკლიდეს ვექტორული სივრცის ქვესიერცეებს. 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, სედაპირზე მდებარე წირის მხები ვექტორი მის რაიმე წერტილში 

ამ ზედაპირის შესაბამის წერტილში მხებ სივრცეში მდებარეობს, ამიტომ 

(9§(/))” = 40C) I”= [2·;?4”: · ჯჭძჟ] =2,2,5,0XძL,, 
'= „ “, , #(=) )1=) 

სადაც 

§,= ჭ·ჭ L . / = 1,2,...,M7 
” (%. 9V, 

ჭ–.ჯწ[” ვექტორების სკალარული ნაშმრაელია ” ევკლიდეს ვექტორულ სივრცეში. 
ს “, 

წინა ტოლობის მარჯვენა მხარეს § პარამეტრიზირებული ზედაპირის პირველი კვადრატული 

ფორმა ეწოდება. ეს კვაღრატული ფორმა ცხადია დადებითადაა განსაზღვრული, იგი 

აღინიშნება ასე: C(X.თ2). ამ აღნიშენაში ზოგჯერ შეიძლება C სიმბოლოს ნაცვლად 

ჩავწეროთ #(CX = M იმისათეის, რომ უფრო ზუსტად მიეუთითოთ ის წერტილი, რომელზე 

გამავალ მხებ სიერცეზედაც ეიხილავთ კვადრატულ ფორმას. ასეთ შემთხვევაში აღნიშენას 

ექნება სახეCთ(CM/,თი). 

თუ ცნობილია ზედაპირის პირველი კვადრატული ფორმა, ანუ თუ ცნობილია , 

კოეფიციენტები, როგორც ფუნქციები სედაპირის წერტილებისა, მაშინ ამ ზედაპირზე მდებარე 

ყოველი(7,/0 = 0(!) წირის რკალის სიგრძე გამოითვლება ფორმულით: 

უ ო 

#(C0)=(| ჯ/228„(;)(|)))(,·(|)”:; (V 
თ V I=) უ=) 

თუ პარამეტრიზირებული 5 =(C, , =IXCX)) ზედაპირის რაიმე ”(CX)=M წერტილში 

გადაიკეეთება ამ სეღაპირზსე მდებარე ორი (/,/, = #,(I)), C7./, = 2,()) პარამეტრისირებული 

წირი, მაშინ კუთხე ამ ორი წირს შორის, ანუ კუთხე ამ წირების IXX-) = M წერტლში მხებ 

წრფეებს შორის გამ(იითელება ფორმულით: 

L) 

ა9 თ (M)თიძ»? 
თ= (4/, ·ძი,) – §|·=I · 7 

| ძი, |I ·I ძი, | ლ“ 'C | 2 /2 2|2;ჯ„(№ძჯ:ძ:;· 2;]2;%(#4*·?:!; 

ამ ფორმულის მარჯეენა მხარეს, მრიცხველში ზედაპირის პირველი კვადრატული ფორმით 

განსაზღვრული ორადწრფივი ფორმაა. ეს ფორმა წარმოადგენს სკალარულ ნამრავლს 7,§ 

მხებ სივრცეში ინდუცირებულს #, წერტილოვანი ევკლიდეს სივრცის შესაბამისი #” 

ვექტორული სივრციდან. მართლაც, თუ 75 სივრცეში მოცემულია ორი ვექტორი, მაშინ
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როგორც ზემოთ ვაჩეენეთ, ეს ეექტორები შეიძლება ჩაითვალონ ამ ზედაპირზე მდებარე 
პარამეტრიზირებული (/,/, = /,(I,)) , CV, /?, = 0,(!)) წირების 

მხებ ვექტორებად, გვექნება: 

2:2.6,(Vე 2% ჭჯ[ჭ;· ]!IL·IL— 
/ი ქთ1 5I /5! შ! ძ' 

უ მ;, / წ// ი' აო წონ2 

[ 8% 29 2 მ- ძ»? ] ძი() ძი,() 

V 
სადაც [ჭჰჯ·—] ,, / =1,2,...#M. სკალარული ნამრავლია ნ” ეეკლიდეს ეექტორულ სივრცეში. 

, , 

გლუვი პარამეტრიზირებული 5 =(LI,” =7(X)) ზედაპირის მოცულობა ეწოდება რიცხეს: 

V = | / §,)ძიძი..4ი. 
L/4 

ეთქვათ, 5, =(C,.,, = 5”(X)) და 5, =CV,8 =ო(»)) გლუვი პარამეტრიზირებული ზედაპირებია. 
თეორემა 6.,. ეკეივალენტურ პარამეტრიზირებულ ზედაჰირებს ერთნაირი მოცულობები აქეთ. 

დამტყიცება: ვთქვათ, 5, =(C,,8 =ჩ(X)) და 5: =(L),ი =50ი) ეკვივალენტური გლუვი 
ჰარამეტრიზირებული ზედაპირებია და 4:C, –>+C, შესაბამისი პარამეტრთა გარდაქმნა, 

რომლის იაკობის მატრიცია: 

4= [2·—·] 

C% 79 

სადაც # სტრიქონების ინჩდექსია ! სეეტების. 

VCI.25,--.X»„) = 4(XCX,,X;.--»X„)) . M(X) =7:(4(X)). 

M ვექტორფუნქციების სრული დიფერენციალებია: 

თ, 2—“" 
|·I 

. მ, 
ქ]ჯ =ჯნჰ·ჭ, · 

აქედან გამომდინარე: 

I ი, I'=(ძ, -9,)= 2,2,89,რიძV,. 
” " 

სადაც (ჯ„)"·" '„ წარმოადგენს 5, ზედაპირის პირველი კვადრატული ფორმის მატრიცს. 

Iთ,I'=(ძი·ძე)= 2,2.წ,4.4,. 
/) , 

სადაც (ჯ”)„..·:··„ წარმოადგენს §. ზედაპირის ჰირველი კეადრატული ფორმის მატრიცს.
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მაშასადამე. II 9ი II თ-. I. სიდიდეები წარმოადგენენ პირველი და მეორე სედაპირების 

პირეელ კვადრატულ ფორმებს. 

ჩავწეროთ მატრიცულად ეს კეადრატული ფორმები 
| ძ; |”= (% (9,X%:,), 7,7,=1,2,...,77 

Iი5 I =(%,)(8,X4,), ” /.= L2,...,/M!. 

ამ ტოლობებში პირეელი თანამამრავლები წარმოადგენენ მესამე თანამამრავლების, 

ერთსეეტიანი მატრიცების ტრანსპონირებით მიღებულ ერთსტრიქონიან მატრიცებს. 

ძ; ჯ·;ჯქ ჯ (/?·(V)) ჯ(ჯ ( მ)*ჯ)ქჯ 

აქედან გამომდინარეობს ვკქტორთა ტოლობა· 

მ მ თ, X C, 3)= (·2 დოა 

ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეს მღგომი ეექტორი წარმოადგენს ნამრავლს 

თი ს 02 ს გოი > 

თ თ I 
მ მი % [—”I] 
····························· ··· |··|·2····,” 

V V CV 
მი მ, . მ 

რომელშიდაც პირველი თანამამრაელი პარამეტრთა გარდაქმნის V იაკობის მატრიცის 

ტრანსპონირებული Vჩ' მატრიცია, მეორე თანამამრავლი კი ერთსვეტიანი მატრიცი, რომელიც 

შედგება 5, ზედაპირის მხები სიერცის საბასისო ვექტორებისაგან, 

მაშასადამე (ჭ):]”(ჭ;ჯ) L+-2. „,. სადაც X სვეტების ინდექსია. 
თ, # 

2% 2% 
C2 მ, 

2% LV9 
>% 8 

ძ =(ძი,ძX,,...,თა,)- . =(ძთი,ძი,..,0X,) .· = 

-% 2% 
თ, მ», 
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>I
 

2I
2 

=(რ/,რ»,.., ი)მ  =ძი. 

. 
M 

. 

მაშასადამე, მივიღეთ: თ, =ძა5. აქედან კი გამომდინარეობს: 

I ძი I”/=(95 -ძი)=(4 ·ძ) =| 46 L" . 

ეს ტოლობა გეიჩვენებს, რომ ეკვივალენტურ ზედაპირებს ერთი და იგივე პირველი 

კვადრატული ფორმები აქვთ შესაბამის წერტილებში. 

ძ, ვექტორის კოორდინატებს –მ—ჩ–·–მ—/·!··,...,–ჭ· ბაზისში წარმოადგენენ ძ%,თ,..,ძ/.. ხიოლო, 
მიმი V 

ძ ეექტორის კოორდინატებს- 

ძ ,. თ......ძV,. თ = C“3. ამასთან 

თ, ·|1|·I·I 

ი, თი 

|.. კ=7.I. 
I. 
' 

მ M#. 
როგორც ვნახეთ, II , II ”=II თI ” აქედან გამომდინარეობს: 

I «; I”=I «; I”= (თ,)'(§,X4',) =(«,/V'(წყ)V(4-) 

# =1,2,...,/I. 

სადაც =[9—,!—] , სადაც# სვეტების ინდექსია. ” =[%] სადაც ” სვეტების 
გჩ· ,- თ!.2,...,. ” /ი 2..ი 

ინდექსია. 

აქედან გამომდინარეობს (§,)= / ·(წყ)“7. 

§, ზედაპირის მოცულობაა: 

IV 5, 1ძაძი..2, = M 7 ( Iრით,.. 2 = | II წ, III რიძი.. ძ . 
“, ”, თ, 

§, ზედაპირის მოცულობაა: ]·,” 2 Iთ,თ....რთ”,. 
თ. 

მათემატიკური ანალიზიდან ვიცით, რომ:
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რარ/... თ, 5 7 | მარი...რ, 

ამიტომ საბოლოოდ გვექნება: 

IV §, Iრიძი...რ., = L/ §,Iძს?,...თ, 
'უ ი” 

თეორემა დამტკიცდა. 

ამ თეორემის დამტკიცებისას ასევე ვაჩვენეთ, რომ ეკვივალენტურ ზედაპირებს შესაბამის 

წერტილებში ერთნაირი პირველი კვადრატული ფორმები აქვთ. 

თუ 5 =(LC,” =7(X)) პარამეტრიზირებული ზედაპირი ორგანზომილებიანია, ანუ C C წ,, მაშინ 

ამ ზედაპირის მხები სიერცე ნებისმიერ წერტილში იქნება ორგანზსომილებიანი, ვინაიდან ეს 

სივრცე იწნება წარმოქმნილი ორი ვექტორის: 

ჯ·—,წ ჯრფივი კომბინაციებით. ასეთი ზეღაპირის პირველი კვადრატული ფორმის მატრიცი 
თხს თი 

მეორერიგისაა: 

> მ მ· C 
8=9,,= [მ··ჯ ვჯ] #=8= 82|=[ჰ;··ვ7]· C= 

1 1 C5 

C2 
5ი”- გ; 2 

მაშასადამე, C(X.ი%) = სიი +2ჩძიძთი, +CCთ8. 

დ= (ვ·ჯ·)· „ მატრიცის დეტერმინანტი | §I= 8C – #? ორგანზომილებიანი პარამეტრიზებული 

ზედაპირის მოც'ელობა(ფართობი) 

V = |V#6 – 'თ-თი 
L 

ამ ხედაპირზე წირის რკალის სიგრმე ტოლია: 

ხ 

=| Vჩთც +2ჩძაეთი +Cთი6 

მაგალითი. სფერო Lკ -ში: 

” =ჯ»(თ,0) =(/§5I0090ლ005თ,M50050თ, #C0§50) , 

სადაც ხV=((თ,0))0ი<თდ<2», —ჭ(მ(ჭჯ. 

;—,· =(-#/5თმა)ით, #§I0005Cთ, 0), 
თ 

;—,·–(X005060=9), #ილამვსით, – #5ი60). 

» მ » » > > 
ნხ=| -.--- |=-M2§V0:0, #= 0, 6=(—·—)=X:. 

[ით მ(”] [მ მმ] მ0 მ0 
აქედან შეგვიძლია დავწეროთ: 

CLCXთ0) = ძL" = I: §Iი? 0ძთ? + #?ძ0?.
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ახლა განეიხილოთ, ისეთი პარისირებული "სედაპირი 5 =(L,#7=7(X)) საღაც ჯ:V -> ჩ 

წარმოადგენს გლუე ჩადგმას. 

ასეთ პარამეტრიზირებულ რედაჰირებს, როგორც ვიცით მარტივ პარამეტრიზირებულ 

ზედაპირებს უწოდებენ. ცხადია ასეღი ზედაპირის ტანი| 7/I= #(V) წარმოადგენს 

ქვემრავალსახეობას #, მრავალსახეობაში, თუ მარტივი ზედაპირების ჩასაწერად 

გამოვიყენებთ ვექტორულ ფორმას, მაშინ ცხადია მარტივი პარამერტიზირებული ზედაპირი 

იქნება წყვილი 5 = (C/,7 =/+(X)), სადაც #”:L -> ” წარმოადგენს ასეეე გლუვ ჩადგმას, ოღონდ 

ევკულიდეს ვექტორულ სივრცეში, რომელიც იმის გამო, რომ შეგვიძლია გავაიგივეოთ #, 

სიერცის წერტილები მათ რადიუსვექტორებთან რომელიმე დაფიქსირებულ კოორდინატთა 

სისტემაში. ასევე შეიძლება ჩაითვალოს გლუვ მრავალსახეობად. 

აქედან გამომდინარე შეიძლება ზედაპირებისათვის შეიძლება შემოვიტანოთ 

იზომეტრეიულობის ცნება: 

ორი მარტივ პარამეტრიზირებულ ზედაპირს: 5, =(C,,ჩ =M(X)), 

5, =(L..ჩ =#:(X)) ქწოდება იზიმეტრიულჩ· თუ არსებობს ამ ზედაპირთა ტანებს შორის 

ისეთი დიფეომორფიზმი / 17 I-X 5 |, რომ მისი დიფერენციალი: 

#.:7MIM |—>7·|(M) IM-) 

იზომეტრიაა, ანუ ისეთი წრფივი 'ურთიერთცალსახა ასახეა, რომელიც ინახავს ვექტორების 

სკალარულ ნამრაელს. 

ასეთ / დიფეომორფიზმს იზომეტრიას უწოდებენ. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ მარტიეი ზედაპირები იგივე რიმანის მრავალსახეობებია.მაშინ 

ცხადია, ასეთნაირად განსაზღერული ზედაპირთა იზომეტრია იგიეეა რაც ზემოთ მოყვანილი 

განსაზღვრება ისომეტრიისა რიმანის მრავალსახეობებისათვის. 

თეორემა 6-2. იმისათვის, რომ / 18 I- 8 | დიფეომორფიზმი წარმოადგენდეს იზომეტრიას 

5, =(L.7 =5(X)) ლა 5, =(L,,M, =#M(X)) პარამეტიზებულ ზედაჰირებს შორის, აუცილებელი 

და საკმარისია იგი ინახავდეს ზედაპირზე მდებარე პარამეტრიზირებული წირის რკალის 

სიგრძეს. 

დამტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. 

ვთქეათ / 17 |- X 7 | ისომეტრიაა და (/,/2 = /(I)) წირი დევს 5, ზედაპირზე, /,,,, 

წერტილებით განსასღვრული წირის რკალის სიგრძე ამ ზედაპირზე გამოითვლება ფორმულით 

IL(0) = |I 70I«. 

(/,0 = 9()) წირი / დიფეომორფიზმით გადადის 5, ზედაპირზე მდებარე (7,C(/ 9 2XI)) 

წირიში. ამ წირისათვის ივე /,,,, წერტილებით განსაზღერული წირის რკალის სიგრძე 

გამოითვლება ფორმულით: 

M (/თ)=]1| (/ 5 0)(0I#. 

წრფიე
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# :7;”") I85I> 7··1"·"» Lჩ I 

ასახვას 0() ეექტორი გადაჰყავს (# 9 /2)(,) ეექტორში. რადგან /. იზომეტრიაა, ამიტომ 

I 270)1=I (/ ,0M9II, აქედან გამომდინარეობს, რომ: 
_ ჩ 

MLC2)= III CIV = III C/ 9 ი) ძ =/2(/ « ი). 
” ” 

ამით თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცდა. 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. 

ვთქვათ, / 15 I-X#9 | დიფეომორფიზმი ინახავს რკალის სიგრძეს. 

როგორც ვიცით, ყოვვლი ვექტორი ზედაპირის მხებ სივრცეში წარმოადგენს ზედაჰირზე 

მდებარე რომელიღაც წირის მხებ ვექტორს. ვთქვათ, 7 |/,) წარმოადგენს §<, 

პარამეტრიზირებული ზედაპირის მხებ სივრცეს M წერტილში და « C7 |5 | რაიმე ვექტორია 

ამ სივრცეში. თუ (/./ = /XI)) ისეთი პარამეტრიზირებული წირია რომელიცს მდებარეობს §, 

ზედაპირზე და რომლის მხები ეექტორიც I წერტილში, 7#7XI/=-) = M , ემთხვეეა 6 ვექტორს, ანუ 

0C)=«. 

პირობის ძალით 

M(0)= II ი) I9X = |I C/ « 2)(9) I ძწ =/,(/ «). 
”“ V 

! CI/..ჩ) ნებისმიერი წერტილისათვის. ამ ტოლობის ორივე მხარის / პარამეტრით 

გაწარმოებით მივიღებთ: 

I >C)I5I (/ 5 2)X9)II· 
აქედან /=/, წერტილისთვის გეექნება: 

I §I=I /.(4)I- 

ამგვარად, /, წრფივი იზომეტრიაა და აქედან გამომდინარე / :|/; |-/ | დიფეომორფიზმიც 

იზომეტრია იქნება თეორემა დამტკიცდა. 

ამ თეორემიდან და იზომეტრიის გაჩნსაზღვრებიდან გამომდინარეობს: 

შედეგი: ისომეტრიელი პარამეტრიზირებული ზედაპირების პირველი კვადრატული ყორმები 

შესაბამის წერტილებში ერთმანეთს სმთხვეეიან. 

ზედაპირის იმ თვისებებს, რომლებიც არ იცვლებიან ისომეტრიული ასახეების დროს 

პარამეტრიზირებულიზედაპირის შინაგანი ინვარიანტები ეწოდება. გეომეტრიის იმ ნაწილს კი 

რომელი ამ ინვარიანტებს შეისწავლის ზედაპირთა შინაგანი გეომეტრია ეწოდება.
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§7. პარამეტრიზირებული ზედაპირის მეორე კვადრატული ფორმა, 
ზედაპირის გაუსისა და საშუალო სიმრუდეები 

ეთქვათ, 5 =(C,,,” =IXCX)) ” განზომილბიანი ზედაპირია #.., ეევკლიდეს სიერცეში. მოცემული 

ზედაპჰირის ნორმალი მის M =I(CX.) წერტილში ეწოდება M ეექტორს, რომელიც 71,,§ მხები 
ვ,· 

სიერცის წ··მმ;—,;·""% საბაზისო ეექტორების ორთოგონალურია. 

ეს ვექტორი ცხადია ტოლია 

> 2 2 
–=X-–--X...X 
2, 02% 2 

ეექტორული ნამრაგლის. 

§ ზედაპჰირის M =7”(X) წერტილში ნორმალის გამოსათვლელად ვიყენებთ ცნობილ 

ფორმულას: 

მ- 0” 
M#=--X-–--X... 

ძ ე C. 

მ, მ  მMV 
თი'მ% 

ე+! 92 ჭ V. =2(·—|)|8, ეე ი აა თ, | 

სადაც ხაზები I!-ური სვეტის ელემენტების თავზე ნიშნავს იმას, რომ ეს სეეტი ამოღებულია 

MXCI+1) რიგის მატრიციდან, I,,#,,--„#,,, 7(»X) ვექტორის კოორდინატებია რ,6,,..,6,,, კი 

§ სივრცის საბაზის“ი ვექტორები. თუ მოვახდენთ V ეექტორის ნორმირებას აჩნუ თოუ ამ 

ეექტორს გაეამრაელებთ მისი სიგრძის შებრუნებულ რიცხეზე მივიღებთ ერთეულოვან 

ეექტორს-#.. შემდეგ ზედაპირის ნორმალის როლში ყოეელთვის ვიგულისხმებთ ამ 

ერთეულოვან ვექტორს. თუ 
> > C2 
--. --X.-- 

ჭI გწ! ბ”·
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ნამრაელში რომელიმე ორ თანამამრავლს ადგილებს შეუცელით შიეიღებთ საწინააღმდებო 

შ .ე : > მ[— _2. 
მიმართულების ვექტორს, ამიტომ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ––, «6. 

2 მX 81· 

ვექტორები ზედაპირის ჩორმალს განსაზღვრავენ +1 კოეფიციენტის სიზუსტით. ცხადია, 

ნორმალი ზედაპირის წერტილთან უწყვეტად არის დაკავშირებული, ანუ ICX) XCV 
არგუმენტის უწყვეტი ფუნქციაა. 
რადგან ჩეენ ვიხილავთ გლუვ პარამეტრი'ხებულ %ედაპირებს, ამიტომ #(CX) ვექტორ ფუნქციას 

მეორე რიგის უწყვეტი კერძო წარმოებულებც ექნება X,,X,,....,X, (კვლადების მიმართ. 

ეოქეათ გლუვი პარამეტრიზირებული წირი (7,/ = XI)) მდებარეობს 5 =(C,” =„”-(X)) გლუვ 

პარამეტრიზირებულ ზედაპირზე. ვთქვათ აღნიშნული პარამეტრიზირებული წირი მოცემულია 

ასეთ განტოლებით /XI) =7(C(X,(I/),X,(I),...,X,(/)), სადაც /C() =(«C),X,CI),...,X,(/,)) წირის 

შინაგანი პარამეტრიზაციაა. გამოვთვალოთ ამ წირის სიმრუდის ვექტორი მის რომელიმე 

წერტილში. 

ზოგადობის დაურღეევლად შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ წირი ბუნებრიად 

პარამეტრიზირებულია. როგორც ვიცით, (7,/2 = /X§5) =I(2(5))) წირის სიმრუდის ვექტორი 

ტოლია 

ძ'ი(5) _ ძ”-(6(5)) 
ძა? ძა' 

ეექუორის. 

თუ ეს ეექტორი არ უდრის ჩულს, მაშინ 

ძ' #X(5) _ ქ”]·(;)(.წ)) ძXL(§) 

ძა? იჯ” ძ =#(§XC5). 
სადაც I(§) წირის ერთეულოვანი მხები ეექტორია, V() 

კი ჯირის მთავარი ჩორმალი. როგორც ვიცით V(§) ვექტორი მდებარეობს ამ წირის /7X§) 

Vწერტილზე გამავალ მიმხებ სიბრტყეში. 

რადგან (#/,/2= /X§)) წირი მდებარეობს 5 =(L,,=7”-(X)) ზედაპირზე, ამიტომ 

ძ"-C6(5)) _ ძ. [ქ;(;(ჯ)))_ ქ[ 'I1.- ·1·-,.]_ 
თ I თა _შ ,.·ჯქ·შ - 

22 მ' ქX +”ჭქ”1·, 

#=I ,1 0.2X, თ ძ (:0ი ძვ 

თუ კ;”ჯ) მექტორს გავამრავლებთ სკალარულად /#0(2) წერტილზე გამავალ ზედაპირის ” 

ნორშაჯ ზე მიეიღებთ: 

[ 9(·1) ] 2 2[ „ . ] «, -/ 

”ი /ო 

/ 

მ 
შემოვიღოთ აღნიშენა [მჯ·მუ .· „] = ხყ » გვექნება:
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(ძ”(ჯ) ] 22%უწ 
/= ) 

განეიხილოთ სიდიდე: ,8(X,ძX) = 221” ძX,თ,. ეუწოდოთ მას პარამეტრიზირებული 
(51 / 

ზედაპირის მეორე კეადრატული ფორმა. როგორც ეიცით, ზედაპირის პირველი კვადრატული 

ფორმა C(X,ძ%) = ძა?, ამიტომ 

(/:,ი(:) _ 8თ9ძი) 
ძა” C(X,(#) 

ამ ფორმულას მენეს ფორმულას უწოდებენ. ამ ფორმულიდან გამომდინჩნარეობს შემდეგი 

შედეგები: 
ა) თუ 8(ითი) არ უდრის ნულს თ: =(ძი,თ-,,...,«თ,) ვექტორისთვის, მაშინ ცხადია, 

2 

ქ;ჯ:) #0. ასეთ შემთხვევაში 

ძ? 
ჯ =M(§)V(5) 

და აქედან გამომდინარე #(§5) X0. 

ბ თუ “ზედაპირზე მდებარე ჰარამეტრიზირებული წირები ერთ წერტილში იკეეთებიან და ამ 

წერტილში მათი მიმხები სიბრტყეები ერთმანეთს ემთხვეექეიან, ამასთან ,8(»,თი) # 0, მაშინ ამ 

წირების გადაკვეთის წერტილში მათი სიმრუდეები ერთი და იგიეეა. 

ძი“(2) , 
ბ) “7. . M | =(MXC§)V(C5) :/7) = X(§XV(§) · ) = #(§) C9%(VC§)“/”) 

5 

სადაც V(C§),” აღნიშნავს კუთხეს V(§)და ” ვექტორებს შორის. 

აქედან გამომდინარე, თუ „3X»,თი) « 0, მაშინ ზედაპირზე მდებარე მოცემულ წერტილზე 

გამაევალ ყველა ისეთ პარამეტრიზირებულ წირს შორის, რომელთა მხები ეექტორები ამ 

წერტილში ერთი და იგივეა, მიჩიმალური სიმრუდე აქვს იმ წირს, რომლის მიმხები სიბრტყეც 

შეიცავს სეღაპჰირის „ ნორმალს მოცემულ წერტილში და |C05(V(§)“7)|=1. ცხადია. ასეთი 

იქნება ზედაპირზე მდებარე ის პარამეტრიზირებული წირი. რომელიც მიიღება ზედაჰირის იმ 

ორგანზომილებიანი სიბრტყით გაკეეთით, რომელიც გადის ზედაპირის ” ნორმალზე მოცემულ 

» წერტილში და ძჯ”–ჯჭ “; ვექტორზე, სადაც (/ =,2 = 7/X5)) ერთერთი წირია 
” 

ზედაპირის მოცემულ წერტილზე გამავალი ერთ და იგიეე მხები ვექტორის მქონე წირებიდან. 

ძიC) მ' იV “ 1 ლ 
ხ , ლ _ ორი პარალელურია ძ/X5) = V = ა –“–-თ., ეექტორის. ცხადია, == ჯჯ,ჯ ვექტ ალელუ 2 

წირს, რომელიც აღნიშნული კვეთით მიიღება ზედაპირის ნორმალური კვეთა ეწოდება. 

ცხადია, ზედაპირის ჯ წერტილხე გამავალი ნორმალური კვეთის სიმრუდე ამ წერტილში 

ტ'ილია
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- |50.09)I 
ე--––_ „ო 66 9ი 

არაუარყოფითი რიცხვის. 

რიცხვს 

8(+ძთი) 
M (თე)ე=-–- - „(X ძი მ ძი 

ეწოდება 5 =(C,- =I(X)) პარამეტრიზირებული ზედაპირის ნორმალური სიმრუდე X 

წერტილში, ამ წერტილში ზდაპირის მხებ სიერცეში მდებარე Cთ: = თI(C%%,თC,..., თ, ) ქექტორის 

მიმართულებით, ანუ იმ ვექტორის მიმართულებით რომლის კოორდინატებიც 

> CV CV 
ჰ·ჰ·;,···, 

როგორც ფორმულიდან ჩანს M,(+.თ:) სიდიდემ, განსხვავებით #,(X) 

ბაზისში თი,თი,..,რ#X, დიფერენციალებია. 
“ი 

სიდიდისა შეიძლება მიიღოს უარყოფითი მნიშენელობაც. იგი დადებითია, თუ ზედაპირის 

მოცემულ წერტილში ნორმალური კვეთის მთავარი ნორმალი ემთხვევა ზედაპირის ნორმალს 

ამავე წერტილში და უარყოფითია, როდესაც ეს ვექტორები ურთიერთსაპირისპირო 

მიმართულებისაა. 

ცხადია. ზედაპირზე მდებარე (/ = # = #X(§)) პარამეტრიზირებული წირის სიმრუდე /X§5)=+X 

წერტილში დაკაეშირებული იქნება ამ წერტილში წირის მხები ვექტირის მიმართულებით 

გამავალი ნორმალური კეეთის სიმრუდესთან შემდეგი ფორმულით: 

IM(§) 905(V(§)” #9) |= #,Cი). 
დაეუბრუნდეთ ფორმულას: 

80C0ძX) 

0Cი·9%ი . 
წრფივი ალგებრიდან ცნობილია, რომ ნებისმიერ ვექტორულ სივრცეში არსებობს ბაზისი, 

რომელშიც მოცემული ორი კეადრატული ფორმიდან პირველს ექნება ნორმალური სახე, 

ხოლო მეორეს კანონიკური სახე. 

X,(X,თიე) = 

ამიტომ, ზედაპირის ჯ წერტილში მხები სიერცის ჭ,ჯ,„·,ჭ ბაზისიდან შეგვიძლია 
I 2 

გაღავიდეთ მის ისეთ 6,,6,,..,6, ბაზისზე რიმელშიდაც ზსედაპირის პირეელ და მეორე 

კვადრატულ ფორმებს აქეთ ნორმალური და კანონიკური სახეები შესაბამისად: 

C(00ძ90 = 26 , 8(0ძ0 = 246 
/5 75=I 

ამ შემთხვევაში, თუ ზოგადობის დაურღვევლად ჩავთვლით, რომ 

6.6...6 ორთონორმირებული ბაზისია გვექნება: 

აე . 
M,(X,თი) = +5) =2.2-> 

CI 

= 2 
» სა “- =2,485C,, 
2ჯ·2 (5I 2ჯ|2 1=1 

/ წო
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თ, სადაც არის კუთხე ი- ვექტორსა და 0, საბაზისო ვექტორს შორის. 

მიმართულებებს, რომელსაც განსაზღვრაეენ ასეთი 6,6,.....6, ბაზისის ვექტორები უწოღებეჩ 

5=(V.” =„CX)) ზედაპირის მთავარ მიმართულებებს X წერტილში. #.! =I.2,....# რიცხვები 

წარმოადგენეჩ ზედაპირის ჩორმალურ სიმრუდეებს ჯX წერტილში შესაბამისი მთავარი 
მიმართულებებით. მათ ზედაპირის მთავარ სიმრუდეებს უწოდებენ » წერტილში. 

#.(ირი = 2ე2, 6ი§' დ, 
” 

ფორმულას კი ქილერის ფორმულა ეწოდება. 

თუ ჰარამეტრიზირებულ ზედაპირზე მდებარე X წერტილში ყველა #, კოეფიციენტს ერთი და 

იგივე ნიშანი აქვთ და ისინი განსხვავდებიან წ'ელისაგან, მაშინ ამ წერტილს ზედაპირის 

კლიფსური წერტილი ეწოდება. 
თუ პარამეტრიზირებულ ზედაპირზე მდებარე ჯ წერტილში 2, კოეფიციენტებიდან ზოგი 

დადებითია ზოგი უარყოფითი და ყველა მათგანი განსხვავდებიან ნულისაგან მაშინ ამ 

წერტილს ზედაჰირის ჰიპერბოლური წერტილი ეწოდება. 
თუ პარამეტრიზირებულ ზედაპირზხე მდებარე ჯ წერტილში #, კოეფიციენტებს შორის ერთი 

მაინც ტოლია ნულის, მაშინ ამ წერტილს ზედაპირის პარაბოლური წერტილი ეწოდება. 
თუ პარამეტრიზირებელ ზედაპირზე მდებარე ჯ წერტილში # კოეფიციენტები ყველა ნულის. 

ტოლია მაშინ ამ წერტილს ზეღდაჰპირის გაბრტყელების წერტილი წერტილი ეწოდება. 

”M, =122·, რიცხეს, სადაც #,7 =1,2,...,V” ამ სედაჰირის მთავარი სიმრუდეებია X 
წ/) ” 

წერტილში ეწოდება X =(L,/ =I+XX)) ზედაპირის საშუალო სიმრუდე X წერტილში. 

თ, =I—[/1· რიცხეს, სადაც #.I! =I,2.....7 ამ სეღაჰირის მთავარი სიმრუდეებია X წერტი;ლში 
" 

ეწოდება 5 =(L,” =/(X)) ზედაპირის სრული ა5უ გაუსის სიმრუდე X წერტილში. 

მაგალითები: 

1 ეთქეათ, 5 =(C,,'=I”(CX)) ზედაპირი წარმოადგეჩს სიბრტყეს #კ სიერცეში ასეთ 

შემთხეევა1ში: C, = ,. ”წ=7+ძი +ხX, (ი,X.)CC. 

ამ სედაპირზე ყველა ნორმალური კვეთა წრფეა, ამიტომ მისი სიმრუდეები ყეელა მთავარი 

მუმართულებით ნულის ტოლია. აქედან გამომდინარე, ამ ზედაპირის საშუალო და გაუსის 

სიმრუდეები ყველა წერტილში ნულის ტოლია. 

2. სფერო ჩ სივრცეში: 

IXX) = (#5Iი X C05 X,,M#50 X 51ი X,. #605X,), 

LI((.·:·,X:)|—§5.·· ჭ–;!, 0<»X, <2#M). 

სფეროს ყეელა ნორმალური კეეთა წარმოადგენს წრეწირს რადიუსით #, ამიტომ რადგან 

ჩვეჩი სფერო ორგანზომილებიანი ზედაპირია:



I 1111 
=-(1.2)=-(-+-)=-, 

# 2"· ) 2(X+X) ჯ; 
11_1 

=საა=--=-- 
თ=44 XL ” 

პარამეტრიზირებული 5 =(C.I =”(CX)) ზედაპირის რაიმე X წერტილში მხებ #.5. სივრცეში 

1 

#,Cრი 
ვექტორი მოედოთ X წერტილს, მაშინ ამ ვექტორების ბოლოები ქმნიან #=(CV,0 = იCი) 

ზედაპირს #,,, სიერცეში მდებარე, ჯ წერტილზე გამავალი 75 ეექტორული სივრცით 

განსაზღვრულ » განხომილებიან ქვესივრცეში. მისი განტოლებაცა იქნება: 

I_) 
#M,.C9Vრი) ' 

არსებული თითოეულ თი = VXC2ი,ძC,...,%,) ვექტორის მიმართულების სიგრძის 

ა % 
ჩ-ი00-I II 

აქედან შეგვიძლია დავწეროთ!: 

! 

” რი I -(X)I= V 

ანუ 

I 2(9I VI#,C.რი| =1. 

I 202 ჯ/| > თ. I=1, 

# ი(9I? 9:გ ია?.ი, 

აქედან გვექნება: 

=1, 

!2" ილიI" 205' დთ, =1, 
1=I 

|ჭ|1··§·1 =1, 

ანუ ,8(X,%) =+1. 

ამგვარად, ეექტორების ბოლო წერტილებით წარმოქმნილი #) = (CL/./0 = 0(X)) ზედაპირი 

მეორე რიგის ზედაპჰირია ან ასეთ ზედაპირთა წყვილი. მას 5 =(C,/ =/(CX)) ზედაპირის 

დიუპენის ინდიკატრისი ეწოდება ზედაპირის ჯ წერტილში. 

ცხადია, თუ საქმე გეაქვს ორგანზომილებიან პარამეტრისირებულ შბსრდასირთან, მაშინ 

დიუჰენის ინდიკატრისი ამ ზედაჰპირის ელიფსურ წერტილში ელიფსია; ჰიპერბოლურ 

წერტილში - ჰიპერბოლთა წყვილი; პარაბოლურ წერტილში, თუ ეს წერტილი არ არის 

ზედაპირის გაბრტყელების წერტილი,- წრფეთა წყვილი.
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პარამეტრიზირებული ზედაპირის მოცემულ წერტილში მხები სიერცის იმ ვექტორებით 

განსაზღერულ მიმართულებას, რომლებზედაც ზედასპირის მეორე კვადრატული ფორმა ნულის 

ტოლია, ამ ზედაპირის მოცემულ წერტილში ასიმპტოტური მიმართულება ეწოდება. ამ 

მიმართულების ეექტორები მდებარეობენ ზედაპჰირის მიოცემულ წერტილში დიუპჰენის 

ინდიკატრისის ასიმპტოტებზე. 

გამოეიყვანოთ პარამეტრიზებული ზეღაპირის საშუალო ღა გაუსის სიმრუდეთა საანგარიშო 

ფორმულები. 

ვთქვათ, მოცემულია 5 = (C/,” =7XX)) პარამეტრიზირებული წირი. 

ამ ზედაპირის ნორმალური სიმრუდე მის რაიმე X მწერტილში 

ძX = თI(თი,თი,..,თ>X,) მიმართულებით ტილია: 

8(0C C) _ < 2 29507 M% გ , 
ნიძე 2ი 95წ 

#,(X,ძX) = 

სადაც თ, = ,. 

როგორც წრფიეი ალგებრიდან ვიცით, ევკლიდეს ეექტორულ სივრცეზე განსაზღერული ორი 

4(X,X),8(X,X) კვადრატული ფორმისათვის, რომელთაგან უკანასკნელი დადებითად 

განსაზღვრულია, არსებობს ორთონორმირებული ბაზისი 2#,,6,,ფ,..,6, რომელშიდაც ამ 

კვადრატულ ფორმებს აქეთ კანონიკური და ნორმალური სახეები შესაბამისად: 
” ი 

4(C0X)= 2 26', 8(ი+)=2,5-. 
,1 ჟე 

პირველი კვადრატული ფორმის #, კოეფიციენტები 

განისახღერება, როგორც 

ჯჟჟებებეეაებსაეაბაბაერ”“ +>___– იმ -/ხ, 

.ი . თ., - #ხ, 

თ,, – #ხ,, შუ – #ხევააიოოოოიო 0,, - #ხ,, 

მრაეალწევრის ფესვები, სადაც (4,),,,2 4(XX) კვადრატული ფორმის მატრიცია. ხოლო 

(ხ,),, „ 8(-X) კვადრატული ფორმის მატრიცი. 

ჩვენ შემთხეევაში „-4(+-X) კვადრატული ფორმის როლში გვაქვს 8(ირთე -სედაპირის მეორე 

კვადრატული ფორმა, ხოლო 8(X,X) კვადრატული ფორმის მატრიცის როლში გეაქვს C(X თ- 

ზედაპირის პირველი კვადრატული ფორმა. 

ზლეძე კვადრატული ფორმის კანონიკური სახის კოეფიციენტების მოსაძებნად უნდა 

ამოვხსნათ განტოლება:
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,, = 49 ხვ – რწყვიითბავვოთთოოი. ხ, - 49, 

ს – რწე, ხევ – ტწევააააააეთიეიიაა ხ,, – 2 
=0, 

„ეაეს–ეგებ–დ_დ-დდდდ-დ-დ·- სხ, - 2429 

სადაც ([7„)··,_,_:· · 80 თ) კვადრატული ფორმის მატრიცია (8·))1·1“·2····” კი CXCX,თი 

კვადრატული ფორმის მატრიცი. 

ცნობილია, რომ ამ განტოლებას აქეს „ ნამდვილი ფესვი. 

სწორედ ეს ფესვები წარმოადგენენ (რო კვადრატული ფორმის კანონიკური სახის 

კოეფიციენტებს, ანუ მოცემული ზედაპირის მთავარ სიმრუდეებს X წერტილში. 

ეთქ3ვათ, უკანასკ6ნელი განტოლების მარცხენა მხარეს მდგომი მრავალწეერი წარმოდგენილია 

სტანდარტული სახით: 

ძე2+Cთ2 . +0,C " +..+0, ,2+0ძ, =თ(2-24X4- )....C2-4,). 

თუ 4=0, მაშინ უკანასკნელი ტოლობიდან გეექნება: 

ძ, =(–1)”რ64რ%..-4,, 

ანუ ი, =(-1)”თC,. 

მეორე მხრივ, როდესაც #=0, 0ი,5(ნ,)IL ,-,. „· 

თუ |(ნ, – 29,),.,-,,. „ მრავალწევრს გავყოფთ #”-ზე და გადავალთ ზღვარზე როდესაც 

# –>თ, მიეიღებთ: 

=72 | " !:ჟ;!(?·/ -6)9-6)--)" 601 აა. 
მეორე მხრივ 

· რექ+ი. +..+0 2+თ, / _ Mთ “ი ' ი- "].” =ძე. 

მაშასადამე, ძი =(C-I)” I(8|·;·)|····|=I·2·.·.II· საბოლოოდ გვექნება: 

_ _ თ _ _Iხ))! 
” CM4« I(Cზ)I 

რაც შეეხება ზედაპირის საშუალო სიმრუდეს M წერტილში, 

,, 7 = 1,2,...,I?.
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სადაც 58 აღნიშნავს კვადრატული მატრიცის კვალს. კეადრატული მატრიცის კვალი მის 

დიაგონალზე მდგომი ელემენტების ჯამია, იგი არ იცვლება მატრიციდან მის მსგაეს მატრიცზე 
გადასვლის დრის. 

ეინაიდან კვადრატულ ფორმის მატრიცები სხეადასხეა ბაზისებში მსგავსი მატრიცებია, 

ამიტომ: 

4+7 +...+ 4,=ხ,,+ხ,1+...+ხ,. 

საბოლოოდ შეგვიძლია დავწეროთ: 

_ I,I 
“ II 

სადაც (ხ,),,- . „ 80თი კვადრატული ფორმის მატრიცია, (#,),,.., „ კი C(X,თი) 
კვადრატული ფორმის მატრიცი. 

= 1 
I.7 = 1,2,...,7/. V =;89|ხ·, ||./·I·2... „' 

თუ 5=(CV,/=IXX)) ორგანზომილებიანი პარამეტრიზირებული შსედაპირია #, ევკლიდეს 

მ' 

მა,0X 
” 

სივრცეში მაშინ ხ·უ· =[ ·I·I] შემოვიღოთ აღნიშვგნები: 

/,/5I.2 

ხ,=L, ხ, =ხ., = M, ხ,,=M, 

მაშინ ორგანზომილებიანი პარამეტრიზირებული ზედაპირის მეორე კვადრატული ფორმას 

ზედაპირის რაიმე X წერტილში ექნება საე: 

8(X.0ძ%) = LCთV” + 2Mრთიძი, + MძC: , 

ხოლო მის მატრიცსსახე: 

(L M 

8=| 
LM V 

ამ მატრიცის დეტერმინანტია | 9 |= #V - M? 

რადგან მოცემული პარამეტრიზირებული ორგანზომილებიანი ზედაპირის პირველი 

კვადრატული ფორმა იგივე წერტილში არის 

C( 09 = ჩთ, +2ჩძითC +6ძ58 . 

LM – M # M 
ამიტომ (·I··· = ?ჟ I/, =54, · და 41, ?M M 

§8. თეორემები მატრივ პარამეტრიზირებულ 

ზედაპირებზე 

ვთქვათ მოცმულია (L,I =7(X)) მარტიეი პარამეტრიზირებული ზრდაპირი დავაფიქსიროთ ამ 

ზედაპირის ორიენტაცია მის ყოველ წერტილიში ამ წერტილებისაგან უწყვეტად 

დამოკიდებული ნორმალის დაფიქსირებით:



X% 
__ მი მს მჭ·" 

” ყ?, ჭ·—·ბ» C2 შ ა ომავვა- თ 

უ მ 2 
ზედაპირის ყოველ ჯ წერტილში შეიძლება დავაფიქსიროთ რეპერი: (ჭ,ვჯ მ – ”მI ), 

რომელსაც მოცემული პარამეტრისირებული ზედაპირის ნატურალური რეპერი ეწოდება. 

მ”” 
გამოვსახოთ ამ რეპერის ეექტორთა კერძო წარმოებულები: მა, –=-,ნხს/1=ს2.ს' ამავე 

რეპჰერის ვექტორების წრფივი კომბინაციების საშუალებით: 

——2 *—+ძ” I =1,2,...,M 
| +=I 

მჯვჯ ჯ ·ჯკჯ + ,, / =1,2..,/!. 

ამ ფორმულებიღან მეორეს გაუსის ფორმულა ეწოდება, ვაჩეენოთ, რომ ამ წრფივი 
კომბინაციების კოეფიციენტები გამოისახება მოცემული ზედაპირის პირველი და მეორე 

კვადრატული ფორმის კოეფიციენტების საშუალებით. 

ჭ: 0,*–?L+!|_·3 ტოლობის ორივე მხარის / ვექტორზე სკალარულად გამრაეგლებით 
ლო, სს C, 

მივიღებთ 

თ ·9) თ. (?·ი ვ—+ქ";) 
· 1 “ 

7 ვექტორის განსაზღვრებიდან გამომჯინარეობს, რომ(ნ·ჯ) =0 
·XI 

ასევე, თუ ზოგადობის დაურღვევლად ეიგულისსმებთ, რომ =1 

მაშინ 

მ,· მ,· X@I· მ]· მ; Xჭ 

თ _მ% 2% ვჯ ' V» მ მL. მX·" მX, ) 

% % |12X3X.··XI" 2% 0XI = ,· » X···Xჭ" 
მა 02% 2., % მX: მX, 

აქედან გვექნება 

თ » „ V 
მ;· მი მხ მX, 

რ-თგე-რ იი თო თ ) 
% 2 >X, 

მ! მ)· ჯჭ 

მ მ», ვX ' 2X +თ-.C- —(—ვ,))–, 
მჯ] მX| " > 0მ _ 

მჯ·2 მჯ”



M V ჩ 
ზ) L) ს ს) 

= « L, “წ (I4) "V -9 ფეალოგნგილ ს )+, ო თხეთ ( 
„ჟ„„„___..... 
.-ი M 

ი აე ი 
L მL ყაიი ი 
..- V. 

+-- <X(”. 1—“—1·1—) 0. 
V V· . V ი 

I X..M . I 
წათ (7.X·_. ი, 

= 1.-...... მაშასადამე ძ =0. 

აქედან გამომდინარე 5 ფორმულა მიიდებს სახეს 

წყე) წუ 
—წი· , 7=LI,2,...,M. ფ 1=L2, 
Cა I·I 

მიღებულ ფორმულას გაინგარტენის ფორმულა ეწოდება. 

როგორც ვიცათ. ზედაპირის პირველი კეადრატული ფორმის კოეფიციენტებია დზაა 

რაც შეეხება ზედაპირის მეორე კვადრატული ფორმის კოეფიციენტებს 
თ > 

·!·,·=[.—·.—] 
LI” ქ:!··· 

გ' 
ხ =[- 2 ”] „· ისინი შეიძლება წარმოვადგინოთ ასე: 

( თ თ თ > 
ხ,=) – ლ |ლ --- |=ხ,, 

LC C მი მ% 
მართლაც 

[მ:?—მმ— > თ > თ. 
ხ,= -|- –-.ჩ)- --- |5|--=-I 

“ L 20%C, C, LCთ, მს 2 C, C, 

» ს მ .) -გ თ გ თ) 
ხ,= -“ –– ი|- - 7I-|–:=|5 —·——··——| 

Cთ,თ, თ2LCთ, მX, 8., C, C) 

თუ «?>ტოლობის ორივე მხ·.რეს ტა·;ჯშრჯჟლებო სკალარულად ” ეექტორზე რღიღებთ 

-ჩ)= 2( აა ”)+(ჩ|” M)=/0,, ჩ/=12,..– 
15 

მაშასადამე ჩ/, = ხ” 

გა: ებთ ?” 
თ/ 

თუ ?მ ტოლობის ორივე მხარეს სკალარულაღ გავამრაელ, 

ვექტორზე, მივიღებტთ:
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(—.—) 2”; (ჯ”·—·ჭ—)ოუ(”·––) 248„· 7 =1.2,...,M, 
'ი) /ჰ 

აქედან გამომდინარე: 

–ხ, = 24,8ც· ' 
L 

ვთქვათ (8*·),·_1–„·:····· მატრიცი წარმოადგენს (·89)··1·“·.·,· მატრიცის შებრუნებულს, მაშინ 

) , |სI/1=/ 
28[!8„=ზ/=[ : , ორე 0,/ ჯ /. 

გავამრაელოთ –„#, =24··ვყ ტოლობის ორივე მხარე §/ სიდიდეზე გამოვახდინოთ აჯამვა/ 
!' 

ინდექსით. მივიღებთ: 

2 -ხ,§ –2“ 2-8,8” 2“ ,. 
/ სს )" 

ამ ტოლობიდან კი გამომდინარეობს, რომ 

ე,· = —21”“8” 
/ 

ეს კი ნიშნავს, რომ ი' გამოვსახეთ(ხ„),/_, 2ი ზედაპირის მეორე კვადრატული ფორმის 

მატრიცის და @”)·კ·,_:·__ „ მატრიცის ელემენტების საშუალებით, რომელებიც თავის მხრიე 

გამოისახებიან (8”)··„“ „ მატრიცის ელემენტებით. 

გავამშრაულოთ #«# ტოლობის ორივე მხარე სკალარულად ;—,· ვექტორზხე, მივიღებთ): 
-X, 

2 · ) XI··(–0L·I)+9·|(”·—) 21·*8„, 1,/ =12,)...,/. 
I L L" 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა: 

მ» V 8ნროარლ 
(ვ:·გ:, ვჯ,) “ 

მაშასადამე 

IL,,= 2 ანყ, ჩ.// =1)2,..,/. 

გაგაწარმოვოთ 

=|% .% '2) 9% 2% 

ტოლობა X, ცვლადით, მივიღებთ:
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%=( მ' .3)+(ჭ. 2 
V,  მა,მX, მს მX მოიმX, 

). 

თუ გავითვალისწინებთ წინა აღნიშენებს, გეექნება: 

მ§, 
6_11 = 1—„·/ + 1-||·I · 

ამ ტოლობიდან 7,/,/ ინდექსთა ორჯერ ციკლური გადაადგილებით მივიღებთ: 

მდ, 
მ_ჯ—: = 1"1·./ +I·|I·|· 

მდ 
;” =1„,+1ც,- 

, 

თუ წინა ტოლობას გამოვაკლებთ უკანასკნელ ორს, მივიღებთ: 

=. ..». =. 
, 2ი 2 ,' —1··1··—1· წ V/ , ” 

რადგან I,,=I„,, ამიტომ წინა ტოლობიდან გვექნება: 

–2L =5<55”) ა _ 
” = წ , 

მ მ მ 

ანუ 

I,0ი, _ 0§, _ მდ, 
,,=->(--+<--–--“). 

2მს ლი 8% 

ამგვარად I„, სიდიდეებიც გამოესახეთ ზედაპირის პირველი კვადრატული ფორმს 

კოეფიციენტებით. 

ახლა განვიხილოთ I·,;·, 7, 1# = 1,2,....M სიდიდეები. გავამრაკვლოთ 

1··“1 = XI·„*3” 
#=I 

ტოლობის ორივე მხარე #§” -ზე და ავჯამოთ მიღებული ტოლობის ორივე მხარე / ინდექსით, 

მივიღებთ: 

2 6 ი, =2 12 თ,გ =9 14 =1 , #/,6=12,.,ი. 
ი 

7=I #=1 7=L #5I 

მაშასადამე: 

II =9ე,წ/, / /,6=12,..,. 
#5I 

აქედან და ერთ-ერთი წინა ტოლობიდან გვექნება
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2?„,8 =–28 (—სვჯ მნ”“), /,,/,; = 1,2,...,I/. « 

ამგვარად I2 სიდიდეებიც გამოესახეთ ზედაპირის პირეელი კეადრატული ფორმის 

კოეფიციენტებით. 

საბოლოოდ დამტკიცდა თეორემა: 

თეორემა 8 ყკოველი მარტივი პარამეტრიზირებული ორიენტირებული (L/,, =I"(X)) 

ზედაპირის ნატურალური რეპერის ევექტორები აკმაყოფილებენ კერძოწარმოებულებიან 
დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას: 

22 |I მჯ” +_|_ მზ”) 

მ*ბ” 2124 მX მი 98-, მჯ 

მ 
ჭ=·X2 18”—· 

', #=I )= 

რომელში შემავალი განტოლების მარჯეენა მხარეები გამოსახულია მოცემული ზედაპირის 

პირველი და მეორე კვადრატული ფორმების კოეფიციენტებით. 

სიმბოლოებს 1·;, ჩ /,# =1,2....,/, ,, =1,/,) =1,2,...,, შეორე და პირველი გვარის 

კრისტოფელის სიმბოლოებს უწოდებენ, შესაბამისად. 

მიღებული განტოლებატა სისტემა გვიჩეენებს, რომ პარამეტრიზირებული ზედაპირის პირველ 

და მეორე კვადრატულ ფორმებს შორის არსებობს ურთიერთდამოკიდებულება. 

მ _ გ.- მ' _ მ 
§2 = , ბებ ალენტურ ბების: თეორემა ვჯ ვჯ],:···ჯ·· მX ეჯჯ ვ·,·/ მX. ვჯ ვჯ ვ ტოლობები ეკვივალენტურია ტოლობები 

მ·ი·–ძ,ჩ·+2(7·;ჩ·· LIC) = 2( )§”, 

: მხ, _ მხ, 
Iხ., I· „ხ, +—!L =0. 

ამ ტოლობებიდან პირველს ვაეს“ს განტოლებას უწოდებენ, 
მეორეს კი პეტერსონ-კოდაცის განტოლებას. 

2 
დამტკიცება: წინა თეორემაში მოყვანილ განტოლებებში ; 2 

„“, 

და თ სიდიდეები შ ოთ შესაბამისად სიდიდეებ 82 2 ამის შემ ი ა– ქე აბა ით: –-, თ, დეები შევცეალ ე დ სიდიდეე მX მჯ. _მX, ' %, ეძდეგ კ 

გავაწარმოვოთ პირველი განტოლების ორივე მსარე და გამოვიყენოთ კრისტოფელის ერთი 

სიმბოლო, მიუიღებთ: 

IMC მხ, _ მ» 
I··—+ +--––ჩ”+ხ 

მჯთთ·, ჯ ·( ) 2 ' ჭ·მჯ· მ», ” ” გ;, 
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1·| ;”·+21···”ხ ”+—”-22 „ჭ“·–ჭ·— 
) /- თ- 

მ„ „ 
მმმ 2:;"” —)+X ” თ | 

Cუ +2წნ: – 24 ”·) (2 'I> +—L)” 
-) >X, ჯ5 I=I 'ოთ 

ასეეე შივიღებთ, რომ 

3- ვჟვჯ —ჯ( I·|:+|2··:|—/·1—·:· 21·,.1”„;1·) (_)·:·I·:I· += )” 

ტოლობიდან, ეე –--–-=0 გამომდინარეობს წინა ტოლობებში ნულთაჩ ტოლობა 

მ—,· ეექტორთან და ” ეექტორთან მდებარე კოეფიციენტებისა: 
მX 

2(— 7+2 7 -2 ხტაყშ =0. 

” 

ს ჯ” 

X( V,.”+2?,;I" პახ,ხ,§”) =0. 
ს (ო) ” 

პო + #=0, 
სათ) 

„ ვხ. 211·ხ„„+ იუ +=0. 

ცხადია ვმ—,· გექტორთან კოეფიციენტების ჩულთან ტოლობა ეკვივალენტურია გაუსის 

X„I 

განტოლებისა, ხოლო 7 ვექტორთან მდებარე კოეფიციენტების კი ჰეტერსონ კოდაცის 

განტოლებისა. 

ასეეე, თუ გავიხსენებთ 2 ტოლობას აღვილად დავინახავთ, რომ 

მ _ _მ' 
მამ, მX,მX, 

დამტკიცდა. 

თეორემა 831 იზომეტრიული მარტიეი პარამეტიზირებული ზედაპირების გუსის სიმრუდე 

შესაბამის წერტილებში ერთი და იგიეეა. 

=0 ტოლობა ეკეივალენტურია პეტერსონ-კოდაცის განტოლებისა. თეორემა 

დამტკიცება: როგორც ზემოთ ეაჩვენეთ, იზომორფული პარამეტრიზირებული ზედაპირების 

პირველი კევადრატული ფორმები ერთი და იგივეა შესაბამის წერტილებში 

როგორც ზემოთ ენახეთ, ზედაპირის მეორე კვადრატული ფორმის კოეფიციენტები 

გამოისახებიან პირეელი კვადრატული ფორმის კოეფიციენტების საშუალებით.
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პარამეტრიზირებული ზედაპირის გაუსის სიმრუდე კი. როგორც ვიცით. გამოითელუბა 

ხ 
ფორმულით: Cყ =—||8!—||· აქედან გამომდინარე, მარტივი იზომეტრიული პარამეტრიზირებული 

8 

ზედაპირიების გუსის სიმრუდე შესაბამის წერტილებში ერთიდა იგივე იქნება. 

თეორემა 84. (მონე) ეოქვათ, L C , არეა ეეკლიდეს სიერცეში #,:C –> # და ხს,:V5§# 

გლუვი ფუნქციები ამ არეზე 7,/ =1,2,...,/,, ამასთან 9 = #,, ხ, =ხ, და მატრიცა (ჯ”),·ო·;· „ 

დადებითად განსაზღვრული. თუ L = IX # (·?ჯ—|ჯ+მ—8L მჯ” =-%), ს/,M =1,2,..: M 225 'მ % 8 

სიდიდეებისთვის ადგილი აქვს გაუსისა და პეტერსონ -კოდაცის ტოლობებს, მაშინ არსებობს 

X CXI.XI,....X-)CCV წერტილის მიდამო 7 CV და ჰარამეტრიზირებული ზედაპირი (IM,' =IXX)), 

რომლისთეისაც მატრიცები: (წ 9)··,·“·"” და (ბყ)ყ···:·", წარმოადგენენ, შესაბამისად, პირეელი 

და მეორე კვადრატული ფორმის მატრიცებს. 

დამტკიცება: (8·1),·,·“. ,·შატრიცის შებრუნებული მატრიცი აღვნიშნოთ ასე: (8·"/),·|_|·:·····. იგი 

არსებობს რადგან (8”)· დადებითად განსაზღვრული მატრიცია. 
.„I=I.2. ” 

I-1% „ 5 კ%._ ვნ”), L/,+ =1,2,...,/ 
/ თ მ98V 

გამოვიყენოთ ეს აღნიშენა და განევიხილოთ კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური 

განტოლება თა სისტემა: 

მV « 
;=21”;ჭ§ +ხც„, 

იუ 

—=-22 ,9”X, , / =1,2....,/ ბ 
, სთ! , 

სადაც: საძიებელი „>X,(X,,X;..--.X,), +X2(%V2ე,--.X,),---, XM,(X, X ,. X,), M(X,2),.-»X,) 

ეექრორფუნქციებია. როგორც კერძო წარმოებულებიან განტოლებათა თეორიიდან არის 

ცნობილი, უკანასკნელი განტოლებათა სისტემას ამონახსნი, მოცემული საწყისი 

კირობებისთვის არსებობს, თუ სრულდება პირობები
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მX, მ  მ'V _ მ'M 
მ»,მ», მXმX,  მ»%, 2X,მX . 

ეს პირობები როგორც შსემოთ ვაჩვენეთ ეკვივალენტურია გაუსისა და პეტერსონ-კოდაცის 

პირობებისა, რომლებიც სრულდება თეორემის პირობებიდან გამომდინარე. 

მაშასადამე, არსებობს X CX ,X,..,XI)CCV წერტილის მიდამო M CV და მასზე 

განსახღვრული +X,(X,2,,.-:X,). X-(XX,,.--,X,),---, X,(X,X,,-.X,), M(X,X,,.-»X,) 

ეექტორცუნქციები, რომლებიც 

წარმოადგენენ მოცემული განტოლებათა სისტემის ამონახსნს მოცემულ >XCX,X9,..,X.) = X;, 

X,(XI,X;,-.,X2) = X1,-.., X.(X X2,-..:X.) = X , M(XI,X;,-.,XI) = V 
თუ ეს საწყისი მნიშენელობანი ისეა არჩეული, რომ 

სკალარული ნამრავლები: (X9. X?) = 8„·()[?,;62,.·.,:·:3) , (V?-MVI)=0, I MI=1,ხოლო შერეული 

ნამრავლები LX, - X, -M1>0, 7, / =1.2....,/ 

ახლა განვიხილოთ განტოლებათა სისტემა: 

V _ = 7X,, 7=1.2,..../ იბ 
2–X , 

რომელშიც საძიებელი ფუნქციაა ” =7(X) = 7( .ი, სX). 

ამ სისტემის ინტვტრების პირობას აქეს სასე: 

(·!··7“)· – მატრიცის სიმეტრი ელობის გამო I·, |„ ამას გარდა 

ხ, =ხ,. აქედან გამომდინარე X (0C,;X,,.5X,). X (ი,მ V, ს.- X,.(X%,2% ,. V,). 

ეექტორფუნქციები, რომლებიც წარმოადგენენ 9 

სისტემის ამონახსნის კომპონენტებს, აკმაყოფილებენ პირობებს: 

მX, მ'-_ _ _მ'_ მ _ მX, 
2V, =-–“ რომლებიც ეკვიეალენტურია პირობებისა––-– ” , რამდენადაც 4 : 
2, მXმX, მX მჯ» 

ამგეარად, არსებობს X (XI,X,,..,X)CC წერტილის მიდამო M/CV 

X, მიმ, თ, 

რომელზედაც განსაზღერულია 00 სისტემის ამონახსნი ” =I“#X) =I(CXM,X,--»„X,), რომელიც 

აკმაყოფილებს პირობას: 
ი #CX?) =/(XI,X7,-..,X,)= ”
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ვაჩვენოთ, რომ ფუნქცია (/,” =ICX)) წარმოადგენს საძიებელ პარამეტრიზირებულ ზედაირს. 
V 

ამისათვის საჭიროა შევამოწმოთ, რომ I)(ჭ)(...ვ·!.—წ!ჰი და (ჩ·,·)· (ხ„) მატრიცები 
% ძ% მ0X, 

წარმოადგენენ ამ ზედაპირის პირეელი და მეორე კეადრატული ფორმების მატრიცებს. თუ 

> V 
ვაჩვენებთ, რომ §, =(ჭ—·ჯ·) მაშინ (ვ”) მატრიცის დადებითად განსაზღვრულობიდან 

, , 

გამომდიჩარეობს ჭ X ჯ;· X...X ჭ #0 პირობაც. 
' ” 

0/,7 =”ილიე) პარამერტრიზირებული ზედაჰირის პირეელი და მეორე კვადრატული ფორმების 

გამოსათელელად განვიხილოთ 

ფუნქციები (X,-X,), CV, -M), (V-M), სადაც +X,(X,X,.-»X,), X,(X%.X.... X,),---, 

X.(5.X,,-»X ), M(%.X%.-X,) ვექტორფუნქციები წარმოადგენენ 0 განტოლებათა სისტემის 

ამონახსნს., თუ ამ ფუნქციებს გავაწარმოებთ და გავითვალისწინებთ 0 განტოლებებს, 

მივიღებთ კერძოწარმოებულებიან დიფერენციალურ განტოლებებათა სისტემას: 

მ,(X,·X,)= 2IაX(CX» - X,)+2,)1V(X, /X,)+ხ,(V -X,)+ხ„CV-X,), 
/ი წუ) 

მ(M. X)–—XX[)„?“(X X)+2; I(X, M)+ხ,(M-M), 
/ I.I 

მ,(V. ,X)-—222 § (X, · M). 
791 ჯ9I 

ადეილია შევამოწმოთ. რომ (X,-X,)=<,, (X,-V)=0, (V-M)=1 წარმოადგენენ ზოცემული 

სისტემის ამონახსნს. მართლაც. 'უკანასკნელი განტოლებისთვის ეს ცხადია, მეორე 

განტოლებისთვის გვაქვს 

–2,2.ხ,6"§, +ხ, = –ხ, +ხ, =0. 
/=) L»I 

თ'უ გავამშრავლებთ 

28 ( მჯ –ჯ, /./,# =1,2,...,”/ 

ტოლობებს §, სიდიდეებსე და მოეახდენთ აჯამვას / ინდექსის მიმართ, გვექნება: 

მდ, მთ. მთ, . 
·,––( +-- - -54), ,, /,M =1,2,...,M. 

·ჯ··; 8 % შ ვ:|) 7 
ანალოგიურად
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I მთ, მიდ, 
2 ჯ#ტ8ი = 8·“ +·ჰ8—|— ჰ”)· , /,# =1,2,..../. 

მს 0მ 1=1 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

მ 
ჯ *8/·+2; 48/—ჭ· 

1=I 

ეს ნიშნავს, რომ (X,-X,)=9,, (X,-IV)=0, ფუნქციები მოცემული სისტემის პირველ 

განტოლების ამონახსნსაც წარმოადგენენ. 

საწყის X'ICX ,X2,..,X,) წერტილში გვაქვს: 

(X? -XX) =9ე, (X, · M') =0, (M' · V- ) =1, 

IX, · X; -V1> 0, 7,/ =1,2,..,/ 

მოცემულ საწყის პირობებში სისტემის ამონახსნის ერთადერთობიდან გამომდინარეობს, რომ 

(X,-X,)=9,, CX,:MV)=0, CV -7V)=), |X, -X, -M1>0, /,/ =1,2,...,/?. 

ამგეარად, 09 ტოლობის ძალით X„ X]· ქექტორები წარმოადგენენ მოძრავი ბაზისის 

ელემენტებს, აქედან გამომდინარე მოცემული ზედაპირის პირველი კვადრატული ფორმის 

მატრიცი იქნება (ჯ”)”_“" » 

ასევე გვექნება, რომ M ვექტორი წარმოადგენს ზედაპირის ერთეულოვან ნორმალს. 

რომელიც განსაზღვრავს ზედაპირის ორიენტაციას. 

რაც შეეხება ზედაპირის მეორე კვადრატულ ფორმას, მისი მატრიცის ელემენტებს 

წარმოადგენენ ფუნქციები 

მM მ 5-) · Cრ ა (—— X)=2,2,ხ,§'(X -X)= 
)51L5) 

2217··;·8”·8“ = 2[; ,0/ =ხ,, ს/ =12,...,M 
/=1 L=L 751 

თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 8.4 თ'უ 

(CV,” =(%,X.,.»X,))» (”,/ = /2X#,.X»--»X)) 

M განზომილებიანი მარტივი გლუვი, ორიენტირებული, პარამეტრიზივებული ზედაპირებია 

სივრცეში და #" :I ” |I- 2| ამ ზედაპირების ტანთა დიფეომრფიზმი, რომელიც ინახაეს 

ზედაპირის პირველ და მეორე კვადრატულ ფორმებს და ზედაპირის ორიენტაციას, მაშინ
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არსებობს ევკლიდეს #,,, სიერცის ერთადერთი ისეთი საკუთრივი მოძრაობა #:#.,, > M 

რომ LI,=L 

დამტკიცება: დიფეომორფიზმისაგან კვადრატული ფორმის შენახვა ნიშნავს, რომ 

(C,, =”CX%.X,..X,)) ზედაპირის ნებისმიერი X წერტილისათვის, ღა ყოველი #თXC7,25, 

ვმექტორისთვის C,(X,თე) = C.(M(CX).ძი#(თე), სადაც C,ით) პირეელი ზედაპირის პირველი 

კეადრატული ფორმაა, C,(ჯ%თე კი მეორე ჭზედაპირის პირველი კვადრატული ფორმა, ძ#” კი 

I-ი) დიფეომრფიზმის დიფერენციალი. ანალოგიურადაა საქმე ზედაპირების მეორე 

კვადრატული ფორმებისათვისაც. 

განვიხილოთ პარამეტრიზირებული %ედაპირი: 

(C,/6 = # 9/"/(%,X,,-.-X,)) 

და ნებისმიერი X (XI,X-,..)VX) წერტილი V არეში. ცხადია, | ,2I9 2 I. 

V V V» 
ნატურ რი რეპერის ––.––,სა–– ატურალუ ეპჰე: მ 'მ ვ:·· 

ა„ო „ =/(X , XI,....X , X,X0,-X) 7=12,.. 

ეექტორები წარმოადგენენ 

საკოორდინატო წირების მხებ ეექტორებს. 

L 2მ) დიფეომრფიზმს (C,” =ICX,ლ,-.»X,)) “ედაპირის საკოორდინატო წირები: 

” = M XX ე XX X2), 7 =1,2,...,/? 

გადაჰყავს 

(L,/0 = # 9-ICXIX,...»X,)) პარამეტრისებული ზედაპირის საკოორდინატო წირებში. 

აქედან და ასახეის დიფერენციალის განსაზღერებიდან გამომდინარეობს, რომ ძჯ(–ჯ):;—” 
XI 

თეორემის პირობის ძალით, აქედან გამომდინარეობს, რომ (C/,, =//(CX,2,....X,) და 

(C,6 = M 9I(C=%,%,..სX,)) ზედაპირების პირეელი და მეორე კვადრატული ფორმები ერთმანეთს 

ემთხეევიან. მართლაც, მაგალითად პირველი კვადრატული ფორმებისთვის გეაქეს: 

, 8 =( ·—) (ქ;(—) 4C-)= (მ” % 2 )=# 
1 —მ” 

I დ
 

ანალოგიურად არის საქმე მეორე კეადრატული ფორმებისთეისაც. 

განვიხილოთ ეგრეთწოდებული დარბუს რეპერი (L 7 =I'(X,X.---X,)) ზედაპირის ”I(X-”) 

წერტილში:(,·(ჯ”),ჩ,,C,·,.··, რ ,M,).
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რომელიც 'მედგება ისეთ ვექტორთა ორთონორმირებული სიისტემსაგან, რომელთა 
მიმართულებებიც ემთხვევიან ჰარამეტრიზირებული ზედაპირის მთავარ მიმართულებებს. 

# ინახავს ზედაპირის პირველ კვადრატულ ფორმას და ორიენტაციას, აქეღან გამომდინარე 
მისი დიფერეჩციალი შეინასავს ეექტორთა სიგრძეებს. მათ სკალარულ ნამრაელებს და აქედან 
გამომდინარე მათ შორის კუთხეებსაც. ამიტომ 

(6(X'),ძ”(6),4”(6),...,ი/ (4,),M) , 
სადაც 

2 V > 
_ (·„··(მ—;!··) X ქ?(წჯ) X...X ქ[··(;“)) | 

M = 
მ მ ნჰ ' 

ძი(--)Xძნ(–--)X...XძM(C--)I .. I (ვ:·) (კჯ:,) (ვ;·)|··· I 

ასევე დარბუს რეჰერი იქნება. 

აქედან გამომდინარე არსებობს მოძრაობა /2: ჩ.,, -> ჩ.,. რომელსაც გადაჰყავს 7(»ჯ?) = 

წერტილი ჯ#(ჯX) წერტილში და რომლის ერთგვეაროევანი ნაწილიც 8:#"! -> ჩ' 

წარმოადგენს იზომეტრიას რომელსაც გადაჰყავს (#,,4ე,.....6,.M,) ვექტორთა სისტემა ვექტორთა 

(9ჩ(4),ძნ(+,),...,ძM(<,),M-) სისტემაში. 

განეიხალოთ ზედაპირი, რომელიც მიიღება (C,” =I„(X,X...,X,)) ზედაპირისაგან # 

საკუთრივი მოძრაობით. როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები, ეეკლიდეს სიერცის იზომეტრიული 

გარდაქმნების დროს ხდება ამ სიერცეში მოთავსებული ზედა„სირიების ჰირეელი და მეორე 

კვადრატული ფორმების შენახეა. აქედან გამომდინარე (L/,” = 909”(X%,X....,X,)) 

პარამეტრიზირებული ზედაპირი ისეთი, იქნება, რომ მისი პირველი და მეორე კეადრატული 

ფორმების მატრიცები დაემთხეევა (C,” =”I(CX,X,,..,X,)) და (I,/72 = /X,,1.,--»-#”,)) 

ზედაპირების პირეელი და მეორე კეადრატული ფორმების მატრიცებს. ეს დამთხვევა 

მ მი 
განაპირობებს იმას, რომ ჯ,·· . · . სადაც 7 = 8(V,) ფუნქციები წარმოადგენენ ზემოთ 

ეე% 
გამოყვანილი 

·22= “·*ჭ+ძ,—|·|·=|2, . 
თ ,. ' 
ვ!,· ი > 
=ო + I; 1,/ =12,.,M. მხთ, C (/ჭ· .; ს) = L2,.აჩ 

განტოლებათა სისტემის ამონახსნებს. ხოლო X CX ,X,...X.) წერტილში არსებული 

C2 C2 ბი <LI ,=8–)| ,C59) ,, 
გ თა 8გესაა “ გ 

ტოლობები, რომლებიც საწყის პირობებს წარმოადგენენ, განაპირობებენ ამ ამონახსნების 

ერთადერთიბას.



131 

ამგვარად, ჯ··-(ჭ·) =;—9(·X··)· 1 = 12...../, (X) =#I(X). აქედან კი გამომდინარეობს, რომ 

-- ცდი-85C) =0,ჯ=12,..../ და #C0 - XX =C წარმოადგენს მუდმივ ფუნქციას. რადგან 
CX, 

” -/0I...=0, ამიტომ C' =0 და აქედან გამომდინარე, #C0C0 =ჯ/0). ეს კი ნიშნაეს, რომ 

სი”0ე=#ი7-(Cლი. 

ამგეარად, დამტკიცდა. რომ (C/,,' =IXX,X,.სX,)) პარამეტრიზირებული ზსედაპირისათვის 

არსებობს ისეთი საკუთრივი მოძრაობა: #2:#.,, > სL,,, რომ +· '+1. 

MXC-XX)) = #CCთე), #X·(C7)) = 6(CV) = 0(/). ეს მოძრაობა ცხადია, ცალსახად განისაზღერება 

X”(··I··,“.XI,···,.I·,?) წერტილის ამორჩევით და რამდენადაც 

ვ(·_ჭ)=ძ|··(51), | =1.2,....,/, 13(M,) =7, I მოძრაობის აგებიდან გამომდინარე, ეს მოძრაობა 
ო[ თ[ 

განსასღერულია ცალსახად, X (X,X,..,X) წერტილის ამორჩეეისგან დამოუკიდებლად. 

დამტკიცებულიდან გამომდინარე, ცხადია, ნებისმიერი ისეთი (L/,,/, = 7((2,,2;,..-:2,)) 

მარტიეი, გლუვი, ბმული პარამეტრისირებული ზედაპირისათვის, რომლისათვისაც 

#I(CC) =ჩ5(L,) და ორიენტაციაც იგივეა, რაც (L,.” =I(%,X,,-.:X,)) ზედაპირის, არსებობს 

საკუთრივი ანალოგიურად აგებული მოძრაობა #, :#,., -> დ,,,, რომ #,C,;(X)) = #MCთ(X)). 

ადვილი საჩეენებელია, რომ ასეთი (L/,,I, =1,(5,9ე,..»2,)) ზხედაჰირი(L/,!' = 7% ,X...-,X,)) 

ზედაპირის ეკვივალენტური ზედაპირია პარამეტრთა 24 =); " 9/:V –>C, გარდაქმნით. 

როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ„ ეკეივალენტური ზედაპირების პირველი კვადრატული ფორმები 

ერთმანეთს ემთხვევიან შესაბამის წერტილებში. ამიტომ, რადგან ზედაპირის მეორე 

კვადრატული ფორმის მატრიცის ელემენტები გამოისახებიან მისი პირეელი კვადრატული 

ფორმის მატრიცის ელემენტებით, ადგილი უნდა ჰქონდეს ტოლობას: 

8V,თია _ 8,(2 = 2(X),02) 

CC ძთ) C(2=240:,ძ92) · 
უკანასკ6ნელი უტოლობიდან გამომდნინარეობს, რომ ეკვიეალენტური ზ%ზედაპირების მთავარი 

მიმართულებები ერთმანეთს ემთხვევიან. 

დავაფიქსიროთ ისეთი 2%720,29....27) CL, წერტილი რომ 7,(2") =I+CX”) და 7.(2") C 

XLს)=იCL) წერტილში დარბუს რეპერი (I·,(:”),C:,C;,„.,C;,”,·), ზემოთ ნათქეამის გამო, ეს 

რეპერი დაემთხეევა (C,#/ =7(X,X,,-.,)X,) ზედაპირის დარბუს რეპერს CX ),60,,6,,--6,,/,), 

#(X2) წერტილში. აქედან გამომდინარე ძX(4') = ძჩ(6,),9M-(4!) = ძ-(4)),...,9/-(4!) = ძ#C,) 

ვთქეათ ახლა, #8,: 6' -> ს”! წარმოადგენს #, მოძრაობის ერთგვაროვან ნაწილს, იგი 

ცხადია განისაზღვრება (#,(2'),6,,6),...,6),M,), (# 9I (> ),ძ”(9),ძL(%),...,ძ/(4)),#,,). რეპერთა 

წყეილისაგან, სადაც M (LV,#7, = # 9),(2,2ე,.-»2,)) პარამეტრიზირებული ზედაპირის
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ჩორმალია # 9/,(2)| ,. წერტილში. აქედან გამომდინარე 8:#%"" -> ნ"" და 8.:6' - წ 

იზომორფიზმები ერთმანეთს ემთხეევა და მაშასადამე M5,=%. 

როგორც ენახეთ, ისეთი მოძრაობა, რომელიც აკმაყოფილებს თეორემის ჰირობებს არსებობს, 

მისი აგების პროცესი დამოკიდებული არ არის არც ჰარამეტრიზირებული ზედაპირზე 

წერტილის დაფიქცირებაზე, არც მოცემული პარამეტრიზირებული ზედაპირის ეკვივალენტური 

ზედაპირების კლასში ზედაპირის დაფიქსირებაზე. 

ეთქვათ ახლა , ნებისმიერი ისეთი მოძრაობაა რომელიც აკმაყოფილებს თეორემის 

პირობას: #, |,= ” აქედან და ზემოთ ნათქვამიდან გამომდინარე, ამ მოძრაობის 

ერთგეაროეანი ნაწილი შეიძლება აგებული იქნას (V =#(CX%,X....X,)) ზედაპირზე რაიმე 

წერტილის დაფიქსირებით და ისეთივე მოქმედებებით როგორს ზემოთ. ეს კი ნიშნაეს, რომ 

, =L. 

თეორემა დამტკიცდა. 

ამ თეორემისა და წინა 54. თეორემის საფუძეელზე შეიძლება დავასკენათ, რომ თუ V C#., 

არეა ევკლიდეს სივრცეში დ§,:L –> #:/,,/ =1,2,..,M და ხ,:C -> ჩ:/,)/ =I1,2,..,/ გლუვი 

ფუნქციები ამ არეზე და ამასთან სრულდება 54. თეორემის პირობები, მაშინ არსებობს 

პარამეტრიზირებული ზედაპირი (V =IXX)), რომლის პირველი და მეორე კეადრატული 

ფორმების მატრიცები შედგებიან 9§, და ხ, ელემენტებისაგან და 

თუ ზოგადობის დაურღვევლად ჩავთელით, რომ (L,” =”CX)) მარტიევი ჰარამეტრიზირებული 

ზედაპირია, მაშინ იგი ერთადერთი იქნება #,,,, ICC) C ჩ,,, ეეკლიდეს სივრცის საკუთარ 

მოძრაობამდე სიზუსტით. 

” განზომილებიანი გლუვი ზედაპირი L,.., სივრცეში ეწოდება ამ სივრცის ისეთ 5 

ქვესიმრავლეს, რომლიც ნებისმიერ «C5 წერტილისთვის არსებობს M მიდამო წ.,,, 

სიერციდან ინდუცირებულ ტოპოლოგიურ სტრუქტურაში და გლუვი მარტიეი 

პარამეტრიზირებული ზედაპირი (C/,/ =I+XX)), რიმლისთვისაც #(V) =M 

(C,, =”-(X)) პარამეტრიზირებულ ზედაპირს § ზედაპჰირის ლოკალური პარამეტრიზაცია 

ეწოდება, ხოლო #CL) C § სიმრავლეს- პარამეტრიზაციის არე. 

ცხადია გლუვი ” განზომილებიანი გლუვი ზედაპირი #,,, სიერცეში, გლუვ 

მრავალსახეობას წარმოადგენს. 

თუ (C,, =/+XX)) და (V./ = 0C/)) წარმოადგენენ § სედაპირის ლოკალურ 
პარამეტრიზაციებს, და M =/(CV)(5ა,XV)X0, მაშინ გეაქეს ამ ზედაპირის ორი 

პარამეტრიზაცია, რომლებიც ერთმანეთის ეკეივალეჩტურია. მართლაც, განეიხილოთ 

პარამეტრიზირებული ზედაპირები (I·”(!V).I·L··(„··=I·I,-·"„, თ), (9““(”)·/”|,-·|"·,=/”|„··"·, (C»). 

ეს სედაპირები ერთმანეთის ეკვივალენტური ხედაპირებია პარამეტრის გარდაქმნით 
2=(ი |,ქ"„)-| 9” .' მაშასადამე ამ ჰარამეტრიზირებული ზედაპირების ჰირველი და მეორე 

კვადრატული ფორმები ერთიდა იგივე უნდა იყოს. აქედან გამომდინარე, § ზედაჰირისათვის 

მოცემულ ძთC45 წერტილში შეიძლება განვსაზღვროთ ამ ზედაპირის მხები სივრცე, 

ზედაპირის პირველი და მეორე კვადრატული ფორმები, ზედაპირის მთავარი და ასიმპტოტური
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მიმართულებები, გაუსის და საშუალო სიმრუდეები, როგორც ისეთი გლუვი 

პარამეტრიზირებული (V/.” =”(X)) ზედაპირის მხები სიერცე, პირველი და მეორე კვადრატული 

ფორმები, ზედაპირის მთავარი და ასიმპტოტური მიმართულებები, გაუსის და საშუალო 

სიმრუდეები ი წერტილში, რომლისთვისაც #6C”(C). 

ცხადია ყოველი მარტივი პარამეტრისირებული ზედაპირის ტანი ზედაპირს წარმოადგენს. 

აქედან გამომდინარე, ზედაპირის ყოველი ლოკალური პარამეტრიზაციის არე ზედაპირია. 

რადგან გლუვი ზედაპირი გლუვი მრავალსახეობაა. აქედან გამომდინარე, ისევე როგორც 

მარტივ ზედააირებისთვის. ზედაპირებისთეისაც გეექნება დიფეომორფულობის და 

იზომეტრიულობის ცნებები. 

თეორემა §- თუ 5, და5, ” განზომილებიანი გლუვი, ორიენტირებული, ბმული 

ზედაპირებია სივრცეში და #:5, > 6ე ამ ზედაპირების დიფეომრფიზმი, რომელიც ინახავს 

ზედაპირის პირეელ და მეორე კვადრატულ ფორმებს და ზედაპირის თრივი მოძრაობა 

0:68,ე 3 ჩ,ა, რომ 0I,=# 

დამტკიცება: აქაც როგორც ზემოთ, დიფეომორფიზმისაგან კვადრატული ფორმის შენახვა 

ნიშნავს, რომ(C.I = ”(X,X..--»X,)) ზედაპირის ნებისმიერი » წერტილისათვის, და ყოველი 

თ:C7,5, ვექტორისთვის C,(X,თი) =C.(XC),იXCთი), სადაც C ათე პირველი ზედაპირის 

პირველი კვადრატული ფორმაა, C,(X,თი კი მეორე ზედაპირის პირველი კეადრატული ფორმა, 

თ; კი :% აე დიფეომრფიზმის დიფერენციალი. ასვეა სედაპირების მეორე 

კვადრატული ფორმებისათვისაც. 

ვთქვათ, (C/./' = ”(=5,2)....X,)) 5, სზედაპირის ორიენტაციასთან შეთაჩხმებულირაიმე რაიმე 

ლოკალური პარამეტრიზაციაა, მაშინ (L/,7/72 = I 9//(X,X,,..»X,)) წარმოადგენს §. სედაპირის 

ლოკალურ პარამეტრიზაციას. ცხადია, #, 17 I-> | 2) დიფეომორფიზმია და ამ 

პარამეტრიზაციათა ტანები დიფეომორფული მრავალსახეობებია. წინა თეორემის თანახმად 

არსებობს ერთადერთი ისეთი საკუთრივი მოძრაობა #M):#., -> # ), რომ #I,=MI,. 

ვთქვათ, ახლა (C,,7/ = M(%,X,.-,X,) 5, ხედაპირის მეორე ზედაპირის ორიენტაციასთან 

შეთანხმებული ლოკალური პარამეტრიზაციაა და (C,,/, = # 97(X,,Xე,-.»X,)) 5, 

ზედაპირის შესაბამისი ლოკალურ ჰარამეტრიზაცია, ამ შემთხვევაში #,,:17I-> | 0,| ასევე 

დიდეომორფიზმია და წინა თეორემის თანახმად არსებობს ერთადერთი ისეთი საკუთრივი 

მოძრაობა #) :#,., -» L,,,, რომ #,,= » I,)· 

ეთქვათ, | ” |-აII,|=C#M/ »დ . ავირჩიოთ ” სიმრავლეში ისეთი სამი ძ,,ძ,,..,მ,,, წერტილი, 

რომელთა შესაბამისი რადიუსვექტორები #,,, სივრცეში დაფიქსირებული რომელიმე 

კოორდინატთა სისტემაში არაკოლინეარულია, ხოლო ძ,,0,,...0,.,,0,, = შ, +#L(9,) ვექტორები, 

სადაც M(ძთ,) ზედაპირის ნორმალია თ, წერტილში, არაკომპლანარული. ზოგადობის 

შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ასეთი წერტილები არსებობენ. ცხადია 

XX0,)= ,(თ,),! =1,2,..,M+2, აქედან გამომდინარე
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= V. ამგვარად, თუ (CC,,/, =/;(X%.2,,....X,))),., 5, ზედაპირის ლოკალურ 

პარამეტრიზაციათა ისეთი ოჯახია რომელთა პარამეტრიზაციის არეებიც ფარავენ ამ 
სედაპირს. რადგან ზედაჰირი ბმულია, ამიტომ მისი ყოველი ორი წერტილი შეიძლება 
შევაერთოთ პარამეტრისირებული წირით. ეთქვათ ამ წირის ერთი ბოლო მდებარეობს 

პარამეტრიზაციის #.(CV.) არეში, ხოლო მეორერ ბოლო-პარამეტრიზაციის „.(V,.) არეში. 

რადგან მოცემული წერტილების შემაერთებელი წირის ტანი კომპაქტურია, ამიტომ არსებობს 
პარამეტრიზაციის არეთა სასრული მიმდევრობა რომელიც ფარავს წირის ტანს. ვთქვათ ეს 
მიმდევრობაა: 

(V -) =M(CC,V). ) (C, --/ (C,) = M-(C,.)· 

ცხადია, ზოგადობის დაურღეევლად შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ ამ მიმდევრობის ყოველი ორი 

მეზობელი წევრი ერთმანეთს ჰკვეთს. ეს კი ნიშნავს, რომ მათი შესაბამის ევკლიდეს სიერცის 

საკუთარი მოძრაობები ერთმანეთს ემთხვევა. აქედან გამომდინარე ერთმანეთს დაემთხვევა 

0.(L,.) და C(L-CCV,-) არეების შესაბამისი საკუთრივი მოძრაობებიც. რადგან წერტილებს 

ნებისმიერად ვაფიქსირებთ, ეს ნიშნავს, რომ 5, ზედაპირის ყოველი ლოკალური 

პარამეტრიზაციით განსაზღვრული ევკლიდეს სივრცის მოძრაობა ერთი და იგივე იქნება. 

რადგან #I,,= #,,, ამიტომ MI,=9 =# თეორემა დამტკიცდა. 
|··”!II 
იურ 

§9. გეოდეზიური წირი ზედაპირზე და მასთან 

დაკავშირებული კოორდინატთა სისტემები 

ვთქვათ, მოცემულია #M- განზომილებიანი პარამეტრიზირებული (C/,” =7“(X)) ზედაპირი ჩ,,, 

ეეკლიდეს სივრცეში. ბუნებრიეად პარამეტრიზირებული წირი(/,/0 = X§)) მდებარეობს ამ 

სედაპირზე. ამ წირის სიმრუდის ვგექტორი 

ძ 9(8) მ””(პ·(·წ)) თ; (§) თ §) _ დ- V(>C)) ძ”» (§) 
XX ძთ ძ ჯ მ ძ· 1 /51 

11912 თ(») 
. მ +ხ,ი, სადაც 7 პარამეტრიზირებული 

მ 
თუ გავიხსენებო გაუსის "·;ორმულას ,·(1) 2 

ზედაპირის ნორმალია, გვექნება: 

ძ 9(:) : მ*(ჭ) ძა(§) თ, (5) < მ-(>(§)) ძ”X (§) 
I ხI)–. + LL2) _ 

ჯჯჯ( ” ძი ძ § მს ძ 

ძ (·წ) 4* (5) ძ X (ჯ) მ]·ს) ტ·(·ჯ·) ძა, (ჯ·) 
=20.2ი ოევიეა»X. 

#=I I=) /=1 ჯI < ძ 

მიღებული ტოლობის მარჯვენა მხარის ჰირჭელ შესაკრებს (1·9=9(პ·)) წირის გეოდეზიური 

სიმრუდე ეწოდება, ხოლო მეორე შესაკრებს ამ წირის იძულებითი სიმრუდე § პარამეტრის 

მნიშვნელობით განსაზღვრულ წერტილში. 

II ჯ=I #CI
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პარამეტრიზირებულ (/,/ = 2X())წირს უწოდებენ გეოდეზიურ წირს პარამეტრიზირებულ 

(L.#” =”C0ე) ზედაპირზე თუ მისი გეოდეზიური სიმრუდე ნულის ტოლია. 

თუ წირი გეოდეზიურია მაშინ ადგილი უნდა ჰქონდეს ტოლობებს: 

ძ?: ·X, (ჯ·) ღ წ (·5·) თ, (5) 

>ა: 
ეს ტოლობები წარმოადგენენ მეორე რიგის ჩვე·ულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა 

სისტემას. მას გგერდეზიური წირის განტოლებები ეწოდება. 

–“--, (=ს2...M. 

ჩვეულებრივ განტოლებათა თეორიიდან გამომდინარეობს, რომ ზედაპირის მოცემულ 

XCX.X.,...X,) წერტილში მოცემული თXCთე,თC....,თ«,) მიმართულებით მხოლოდ ერთი 

ბეოდეზიური წირი გადის. 

ვთქვათ, ახლა #- განზომილებიანი პარამეტრიზირებული (C/,/' =I-(X)) ზეღაპირზე, რომელიც 

მოთავსებულია 7 +1 განზომილებიან ეეკლიდეს სივრცეში გამოყოფილია 

( –1) განომილებიანი გლუვი ზედაპირი (C)I/,/ =/(X) CIXC/)). აღვნიშნოთ ეს ზედაპირები #, 

დაL, , სიმბოლოებით შესაბამისად. L., ზედაპირის ყოველ M წერტილში გეაქეს ამ 

ზედაპირის ორთოგონალური მიმართულება, რომელიც #, ზედაპირზე მდებარეობს. აღენიშნოთ 

XCM) სიმბოლოთი ის გეოდეზიური წირი, რომელიც მდებარეობს #”, ზედაპირზე და 

ორთოგონალურად გადაჰკვეთს L , ზედაპძირს #M წერტილში. გადავდოთ L , ზხედაპირს 

თითოეული M წერტილიდან გამომავალ #7CM) გეოდეზიურ წირზე თ სიგრძის რკალი. ასეთი 

რკალების ბოლო წერტილთა გეომეტრიულ ადგილს უწოდებ ენ #,., ქვესედაპირის 

გაოდეზიურ პარალლელს თ მანძილზე და აღნიშნაეენ ასე: #», 

თეორემა 9) L,, ზედაპირის ნებისმიერ M,ე წერტილში არსებობს მიდამო I/(C#Mა) 

წჩ რომელშიც ქეეზედაპირი #7 , გადაჰკეეთს ყველა #CM) გეოდეზიურ წირს მართი კუთხით, 

ნებისმიერი #M CI/(Mა) წერტილისათეის. 

დამტკიცება: L, , სედაპირი ზოგადად მოიცემა /-I1 პარამეტრიანი: 

განტოლებათა სიისტემით: 

V, = (I-- წი-)) 

/ = (წ I,-.–»?,)) 

, = (ი, Lა 1. )), 

0VI7,,1/,,.--,/,) 
ამასთან იაკობის მატრიცის 

მ(წ,I,..სა?,- 
რანგი #/ წერტილში და ამ წერტილის რომელიმე 

მიდამოში ტოლია M -1I-ის, 

დავუშათ Mა წერტილში ნულისაგან განსხვაეებულია მინორი:



მ"/ 0II. მ 
მ?. 0—1–| ············ მჯ·. 

მ", 0VV, მს 
მრმო მო), 

მს მ __ მ 
აX=–_– 

მაშინ შექცეული ფუნქციის შესახებ თეორემის თანახმად შესაძლებელი იქნება L,,%;,.-» წ,-) 

პარამეტრების გამოსახვა M;,1,.-ს, სიდიდეების საშუალებით. 

ამის შემდეგ, თუ თითოეულ ჯ, პარამეტრის გამოსახულებას ჩავსვამთ ჩვენი სისტემის 

პირეელ განტოლებაში მივიღებთ L, , ქვეზედაჰირის განტოლებას: 

, = თ(V. ,, )) - 

რამდენადაც 

მC,,V,,..,V,) 

მ(II M ,--»M,-) 

მატრიცის იაკობიანი იგიურად ერთის ტოლია, Mე წერტილის მიდამოს ნებისმიერი M C ” (CM0-) 

წერტილის მდებარეობის განმსაზღვერელ პარამეტრებად შეგვიძლია ჩავთგალოთ სიდიდეები 

V, = 10 – თXI/,1/ ,-. ,, )), M = ,. M, = ,. 

მ„(Mა) 0მ(Mა) მCMია) 
თ, , , = , 

წირების მხებ ვექტორებს,შესაბამისად, რომლებიც გადიან L , ზედაპირზე, რომლის 

ვექტორები წარმოადგენენ V..V,.....V, პარამეტრების საკოორდინატო 

განტოლებაცაა: V, =0. 

ახლა განეიხილოთ, ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის ყეელანაირი კრებული 

თ, C,,... C, რიცხვებისა, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს: 

|რ, 1<6, |Cთ, –% |<§ ,...,|თ, –M I<6, 

სადაც V, =1/:,....,M, =1ი. შევუსაბამოთ თ,,C,,...,0, რიცხვების თითოულ კრებულს წერტილი 

M , რომელიც მდებარეობს #ჩ, ზედაპირზე შემდეგი წესით: ეიღებთ L , ზედაპირსე M' 

წერტილს კოორდინატებით: V, = 0.V, = C,,V, = C,,....V, = C,, შემდეგ 2(M”) გეოდეზიურ წირზე 

ეპოულობთ M წერტილს რომელიც M' წერტილიდანთ, სიგრძის რკალით არის დაშორებული. 

M წერტილის V,,%M,..,V, კოორდინატები წარმოადგენენ თ, ცვლადის და C,....,V, პარამეტრების 

0CV,,V.,...,V,) 
მატრიცის იაკობ ა 

ვ(თ·,თ:···.·(”„—·) ს ეცის იაკო იანი წ»რმოაღგენს 

დიფერენცირებად ფუნქციებს, ამიტომ 

რთ,0X,...,C, ცვლადების უწყვეტ ფუნქციას. ეაჩვენოთ, რომ იგი არ უდრის ნულს M წერტილში, 

თ(CMა) მ(Mა) მ(Mჩ) 
მთ, ” 

მთ, '' მ წრფივად ამისათვის უნდა ვაჩვენოთ, რომ ვექტორები:
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CCMა) 2(M7ა) მ(M0) 

მთ, ” მთ, ' ” მთ, ” 

დამოუკიდებელნი არიან. ეუექტორები: ემთხვევიან ვექტორებს: 

თ(CM,) 2(Mა)  მ(M,) ბ. აფ '“> „ რომლებიც მდებარეობენ .ს,, ქვეზედაპირის მხებ სიბრტყეში და 
C) 3 

წრფივად დამოუკიდებელნი არიან. ვექტორს #2 აქეს ერთის ტოლი სიგრძე და 
თ, 

მიმართულია#L, , ქვეზედაპირის ირთოგონალურად და ამიტომ წრფივად დამოუკიდებელია 

CCMა) მ(Mა) CM0§) 

მრ, , მთ, _ 
_ ეექტორებისაგან. 
Cთ, 

ყოველივე ამის გამო, თ,,თ,,....00,, სიდიდეები შეიძლება ჩავთვალოთ პარამეტრებიად Mე 

წერტილის მიდამოში. რამდენადაც თ, რკალის სიგრძეა, კოორდინატთა ამ სისტემაში 

ზედაპირის პირველი კვადრატული ფორმისათვის გვექნება: ჯ(თ)=(664)1 =I. 
, ' 

აქედან გამომდინარე, გეოდეზიური წირის ზოგად განტოლებას: 

ძ”თ, __ჭჯ*@ქ% 
ძუ 43წ ძ ძ 

დააკმაყოფილებს ფუნქციათა სისტემა: თ), = §,0), = C).0), = Cე,...,C,, =C,. თუ მათ 

ჩავსვამთ მოცემულ განტოლებაში, მივიღებთ, რომ თ,,თ,,...,თ, კოორდინატთა სისტემაში 

სიდიდეები L ტოლია ნულის. აქედან გამომდინარე, 

L = 2,L აწ =0; § =1,2,...,#M. 
L=I 

1,მთ, _ 66 _ მთდ,) ა95 -0 რადგან I,.=– =0, ამიტომ ფუნქცია #«,,(თ) იქნება ნულის ტოლი 
2 მთ, მთ, მთ, მთ, 

თითოეულ ისეთ წირზე რომლებზედაც თრ,...,თ, სიდიდეები მუდმივი სიდიდეებია აჩუ 

თითოეულ X#CM”) გეოდეზიურ წირზსე. ასევე, რადგან #CM-) გეოდეზიურ წირი M' წერტილში 

ორთოგონალურია #,., ქეეზედაპირის და #,,(0ე)=0 , ამიტომ «,,(თ,)=0, თ, სიდიდის ყოველი 

მნიშვნელობისათვის. ეს კი ნიშნავს, რომ #CM) გეოდეზიურ წირი (ირთოგონალური იქნება 

L , გეოდეზიური პარალელის, 

თეორემა დამტკიცდა. 

#ზედაპირის Mა წერტილის მიდამოში ამ თეორემის დამტკიცებისას აგებული 

კოორდინატთა თ, 60,,..,Cთ, სისტემას უწოდებენ ნასევრად გეოდეზიურ კოორდინატთა სისტემას 

L , ბაზით. 

თეორემა 92. ჩ ზედაპირის ორ საკმარისად ახლო მდებარე +4 და 8 წერტილების 

შემაერთებელი გეოდეზიური / წირის რკალი უმცირესი სიგრძისაა ამ წირის რაიმე მცირე 

მიდამოში მდებარე 4 და ,8 წერტილების შემაერთებელი ნებისმიერი წირის რკალებს შორის. 

დამტკიცება: გავატაროთ „ წერტილზე #, , ქვეზედაპირი ” გეოდეზიური წირის
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ორთოგონალურად და ჩავთვალოდ იგი ბაზად ნახევრად გეოდესიური კოორდინატთა 

სისტემისა 4# წერტილის რაიმე მიდამოში. ამ სისტემაში ჯ წირი იქნება ერთერთი 

საკოორდინატო წირი. ჩაეთვალოთ, რომ 8 წერტილი და #4და„,8 წერტილების 

შემაერთებელი რაიმე # წირი მოთავსებულია #”, ზედაპირის იმ მცირე არეში რომელშიდაც 

მოქმედებს აგებული კოორდინატთა სისტემა. /2 წირის შესაბამისი რკალის სიგრძე მოიცემა 

ფორმულით: 

8 8 ი 8 ” 

IC8) = | ძIC0)= | ქ 2,9/(რ)ძთ,ძი, = | კქთწ + 2 9 (რ)ძთძთ, 
4 V /5 #”/=2 

უკანასკ6ნელი ტოლობა გამომდინარეობს იქედან, რომ «,, =1;#9,, =0,§ = 2),...,7. 

კვადრატული მატრიცი («,(9)));!./ = 2.3,....”/ დადებითადაა განსაზღვრული, ამიტომ 

8 

I(ფ > |ძთ,=თ(8) –თ,09 =!0). 
4 

თეორემა დამტკიცდა. 

ზემოთ ნაჩვენები იყო, რომ ნახევრად გეოდეზიურ კოორდინატებში კრისტოფელის პირველი 

და მეორე გვარის სიმბოლოებისთვის გვაქეს: IL),, =0, I3 =0. გამოვთეალოთ მეორე რიგის /, 

სედაპირისათეის ამ სიმბოლოების დანარჩენი მნიშვლობანი. 

__ L5) L 12 #.§=1,2. როგორც ნაჩვენები იყო, ასეთი ზედაპირის პირველი 

კეადრატული ფორმას ნახევრად გეოდეზიურ კოორდინატებში აქვს სახე: 

ძL” = ძი); + §,,(თ,,თ,)ძთ; 
ამის გამო პირველი გეარის კრისტოფელის სიმბოლოებისათვის 

_მ მწ. 
I····ჯ =1(.მ—ჯ!—+—ჰ#—ჭ) 

> 2 მთი, მი, მთ, 

არანულოვანი იქნება მხოლოდ ისინი რომელთა ინდექსებში: L /,§ ორი მაინც ტოლია 2-ის. 

თუ შემოეიღებთ აღნიშვნებს: წ.ე:(თ,Cთ,) = C, C) =C, 0), =V. გვექნება: 

Iწერ 1 მღC 1 მC 
აეს'ებსბ'ს» =·2·ნ(1—)” ლო =—5ჯ· 222 =5შ 

რაც შეეხება კრისტოფელის მშეორე გვარის სიმბოლოებს, თუ გამოვიყენებთ ფორმულას: 

2 10 
II = ჯ·წ·:ვ··* და გავითვალისწინებთ, რომ (8·/)=[0 6] მატრიცის შებრუნებული 

10 
(§9)= მატრიცია, გვექნება: ი % ტრიც ე 

მთ მთ 
L28 1 მ6 წ-» 

I =1;,=0, 11”;=1·ჯ·=11:·1მ”=ჭწ“”· 1·;·:——2·—· 1·1*;—;?·
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ახლა, ჩახევრად გეოდეზიური კოორდინატებში გამოვთეალოთ ორგანზსომილებიანი #, 

სედაპირის სრული ანუ გაუსის სიმრუდე. ამისათვის გამოვთვალოთ ამ სედაპირის მ·ეორე 

კვადრატული ფორმის მატრიცის დეტერმინანტი: 

ხ,ხი 

ხ,, ხ,. 

ეს დეტერმინანტი გაუსის თეორემის თანახმად, პირველი კვადრატული ფორმს საშუალებით, 

შეგვიძლია გამოვსახოთ შემდეგი ფორმულით: 

2 5 § 2 

8=2 0- 1 +2: 00 - იინაა6ა. 
ამ ფორმულაში არანულოვანი წეერებია მხოლოდ ისინი რომელთათვისაც §=2, #=2. 

აქედან გამომდინარე გვექნება: 

_ C 2 2 
8 =—ც(1ჭ)· —ე(1§)2 = თ CC –C —ჭ = თ. 1C 

2C C 2 C: 4C 2 4C” 

მ0C 
სადაც 6ა=–-. ადაც. სს მთ 

ამგვარად ზედაპირის გაუსის(სრული) სიმრუდე ზედაპირის რაიმე M წერტილში ტოლი 

იქნება 

8_ Cთ. 1C: 
Cთ,=-=--2904--4 

თ 2C 4C 
სიდიდის. 

ორგანსომილებიანი სედაპირის სრული სიმრყდე სხვანაირადაც შეიძლება გამოვსახოთ: 

16 1 CC 1C.. (V#V6 1C. 16 (/C),,=1+«, C/6),,=1-9 აა (ხVC). _ _1C. , 19..» 
2 V6” 4თ 2746' ჰნ 4C 26 + 

მაშასადამე გვაქეს: 

C - ით 
“M /#6. ?· 

საბილოოდ შეიძლება დავასკვნათ, რომ ნახევრად გეოდეზიურ კოორდინატებში 

ორგაჩზომილებიანი ზედაპირისათვის ფუნქცია V6 დაკავშირებულია სრულ სიმრუდესთან 

დიფერენციალური განტოლებით: 

(V6),,+0„VC =0,. 
განეიხილოთ ორგანზომილებიანი ზედაპირი ” რომლის თითოეულ M წერტილში 

ცნობილია სრული სიმრუდე C.,. ზედაპირზე დაფიქსირებულ Mე წერტილის მიდამოში 

შევიტანოთ ნახევრად გეოდეზიური კოორდინატთა სისტემა რომლის ბაზაც იქნება 

გეროდეზიური წირი # ,ხოლო პარამეტრი ამ წირის გასწვრივ თ, =V, არის მისი რკალის 

სიგრძე ათვლილი M, წერტილიდან. ზედაპირის პირგელ კვადრატულ ფორმას აგებულ 

კოორდინატთა სისტემაში ექნება სახე: 

ძა? = ძთ? + C(თ, ) ,
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აქ თ=Cთ,, C(თ,I/)=1, ჯ/ნ(თ,“):! 

თუ გეოდეზიური წირის განტოლებაში: 

L 
ძთ 47 ძ « 

ჩავსვამთ ცნობილ ფუნქციებს: თ, = 0,თ, = §, მივიღებთ L;:(0,I/) = I:)(0,M) =0 , აქედან 

ვ.=- 420 _ ფმრ 4 

L.,(0,) = §,L)(0,#)+წ,C2(0,V) =0. რადგან II,(0,/)= ჭ(;„ C,, გვექნება: 

C.(0.,V) =0, (VC(0,"M))„ =0. 

თუ ახლა (ო/წ)„თ+6,ჟი/წ=0 განტოლებაში Cთ7,ც-ს ჩავთვლით თ, V არგუმენტების 

ცნობილ ფუნქციად, ხოლო (VC) -ს იგიეე არგუმენტების საძიებელ ფუნქციად, მაშინ 

Cთ(თ,V) =1, -/Cთ(თ,#) =1 ,C,(0,#V) =0, (/C(0,#)),=0 საწყისი პირობებისათვის გვექნება 
ერთადერთი ამონახსნი, რომელიც საშუალებას მოგვცემს აღეადგინოთ CX(0,V) 

ფუნქცია Mა წერტილის შესაბამის მიდამოში. 

ყოველივე ეს საშუალებას გვაძლევს დავასკენათ, რომ თუ ორ #, I?: ორგანზომილებიან 

სედაპირს M., #/ა წერტილების მიდამოებში, შესაბამისად, ნახევრად გეოდეზიურ 

კრორდინატთა სისტემებში C,,, Cე შესაბამისი სრული სიმრუდეები გამოისახებიან 

კოორდინატთა ერთიდაიგიეე ფუნქციებით, მაშინ ზედაპირირთა აღნიშნული მიდამოები 

ისომეტრიულია და ეს იზხომეტრია მოიცემა ასახეით, რომელიც ინახაეს ნახევრადგეოდეზიურ 

კოორდინატებს. 

ცხადია ადგილი აქვს შებრუნებულ დებულებასაც: თუ #, წ: ორგანზომილებიან ზედღაპირს 

Mა, M, წერტილების მიდამოები იზომეტრიულია, მაშინ ამ მიდამოებში ერთნაირი 

ნახევრადგეოდეზიური კოორდინატების მქონე M, წწერტილებში სრული სიმრუდეები 

ერთნაირია, ანუ ეს სიმრუდეები მოიცემიან ნახევრად გეოდეზიური კოორდიჩატების ერთნაირი 

ფუნქციებით. 

§10. მუდმივი სიმრუდის მქონე ორგანზომილებიანი 

ზედაპირები 
განვიხილოთ ისეთი ზედაპირები რომელთა გაუსის სიმრუდე მ'უდმივი სიდიდეა: 

მაგალითი L სიბრტყე რომლის პარამეტრიზაციაცაა (L,,I = „-CX,X,) = X/, + X% , სადაც #.7, 

ვექტორთ რაიმე წრფივად დამოუკიდებული სისტემაა ეეკლიდეს #, სიერცეში. ცხადია, ამ 

ზედაპირის ნორმალური სიმრუდე ნებისმიერი % მიმართულებით ნულის ტოლია, ამიტომ 

ჩებისმიერ წერტილში მისი გაუსის სიმრუდე იქნება ნულის ტოლი. 

მაგალითი 2. სფერო ეეკლიდეს #კ სივრცეში. რომლის პარამეტრიზაციაცაა: 

C7./ =7XXI,X:) = (#2005X% 50 X,, #5ს1X 51ი X,,4900§X,)) ,
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სადაც 

V =((X,X)|0<X», <2#, —ჭჭჭ–, ჭჭჯ 

ცხადია ამ სფეროს ნებისმიერ წერტილში ნორმალუერი სიმრუდე ნებისმიერი ძ% 

მიმართულებით არის ·I|(— ქედან გამომდინარე მისი გაუსის სიმრუდე C„ცნებისმიერ M 

წერტილში ტოლი იქნება –X·—” სიდიდის. 

მაგალითი 3. ფსევდოსფერო ევკლიდეს Lს, სივრცეში. ამ ზედაპირის პარამეტრიზაციაა: 

(L.# = ”(% .X,) = (/#251ი X, 005 X,,/151ი X 605X,,#MM(Iი / § ჯ +005X»,))), 

სადაც 

V = ((X,X)|0<X <2», ჭჭ;[,ჭ”], 

ხოლო #- ფსევდოსფეროს რადიუსი ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. 

ადვილად გამოვთვლით, რომ ამ ზედაპირის პირველი და მეორე კვადრატული ფორმების 

კოეფიციენტები, შესაბამისად ტოლია: 

ხ=Mჩთი“ ». X =0, Cღ = # 5ი” », L=-ჩიდლ,, M=0, V = წთთ,5იX. 

_ #/: 
შესაბამისი ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: C,, =[;ჯ——”;2 =—ჭ 

ახლა განვიხილოთ განტოლება: (ჯ/მ)„”+6„ჯ/მ=0· ეს განტოლება ერთმანეთთან 

აკავშირებს ზედაპირის სრ'ოლ სიმრუდეს C, და C(CCთ,V) ფუნქციას ბაზისური გეოდეზიური 

წირის საწყის პირობებთან: C(თ,I/) =1,(/C(0,))„ =0. თუCც =C0M5=/, გვექნება შემდეგი 

ამონახსნები: 

ა)C, =0, C(თ.MV) = 0,ძხ? = ძთ? +ძV“, 

ბ)Cკ >0, (/C(თ,M) =%5(/C„თ), ძა? = ძთ" + 005”(/C, თ)მV” 

2)0,, <0, (/C(თ,V) =CIC/– 6კთ), ძა? = ძთ? + თI"(/C, თ)ძი? 

ცხადია, ა) შემთხვევაში საქმე გვაქეს ზედაპირთან რომელიც ლოკალურად იზომეტრიული 

იქნება სიბრტყის. ბ) შემთხვევაში, თუ გავიხსენებთ სფეროს პირველ კეადრატულ ფორმას 

დავინახაეთ, რომ ზედაპირი ლოკალურად იზომორფულია ისეთი სფეროსი რომლის რადიუსიც 

M#= ჯ/(I;— · გ) შემთხეევაში, თუ ასევე გავიხსენებთ ფსევდოსფეროს პირყელ კვადრატულ 
( 

ფორმას დავინახაეთ, რომ ზედაპირი ლოკალურად იზომორფულია ისეთი ფსეედოსფეროსი, 

რომლის რადიუსიც #= · 
—.C“ 

ქედან გამომდინარე ადგილი აქვს თეორემას:
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თეორემა 10.L ყოგელი ორგანზომილებიანი 'სედაპირი რომლის გაუსის Cც სიმრუღეც 
მუდმივი სიდიდეა ლოკალუერად იზომორფულია სიბრტყის, თუ C, =0: სფეროსი, თუ C,, >0; 

ფსეედოსფეროსი, თუ C,, <0. 

§11, ტენზორის ცნება, მოქმედებანი ტენზორებზე 

ეთქვათ, #”” M-განზომილებიანი ვექტორული სივრცეა, 6,,6,,..,6, და 6/,6”,...,6, რაიმე ორი 

ბაზისი მასში, როგორც ეიცით ყოეელი X 6CVM” ვექტორი თითოეულ ამ ბაზისში წარმოიდგინება 

ასე: X=X·§”8·· ან ასე X=2§··8···, შესაბამისად. 
შ დ) 

შენიშვნა: შემდეგ ჯამის აღმნიშენელ X ნიშანს აღარ დავწერთ თუ აჯამვის ინდექსი ამ 

ნიშნის ქვეშ გვხედე ორჯერ ერთი ქეემოო ერთი ზემოთ, მაგალითად: 

X= 2;”8, ჯამი ჩაიწერება ასე: X=#87%,. 
75 

რრ 6, ბაზისიდან 6;,8”,···,8:· ბაზისზე გადასელის მატრიცი აღენიშნოთ ასე: (#:). 

აქედან გამომდინარე ძ = #:6. 8[,8;,·.··8; ბაზისიდან 6,,6),...6, გადასვლის მატრიცი 

აღენიშნოთ ასე: (#/ ), მაშინ გეექნება 0, = //6,. (#') მატრიცი (ი#”) მატრიცის 

შებრუნებულია. ერთეულოეანი მატრიცის ელემენტები აღინიშნება კრონეკერის 

1) 1=# 

ბ. = 
0 I»#V 

სიმბოლოთი. მაშასადამე (/.X)X) =(2;). 

ყოველი მთელი #I>0 და §>2>0 რიცხეებისათვის M ჯერ კოვარიანტული და § -ჯერ 

ჰონტრავარიანტული ტენზორი ეწოდება #” ” რაოდენობის 7, / -, იოდ ნამდეილი რიცხვებისაგან 

შედგენილ ერთობლიობას, რომელიც დაკაეშირებულია IV” ეექტორული სივრცის რაიმე 

მცრ...,6 ბაზისთან და ამ ბასისიდან სხეა რფ,6”..,6, ბაზისზე გადასელისას გარდაიქმნება 

შემდეგი ფორმულის მიხედეით: 
M / 

' = ხჭნგ დ ნე ე; 789:”. 
ჯამის ნიშნებს თუ გამოვიყენებთ გვექნება: 

'=2,2.2)2, 22 0026 ჩე ჯ ნ: წგუ 
ი =1/ე5) !.- =I/5I/ა<2 ),57 

#M+§ რიცხეს ტენზორის რანგი ეწოდება. თუ #”+§=0 

შაშინ ტენზორის რანგი ნულოვანია და ტენზორი წარმოადგენს რიცხვს, რომელიც ბაზისზე 

არ არის დამოკიდებული. თითოეულ 7;·1·:“,_1· რიცხეს ტენზორის მდგენელი ეწოდება. ორ
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ტენსორს 1 =(729”1,0=(049,#”) უწოდებენ ტოლს, თუ მათი შესაბამისი მდგენელები იხ ./- L ). 

ტოლია, ანუ 7;;:;“,·1 = ·(;:”,·1 აქ მნიშენელობა აქვს იჩდექსთა რიგს კერძოდ, 7# 0, თუ 

7·1"; მა/. M ს = 7უ #M6+-) · -.- 

ტნუა მ,წ–ს 4 . წ ე მინეო ი 

ტენზორს 7 =(7,“ ”1 ეწოდება სიმეტრიული ქვედა ინდექსების მიმართ, თუ 
072-/) = 771 

რმგ ჰ/-მ 4 რმ ./- ა ჰ, . 

ტენზორს 7 =I7;·|,:|”:_|) ეწოდება ანტისიმეტრიული ქვედა ინდექსების მიმართ, თუ 

/-/ = _ შშმ 
#იამ/ ა4 ჰ> წუ 

ანალოგიურად განიმარტება ტენზორის სიმეტრიულობა და ანტისიმეტრიულობა 

ზედა ინდექსების მიმართაც. 

მაგალითი L ეთქეათ, რაიმე ეექტორის კოორდინატთა ერთობლიობა რაიმე 0,,0,,..,6, ბა'ზხისში 

C=(2).დ1... 6 1-ი- ახალ C, C,..,C ბაზისზე გადასვლისას მოცემული ეექტორის 

კოორდინატები იცვლება #" = C ფორმულის საშუალებით, ეს კი ნიშნავს, რომ ეექტორი 

ერთჯერ კონტრავარიანტული ტენზორია. 

მაგალითი 2 წრფიეი გარდაქმნის მატრიცი. ვთქვათ 6,.6ე...,6, ბასისში რაიმე წრფივი 

ოპერატორის მატრიცია (ი;). ხოლო იგივე ოპერატორის მატრიცი 8;,(”;,·.·,8:· 

ბაზისში არის (0;·) როგორც ვიცით (ჟ;):(ჩ·")(ჟ;)(?]) აქედან კი გამომდინარეობს 

0;· =!)·”·|7||"0;··· ეს კი ნიშნავს, რომ წტფივი ოპერატორის მატრიცი ერთჯერ 

კონგრავარიანტული და ერთჯერ კოვარიანტული ტენზორია. 

მაგალითი 31 ვეთქვათ, 6,6,,..,6, ბაზისში რაიმე კვადრატული ფორმის მატრიცია (§,), 

ხოლო იგივე ფორმის მატრიცი 6,,6C,..,6, ბაზსისში არის (,,.). 

როგორც ცნობილია (8·7)=(9·”)(8„)(9,|)| აქედან გამომდინარეობს ტოლობა 

დ = #.0წ,. ეს კი ნიშნავს, რომ კვადრატული ფორმის მატრიცი ორჯერ კოვარიანტული 

ტენსორია. 

მაგალითი 4 ერთეულოვანი მატრიცი 20 =(07) წარმოადგენს ასევე ტენზორს 

6/·=|);|I|”"6··|· ეს ტენზორი ერთჯერ კოვარინტული ერთჯერ კონტრავარიანტულია. 

ტენზორებზე განსასღვრულია შემდეგი ალგებრული ოპერაციები: 

L ტენზორისა და რიცხვის ნამრავლი. L1=0 სადაც (0=(#71”;” 1. (წწIლ– > 

2. ტენზორითა ჯუმი: განისახღერება ერთი და იგიეე ტიპის ტენზორა «ჯამი. თუ 

მოცეგულია 7·=(7·|·|···|·;,2=[9ქ··|”"·|·) ერთიდა იგიეე ტიპის ტენზორი, მაშინ მათი ჯამი არის ჩე-.,> 102 M 

რიცხვთა ერთობლიობა 1 +0= (1:1#:” + 000:”»), რომელიც ცხადია ტენზორია. #65 ინ . 

3. ტენზორთა ნამრავლი: 1 = (1:1);”) ,0 =(0ე5-#/ 3) ტენზორების ნამრავლი არის რიცხეთა 
ისი.,. ჩჩ 

ერთობლიობა 1 XC0 = (1://, ” .(2M0-#. . ეს ერთობლიობა სხვანაირადაც შეიძლება ჩავწეროთ 
" /. ჩწო ”
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7X0C= (M911M2+,1. საღაც. #4ე9, = იეია” -0ი, - ნამრავლი იქნება. §4/ ჯერ 
კონტრაეარიანტული და V +# ჯერ კოვარიანტული ტეჩზორი 
4. ტენზორის შეზღუდვა ზედა და ქყედა ინდექსების მიმართ: ეთქვათ მოცემულია ტეჩზორი 

7 = (7//-1 , ამ ტენზორის შეზღუდეა , და /, ინდექსების მიმართ არის ტენზორი ლ 

0 = (ვბიხოუ”) =(9) შეჩემუმო,#1. იგი იქნება. §-I ჯერ კონტრავარიანტული და »-I 
9ძ=! 

ჯერ კონტრავარიანტული ტენზორი. 

ახლა განვიხილოთ რამოდენიმე მნიშვნელოვანი ტეჩზორი. 

ბივექტორი: ვთქვათ, « და ” რაიმე ორი ეექტორია, ორჯერ კონტრავარიანტულ 

ტენსორს #=(#7) =(6' - #7”') უწოდებენ ი და ” ეექტორებისაგან წარმოქმნილ 

ბიეექტორს. ამ ტენზორის მღგენელები ცხადია წარმოადგენენ 

[ 
მატრიცის ორგანსომილებიან მინორებს, ამიტომ ბივექტორი არ შეიცვლება თუ ” ვექტორს 

დავუმატებთ « ვექტორს გამრაელებულს რაიმე რიცხეზე. ქედან გამომდინარე ბივექტორი 

ცალსახად არ განსაზღვრაეს მის წარმომქმნელ ეექტორებს. გავარკვიოთ რა აქეთ საერთო 

ერთიდა იგიეე ბივექტორის განმსახღვრელ ეექტორთა წყეილებს. 

ეთქეათ, ” ეექტორი მდებარეობს # და ” ეექტორებით განსასღერულ სიბრტყეში. მაშინ 

ადგილი აქვს ტოლობას ჯ=#%5ი+V#,7 . რაც ნიშნაეს რომ 

წ ოოუ 

უ' /?........ შ" 

0 ა ი (ი 

მატრიცის დეტერმინანტ ტოლია ჩნულის. 

თუ გაეშლით ამ დეტერმინანტს ბოლი სტრიქონის მიხედვით ვნახაეთ, რომ 1 ეექტორი 

ცალსახად განისაზღვრება წინა ორსტრიქონიანი მატრიცის ორგანზომილებიანი მინორების 

საშუალებით. მგვარად ბივექტორი ცალსახად განსაზღვრავს სიბრტყეს, რომელიც გადის 

ბივექტორის განმსაზღერელ ვეექტორებზე. 

% და 7 ეექტორებს თუ შევცვლით მათი წრფივი კომბინაციებით 

ნი=ხნხ6+ხ7 

9=ხ4+ხ»7 
გქექნება: 

' / # ჯ! ჯ/ · 

(I9/ - 0/ყ)=/ ” = " '. ? =ძორ,)(ე-”/). 
' ძ/| , #| / ” 

ვექტორთა წყვილებს: C,უ და ი. ვუწოდოთ ტოლდიდი, თუ ძV(L)=1. 
ტოლდიდი წყვილებით წარმოქმნილი ბივექტორები ერთმანეთს ემთხეევა. აქედან გამომდინარე 

შეიძლება ვთქვათ, რომ ეექტორთა წყეილების სიმრავლე შეიძლება დავყოთ კლასებად 
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რიმლებშიდაც შედიან ერთმანეთის ტოლდიდი ვექტორები და ბიგექტორი ცალსახად 

განსაზღვრაეს ტოლდიდი ვექტორების კლასს. 

მეტრიკული ტენზორი: ეთქვათ C(».7) = 2,წ,6 '' ორადწრფივი ფორმაა, სადაც X=#%,, 
„ 

»=7M,, CCX.#)=C0.X) და C(CX,X)>0, როდესაც X%0. როგორც "ემოთ მოჟყეანილ 

მაგალითში, კვადრატული ფორმის მატრიცი იყო ორჯერ კოვარიანტული 

ტენზორი. ასევე მოყვაჩილი ორად წრფივი ფორმის დ§ =(დ,) მატრიციც იქნება ორჯერ 

კოვარიანტული ტენზორი. ამ ტენზორს მეტრიკულ ტენზორსაც უწოდებენ. 

რადგან C(CX,Xე) >0, ამიტომ |§,M#0. ქედან გამომდინარეობს, რომ არსებობს («,) მატრიცის 

შებრუნებული დ' =(§C”) მატრიცი. ცხადია ტენზორი §' ორჯერ კონტრავარიანტულია. 

თუ მოცემული გეაქვს ტენზორი (771), მაშინ ტენზორებს: 

0V») = 018.),V, ) = 7/§”),C -) = 0;”§”) ეწოდება (77) ტენზორი შეუღლებული ტენზორები 
(9,) ტენზორის მიმართ. 

როგორც ცნობილია § და 7 ეექტორებზე აგებული პარალელოგრამის ფართობისათვის 

ადგილი აქვს ტოლობას: 

დ.5%' §,6'/' 273 
5' = 8 / , =8|*8||C··7|, · 

დ,ი 8 „' » 

თუ ადგილებს სეეუცელით 1 და / ასევე # და / ინდექსებს მივიღებთ: 

წ) ჯ! / ჯ/ 

§' =8,|8·|§·„I· = —8·|8|·|§*”| 

'” წ ' , 
ამ ტოლობიდან და წინა ტოლობიდან გამომდინარეობს: 

/ #/|) | ჯ/ 
282=8“8”§ .13 13. 

, / ”I ,71 

თუ უკანასკ6ნელ ტოლობაში ადგილებს შევუცელით # და / ინდექსებს მივიღებთ: 

, ” ,' » ( ” L 
წ ყ CI C 2 

282=8”8|| . “ =–8/59| . : L / 

“ უ V 7 ' 7 V 7 
საბოლოოდ ვლებულობთ: 

#« 8V|. |·§|·· :> 

# 8/| ი უ თ / 
ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ იმ პარალელოგრამის ფართობი, რომელიც მოცემული ბივექტორის 

განმსაზღვრელ # და » ვექტორებზეა აგებული, ცალსახად განისაზღვრება ამ ბიეექტორით. 

ფართობის ამ მნიშვნელობას პიჟექტორის ფრთობი ეწოდება. ბივექტორს, რომლის ფართობიც 

451 =
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ერთის ტოლია, ეთეულოვანი ბივექტორი ეწოდება. ყოეელი ბიეექტორი მიიღება ერთეულოევანი 
ბივექტორისაგან რაიმე § რიცხეზე გამრავლებით. 

ამავე ტოლობის მარჯეენა მხარეს მდგომი პირეელი თანამამრავლი წარმოადგენს 

C =(თა)=(6.8, – 8.8,) ტენზორის მდგენელს. ამ ტენხზორს წარმოებული მეტრიკული 
ტენზორი ეწოდება. ეს ტენზორი ანტისიმეტრიულია #,/ ინდექსების მიმართ და ასევე 

ანტისიმეტრიულია #,/ ინდექსების მიმართ და არ იცელება / ინდექსის # ინდექსით და / 

ინდექსის 7 ინდექსით ერთდროულად შეცვლისას. ეს ტენზორი აკმაყოფილებს ასევე 

ეგრეთწოდებულ რიჩის ტოლობას : 

თა.ა+C,,+C.,ც=0. 

ამის დამტკიცება იოლია, თუ ” ეექტორულ სივრცეში განეიხილავთ ისეთ ბაზისს, 

რომელშიდაც #, =2, სადაც 29, =0, როდესაც I#/ და 2,=1, როდესაც 1=/. 

ოთხჯერ კოვარიანტულ 1 =(7, ) ტენხორს უწოდებენ რიჩის ტიპის ტენზორს, თუ სრულდება 

შემდეგი თანაფარდობები: 

შეყ -“ი 

77 = 7ყეს 

7:,.” +7·||··| + 7;··|| =0, 

ვთქვათ, ” ვექტორული სივგრცეა M მისი შეუღლებული სიერცე ანუ #:V/ +3# 

წრფივი ასახვების ვექტორული სივრცე. ამ სიერცეში თუ ” ვექტორული სიერცეში ბაზისია 

0რ60 , ბაზისად შეიძლება ჩავთვალოთ წრფივი წრფივი ასახვების ერთობლიობა L/,) 

რომელთათვისაც ადგილი აქვს ტოლობას: /,(0)=8 ნებისმიერი 0=#',+8“0, +...+5%, 

ეექტორისათეის. მართლაც ნებისმიერი წრფიეი / :V –> # ასახვისათვის 

#(C0)=დ'/(29,)+2თ?/(02,)+...+ დ” /(6,) = /,(ძ)/(6)+ /,(0)/(4,) +...+ /,(თ)/(6,). 

ადვილია იმის ჩვენებაც, რომ (/,) წრფივად დამოუკიდებელი სისტემაა. 

ენახოთ როგორ იცელება # :” -># წრფივი ასახვის ერთსტრიქონიანი მატრიცი 

Cთ77»--?,), სადაც. 7/ = /(4,), 7=1,2,...M# . 6,რ,..,6, ბაზისიდან 6,რ...,6, ბაზისზე 

გადასვლისას. 6” = /6,, ვთქეათ, (7,#7/.....7,) წარმოადგენს / :/ -> ” წრფივი ასახეის 

მატრიცს #6/,6C:,..,6C, ბაზისში. /7 = /(0:), , =12,..#”/, აქედან გამომდინარე: 

». = /C00,), ” =1,2..# ანუ » = #IV7,, | =12,...,/. ეს ნიშნაეს, რომ / :V –> #. ასახვის 

მატრიცი ერთჯერ კოვარიანტული ტენზორია. ეს მატრიცი ერთსტრიქონიანია ამიტომ იგი 

ვექტორს წარმოადგენს ” სიერცის რაიმე დაფიქსირებულ ბაზისში ამ ეექტორის 

კოორდინატების გარდაქმნა ბაზისის შეცვლისას ისე არ ხდება, როგორც ჩვენს მიერ ადრე 

განხილულ. მაგალითში, სადაც ვექტორი ერთჯერ კონტრავარიანტულ ტენზორს წარმოადგენს, 

ასეთი ტიპის ეექტორებს, რომლებიც ერთჯერ კოვარიანტულ ტენზორებს წარმოადგენენ 

ძოვექტორებს უწოდებენ. / :V -> #. წრფივი ასახვა მის შესაბამის კოვექტორთან შეიძლება 

გავგაიგივეოთ, ამიტომ ”“ ვექტორულ სიერცეს კოვექტორთა სივრცე შეიძლება ეუწოდოთ.
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ასახვას ,/ :14 XI> X...XI> ># უწოდებენ „ - წრფივს, თუ იგი წრფივია თიოოეულ 

თანამამრავლზე. 

განვიხსილოთ ”I+§ -ად წრფივი ასახვა: 

#:M/ MI7X...XMXIM/ XM“ X..XM” 3 წ 

I1/ XI/ X...XI7 XM X X..X”. სივრცის ბასისისის ელემენტები აღვნიშნოთ ასე: 

2 C- C..060 C/ C/ C6.0 /,. მაშინ # ასახვა შეიძლება წარმოვადგინოთ ასე: 

#(4) = 2.#. თ.რ 6 6/,6/,თ. დ, (9)/(0, Cი, .C ი 0/,C/,C6..0 #,). 
“6.6 % 6/,6/,6 C/ 

განეიხილოთ რიცხეთა ერთობლიობა (/ ი, 6 თ. 6/,6/,6.6/,). სადაც თითოეული 
6დ % 6C/,6/.6.6/, “ #რ6 2 C..60 C/ C/ C..C /,). ენახოთ როგორ შეიცელება 

რიცხვთა (7, ,.დ თ- 6/,6/,0.6,,) ერთობლიობა, ახალ 2:C2 C..00 C6/C/.C.C0 /,, 

ბაზისზე გადასვლისას; ,7·,:.0··:»0·0··:·.0/;··0/;:0···0/)· = /(2;Cი, C..0260 C /,C0 /.6..6 /,), 

« =M5,, /1(9=/:(4)=44 = ი#6” = ი# /, (9), აქედან გამომდინარე, 
, –>.“”“” ” 

შ.ფი6 - 6C/806 . C/ “ ?; 17··;·····9·?,·· ჩ]”. ნ/...). 7რდ თ. რ/,რ/ თ.თ,ი ეს კი ნიშნავს, რომ 

რიცხეთა (V «,,6 ი, C, ი, თ 9,,) ერთობლიობა ”I- ჯერ კოვარიანტული და §- ჯერ 
კონტრავარიანტული ტენზორია. ყოველივე აქედან შეიძლება დავასკენათ, რომ ი»?1- ჯერ 

კოვარიანტული და §- ჯერ კონტრავარიანტული ტენზორი ფაქტიურად არის 

M +§-ად წრფიეი ასახვა: 

#/:VXM/X..XMXM'IXM/ X..XM/ ->ჩ 
) წ) 

§12. ტენხორული ველი მრავალსახეობაზე 

ვთქვათ, ახლა M” I- განზომილებიანი გლუვი მრავალსახეობაა, (/ =(თ,ხ), X=XCI)) გლუვი 

წირი ამ მრავალსახეობაზე, რომელიც გადის რაიმე 46CM”, ხოლო რიცხეთა კრებული 

6 =(2),C“...,6”) წარმოადგენს მხებ ვექტორს მოცემული წირისა 4 წერტილში. როგორც 

ვიცკით # წერტილზე გამავალი წირების მხები ვექტორები შეადგენენ # – განსომილებიან 

ვექტორულ სივრცეს. ამ სივრცეს მრავალსახეობის მხები სივრცე ეწოდება -/ წერტილში 

ზემოთ იგი ჩვენ აღვნიმნეთ აღენიშნეთ 7,M '” სიმბოლოთი. ამ სივრცის ერთერთ ბაზისად 

შეიძლება ჩავთვალოთ ეექტორთა სისტემა: 6,.9.,.. , რომელთაგან თითოეული 

დ, =(§|I =კ11|(1ე)+ტ·,|·!,·§|1 =I|?·(!0)+61?|,·...,§|”·· =XI(M)+0,!), , წარმოადგენს 4 წერტილზე 

გამაეალი რაიმე X,(I), / =1,2,..,/ წირის მხებ ეექტორს ამ წერტილში.
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კოორდინატთა ყოველი გარდაქმნა ჯ” =X”·(XI,XI,···„X/·)განსა·სღერაეს I,M” სიერცის წრფიე 

გარდაქმნას, X ,, =1,2,..../  კოორდინატთა სისტემაში: 

ლ ძX -/-) _ 2·: მXI(/0) თ.(Iა) 

7 ი/ « მს “ 

სადაც 

' მ.” « ” 
რომ დავაკაეშიროთ ეს შედეგი ტენზორულ გარდაქმნასთან საჭიროა დაეწეროთ საბაზისო 

ვექტორების გარდაქმნის ფორმულებიც. 

თუ X”,/ =1,2,...,/ კოორდინატთა სისტემას შეესაბამება იმ საბაზისო ეექტორები 

სისტემა, რომლებიც წარმოადგენენ X,(I), / =1,2,..,M წირების მხებ ვექტორებს: 

წ, =(§|| =I;·(10)+6||·I,§|? =X|2·(I0)+6|·21,····,§|”·” =XI(Iა)+0;!), მაშინ X ,, =12,..,M კოორდინატთა 

სისტემას შეესაბამება X”(I), , =1.2,...,7/ წირების მხები ვექტორებისაგან შედღგენილი სისტემა: 

6,=(6,. =XI(%0)+6/, 6>=X»-(%)+0//..., 5- =XI(/%)+0/,..,/ =12,.,# 

აქედან გამომდინარე, თუ 

= ჭ?;·ჰ· 
C) 

მაშინ 

თ =2 Mჩ 
ლე 

დაჭ] =0, თუ ”% /, 4·"; =1, თუ ”=/ საბოლოოდ გეექნება: 

(0;X(#7,)= %. 

რაც ნიშნავს იმას, რომ(/”), წარმოადგენს #604;,..,6, ბაზისიდან C,6,,..,C, ბაზისზე 

გადასვლის მატრიცს ხოლო (#.) მატრიცი §,5.,..,6, ბაზისიდან «/26,..,6, ბასისზე 

მM.( „ 00( 
-, 5·0) ს =-. 5“) თუ განვიხილავთ ნებისმიე მხებ ვექტორს 
მყ. 2X, 

#, მაშინ მისი კოორდინატები «/.8...:)9, ბაზისში 

ლრ (I·,) =3-%C) 'რ)რ6) . „ 
1=L 

ეს კი ნიშნავს, რომ მხები ეექტორი კონტრაეარიანტული ტენხორია. 

თუ მრავალსახეობის ყოველ +4 6 M” წერტილში მოცემულია ერთი და იგიეე M+§ 

რანგის ტენზორი, რომელთა მდგენელებიც წარმოადგენენ « არგუმენტის გლუე ფუნქციებს, 

მაშინ ამბობენ, რომ მრავალსახეობაზე განსახღვრულია M+§ რანგის 

ტენზორული გელი. 

გადასელის მატრიცი. ჯ,; =
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ვთქვათ. # :#M/” > #. რაიმე გლუვი ფუნქციაა. ეს ფუნქცია მრავალსახეობასე განსაზღერავს 

ნ-ეულოვანი რანგის ტენზორულ ველს. შევესაბამოთ ყოველ X C M” წერტილს 

სიდიდეთა კრებული (1 L# ჭ)· შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ეს კრებული წარმოადგენს 80'მ ომ 

ერთჯერ კოვარიანტულ ტენზორულ ველს როგორც ზემოთ ვნახეთ, ერთხელ კოვარიანტული 

VV #V ტენზორი ეს არის კოვექტორი. (C 2ი'გ ბ··)ტენზორულ ეელს # :M” – წ სკალარული 

ველის გრადიენტი ეწოდება. 
M მრავალსახეობაზე განსაზღვრული რაიმე 7(X) = (7,/”:;”'(X)) ტენზორული წელ» 

გელის მდგენელები წარმოადგენენ X წერტილის კოორდინატების გლუე ფუნქციებს, 
მაგრამ მათი კერძო წარმოებულები ტენზორებს აღარ შეადგენენ. მართლაც, 

მ7' /11--4 (ჯ 

თუ 7(X) = (7/ჩ;7”(X)) გლუვი ტენზორული ველია, მაშინ —·ტვ;—() სიდიღდეების გარდაქმნა > » „ 

ერთი ლოკალური რუკიდან მეორეზე გადასელისას ხდება შემდეგნაირად: 

ა --- _ ი .ი, 
ააად =ფ 0ი ჩე ხე იბი) = Mდმ ,  ფია-ნ.+ 

= ჩგმწ ანნ /მ თმ შახშე” +-% / : მ ამ 0 მას ” ი; - 

აქ 7 =-2>. 
0 C 

ამ ტოლობის მარჯვეჩა მხარეში რომ შედიოდეს მხოლოდ პირველი შესაკრები, 

მაშინ ტენხორული ვეილს კერძო წარმოებული ასევე ტენსორული ველი იქნებოდა, 
მაგრამ ეს ასე არ არის ამიტომ ტენხორული ვეილს კერძო წარმოებული ტენზორი არ არის. 

§). მრავალსახეობა აფინური ბმითო 

ვთქვათ M“ ი- განზომილებიანი გლუვი მრავალსახეობაა. რიცხვთა ერთობლიობას 

[I·;(X)), რომლებიც წარმოადგენენ 1··; :M” –> ” გლუვი ასახვების მნიშენელობებს X < M” 

წერტილში, რომლებიც ერთი ლოკალური რუკიდან მეორეზე გადასელისას გარდაიქმნებიან 

ფორმულით: 

Iს = 070 IV + ჩა-. 
ს ჯ| _ მ» 
ადაც ჩე:===-, უწოდებენ აფინურ ბმის კოეფიციენტებს, ხოლო გლუვ ასახვათა 

ერთობლობას II“„* )- აფინურ ბმას M” მრავალსახეობაზე. 

ორ გლუვ მრავალსახეობას: M”. M” აფინური ბმებით: (IL, „* 1. (წ·;)უწოდებენ აფინურად 

ეკვივალენტურს, თუ M”'-ზე და IL?”-%··I არსებობენ ისეთი კოორდინატთა სისტემები,
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რომ I#. L წარმოადგენენ ამ კოორდინატების ერთსა და იგივე ფუნქციებს. 

აფინურ ბმას L =(I/) მრავალსახეობაზე უწოდებენ სიმეტრიულს, თუ II =IIM6ე 
ყველა კოორდინატთა სისტემაში. სხვაობები 5)(X) =I/ (X) – I#CX). შეადგენენ ტენზორს 

§=(5/). მართლაც, 5, = 1 – L6. == გიI + ი' იხ - ი:ბ- იი = 
= ი,იჯი, (L, –LV)+ #1 (% – 0I,) = 
= ციჩჯი, (L) –LV) = ჩ ი1 5,. 5 = (5/). ტენხორულ ველს აფინური ბმის გრეხას უზოდებენ. 
თუ 3,; (2)=0, მთელ მრავალსახეობაზე, მაშინამბობენ, რომ მრავალსახეობაზე გვაქვს 

აფინური ბმა გრეხის გარეშე. ცხადია, აფიჩური ბმის გრეხა ანტისიმეტრიული ტენზორიული 

ველია :5/ (X) = –5M(X). 

გთქვათ, ახლა M-” რიმანის მრავალსახეობაა, მაშინ მასზე გვაქეს ტენზორული ველი 

§(X) =(8§,,(X)). განვსაზელვროთ აფინური ბმა ამ მრავალსახეობაზე შემდეგნაირად: 

დ" =1 ,ს5 მჭ,·_მჭ.,) 
“ 25 (მ)[/ მ 

სადაც 

L =1ე55 , % _ %, 
იაგუსინუი უ 

ადვილია იმის შემოწმება, რომ ამ ფორმულით მართლაც აფინური ბმა მიიღება. ასეთ 

აფინურ ბმას რიმანის პმა ეწოდება. იგი ცხადია სიმეტრიული ბმაა. ცხადია რიმანის 

მრავალსახეობაზე ასეთნაირად განსაზღერული ბმის გრეხა ჩოლია. 

ვთქეათ, #=(7 =(თ,ხ), X=X(I)) რაიმე ჰარამეტრიზირებული გლუვი წირია #M/'“ გლუე 

მრავალსახეობაზე. + = X(/ე) კი წერტილი ამ წირზე. რომელიც შეესაბამება პარამეტრის /, 

მჩნიშენელობას. ვიტყვით, რომ ცვლადი ჟექტორი «(!) პარალელურად გადაიტანება L წირის 

გასწვრიე, თუ ამ ეექტორის კოორდინატები აკმაყოფილებენ დიფერენციალურ განტოლებათა 

სისტემას: 

ქ·ჯ ო რუბუ »: )ჯ··ოჭ—·;”. #=12,..ჩ, 
” / 

სადაც (L, ;) აფინური ბმაა მრავალსახეობაზე. 

ამ განტოლებათა სისტემის წრფივობიდან გამომდინარეობს, რომ ჰარალელური გადატანისას 

მექტორთა წრფიეად დამოუკიდებელი სისტემა გადადის წრფივად დამოუკიდებელ სისტემაში. 
ვიტყვეით, რომ აფინური ბმას M” გლუე მრავალსახეობაზე აქეს აპბბოლუტური 

პარალელიზმის თვისეპა, თუ ვექტორის ჰარალელური გადატანისას ჩაკეტილი 

კონტურის(აკეტილი გლუეი წირის) გასწერიე ვექტორი უბრუნდება თაეის საწყის 

მდგომარეობას. 

#, სივრცეში, რადგან იგი რიმანის მრავალსახეობაა, გვაქეს რიმანის ბმა. ეს ბმა, რიოგორც 

ზემოთ ვნახეთ დაკაეშირებულია მეტრიკულ ტენზორთან §,. ჩ,-ში არსებობს კოორდინატთა
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სისტემა, რომელშიდაც მშერტიკულ ფორმას აქვს სახე (თX')! +(ძX”) +...+ (თL” ), ანუ ამ 

კოორდინატთა სისტემაში §, ტენსორის ყეელა თითოეული მდგენელი ან ნოლია ან ერთი. 

აქედან კი გამომდინარეობს. რომ აფინური ბმის ყველა ; კოეფიციენტი ამ კოორდინატთა 

სისტემაში იქნება ნულის ტოლი. ასეთ შემთხვეეაში: 

ძჩ (I) ' /(/ა მX” 
I.,(X)“()––, M =1,2,...,M, -22,10ე“თ ჯ 

ჯთ /= 

სისტემა მიიღებს სახეს: 
6 

9Cთ =0, # =1,2,...,/?, 
ძ 

საიდანაც გეექნება: დ' =CI. რაც ნიშნავს, რომ პარალელური გადატანისას ვექტორის 

კოორდინატები არ იცვლება. 

ამ ტოლობას თუ აქვს ადგილი ერთ კოორდინატთა სისტემაში, მაშინ მას ადგილი ექნება 

სხეა კოორდინატთა სისტემაშიც, რაც ნიშნავს იმას, რომ #, სიერცეში რიმანის ბმას აქვს 

აბსოლუტური პარალელიზმის თვისება. 

თეორემა 8 თუ აფინურ ბმას I =(LI; ; ) გლუვ M” მრაეალსახეობაზე აქეს შემდეგი 

თვისებები: 1. I სიმეტრიულია, 2.I -ს აქვს აბსოლუტური პარალელობის თვისება, მაშინ M” 

მრავალსახეობა აფინურად ეკვიევალენტურია ევკლიდეს » -განზომილებიანი #, = M სიერცისა. 

დამტკიცება: თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია ვიპოვოთ M' მრავალსახეობაზე 

ისეთი კოორდინატთა სისტემა რომელშიც 1·;(X)=0. ამისათვის 1,M” მხებ სივრცეში 

დავაფიქსიროთ ბაზისი 6,,C,..,6, და გადავიტანოთ მისი თითოეული ვექტორი პარალელურად. 

რადგან ბმას M” მრაეალსახეობაზე გააჩნია აბსოლუტური პარალელიზმის თვისება, ამიტომ 

რომელი წირის გასწერივაც არ უნდა გადაეიტანოთ ვექტორი #4 6 M"” წერტილიდან 8CM” 

წერტილში, შედეგი იქნება ერთი და იგივე. მგვარად, 6,,6,,..,6, სისტემის პარალელირად 

გადატანით მიღებული 6,რ...,6, ეექტორთა სისტემა განსაზღვრული ივნება იქნება 

ცალსახად და წარმოადგენს 8 C M” წერტილში მრავალსახეობის მხები 7,:M” სივრცის ბაზისს. 

რ, I=1,2...,M ეექტორის კოორღინატები თაეიდან მოცემული ლოკალური რუკის 

კროორდინატთა XX ,.,X” სისტემაში აღენიშნოთ ასე: #6#/,# = I,2,...,M. თითოეული მათგანი 

წარმოადგენს ფუნქციას #6/(X',X”,..,X-) რომელიც აკმაყოფილებს დიფერენციალურ 

განტოლებათა სისტემას: 

“!,ო რუბუნოი. )·ჯ,(·)— #=1,2,ი, 
ჯ ) 

რაც იგივეა: 

მ”!( ) 
——ჭ,წ 1 -5 ათიჟთ, #=12,..,».
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კოორდინატთა ახალი X ,, =I,2,...,M სისტემა ავაგოთ შემდეგნაირად: გაჩეიხილოთ 

დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა: 

მ“ 
იუ ჰ,(ჯქ!ჯჭ,····ჯ");,ჩჯ =1,2,...,7, 
მX 

სადაც X ,' =1,2,...,7 ფორმალური დამოუკიდებელი ცელადებია, 

ვაჩვენოთ, რომ განტოლებათა ამ სისტემას აქეს ერთადერთი ამონახსნი »'(/)=0 

საწყის პჰირობებში: 

X =C!(X',X” ,...,X”),...-.,X” = თ' (X , ,. X ), ... 

რომელიც განსაზღერულია ((X' ,X ,...,X”)) სივრცის კოორდინატთა სათავის რაღაც მიდამოში. 

ამისათვის ევაჩვენოთ, რომ სრულდება ფრობენიუსის თეორემის პირობა, რომელსაც ჩვენი 

შემთხვევისათვის აქვს სახე: 

2, –მჭ·ჯ,”=2·; მ—ჯ”*·;,”; #,7წ,1 =12,...,M. 
ჯ" 2 ” მ»” 

მი _ ლი ა” როგორც ზემოთ ვნახეთ 2 =-2,12100#/, # = ს2,...,/, აქედან გამომდინარე: 
IიI 

· მჭ,! ? _ ი "1..! (იჩ L I=I 

2, 3597 =-2, 21000 67 ხი1= 2აჩ, 
ჩ" ». . 

73 · L 

ჯ ჭჭ—;ჯ,ს—ჯ ა16ეC067; Mო =1,2,..,ი. 
წლე ჩ #-I 

აგრამ. რადგან I·,; =L" ;·, ამიტომ 

> 2ი ეყნ = 2 2 0იედ= ) პ იდიი #/=12,. ი, 
ი" ო.. .) ,. ლ „ 

ეს კი ნიშნავს ფრობენიუსის პირობის შესრულებას. 

მაშასადამე, განტოლებათა # სისტემას # + საწყის პირობებში აქეს ერთადერთი ამნახსნი. 

ცხადია ადგილი აქეს ტოლობას. 

ძ ” L . · 
C I წ I= ძრ I , (X ,X ,...,X')MX0, 

ქედან გამომდინარე, კოორდინატთა სათაეის რაღაც მიდამოში არსებობს შექცეული 

ფუნქციები – 
» = # (X,X,..,X7),....,X” = 6 (XI,X”,..სX ), 

რაც ამტკიცებს იმას, რომ სიდიდეები X ,I =1,2,..”M ლოკალურად მაინც წარმოადგენენ 

ახალ კოორდინატთა სისტემას # " მრავალსახეობაზე. 

ახალ კოორდინატებში 

. : ბ' , მ' მ _ . 

6596 -ი აფგ
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ეს ნიშნავს, რომ პარალელურად გადატანილი ვექტორები განსაზსღვრაგენ ისეთ 4|.0,...,C, 

ბასისს 7.:M” მხებ სივრცეში, რომ ი. ვექტორის კოორდინატებია 

27 L = I,2,...,/? 

ახალ კოორდინატებში ვექტორის პარალელური გადატანის პირობაა: 

· ი. 

ქ“” (!) ააა ქ (:)%, I =L2,..,/, 
ი VM)) 

მაგრამ 61 =#2/ . ამიტომ გეექნება: 21—,·11#/ =0, რადგან ძX” ნებისმიერადაა აღებული 
წელ) 

ამიტომ I··”; =0. მაშასადამე, არსებობს ისეთი კოორდინატთა სისტემა M” მრავალსახეობაზ%ე 

რომელშიდაც აფინური ბმის კოეფიციენტები ნულის ტოილ რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

წირს გლუვ მრავალსახეობაზე აფინური ბმით, რომლის მხები ეექტორიც პარალელური 

გადატანისას ამ წირის ნებისმიერ წერტილში რჩება ამავე წირის მხებ ვექტორად, 

გეოდეზიური წირი გლუვ მრავალსახეობაზე. 

ვთქვათ, C =(/. X=XV)) გეოდეზიური წირია M” მრავალსახეობაზე, XC/) = 4 წერტილია 

ეწოდება 

მასსე„ ჯა(თ'.თ”,...0”), სადაც ძ” —–—ქღ 1 =1,2,...,/, მხები ეექტორი წირის 4 წერტილში, 

ხოლო «(IX<'(,),6”(/),...,8”(I)) წარმოადგენს % ვექტორის მოცემული წირის გასწვრივ 

ძX ( ( ) 
პარალელურად გადატანის შედეგს. #«'(I) = #(I) „ სადაც 4(0) რაიმე რიცხვითი 

მამრავლია. შევიტანოთ C წირზე ისეთი ახალი პარამეტრი ჯ. რომ ძ/ = –2(I)ძX ამ 

ჯL 
პარამეტრისათვის X =7(I))=0. თუ გადავალთ ამ ახალ პარამეტრზე, გვექნება: ჰ%·[):%(ჯ)· 

ეს კი ნიშნაეს, რომ «ა(თ!,თძ”,...,0”) მხები ეექტორი გადაიტანება პარალელურად L 

პარამეტრით პარამეტრიზირებულ C წირის გასრვერიე მხებ ვექტორში. 

ჯ პარამეტერს ეწოდება C გეოდეზიური წირის კანონიკური პარამეტრი. 
ძ 

თუ ჩავგსვამთ ;”(I)=% სიდიდეს ვექტორთა პარალელური გადატანის განტოლებათა 

სისტემაში მივიღებთ: 

ძ X(I·) L 0 

-22II( ; #=1)2,...,/ 
ეუყუ 

გეოდეზიური წირის კანონიკურ გაჩტოლკბას· 

შენიშენX+ მიღებული განტოლება ფორმალურად დაემთხვა ზედაპირის გეოდეზიური წირის 

განტოლებას, რომლის გამოყვანისას ჩეენ არ გამოგვიყენებია აფინური ბმის ცნება. მაგრამ 

არაგანსაკეთრებელი წერტილის მიდამოში ზედაპირი რიმანის მრავალსახეობაა და მასზე 

გეაქვს რიმანის ბმა, რომლს კოეფიციენტთა მნიშენელობანი ფაქტიურად წარმოადგენს 

კრისტოფელის პირეელი გვარის სიმბოლოთა მნიშვნელობებს ზედაპირზე, რომელებისგანაც 

გაჩისაზღვრება კრისტოფელის მეორე გეარის სიმბოლოთა მნიშვნელობანი ზედაპირზე 

მოთავსებული გეოდეზიური წირის განმსაზღერელ განტოლებათა სისტემაში. 
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დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის ამონახსნის არსებობის და ერთადერთობის 
თეორემის გამოყენებით ადვილი დასამტკიცებელია შემდეგი თეორემა: 

თეორემა 112: გლუე M4” მრავალსახეობაზე აფიჩური ბმით. რომლის კოეფიციენტებიც L, „· 

უწყვეტი ფუნქციებია, ყოველ +4 C M" წერტილზე ნებისმიერი მიმართულებით გაიელის მხილოდ 

ერთი გეოდეზიური წირი. 

ეიტყეით, რომ ტენზორი 7 (X) = (7·;·11;” V' (X)) პარალელურად გადაიტანება L=(I, X=X(I)) 

წირის გასწვრივ. თუ ამ ტენსორის მდგენელები აკმაყოფილებენ დიფერენციალურ 

განტოლებათა სისტემას: 

/ -” 
241 4= # 1ჩ -, 4 ,, L ' /ხ../, ' ' 

იი = (იტრეტე + იხრერე2 + + წხრეტეს – ნგშეტეს - იეუქრენ - -იგურ %?, 
მჩ = ,2,..-,77; / /კ--./, = 1,2,...,/. 

ეს განსაზღერება არ ეხება ნულოვანი რანგის ტენზორების პარალელურ გადატანას. ამ 

შემთხვევაში ნულოვანი რანგის ტენზორი, ეს არის რიცხეი, რომელიც მრავალსახეობის რაიმე 

4 წერტილს შეესაბამება კოორდინატთა სისტემისგან დამოუკიდებლად. ამ ტენზორის 

პარალელური გადატანით მრავალსახეობის რაიმე 8 წერტილში მიიღება ტენზორი, რომელიც 

წარმოადგენს იგივე რიცხეს კოორდინატთა სისტემებისგან დამოუკიდებლად, 

ვიტყვით, რომ ტენზორული ველი მრავალსახეობაზე 7 (X) = [7;·1,:“ #(X)) ინვარიანტულია 

#=(I, X=X(I)) წირის გასწვრივ პარალელური გადატანის დროს თუ ნებისმიერი # 

წერტილისთვისათვის L წირზე პარალელური გადატანის შედეგი 7(X) ემთხეევა 7(+) 

ტენზორს. 

ცხადია, ინვარიანტ'ელ ტეჩსორულ ველს წარმოადგენს ნულოვანი რაჩგის ტეჩზორული ველი. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ რიმანის M”_- მრავალსახეობაზე მეტრიკული ფორმა , 

ინეარიანტულია პარალელური გადატანისას მთელ „M” მრავალსახეობაზე. მართლაც, 

აღენიშნოთ #,(X) სიმბოლოთი §,(4) ტენზორის ჰარალელური გადატანის შედეგი. ზოგადი 

ფორმულიდან გამომდინარეობს: 

: მC 
ძიე =(L;89, +I V9,)თ“ =(L,, +C·_,);#·—@·— C,. 

ეს კი გეიჩვენებს, რომ სიდიდე§,(»X) რომელიც ემთხვევა §,(X) სიდიდეს X = 4 წერტილში. 

ემთხეევა §,(X) სიდიდეს ნებისმიერ XC MI” წერტილში, რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

ვთქეათ, ახლა მოცემულია ტენზორული ეელი 7(X) = [7;·(;17 #(ი))ამ ტენზორული კველის 

აბსოლუტური დიფერენციალი ეწოდება სიდიდეს: 
ე?,;/,·,/· 'M = ე?·;;··” -· (I· ?·M· -. +1··* 7·/·/! |· +.. +1·,|_·7,··|,··|ქ| ·:·· _[—47;·7·1·|··_··|. —1·47:·1·,””1.1 = 

ა ნტელებრრი 
თეორემა 13.7 1(X) = (7:(,;“1 " (X)) ტენხორული ველის აბსოლუტური დიფერენციალი იგივე 

აგებულების ტეჩზორული ველია.
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დამტკიცება: თეორემა დავამტკიცოთ ერჯერ კოვარიანტული და ერთჯერ 

კონტრავარიანტული ჯ ტენზორისათვის. განეიხილოთ ბმის კოეფიციენტების გარდაქმნის 

ფორმულიდან მიღებული ცნობილი ფორმულა: 

ნ -; = -ი, ხ18, 
თუ დაშტრიხულ ინდექსებს შეეცვლით დაუშტრიხავებით, გვექნება: 

”: + V, ი1 8. =L 201 
ამ ფორმულებიდან გვექნება: 

077 =ძ17 —(1··წ··7·| 1·1 -11 )თ = (/ ი 7··1) (1··* MM. I·|··.7·.5··)1·LI9· = 

წ' ი1 ძI/ + ,- 0ვ ძX ი1 17 + ს 9ჯ. ; დ/ – (L2 0- 9I 77 – ც- ი: 1; ) ძX? = 

= ი იI ძX” + (ი, – Lგ 0 ) 01 ი; 1/თა + 00ჯ. +1 01 01 ) 0;7; თი = ი; 0; (91/ – Lე7/თ + 
I·I·II*(I.X·“) = 9···I·I|| 0917 

ეს კი გეიჩვენებს. რომ ტენხორული ვეილს აბსოლუტური დიფერენციალი იგივე აგებულების 

ტენზორული ველია. 

1. ტენხორის აბსოლუტური დიფერენციალი ძეიძლება ასედაც ჩაეწეროთ: 

1“ =V47;|·[1I სადაც V, 17 –მ—–(?*?·/ L 7··“) გამოსახულებას წარმოადგენს 7,' 

ტენზორული ველის აბსოლუტურ ანუ კოვარიანტულ წარმოებულს X, კრორდინატით. 

V·?7;|· სიდიდეები შეადგენენ ტენზორს, რომელსაც ერთით მეტი კოეარიანტული ინდექსი აქეს 

ვიდრე 7, ტეჩზორს, მაშასადამე ტენხორის კოვარიანტული წარმოებული იგივე ტიჰის 

ტენზორი არ არის განსხვავებით ტენზორის აბსოლუტური დიფერენციალისა. 

§14. სიმრუდის ტენზორი მრავალსახეობაზე აფინური ბმით. 

ვთქვათ M” გლუვი მრავალსახეობაა I·„ აფინური ბმით და მასში გამოყოფილი 

ორგანზომილებიანი პარამეტრიზირებული ზედაპირით / =(L C #?,X = XCV/,V)) რომელზედაც 

მოთავსებულია წერტილი 4(ი,Vე). აღვნიშნოთ # სიმბოლოთი 7#7CX) ტენსორული ველის 

ჩეეულებრივი დიფყრენციალი V საკოორდინატო წირის გასწვრივ. ამ დროს ცხადია 

V» კოორდინატი მუდმივად ითელება. 

ქ7·—მ—7"ძ“ = 9L მჯ 
მV თ, [ 

ანალოგიურად, აღვნიშნოთ ჩ სიმბოლოთი 7(X) ტენხზორული ეელის ჩეეულებრივი 

დიფერენციალი V საკოორდინატო წირის გასწვრივ. ამ დროს ცხადია V კოორდინატი 

მუდმიეად ითელება. 

77= 5/ , 21 9% , 
მ თ, მ'
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ძდაძ დიფერენციალები ერთმანეთთან კომუტირებენ, მართლაც: 

მ' , – 
ძVძV. 

მმV 

< მ7 მ' – ძ(ძუ =ძ(““ძა =--“ - · (ი7უ1=ძ(––-ძ"”) - ძVყძ/ 

ჰ(ძუ =(7(ჭ?ქ")= 

აღვჩიშნოთ აღნიშნული დიფერენციალების შესაბამისი აბსოლუტური დიფერენციალები 

ჩდა § სიმბოლოებით. ეს დიფერენციალები საზოგადოდ ერთმანეთთან არ კომუტირებენ 

გამოვთეალოთ სიდიდე #0-#7, რომელსაც ჩდა /;) სიდიდეთა კომუტატორი ეწოდება. 

ვექტორული « =(C ' (X)) ველისათვის 
, – 

ბ(ხ2) - 46 +ი'რ = 947 + ა:'რრ+ ერ +ე'რერი =249)+2+2ი'ძი+ 
Iაძი'თ +I:C'ძ(თ“)+1I,ძ2/ძX + III 26'თიძ! 

თუ ძ და 2 დიფერენციალებს ადგილებს შევუცელით მივიღებთ /X/#ნ") სიდიდეს. 
თუ ნ(ეშ) სიდიდეს გამოვაკლებთ ხ(5«<) სიდიდეს მივიღებთ: 

“ გმო _ 
ი( - M0(რ - 85- მიეტიში +დ -იეიაბრიბი - 

' შ _ მს _ 91» , იი ინედ თიმ სა-უსუ 1. 
შემოვიღოთ აღნი”შენა: 

მI; _ მ , 
#, = ჯ·;— -> +IIIV -I2II 

მაშინ გვექნება: (#X/#) – X X')) = ჯ ,6'ძ(ძი". 
უკანასკნელი ტოლობის მარცხენა მხარეს ერთჯერ კონტრავარიანტული ტენზორია. 

მარჯვენა მხარეს #«“, თV, ძ»” სიდიდეები ასევე ტენზორებია, ისინი შეგვიძლია ავიღოთ 

ნებისმიერად, ვინაიდან # =(#%'(X)) ეექტორისა და I.V კოორდინატების არჩევა ჩეენი ნებაა. 

ამ ფაქტებზე დაყრდნობით შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

მს მ 
), ·ჯ·;·—ვ?—+[·„”?;|–1—,;1·;„ 

სიდიდეები შეადგენენ სამჯერ კოვარიანტულ და ერთჯერ კონტრავარიანტულ ტენზორს, ეს 

ტენზორი ანტისიმეტიულია ! და / ინდექსების მიმართ: 

%.· =—I?;···| 

მას უწოდებენ სიმრუდის ტენზორს M"გლუვი მრავალსახეობისა I# აფინური ბმით. 

თეორემა I4.L I·“· აფინური ბმას, M" გლუეი მრავალსახეობაზე მაშიჩ და მხოლოდ მაშინ 

აქვს აბსოლუტური პარალელიზმის თეისება, თუ მის თითოეულ წერტილში სიმრუდის 

ტენზორი ნულის ტოლია.
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დამტკიცება პირობის აუცილებლობის დამტკიცება: დავუშვათ M” გლუვი მრავალსახეობაზე 

I··; აფინური ბმა ისეთია, რომ ადგილი აქვს აბსოლუტურ პარალელიზმს, მაშინ თუ #46#/" 

წერტილს მოვდებო რაიმე # ეექტორს, მისი პარალელური გადატანებით 4 წერტილს რაიმე 

მიდამოში მივიღებთ ცალსახად განსაზღვრულ ეექ·ტორულ ეელს «(X). თუ ახლა ამ ველს 

გამოვიყენებთ სიმრუდის ტენზორის ასაგებად და გაეითვალისწინებთ, რომ პარალელურად 

გადატანადი ეექტორებისათვის აბსოლუტური დიფერენციალები 

ნულის ტოლია გვექნება 0% =0 და C§ =0. ქედან გამომდინარე 

(9M9)– X)C ') = % ,§'თმX' 
ტოლობის მარცხენა ნაწილი ნულის ტოლი იქნება. რადგან « ეექტორი ნებისმიერად 

ავირჩიეთ, ამიტომ , -Vმ სიდიდის ნულთან ტოლობიდან გვექნება: -),C4=90 

ნებისმიერ # C M ” წერტილში. 

პირობის საკმარისობის დამტკიცება: გთქვათ, I·I··;·_,·(/I)=0 ნებისმიერ #46CVM" წერტილში. 

განეიხილოთ ისეთი გლუვი წირების ოჯახი რომლებიც აერთებენ 4 წერტილს რაიმე 8CM” 

წერტილთან. ვთქვათ, ამ ოჯახის ყოველ წირს შეესაბამება L პარამეტრი, რომელიც იცვლება 

L0.1) სეგმენტში და ამ წირის ყოველ წერტილს 1 პარამეტრი, რომელიც იცვლება ასეეე (0,1) 

სეგმეჩტში, მაშინ რომელიმე ((0,11,X = XC)) წირის წერტილის 7-ური კოორდინატისათვის 

გეექნება: X” = X (I,X).I = 1.2...../. ასეგე გვექნება XC0,X) = 4, XXI,I) = 8. განვიხილოთ რაიმე # 

ვგექტორი 4 წერტილში და ვაჩვენოთ, რომ ამ ვექტორის პარალელურად გადატანის შედეგი 

X = X (I,7),1 = 1,2,....,/ წირის გასწვრიე 8 წერტილში არაა დამოკიდებული ჯL პარამეტრზე. სჩ 

სიმბოლოთი აღენიშნოთ აბსოლუტური დიფერენციალი X' = X'CI,ჯ = C0I15!),1 = 1,2,...,/ წირის 

გასწერიე, ხოლო ჩ სიმბოლოთი აღვნიშნოთ აბსოლუტური დიფყრენციალი 

X =X(I = C0M51,X),) = 1,2....,/, წირის გასწვრიე. რადგან # ვექტორი გადაიტანება 

პარალელურად, ამიტომ #X =0. 

ჩ;_, =0პირობიდან კი გამომდინარეობს. რომ ენ;:ი· ეს კი ნიშნაეს. რომ ნ; ვექტორი 

პარალელურად გადაიტანება ოჯახის თითოეული წირის გასწერივ. 

როდესაც 1=0, მაშინ ეექტორი # =#(0,L), წერტილი 4 = X(0,L) ფაქტიურად არაა 

დამოკიდებული ჯ პარამეტრზე. აქედან გამომდინარე როდესაც I =0 გვექნება: 

= ძX” 
MX§" =ძ“" –IL)C'(0,=)–-–ძL=0. 

ძ: 

ეს კი ჩიშნავს, რომ 5;(1,·[) მექტორი ტოილ იქნება ნულის. 

მეორე მხრიე, ასევე გვაქვს: 

IX'0,) = ძწ'0,%) – L#>"0,+)ძX” =0 

და რადგან მოცემულ შემთხეევაში I·I·X| =0, X0,>=0 ტოლობიდან გამომდინარეობს 

ძC'0,7) სიდიდის ნულთან ტოლობა, საიდანაც საბოლოოდ გამომდინარეობს, რომ §#'0I,ჯ) 

დამოკიღებული არ არის L ჰარამეტრზე. თეორემა დამტკიცდა.
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ამ თეორემიდან და I3.) თეორემიდან გამომდინარეობს თეორემა: 

თეორემა #2 M '” გლუეი მრავალსახეობა 1·; აფინური ბმით მაშინ და მხოლოდ მაშინ არის 

ეეკლიდეს ” -განზომილებიანი სივრცის აფინურად ეკვიეალენტური, თუ მისი სიმრუდის 

ტენზორი და გერხის ტენზორი ნულის ტოლია მრავალსახეობის ყოველ წერტილში. 

ახლა განეიხილოთ საკითხი იმის შესახებ, თუ როგორ იცელება ეექტორის კოორდინატები 

გლუე M" მრავალსახეობის ჩაკეტილ წირის გსწვრიე პარალელურად გადატანისას საწყის 

წერტილში დაბრუნების დროს. 

ეთქეათ, აფინური ბმა მრავალსახეობაზე ასეეე გლუვია და მრაეალსახეობაში გამოყოფილია 

ორგანზომილებიანი ზედაპირი ” განსაკუთრებული წერტილების გარეშე: 

= (C, X=XL(V,V)); §-C/#. 

გადაეიტაჩოთ « ვექტორი პარალელურად »” ზედაპირზე მდებარე L წირების გასწვრივ 

რომელებიც გადიან # წერტილზე და რომლთა ფორმალური სიგრძე ჯანუ ინტეგრალი 

·[ ძი! + ძ ნაკლებია რაიმე მუდმიე # სიდიდეზე. 
L 

ყოველი ასეთი წირი მდებარეობს ” ზედაპირზე მდებარე # წერტილის რაიმე VI(4) მიდამოში, 

რომელიც განსაზღვრულია 

| II – V(24)|<ს, IV– VC4)|</ 

უტოლობებით. ყოველ ასეთ წირზე X (§) კოორდინატები აკმაყოფილებენ უტოლობებს: 

2X მX 
თI = + შ,+ --–-ძVI< 2C,ძ§ I> = 3- 94++5,2VI52C(L, 

C- მX, , , მჯ” , ს 
სადაც C, = Iი2X "შ[·|·|—მს·—„· აქედან გამომღინარე X კოორდინატის ნაზრდისათვი 

მიიღება უტოლობა: 

| ტX'(§) = X'(§) – X'C0)|I< 2C,კ < 2C,ს , 

სადაც (X'(0),»”(0)....,X”(0)) = . 

II (9 კოეფიციენტები ამ წირებზე აკმაყოფილებენ უტოლობას: 
I 1···,? (თI<C;, 

ფრო ზუსტად |1·1; (X)—I··„* I< C5 < C#, კიდეე უფრო ზესტად 

) 
” 

სადაც C დაC. მუდმივი სიდიდე ფასდება I·:(X) ფუნქციების პირველი და შმეორე 

წარმოებულებით CVC4) მიდამოში. 

წვექტორის პარალელური გადატანით მიღებული %(§) ვექტორის მდგენელები აკმაყოფილებენ 

უტოლობა: 

C C) 1< C,MI(0)|=C„/2·:M|(0) · 
#"" 

ILIC0 -I1 – #” < C§< C,
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მართლაც. I§'(5) |==ჭ(ჯ·(ჯ·»2 , აქედან გამომდინარე: 

ძ|Cდ)-ძ2 ( C)1 =29 § (MC()=-2 2 2 ) —ძჯ 
წუ „ შოუე) 

თუ ჩავთელით, რომ II··(X) I<Cკ შემოსაზღერული ფუნქციებია მიეიღებთ: 

IX I.CX- |5C··2|1·” (ი§MCC”'=C, 
/ / 

სადაც C ისეთი მუდმივია, რომ|ქ·წ|2C"·I|მX|ქI· L სადაც #ისეთი პარამეტრია, რომ 

ძ = 2 (თ-'), 0<§5<#. 
წუ 

ასევე ადგილი აქეს უტოლობას: 

2#(”)·5 (§)|< – 2((·,· (5))” + («' (5))?) < ” | '( ” 
ჭი) I ) 

აქედან გამომდინარე, |9(I4” (§)))(<C |«"(9)I” ძს, სადაც C» =7Cს, ანუ 

'/5 9იIიჩდ 
ძ 

საბოლოოდ გვექნება: |დ<'(§)|(<(5'(0)L 0ი? 4CI()/ CC?··. სადაც I«'(0) I=16I” 

თუ ჩავთელით, რომ C; =2(···”, მაშინ უკანასკნელი უტოლობა კი ამტკიცებს დასამტკიცებელ 

|C (§1)I<C, |C'(0)(= C,#XI 6§7(0)I უტოლობას, რომლისგანაც თაევის მხრიე გამომდინარეობს 
წ 

|ქ·;·"(ჯ)|=წ|·;ნ·|4ჯ| |5C·|·5|11·წ·ჟტ··Iლობა. ამ უტოლობიდან კი გამომდინარეობს უტოლობა, 

|ტი I= C (§) – «' (0)I<C, |6 | § <Cა|6I7. 
ახლა დავამტკიცოთ უტოლობა: 

I9 | ეთი'ცა--რ - რე6Xტა <C,|6I. 
ი 

მართლაც, რ»” = !ტ”/ , ამიტომ 

1(5) 5 |IICთX6' « – ნუ(0)'«/ I= | (უ 6ი«"Cი – I; 6)' M = 
9 0 

II(Cეთა–IეCდ)X#'Cთ)+)C)C'Cი – C")Iთ 
.) 

თუ გავითვალისწინებთ წინა შეფასებებს, საბილოოდ მივიღებთ: 

I(9 <I(CCICI+C,C |C | )თ I< C2 |CI. 
9
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ვეთქვათ ახლა, L ჩაკეტილი წირია ?ზეღა·]ირზე, რომელიც იწყება # წერტილიდან და 

ბრუნდება ისევ # წერტილში. ამ წირიის ფორმალური სიგრძე]· ძI? +ძV? ნაკლები ან ტოლი 

ჯ 

იყოს / სიდიდესე. მოედოთ ნებისმიერი მხები ქტორი 4 წერტილს და გადავიტანოთ იგი ყ ესე 0) ე ე ე ემექტ ერტ 
პარალელურად. მოცემული შეკრული წირის ფასწერივ # წერტილში. თუ M” 

მრაეალსახეობას არ გააჩნია აბსოლუტური პარალელიზმის თვისება, მაშინ 4 წერტილში 

დაბრუნებისას 4 ვექტორი მიიღებს ნასრდს. მისი «" კოორდინატის სრული ნაზრდი 

გამოისახება ფორმულით: 

ტდ' = (ძღ' =–წსთითრ! 
L L 

+ უტოლობის ძალით 

L(X) =1/,(0)+---–- ვ”;( აგგ +0C), 

% უტოლობის ძალით კი 

#0C) =#? – | 7ცე#'დირი =67 –I7(0)6'#»” +0C”), 
ი 

ამ ტოლობებიდან გვექნება: 

" # მ[·*( 'ყი ი _ ულ–ლ. ემ L „იან2ქ IV ტი' =( ICV(0)+<-6-“ ტა” + 0(V”)1X I6/ – I (0)6#»” + 0(ჯ?))რი! = –გ(0)§742 – 
, L 

მს „, : « 'წ ჰ –-#ჯ §4X”·([X” +I79-(0)I „(0)« ჭ·ბ): CთI CXV ) 
მ” / + 

უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები ტოლია ჩოლის, ამიტომ 

გმექნება: 
“ მწ*/ / + /ტა ! თ// 3 ტწ" = C24 V +1) (0) ჯ ტა”თ +0C). 

' L 

თუ გამოვიყენებთ გრინის ფორმულას(1I6) ორგანზომილებიან I ზედაპირზე, რომელიც 
ლოკალურად სიბრტყის ჰომეომორი·;·ულია, გვექნება: 

ჯ #ა”თ = § #ა” (—ქ" + —ქ") ·[[[—(4 ” —) = —(M –—)]ქ“ქ·; = 

01···(0) 0X1(0) მ0X”(0) მ”” (0) 
I[( -: ვ„ ვ„ ვ )ქ 'ძ, =L ლ = ]·[[ქ”(#+0(/|)]]"ქ“ძ» 

2 (0) მX7(0) 19I”(0) %' (0) 2X(C0) მX(0 X(0) 
სიდიდე: მ > -თ წარმოადგენს “მ ' 9% ვექტორებით წარმოქმნილ 

ბივექტორს. აღვნიშნოთ იგი ჯ»”” C არე შემოსასღერულია L წირით, ამიტომ ამ არეში II და
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Vპარამეტრები არ აღემატებიაჩ ” სიდიდეს, ამიტომ ქ·=·|··|·(|“ქV არის მეორე რიგის მცირე 
ფ 

ვიდრე /. ქედან გამომდინარე%ს% ტოლობა ჩაიწერება ასე: 

:3 მ[·* , -. 

ტი“ = Iი(0)L/,(0) – ]ჯ X”თ +C”VI"). 

თუ ამ ტოლობის მარჯეენა მხარეს M და/ ინღექსებს ადგილებს შევუცვლით და 

გავამრავლებთ —1-ზე, ჯ” ბივექტორის ანტისიმეტრიულობის გამო, ეს მხარე არ შეიცელება, 

ამიტომ “«ეკანასკნელი ტოლობა ასე გადაიწერება: 
( # თ+ ვ[·„„, მ (ი) (3 ტწ5" = II 4(0)I /,,(0) – L,7(0)L» /ი ჭ _ ი- )ი ჯXით+C0X(V), 

ამგეარად, 

ტთC' = —I(:„ ,C XVთ+CX/). 

მაშასადამე. მესამე რიგამდე სიმცირის სიზუსტით ეექტორის მობრუნება ჩაკეტილი წირის 

გასწვრივ პარალელური გადატანისას გამოისახება უკანასკნელი ფორმულით, რომელშიც 

მთავარი თანამამრაელია სიმრუდის ტენსორი ჯ,*,„ქ· 

ახლა განვიხილოთ სიმრუდის ტენსორი რიმანის მრავალსახეობაზე. რიმანის 

მრავალსახეობაზე გვაქვს კანონიკური აფინური ბმა განსაზღერული ფორმულით: 

1 კს,მი, მ”,. 9, მთ, მყ მდ. ს L ს /5 წ 1— == -9. . 1· _ V. ს == 15 „დ# _ 01 

ი-წ (გ + გ - გა), სადაც ნა-22+ 82 - გ 
ეს ბმა სიმეტრიულია· შესაბამისი სიმრეღის ტენსორიც: 

/ 
, =მ?;| 81· 1–·/)1–| 

#+# მ ვჯ; ხ „ 

ამუღავნებს გარკვეული ტიპის სიმეტრიის თეისებებს. 

განვიხილოთ ოთხჯერ კოვარიანტული ტენზორი: 

, მ., _ მIა 
სიხ=7.8§ —(#—წ·*·[·”?, 1·"*71··”1)8:1· 

ამ ტენზორს რიჩის ტენზორს უწოდებენ, პირდაპირი გამოთვლებით შეიძლება ვაჩეენოთ, 

რომ იგი რიჩის ტიპის ტენზორია. 

სკალარულ სიდიდეს: 

> #=+X(49X-C90#, „C4 
უწოდებენ რიმანის M” მრავალსახეობის სიმრუდეს »X»X" ერთეულოვანი ბივექტორით 

განსაზღვრულ ორგანზომილებიანი მიმართულებით 4 წერტილში. 

ერთეულოვანი X” ბივექტორის მაგივრად თუ ავიღებთ ნებისმიერ იგივე სიბრტყის 

განმსაზღვრელ ბივექტორს რომელსაც იგივე X7/ სიმბოლოთი აღენიშნაეთ მაშინ წინა 

ფორზულა მიიღებს სახეს: X–LX”(4)X*?(4) ». სადაც § წარმოადგენს ნებისმიერად 

აღებული მოცემული ორტანზომილებიანი ბივექტორის ფართობს. უკანასკნელი ფორმულიდან 

მივიღებთ:
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M „(4)X”C4)X7”(4) 
C, „(4)X7(4)Xჩ”(4) . 

გამოვთვალოთ რიმანის M” მრავალსახეობის სიმრუდე ორგანზომილებიანი მიმ. ულებით, 

რომელიც განისაზღვრება ორგანზომილებიანი სედაპირით ამ მრავალსახეობაში: 

X = 

ჩMე =(X6C M” | X' =V,X? =V,X' =0,,....X” =01. 

ბივექტორი ასეთ შემთხვევაში შესაბამისი X ბივექტორი განისაზღვრება 

1 0.... 

01.... 

მატრიცის მინორებით. ამ ბივექტორის მდგენელები არანულოეანია მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

ჯ1=1,/=2ან7=2,7=1. ასეთ ·მემ(”··I.··;]:];!;#”·”·M1··12 =1,X-1= –1, აქედან გამომდინარე: 

= ჩე+-ჩე  ზ: - ზ.ს · 

Cთეა+თე -0ი- თ 

რადგან CI .) და(C, ) ტენზორები ანტისიმეტრიულნი არიან ინდექსთა პირეელი და მეორე 

წყვილის მიმართ ამიტომ გეექნება: 

როგ L = · 
Cა7 

თუ რიმანის M” მრავალსახეობა ორგანზომილებიანია, მაშინ პრდაპირი გამოთელები 

გეიჩეენებს, რომ უკანასკნელ ფორმულაში მარჯვენა მხარის მრიცხველი ტოლია 

ორგანზომილებიანი 'ხედაპირის მეორე კვადრატული ფორმის მატრიცის დეტერმინანტის, 

ხოლო მნიშვნელი- პირველი კვადრატული ფორმის დეტერმინანტის. ქედაჩ გამომდინარე, 

შეგეიძლია დავასკენათ, რომ ორგაჩზომილებიანი ზედასირის გაუსის სიმრუდე მოცემულ 

წერტილში ემთხეევა ამ ზედაპირის სიმრუდეს ორგანზომილებიანი მიმართულებით ამაეე 

წერტილში. 

ამ ფაქტს ზოგადად ადგილი არ აქეს, უფრო მაღალი განზომილების რიმანის 

მრავალსახეობებისთვის!(16). 

რიმანის #/” მრავალსახეობაში შეიძლება განისაზღეროს ორგანსომილებიანი ზედაპირების 

ფართობები. ეთქვათ, = (C,X=XCV.V)); (C#% ორგანზომილებიანი ზედაპირია M” 

მრავალსახეობაში. ამ ზედაპირისთეის გვაქეს ძ5 =V#C – #'ძიძ» სადაც ჩ = (ჭ—·ჭ) , 

# = (; მ·V) თ= (— –) ზედაპირის ჰირეელი კვადრატული ფორმის კოეფიციენტებია. 

თუ V,”» კოორდინატთა სისტემიიდან გადავალთ V-V კოორდინატთა სისტემაზე გვექნება 

მ“ მ 

ძ§ე =-/56 - ნ'ძასძს = -/ 66 – M თ ·ქ„·ქ„ 

ვ”· 
თუ ახალ კოორდინატებს ისე შევარჩევთ, რომ



მაშიჩ ძ§ = იV " ეს შერჩევა მოვახდინოთ ასე: ვთქეათ.”"=@(“,")· V =V, მაშინ 

2მV 2I |მთ მთ 
0V _ მ მ |-% 

0VI 10 I 2? 

ანუ ;—ღ =+X#6 - L"ძით. ამ ტოლობიდან კი გამომდინარეობს თ(V,V) = ]· VMC - #?ძყ 
'/ 

განვიხილოთ თუ რა სახეს მიიღებს ”” “ ფორმულა ამ კოორჯინატთა სისტემაში. 

ამ შემთხვევაში ინტეგრალი C = ]·ქ“ქ”· წაერმოადგენს ფართობს Lწირით სემოსაზღვრული 
6 

C არისა. ახალ 06 კოორდინატებში ეს ფართობი იქნება ერთის ტოილი, ამიტომ ჯ” 

C4 %C49 
ბივექტორი, რომელიც წარმოქმნილია “ გ,, > გ/ მექტორებით იქნება ერთეულოვანი. 

24) >C4) 
თ ”უ— ვექტორებით განსაზღვრულ სიბრტყეზე ავირჩიოთ კუთხის ათვლის დადებითი 

მიმართულება” პარამეტრის ზრდის მიმართულებიდან V ზრდის მიმართულებისაკენ. 

მოცემულ სიბრტყეში დავაფიქსიროთ ერთეულოეანი Vწ ეექტორი და ვექტორი 7 რომელიც 

მიიღება 6 ვექტორისაგან დადებითი მიმართულებით 90' კუთხით მობრუნებით. 

წ % ვექტორის პარალელური გადატანით ჩაკეტილი L წირის გასწვრივ ვღებულობთ « + #« 

ვექტორს, სადაც #4« იგიეე ნასრდია რაც ##M#M# ფორმულაში. წარმოვადგინოთ ეს ნაზრდი 

როგორც #ტ6 = #,5 + #ე7 + რკ6 წრფივი კომბინაციის სახით, სადაც 6 ჩვენი ერთეულოვანი 

ბივექტორის სიბრტყის მართობი ვექტორია. 

ცხადი, 

ბ,=(6-ტ)= ,წ = დ, ნ/ს ,ი თ+0VI) = 16”ჩ,,6/თ+00-). 
რადგან ფორმულაში შემავალი რიჩის ტენზორი ანტისიმეტრიულია ! და” ინდექსების 

მიმართ, ხოლო ტოლობის მარჯვენა ნაწილი- სკალარული ნამრაგლი კომუტაციურია, ამიტომ 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი შესაკრები ნულის ტოილ უნდა იყოს. ამგვარად 

ტ, =0(M'). 

ეიპოვოთ კუთხე 4 მექტორსა და ტ6 ვექტორის ჯ/ ბივექტორის სიბრტყეზე პროექციას 

შორის დადებითი მიმართულებით. ეს პროექცია ცხადია ტოლია /## =#),6 + 4,7 ეექტორის. თუ 

საძიებელ კუთხეს აღვნიშნავთ თ სიმბოლოთი, გვექნება:
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4 ტ, ფ .4თ) =--2 = '"1 _ M '069) _ ი “ ) 

6თ 1+ბ)ა, 1+0("”) 1+C0CX”M) ( VI |1|··”·I თ+0CV » 0(/7”) 2 ,ჯჯ·ქ,·ჯჟ·*ე(/!” · 

ბივექტორი დ/ – დ' განსაზღვრავს იგივე სიბრტყეს რასაცბიეექტორი. ეს ბიეექტორიც 

ერთეულოვანია,„ ეს კი ნიშნავს, რომ იგი ემთხვევა »” ბივექტორს. თუ გაეითვალისწინებთ 

რიჩის ტენზორის ანტისიმეტრი'ელობას ! და / ინდექსების მიმართ, მათ ადგილებს 

შეეუცელით, როგორც ზემოთ ავიღებთ ნახევარჯამებს მიღებული ტოლობებისა, მივიღებთ: 

/ICთ = ჭჯ X ს ,თ +0(M'). 

მცირე კუთხეებისთვის თ = ი”-§(ICთ) =(Cთ + 0CVC'თ), ამიტომ 

თ= ჭ »X”#, ,თ+0VV). 

თუ მიღებულ ტოლობას გავყოფთ თ სიდიღეზე და გადაეალთ ზღეარზე, როდესაც # 

კონტური მოიჭიმება 4 წერტილში, მივიღებთ: 

- % 1 V 
II.ILI·I?!; = 4X 'X X„ წ 

უკანასკნელი ფორმულა გეეუბნება, რომ რიმანის M#M” მრაეალსახეობის სიმრუდე »” 

ერთეულოვანი ბივექტორით განსასღერულ ორგანზომილებიანი მიმართულებით ტოლია 

ჩაკეტილ კონტურზე ვექტორის პარალელური გადატანისას მობრუნების კუთხის ამ კონტურით 

შემოსასღვრული ორგანზიომილებიანი არიის ფართობთან ფარდობის ზღერისა, როდესაც 

კონტური მოიჭიმება პარალელური გადატანის საწყისი წერტილისაკენ. 

განეიხილოთ მაგალითები ისეთი რიმანისმრავალსახეობებისა, რომელთა სიმრ'ედეებიც 

მუდმივი სიდიდეებია 

მაგალითი /. ვთქვათ. L = (C) C L,,X = X(V,,IM,,--.,V,)), წარმოადგენს »- განზომილებიან 

ზედაჰირს /+1I განოზომილებიან ევკლიდეს #.,,, სიერცეში. ეს ზედაპირი 

არაგანსაკუთრებული წერტილის მიდამოში წარმოადგენს »- განზომილებიან გლუე 

მრაეალსახეობას #,,, სივრციდან ინდუცირებული მეტრიკით. ვიპოვოთ ამ ზედაპირის # 

სიმრუდე ორგანზომილებიანი მიმართულებით, რომელიც განსაზღერულია X” ბივექტორით. 

ზემოთ მოყვანილი ფორმულით 

(- № , 
ფა 

ასეთ შემთხვევაში რიჩის #,კტენზორის მდგენელები წარმოადგენენ # ზედაპირის მეორე 

კეადრატული ფორმის 8, , მინორებს, ამიტომ გვექნება: 

9, X » 

თ . 

გამოვთვალოთ ეს სიმრუდე როდესაც L ზედაჰირი წარმოადგეჩს L რადიუსიან სფეროს 

»+I 

ცეჩტრით კოორდინატთა სათავეში L = (() C ჩ,,X = X(V,,M.,..-,VM,); ,2(;· (M,V,,..,M,)? =ჯ) 
ი) 

#=
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ამ სფეროს რადიუსვექტორი ჯ ცხადია მისი 7 ნორმალის პროპორციულია ანუ X=/#7 

ვაინგარტენის ფორმულიდან გამომდინარეობს: 

ეეუღეაე–-–” 
თ, მ", 

C. თ C ი . 
5, ” გ ' ამიტომ შ=ხ·||·ჭ—> 7=1,2...სM, ქედან კი გამომდინარეობს, რომ 07 =2/ 

, , , , 

ზედაპირის მეორე კვადრატული ფორმის კოეფიციენტები ხ, ღაკაეშირებულიახ[/ სიდიდეებთან 

თ 1 
ფორმულიო I”·, =—217··ბ”11 „ მაგრამ რადგან ხე=ტ/ , ამიტომ ხ·] = —;3··1·· 

ლ 

მაშასადამე, მეორე კვადრატული ფორმის კოეფიციენტები პირეელი კვადრატული ფორმის 

1 
კოეფიციენტების პროპოციულია, ამიტომ ჩV =,·—:6”.M· თუ გავითვალისწინებთ ამ ტოლობას, 

1 
გვექნება: I(=;2·· მგვარად ”7+1 განზომილებიან ევკლიდეს სივრცეში ” რადიუსიანი სფეროს 

სიმრუდე მის ნებისზიერ წერტილში და ნებისმიერი ორგანსომილებიანი მიმართულებებით 

1 
ერთი და იგივეა და უდრის >: -ს. 

ზოგადად, რიმანის მრავალსახეობას M” ეწოდება მუდმივი სიმრუდის თუ მისი სიმრუდე 
ნებისმიერ წერტილში ნებისმიერი ორგანსომილებიანი მიმართულებით 

ჯ =——””·”X··.,·X” , 
C,, 

მუდმიეი სიდიდეა. ამ შემთხევევაში ადგილი აქ3ვს ტოლობას: Mბასა=MთV. 

მართლაც, ტენზორი .ი =ჩ||·*|—|(წყ·ყ. ასევე რიჩის ტოპის ტენსორია, ყოველი X 

წ M „ 
ბივექტორისათეის ადგილი აქვს ტოლობას: 7ყXX =0 ეს კი ნიშნავს, რომ ყოველ X6M 

წერტილში I··“(I)=0· მაშასადამე I?·/·” =|(C„·I··| ტოლობა სწორია». 

» I 
თეორემა M-3 რიმანის მრავალსახეობა M”, რომლის სიმრუდეც მუდმივია: I(=I·—:,|·>0 

ლოკალურად იზომეტრიულია სფეროსი რადიუსით #”, რომელიც მოთავსებულია ჯ#,,, ევკლიდეს 

სივრცეში. 

დამტცკიცებ» ლოკალურად იზომეტრიუელობა ნიშნავს იმას, რომ მრავალსახეობის ნებისმიერ 

წერტილს გააჩნია მიდამო, რომელიც იზომეტრიულია სფეროს წერტილის რაიმე მიდამოსი. 

განვიხილოთ ტენზორიხ, = 1ვყ·,საღაც §,მეტრიკელი ტენზორია M/” მრავალსახეობაზე. 
( 

ვაჩვეჩოთ, რომ მატრიცები (ჯ„():)) და(ხ„(ჯ))აკმაყოფილებენ ბონეს თეორემის ყველა 

პირობებს, ანუ აკმაყოფილებენ გაუსისა და პეტერსონ-კოდაცის განტოლებებს. მართლაც, 

ხ, სიდიდეების განსახღვრიდან და #=MთV ტოლობიდან #8, , მინორებისათვის:
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I I 
8,ა = - (წ5/ –8ეზა)“-+C,ი = /- ეს კი ნიშნაეს რომ კმაყოფილდება გაუსის 
განტოლება. 

პეტერსონ კოდაცის განტოლებაა: 

მხ. მხ, . , 
;%—;; =I···0„ –Iკხ,. 

თუაქ ჩავსვამთ #ჩხ,-ს მნიშენელობას: ხ, = 8,|, გეექჩება: 

%, _% _, 
ვჯჭ გ·ქ «/ -I . 

სადაც 

ლ =1/95 , %V _ მი. 
07 აო / ) 2 % გ(· X 

1(4წა , %» _ %,, 
ააუ აუ , 

თუ გამოვაკლებთ პირველ ტოლობას მეორეს ენახავთ, რომ ადგილი აქეს 

ჭ!ჯ ვჭ·* =L” 
ჭ(* მX | M | 

ბონეს თეორემიდან გამომდინარე ევკლიდეს #, თ+·I 

II ტოლობას, ანუ კმაყოფილდება ჰეტერსოჩ-კოდაცის განტოლება. 

სიერცეში არსებობს ზედაპირი 

L =((:C ს,,X=XCIM#.160,-.?/,)) 

რომლის პირველი კვადრატული ფორმაა 28”ქ“·ქ”1· ხოლო მეორე კვადრატული ფორმა 

2,ხ,ძ,ძ,. ამ ზედაპირისთვის 0!) = –დ"ხ, = -ყ! 1 -9 = —%ჰ; , სადაცი/ კრონეკერის 

სიმბოლოა, ხოლო თ. ეაინგარტენის —-XC –-, 151I.2....M. ფორმულაში შემავალი 
V, + 

კოეფიციენტები. 

მ _ ლI) ს % 1 % 
ნ გამომდინარე––- = ბ -0 ––=-–-––-, /1=102..,ჩM, ან —”I+X· 0. 

აქედან გამომდინა ემ"| ჯ,· - ” მV, 7 საბააჩა აზუ ( ი. 

აქედან კი გვექნება: I—"·+1·I·=L·0”8| =1X·,. რადგან # ერთეულოვანი ნორმალია, ამიტომ 
, ( 

M =(X- Xა) ტოლობიდან გამომდინარეობს ტოლობა |X- X I=” ეს კი ნიშნავს, რომ ასეთი L 

=(0:C ჩ,,X=XCV,M,,.-,/,)), ზედაპირი ” რადიუსის მქონე სფეროა. 

რადგან რიმანის M” მრავალსახეობის ფიქსირებულ წერტილის მიდამოს და შესაბამისად 

აგებულ L =(C) C #,,X = XCII,,1M,-.»”,)). ზედაპირს ერთიდა იგივე კეადრატული ფორმები აქვთ, 

ამიტომ ისინი იზომეტრიულნი იქნებიან. ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

ახლა განვისილოთ (II), +(·ჯ·;)2+···+(ჯ -V ·I)2 =–-0 ,9>0 განტოლებით განსაზღჟრული 

” ჰიპერბოლოიდი ი+ განზომილებიან ეეკლ"დესჩ·"სიერცეში.
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კეადრატული ფორმა (ძი)" +(#%) +···+(1ს·")=—(ქ!·"):პიჰვრბოლოიდის მხებ ეექტორებ“სე 

დადებითად განსაზღვრულია, მართლაც ” ჰიპერბოლოიდზე გვაქეს: 

Mრძე +1ეCთი +..+X% თი – X,,თI,,, =0, 

აქედან კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობით გვექნება: 

(X.,)”(ძI, ,)? =(” თი +» თი +...+X,თი,)? <LCX,)? +(X)” +...+(X,)”1: 

"L(ძი)” +(006)” +..+(რ,)”1=((>,,)” –,2”I(8ი)” +(ძ0)” +...+(4%-,)”1' 
საიდანაც გამომდინარეობს, რომ: [(ტ )2 +(ტ ): +...+(%ი, ) 1C "I): >CVX, "·I)I( I): აქედან აკი 

საბოლოოდ გვექნება: (ძი)” +(თი)” +...+(%-,)” – («.,,)” >0 , რაც ნიშნავს კვადრატული 

ფორმის დადებითად განსაზღერულობას. 

ამ კვადრატული ფორმის საშუალებით ჰიპერბოლოიდზე განისაზღვრება მეტრიკა, რომელიც 

ინდუცირებულია 

(X.») = (% +XX# +...+X,), – % Xა) 

ფსევდისკალარული ნამრაელით. 

ეთქვათ# ნებისმიერი ისეთი” განზომილებიანი ზედაპირია ევკლიდეს ჩ.. სიერ(ჟის(”:·ჯ)(ი 
უტოლობით განსაზღვრულ კონუსში, რომლისთვისაც ადგილი აქეს 

(თი)? +(თ.)” +...+(ძი,)? – (%-,,,)? >0 

უტოლობას, მაშასადამე ფსეედოსკალარული ნამრაელი (I·)·> აინდუცირებს ჩეენს “ხედაპირზე 

დაებითადღ განსაზღვრულ მეტრიკას. ასეთ ზედაპირზე ' ფსეედონორმალისათვის ადგილი 

აქვს უტოლობას(,”·ო), წინააღმდეგ შემთხვევაში კევადრატული ფორმა(·წ·ჯ) ,რომელიც 

დადებითად განსასღერულია ჩ განზომილებიან მხებ სიბრტყეზე და არაუარყოფითად 

განსაზღვრული ამ სიბრტყის ფსევდოორთოგონალერ ” ვექტორზე, იქნებიოდა დადებითად 

განსაზღვრული მთელნ·" სიერცეზე, რაც ასე არ არის. 

ვიპოვოთ ” ზედაპირის სიმრუდე ორგან'ხომილებიანი მიმართულებებით Lრი ძ/” 
ამისათვის დავწეროთ გაუსისა და ვაინგარტენის ფორმულები ზედაპირის აღმწერი 

X = XCI/,,ე ,- /,) 

რადიუსეექტორისათვის. 

მ'ჯ მ 
ვთქვათX, “ ·? =I.X, +/,თ, ), ·ჰ?=” ,, ,ხ, (X·„·”I) „როგორც ზედაპირისათვის 

ევკლიდეს სიერცეში, აქაც გვექნება: (»,M)= 0და (|”|·X| ) + (”I· X/I) =0. აქედან გამომდინარე, 

ხ,= –(”I„X,) = –(ე;:···„ჯ·) =-ძ!წა. 

ამ ტოლობების გათეალისწინებით: 

ლ მI2 მო ლ . 
ჩ··ჩ” —ჩ”ხ“ = 2[# —ვ—” + 2(1···!1·; – I·;*I·: )]8,·· · 

ჯ. / ' . 

მიდებული ტოლიბის მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს ზM სიმრუდის ტენჩზორს.
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ჩაესეათ მარცხენა მხარეს / სიდიდეთა მნიშვნელობანი, რომლებიც 
განსხვავებით ეეკლიდური შემთხვევისა, როდესაც #, =(X,.MI) =ხ,, 

განისაზღერება ფორმულით:ხ„ =(X,|·”7)=/9„(”I·”I)=— ,. 

ამგეარად, იმ კვადრატული ფორმის , M სტრიქონებზე და /·||,ეეტებზე 

განსასღვრული მინორის მაგივრად. რომელიც გექონდღა ეეკლიღურ 

შემთხეევაში, გვექნება იგიეე მშინორი, მაგრამ უარყოფითი ნიშნით. მაშასადამე 

MჯM,.ს=- 
/ V, სადაც 5» მოცემული ზედაპირის მეორე კეადრატული ფორმის 

მინორებია. მგეარად, მოცემული ” განზომილებიანი X ზედაპირის 

სიმრუდისათვის ჯ” ბივექტორით განსასღვრული ორგანზომილებიანი 

მიმართულებით გვექნება: 
= 8, Iთ თ!)(ძი თ/” 

C,, Iმი რ (ძიძ2ე” ' 

მაგალითი 2 განვიხილოთ ფსევდოსფერო L=(X6C6L,, I(X·X) =-/”,ი>0, 

1 
გეაქესX = #7?, აქედანაX, = /X”, =/2%. ასე, რომ: ი =;ზ: - ქედან კი ეღებულობთ 

1 I 
ხ, =(X„,”|)=— '8 =—;8·|· ამგეარად, 8/.V =76I|·“ , საბოლოოდ კი გვექნება: 

'ლი 2 წე) 
როგორც ვნახეთ ფსევდოსფერო არის ზედაპირი ანუ რიმანის მრავალსახეობა, 

რომლის სიმრუდეც ნებისმიერ წერტილში, ნებისმიერი ორგანზომილებიანი 

მიმართ'ულებით არის მ'ვდმიეი უარყოფითი რიცხ;ვი. 

ვთქეათახლა, მოცემულია რიმანის მრაეალსახეობაჩ·/ ”, რომლის სიმრუდეც ყოველ 

წერტილში, ნებისმიერი ორგანზომილებიანი მიმართულებით, არის მუდმივი 

უარყოფითი რიცხვი: #=–-ძ”.9>0. ეაჩვენოთ, რომ ასეთი რიმანის მრავალსახეობა 

LC ჩ,, ფსევდოსფეროს ლოკალურად იზომეტრიულია. 

განეიხილოთ ბონეს თეორემა ზედაპირისათეის ჩ სიერცეში რიმანის იმ 

მეტრიკით, რომელიც ინდუცირებულია 

(:···, I) =(X,X, +X,X, +...+X,X, – X IX,ც) 

კვადრატული ფორმით. 

თეორემა M4. ვთქვათ, მოცემული 7X/ მატრიცები0=(ჯ·|(“))დავ=(ხ“(„))· სადაც 

/ =(M ,% ,... ) წარმოადგენს ეეკლიდეს 7 განზომილებიანი სიერცის რაიმე ქვესიმრაელის 

C, ცელად ელემენტს, აკმაყოფილებენ 
-) მი? 95 

ხ,ხ, -ხ,ხ, =2;[–ვ7“--–|·+ 
ჯ: / 

#-! 

მ 2 -, ,
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სადაც 

(%ჯ— + ——მჰ/ჯ – .—მჭ|—) 
2 მყ, მM, წV, , 

LI7 „8იL“ 

და 
-1 »- 

2 08!”!+— —2 ·I8;| 
ი5) 

პირობებს, მაშინ #ჩ,,, სიერცეში არსებობს ”განზომილებიანი ·ხედაპირი 

ჯL#=(XC#. ,, |X=XCM.1/ს..ს/,)) 

ფსეედოსკალარული (.1·,)1) ნამრავლით ინდუცირებული დადებითად განსასღერული 

მეტრიკით, რომლის პირველი კვადრატული ფორმის მატრიცს წარმოადგენს C=(ვ,|(”)), ხოლო 

მეორე კეადრატული ფორმის მატრიცს- მ=(|),|(”))_ 

ჯამტკიცება: ეს თეორემა მტკიცდება ისეეე, როგორც ბონეს თეორემა, იმ განსხვავებით, 

რომ ამ შეშთხეეეაში/% = —ხ·;· 

რიმანის #” მრავალსახეობის სიმრუდენ ნებისმიერი ორგანზომილებიანი მიმართულებებით 
მოიცემა ფორმ'ელით 

ჩ, "X”X 

C,.X”X” 
#= –ძ?,0>0, 

აქედან. როგორც ზემოთ #,ს = -0 C ს-. დავუშვათ ხ, = -ძი, და ვაჩვენოთ, რომ იმ 

ფორმებისათეის რომელთა მატრიცებიცაა C–(8„(“)) და ნ=(—!]8,|(1·|)), ადგილი აქვს 144 

თეორემის პირობებს. მართლაც, 

ხ,ხ,-ხ,ხ,=09” (9,9ა – 9აზ,)=9 ფა =-ზა. 
მეორე პირობა 

X 8[”*+——ჯ L8?·/+——· 
C, 

მტკიცდება ზუსტად ისე როგორც შუდმივი დადებითი სიმრუდის შემთხვევაში. 

რადგან 144 თეორემის პირობებს ადგილი აქვს ჩვენს შემთხვე>ვაში, ამიტომ არსებობს 

ზედაპირი 

ჯ=1X6CLს..) | X=XCV,, ,. ,)) 

მეტიკით რომელიც ინდუცირებულია ფსევდოსკალარული ():„V) ნამრავლით და რომლის 

პირველი და მეორე კვადრატული ფორმების მატრიცებიცაა C=(8,|(”)) და ვ=(—:]ვ„ (“))· 

შესაბამისად. 

ამ ხზედაპირისათეის ე;ჯ,ჟ, =-ხ,=99,. ქედან გამომდინარე VI, =C|*··X„ =4X,, სადაც 

0 · 
”, =; ესკი გვაძლეგვს ტოლობას 7 = 9X)| =0, / =1.2,...,/?. 

,
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მაშასადამე აქედან კი ეღებულობთ (X—X„,X —X0) = (!·2> = —L; · 

ძ ძ 4 
1 

(X— XX —;:ც) = —4—1 გაჩტოლებით განსაზღერული ზედაპირი წარმოადგენსXე ეექტორით 

წანაცელებულ ფსევდოსფეროს, ამიტომ რიმანის #"”მრავალსახეობის ლოკალურ 

იზომეტრიულობას ეეკლიდეს #,,, სიერცეში 

I თა--3 
განტოლებით გაჩსაზღერული ფსეედოსფეროსთან, რომელზედაც მეტრიკა ინდუცირებულია 

ფსეგდისკალარული (X. _)”) ნამრავლით. 

მაშასადამე, რიმანის მრავალსახეობა, რომლის სიმრუდე მუდმიეია და უარყოფითი ყოველ 

წერტილში ნებისმიერი ორგანზომილებიანი მიმართულებით, ლოკალურად იზომორფულია 

1 
ეეკლიდეს #+1 სიერცის (X··I·)=—9—1განტოლებით განსაზღვრული ფსეგდოსფეროსი 

(= ») =(%X», +X.X», +...+ X,), – X,X-) ფსევდოსკალარული ნამრავლით ინდუცირებული 
მეტრიკით. 

§156. დიფერენციალური და ინტეგტრალური აღრიცხვა 
მრავალსახეობებზე 

ეთქვათ, V” - განსომილებიანი წრფიეი სივრცეა. განეიხილოთ ასახვა 

#:V XM”X...XM” -> #ჩ, ამ ასახვას უწოდებენ L - ჯერად წრიე ფორმას, თუ ადგილი აქვს 
(3 

ტოლობას: / (% , X,....,0L, + /C...,X,) =C(X,X,,... XX )+ // (% .X;.....XI..,X,) ყოველი 

ჯ =1,2.....# ნატურალური ნომერისათვის. თ'უ X, ეექტორის კოორდინატებიV“ -ში დაფიქსირებულ 

რაიმე 6,,6,,..,6, ბასზისში XI,X?,...,+” ნამდეილი რიცხეებია, მაშინ 

#(%X06, + X20, +...+ X(6,,X)6, + X10, +...+ X16,.,...,X16, + X26კ +...+XI6,) = 

= 2 XIXI.X2I/(8.6.,...6,) 
. 

სადაც თითოვული!,,/ =1,2,...,#M ღებულობს ერთმანეთისაგან განსხეაეებულ მნიშვნელობას 

(1,2,...,)1) სიმრავლიდან. 

L- ჯერად წრივ ფორმები შეიძლება შევკრიბოთ და გავამრავლოთ რაიმე რიცხეზე, ამ 

ოპერაციების შედეგად ისევ #- ჯერად წრიე ფორმებს მიეიღებთ. 

ადვილია ჩეენება, რომ #- ჯერად წრიე ფორმები შეადგენენ ეექტორულ სიერცეს. 

ამ სიერცეში ბაზისს შეადგენენ ის ფორმები რომელთათვისაც 6,,რ...,6, ბაზისის მხოლოდ 

ვექტორების ერთი ფიქსირებული დალაგებული 6,6,..,ც6, კრებულიზე აქვთ I- ის ტოილ 

მნიშენელობა სხვაგან კი ნულია. აღენიშნოთ ამ ბაზისის ელემენტები ასე: 6, 66 რ..6რX . 

ასეთი ფორმების მნიშენელობა ნებისმიერ ვექტორთა დალაგებულ კრებულზე(კორტევზე) 

(I.X.,--X,) ტოლია ნამრავლის XIX;..X. L#- ჯერად წრივ ფორმების ეექტორული სივრცის
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განზომილებაა 6, 66, C...C0, ფორმების რაოდენობა, რომელიც ცხადია ტოლია ცხადია »" 

რიცხვის. ეს / ფორმა L- ჯერადღ წრივი ფორმების სივრცეში ჩაიწერება ასე: 

#= 20, ი თი რ..რი, 
ა44 წ 

ჩჩა../ 

სადაც 

/(C,· სო 6 6 6, ა)=თ 

ადვილად შეგვიძლია შევამოწმოთ, რომ C.,6,....,6, ბაზისიდან 

სხვა ბაზისზე გადასელისას #- ერად წრფივ ფორმების 

__ _ 

ჰღეფიციენტები გარდაიქმნებიან ისე როგორც #- ჯერ კოვარიანტული ტენზორის 

მდგენელები. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ #- ჯერად წრივ ფორმები წარმოადგენენ #- ჯერ 

კოვარიანტული (17,, „) ტენზორებს. 

#- ჯერად წრივ ფორმას უწოდებენ სიმეტრიულს, თუ 

]“(X,,.··,X„,··.,X·I,···,X*)=]·(I|,··.,X·„···,X„,···,X*), 

თუ და ანტისიმეტრიულს( იძრიბსიმეტრიულს), თუ 

_/·(XI,.··,X„,···,I4..··,X*)=—]·(X|,···, ·„···,X?,···,I*), 

ცადია თუ #>”წმაშინ ანტისიმეტრიული #- ჯერადი წრფივი ფორმა იგიეურად ნულია 
რადგან აუცილებლად გვექნება ორი ერთიდა იგივე მნიშვნელობის სხეადასვა ინდექსი. 

ეთქვათ M” რაიმე ” განსომოლებიანი დიფერენცირებადი მრავალსახეობაა. 

მის ყოეელ ჯ წერტილში გვაქვს მხები #.M” სივრცე. ეს სივრცე შედგება X გამავალი 

მრავალსახეობახე მდებარე წირების მხები ვექტორებისაგან, თუ ამ წერტილში დავაფიქსირებთ 

რომელიმე ლოკალურ რუკას კოორდინატებით X ,X”,...,X” მაშინ მხებ7.M” სივრცეში გვექნება 

ბაზისი4,.6.,..,6, რომელიც შედგება იმ წირიების მხებ ვექტორებისაგან, რომლებიც მიიღება 

მრავალსახეობაზე ლოკალური რუკის ყველაკოორდინატის დაფიქსირებით გარდა ერთისა და 
ამ დაფიქსირებული კოორდინატის ცვლილებით, აქედან გამომდინარე ბაზისის ვექტორების 

მიმართულება დაემთხვევა 

(თV'.0.0...,0),(0, თი?.0....,0)....,(0,0,...,0, ” ) 
ფორების მიმართულებას ხოლო ნებისმიერი მიმართულების განმსასღერელი იქნება ვექცორე ულე ე ე ულე გ ღვოელ ე 

(თX',თX?,...,%”) 

ვექტორი. 

შეგვიძლია განვიხხლოთ #- ჯერ წრფივი ფორმა: 

#:71,M”X7.M ” X..X1.M” -> , 

' 

#(ძXი0, +ძX76; +...+ ძXI6,,ძXე6, +ძX:6, +...+ ძX10, ,...,0XL6, + ძX10; +...+ ძX16,) = 

2ეძი ძი... ; /(6,,6,.,..6,) 

აქ 
06 6..C0 (ძიბ +ძ0ფ+..+თ(6,თი6 +თ60, +...+ თ, ,..., თXI6, + 

+ძX0, +...+0ძX6,) = ძXLძX1 ...ძXL 

და
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·/·(8,·· „ 0 ,. 6, = ·,8,·)59 „ 

მაშასადამე ჩვენი # ჯერ წრფივი ფორმა / = X(I··, „ რი 6.. 00, 
'.ი 

ასეთ #-ჯერად წრფიე ფორმას, თუ იგი ინვარიანტულია, ანუ ინარჩუნებს ჩაწერის ფორმას 

კოორდინათთა ერთი სისტემიდღან მეორეზე გადასვლისას #-ჯერად დიფერენციალურ ფორმას 
უწოდებენ. იგი შეიძლება ასედაც ჩავწეროთ 

7 C ძი,ძი,...%,)= 2,ძ,. „ (X)ძა"თრ.. თ, 
ტ6-# 

სადაც 6, 80, რ..060ი =თთ"..#" . 

თუ კოეფიციენტებიძ,, „(X») ”-ჯერ დიფერენცირებადი ფუნქციებია, მაშინ ამ 

დიფერენციალურრ ფორმას უVოდებენ დიფერენცირებადს ” რიგამდე, თუ ეს კოეფიციენტები 
დიფერენცირებადია ნებისმიერ რიგამღე დიფერენციალურ ფორმას უწოდებენ გლუევს. 

ტლ”ფჟ·;ჭჭ·ცი·ლვრ ფორმას უწოდებენ ირიბსიმეტრიულსრნტისიმეტრიულს)თუ ადგილი აქვს 
უოლო' 

2 “/ ი 1·;(1”)4·?"(#·" ქ(” ·ჯ· ·ქჯ·!· = 

(/ # 4) 

= 20 . ,ანეთხრი.. ი“ .ი ..ხ , 
(”II:-·I·--I|-·I·; ” 

სადაცრთ გაირბენს (V7)/,../,) ინდექსთა გადანაცვლებების 5, სიმრაელეს. როგორც ეიცით 

გადანაცელებაში სხვადასხეა წექვრების მნიშენელობანი განსხვავებულია. დიფერენციალური 

ფორმის + ზოგადი ჩაწერისას არ ვგულისხმობღ, რომ I/,..I, ერთობლიობაში ერთნაირი 

მნიშვნელობის წევრები არ არის, მაგრამ ირიბსიმეტრიული ფორმების ჩაწერისას 7/,..4, 

ერთობლიობაში რომელიმე ორი წევრის მნიშვნელობა ერთმანეთს თუ ემთხეევა, მაშინ ფორმა 
ნულის ტოლი უნდა იყოს სხეანაირად არ შეიძლება. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშენას თიხ" თI #...Mრ" = 25!?”0”!(*4*”···.·#· · 
თძ%5, 

ირიბსიმეტრიული დიფერენციალური ფორმისათეის ჩეენ მიეიღებთ ჩაწერას. 

2 ძ )თ Iთ .% = 211·,·,·_·,· ერ /თ / / , 
(//ა..#) · (ი 13 (1·!“ 

ცხადია, სიდიდე თV" /თVI #/+.../##%" ირიბსიმეტრიულია კომჰონენტთა გადანაცვლების მიმართ: 

თი ითო /.რ V.ი% #..MთI = - თ ითი #..ათძი.. ით . .V 
მაგალითი L გვთქვათ მოცემული გვაქეს ირიბსიმეტრიული დიფერენციალური ფორმა 

?, 6 მ ძ ..ძ“ = 2 ი. სურ ითი #... 8% = 
(//.-4,) 

= 2 მის 2813”@1:”·(1·!·1 ძა 
(ხხ<ე<.</,,) თძი«5 

ამ ტოლობის მარჯეენა მხარეს გვაქვს 

2 ძ „2.”3”0!#”·#” „რდ 2 ხ,, „5I97თბ თ.%  აქედან კი გამომდინარეობს, 
(6<:<.<,1 თძ4ა, 

რომძ,,. , = ჯ·|8"თ":_„). როდესაცთრ =CII/.../#,). 

ამგეარად ჩვენ გეაქვს ერთადერთი ბაზისური ფორმა 

თი ძ .რ = 2, 9თ თრ.. ძ , 
ძი5, 
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რომლის კომპონენტებიც #,,, , =+IდCIC. სადაც თ გადანაცელებაა 1,2,...,7 მიმდევრობისთვის. 

მაშასადამე თ, =6, IMM /,) (Iმ:. ,. I“(II ”' 

ირიბსიმეტრიული თ = 2 ა „ (X)რდხი ი რC /.რ დიფერენციალური ფორმის 
(ხ<:< <)) 

კოეფიციენტები შეიძლება არ წარმოადგენდენ კოვარიანტული ტენზორის მდგენელებს. 

მაგალითად, თუ თ= 20"|,: ე(რ ითრ „.. ”რდ 
(”ხ<I:<.<ს ) 

ირიბსიმეტრიული დიფერენციალური ფორმაა, რომლის კოეფიციენტებიც ტენზორის 

მდგენელებს წარმოადგენენ, ხოლომთ = 2 2#”-·#/ #თო / თი #... თ ამ 
(რ«<. ფ· ) / 

963 
ფორმის დიფერენციალი. კოეფიციენტებცი “;ვჯ—|,” როგორც ვიცით უკვე აღარ 
წარმოადგენენ კოვარიანტული ტენზორის მდგენელებს, მაგრამ მთ წარმოადგენს #+I) ჯერად 
დიფ·,რენციალურ ფორმას. მართლაც: რადგან ძ,, „, ტენჭორის მდგენელებს წარმოადგენენ 

ირის ;·I( ») = წრ .) 

თ 
=ნ,ნბხა--M -–გე + 95ნ3 M ა 00+-.+ 64020 0%M9ია. ,, 

· მ 9ი ) 
სადაც ჯ/; =—#— აქედან გამომდინარე 

მძ., , ( )ტ·, „რ . თ1 = მძ.,. ,)(X) ძM ით . თი + 

87 C. 

ჩა,ნ1..ნ0., „,(2)/, 0, ი. ..ნ, რ გრ .ი ძიბ +...+ 0101 01100 „ X 
X/I 9) 01 ...ნეთ ითი #...#რთტ = 

6“""_·..1·!(·?) , ” თ ს უ ე წ) # V. " =?ტ: /რ% /#.../MCრ" + /; /0) 00 ,,)(X)დთ” ით / თი? #.../თ%" + 

+ ნ); 07 ი1 ძ,,. „რდ ითი ი. ითი თიჩ 

კოეფიციენტი უკანასკნელი ტოლობის მეორე შესაკრებთან- 17;··,·· ?;·?20(",:" „)(»X) სიმეტრიულია /| 

და /, ინდექსების მიმართ, ამ ფაქტიდან და თძ%” /V” /+.../#თ# ფორმის ანტისიმეტრიულობიდან 

გამომდინარეობს, რომ ეს მეირე შესაკრები ნულის ტოლია. იგიეეჩაირად შეგვიძლია ვაჩეენოთ, 
რომ ნელის ტოლი იქნება ყველა მომდეენო შესაკრებიც. მაშასადამე, 

მძ,,, /·(I) ძ ძი! #..ძ1 = 2 ჭ მძ., „,(X) 

'ა<:< <4),კ5ი! მ (8<<.<) /= 2 

რაც აჩვენებს იმას, რომ მთ დიფერენციალური ფორმაა. 

ვთქვათ, ახლა C= 20(,·,:··1·,(1—)ქ(”· ”რდ /... Mდ% ანტისიმეტრიუელი დიფერენციალური 
(ი<:-<.<)) 

ძX” /თX" /... / თ 

ფორმის ძ,, „(X) კოეფიციენტები არ წარმოადგენენ კოვარიანტული ტენზხორის მდგენელებს. 

რადგან კოეფიციენტები ხ, 
'M ”) 

= / . _ ჩ ეჩ /, C) = 20·,·,ჯ·,··ძჯ·/ჯტ· #../ართ = 2[)"·,:_“,41(·4* „ .. 
(,4:< <,) (ჩ #) 

დიფერენციალურ ფორმაში ანტისიმეტრიულობის პირობას აკმაყოფილებენ, ამიტომ:
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თ= X0"·|:··|·|(X)(|X,| ”რ #.../MთX" = X[;„I,_···,·,(X)(]X··:!··“..#· = 
(40<,1< “ |||I, -) 

= 2 2 ხ, ს ) (X)§/82თიხრრი .ი = 3 ხ,., „)(X)თ" ითრ #.. ”დ 
(#<:<..<, 1 თ95, (ი<:<.<) 

მაშასადამე, « ე =#!ხ,,, ,,, როდესაც!, <7, <...<,,. 

აქედან გამომდინარე ადვილია მიზხეედრა, რომ“,, „ =|: §IC7109,,+,< «,) ჩებისმიერი 

თ =CI,/,.-#, ) C 5, გადანაცელებისთვის. 

I 
318”0?1"·"·( <,) წარმოადგენენ# -ჯერ კოვარიანტული ტენზორის კოეფიციენტები ხ,, „,=-. 

მდგენელებს ამიტომ მთ = 2 2 "·” ”··( )ქ:%!···ტ·”:„·ჯ”· გამოსახულება ინეარიანტულია 
#6 .# ) 

კოორდინატთა გარდაქმნისას და წარმ···ადგენს ანტისიმეტრიულ დიფერენციალურ ფორმას. 

მხ., „,(9 _ L . მიაა«აა ი 
2ი ი ი ” 

ამიტომ 

ძ' ძ თ ,. რX" = მთ- >; , 
(რი.#9)I/5 

' მხ,, „,(X) 
მ” 

მ“[··([ < I(X) = 2 ჭ%ჯ·/ვ”ქ·#—ძჯ|ქჯ"ქჯ”·:"ქჯ· = 
(ის. ) / 

. მძ X ; 
2 2 "··=·”;·( ) / თ გ ძი" #.. / 

(ს<I+<.# ) ,“) X 

რაც ნიშჩავს იმას. რომ 

> .მ ) 
მთ = 2 2 “"·····;”(·") 'ი ითი #... " 

(M<ა<-#) /"! მX 

წარმოადგენს ანტისიმეტრიულ დიფერეჩციალურ ფორმას. 

ადეილია მიხეედრა, რომ დიფერენცირების ოპერაცია დიფერენციალური 

#რიგის ფორმებისათვის: თ,თ, და ნამდეილი: თ,,Cთ; რიცხეებისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

2(თ,თ, +თ,თ.) = თ,მთ, +Cთ,მთ,. 
ორი ანტისიმეტრიული 

თ, = 2 ძი,..,)(X)თ /რ #... თი ,თ, = 21”"·1:···1·3(”··)4*1· ჩრ ი.მ 
(რ<:<.<)) C#<):<.</.) 

დიფერენციალური ფორმის ანტისიმეტრიული ტენზორული ნამრავლი (გარე ნამრა>ვლი)თ, / C, 
ეწოდება დიფერენციალურ ფორმას 

C), #0X = 2 2 “(··I=..:.](··*”)ხ(""·..[.)ქ*” თი /.რ არი" არ ..- 
(#<I<.</ )(M</ე<.</,)
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ანტისიმეტრიული ტეჩხზარილი ნამრავლის დიფერენციალისთვის გეაქვს ფორმულა: 

2(თ, /თ.) = მთ, /C, +(–1) დ,. მართლაც 

მ(თ, /C,) = 2 ჯ ჭ მ(თ,, „,)(X).,, , )(X )),; · 
ა 

(0<,< < )(/,</:< </.) §=) 2 
/ თX" /.../ა თ) / I /#... /% 0V = 

დ მ“[!·!: I·)(·X) წ ი / წ) = 2, > 2 ?(M სალეთი თი ..- თ #./ათX/” + 
(ყხ<:ჯ< < 1(/</:< <).) §=1 

ღ (62) 
+ 2 2, 2.4 9ც. |·>(X)№——№·· /რ /#../MითI / თ( /#.../7ს X· = 

(ხ<!< < I(#</:< </„1 §=1 მჰ” 

დ მ“"··„,··(ჯ) 
= 2 X 2 I@X—; '. ,)(ა)თ / /.../სთX“ ძ /... /რ + 

C<ა< <,)(ჩ</< <I) == 

წვლ)ი 2 2 20·,·,· „#V)MIIX*· / თძX" ,. თX" /# ძX7 /7... /% X ” = 
(,,<ე< <I, 1CI</:<.<).–) §=1 

=მთ, /Cთ, +(–1)"მთ,. 

თეორემა M., ყოეელი ანტისიმეტრიული დიფერენციალური თ ფორმისათვისადგილი აქვს 

ტოლობას 02(მთ) =0. 

დამტკიცება: რადგან რთ% /.თX" =-(თ" /თC7), ამიტომ 

ი> მ'მ ,)X) . . , , 
მ(მ0თ)= 2, 2,2, ,;,·;·3·3;1( –––> 

ს <I:<.<) ) /#/=L 3=1 

> მ “[··· 1·)( ) წ 5 5 , C (2 ,წ 
2 22 (VV7 „„რ +ძ%” /თX7 ) //თა" / თ /#.../9XX =0 

(ს<:<./,) #/=1 55I 0X|· · 

თეორემა დამტკიცდა. 

ვთქვათ. ახლა1* ერთეულოვანი კუბია ეეკლიდეს ჩგანზომილებიან # 

სივრცეში განსასღვრული უტოლობებით: 

0<V' <1; 0<V? <1,....0</“ <1. 

ამ კუბზე განსაზღერული უწყეეტი /(/) ფუნქციისათეის არსებობს რიმანის ინტეგრალი: 

,I· #00ძ= თ 2./(5)14 , 

სადაცრ=(02,) წარმოადგენს /ი ჰუბის დაყოფას მცირე ბ,,! =1,2,..,Mკ კუბიკუპბად; 

10, | წარმოადგენს 2, კუბიკის მოცულობას; ძ7(4) წარმოადგენს#ტ დაყოფის ელემენტების 

მაქსიმალურ დიამეტრს,#, C2,, ყოველთვის შეგვიძლია ჩაგვთვალოთ, რომ ძ, კუბიკი 

განისაზღვრება #,/%....,M ეექტორებით, რომლებიც გამოდიან «, C0, წერტილიდან. 

აქედან გამომდინარე რიმანის ჯამი 2]·(5,)|5,| შეიძლება ჩავთეალოთ იმ 

= () 2 # CXIV,%,M/ე,.-,M,) = / (V)ძV! /ძV” /../X9MV თXI, ძIV, , 0M; ,..., 9IV/, ) = ანტისიმეტრიული 

დიფერენციალური ფორმის მნიშენელობის ტოლად, რომელიც განსაზღერულია ვექტორებზე:
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ძ' =#M, ძყ? =|·|?,··.·ძ||* =V, 

და ”=6·”· 

ამგვარად ჩეენ ბუნებრივად შეგეიძლია განესსღვროთ # –ჯერ წრფივი ანტისიმეტრიული 

დიფერენციალური ლ”ფერჟნციალურ”“”(“””I””I·····“*) = / 0)ძII! /9II/” /X.. / ძ“ ფორმის 

ინტეგრალი: 

·[0)= ·[/(II):I·”· #რშყ? #../მV" = ·[/(”)ქ“ 
" „' წე 

ამ ინტეგრალს აქვს ყვეელა ის თეისება რაც ჩვეულებრივ ინტეგრალს გააჩნია. 

თქვათ, ახლა M” მ თ: M" ეთქვათ, ახლა გლუეი მრავალსახეობაა, გლუვ ჩაძირვას გეწოდება 

# განზომილებიანი გლუვი დასაშვები პარამეტრიზირებული ზედაპირი მოცემულ 

მრავალსახეობაზე. 

ლოკალურად # განსომილებიანი გლუვი დასაშეები პარამეტრიზირებული ზედაპირი M 

მრავალსახეობაზე მოიცემა განტოლებებით: 

= Cთ, (II I:,.- ) 

X, = ფთე(IV ,IMM,,.- ,1 ) 

X, = თ, (I/ ,I-.- M ) 

ორ # განზომილებიანი გლუე დასაშვებ პარამეტრიზირებული 

5, =(I”,Xჯ=დ,(/), VCI") 5, =(I.X=დთ,(V), XC/") 

ზედაპირს M”„” მრავალსახეობაზე უწოდებენ ეკვივალენტურს, თუ არსებობს ისეთი 

დიფეომორფიზმი V: I / · რომ ი (IVI) = დ, (X(V)) 

რადგან პარამეტრიზირებული ზ%ედაპირი მრავალსახეობაზე გლუვი ჩაძირვაა, ამიტომ მისი 

იაკობის მატრიცის: 

მ(V,.M;,.-M, ) 

რანგი #-ს ტოლია. 

ზოგადი, |*·–ჯერ –რფიეი ირიბსიმეტრიული თ = 2;”(··1:.·1·)(·":#*·· ტძი ია.ითრ (Mი<:<.</) 

# 

დიფერენციალური ფორმისათვის ინტეგრალი 5=( .X=თ(V), #C/') 

პარამეტრიზირებულ ზედაპირზე განისაზღერება ასე: 

·[თ=·[ 2ემი.ს)(X)თ" ითი #.. არ = 
5% (ს<;<-4%) 

=·|· 2 მცი. 1·)((0(“))2—!1“1· /XX—(/” #.. სჯ—ქ” 
/ (ს<0<.4) ” ფმ /·—I 

გლუვ დასაშვებ
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რადგან ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ ტენზორულად ინვარიანტული გამოსახულებაა, ინტეგრალი 

არ უნდა იყოს დამოკიდებული M” მრავალსახეობაზე კოორდინატთა შერჩევაზე, ანუ მისი 

მნიშვჩელობა არ უნდა იცვლებოდეს ერთი ლოკალური რუკიდან მეორეზე გადასელისას. 

მართლაც 

20····_···1·,(.!·)41·”· #../სრთX" = ·I· ჯ –1"8”0”„··_··4· ,(X)ძი"...ძ»" 
§ (4<.<”) § (-.4) #! –

_
–
 

(= V 

2 მ» 1 
= _ –§ თიმ X ქჯჯ· _ქჯ·“ 

!·· -) რ მ მგრ # ს§C09, ;. « (X)) 

მჯ–”· ვ·ჯყ· 

= 318"0·“ (<.9)(X) _ - თო თ = 

!I·· ··) V<.90 "ჯ მ»" . ვჯქ· 

მ·!·“ გ გ / ; 
= ·! ·“2,; –518”0·“(·.; <ე(X )“21|ჭ1| ა თუფე თ 9% გო თენ 

·[ 2 –ჯ·ფ”ქ·ი·“ +ე ათ“...ძX" –]· 20·,··· «ე(X ითი / ... / თი. 
§(ი-4) §5(5<..4</) 

მაშასადამე ინტეგრალის სიდიდე დამოკიდებული არ არის კოორდინატთა კოორდინატთა 

სისტემის არჩევაზე. 

ეთქვათ ახლა მოცემულია ორი ერთმანეთის ეკვივალენტური დასაშვები პარამეტრიხირებული 

ზედაპირი: 5, =(1'.X=თ,(VI), M C I*)··5·2 =(I',X=დC,(V), VC/#") , 

ვაჩვენოთ რომ დიფერენციალური ფორმის ინტეგრალები ასეთ ზედაპირებზე ერთმანეთის 

ტოლია, მართლაც: 

·[თ—]· 2მ )თ #.. ით —]· 2, –·"8"0”"·( « ე(რ ... თ 
§ (,<.“) § (ი-”) 

–]· 2 110ია. ···,(თ(“))."ვ”ი· 2 წო 3“” IMV/M...ძყ“ –[ 2 უმ ·,·,(თ(“))ძტ[[მჯ ]ძ"”· „ შI/4# = 
” წყეი I·) 

I 2 წაალი (·,·(9”(“))ძ6![ვ” ]ძ@[[ჭ ]ქ"|· „.მ// —·[ 2, ჯ·“ო( ([.;(ძი”))ძ@![ჭ— V..მV = 
/რ I·I ,' ..) 

.[ 2, თ ···(·4··@(”»“8”“·2 მ ვჯ]· ძV|· 4„ —.[ 2 ;·"8”0”„·,_ 4 (X)თ"...ძX" = 
/ი §.(6.4) 

—I” 2“"· -, (X)თ /#.. -” ძ" = ]·ო 
§.ი04.<,) 

კუბი 7 ს წარმოადგენს დასაშვებ გლუვ *განზომილებიან პარამეტრიზირებულ ზედაპირს #, 

ევკლიდეს სიერცე'მი, იგი მოიცემა განტოლებებით: 

X =V/,...,X” =ს ,X“ ! =0,...,X” =0; 0 < < 1,7=1,2,...L 

=12,...,X 
გოველი ! ინდეჭქსისათვის განტოლებათა სისტემებით:
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(| 1 =) = 

X =V',....X ' =V X =0,X ” = V... X = ,ჯ" = X =0 
- 

X =VI,...X I = V ,X =1,X-) = V 9, Xწ = , =0,,...X” =0 

ანისაზღერებიან დასაშვები ი# -I განზომილებიანი პარამეტრიზირ ბული ზედაპირები გ ღვოე ვეიი გლუვ გ ლე ეტ ე 

ჩი /ჩ 
M ევკლიდეს სიგრცეში, აღვნიშნოთ ისინი | და სიმბოლოებით, 

L) 
მ,/ =3,2, C9) , , 

შესაბამისად.განვიხილოთ ჯამი /5) თ=0 ; ვუწოდოთ მას , კუბის, როგორც 

დასაშვები გლუვი* განზომილებიანი პარამეტრიზირებული ზედაპირის საზღვარი. 

§ =(/',X=თ(V), #C/“) 
ვთქვათ ახლა, გლუვი დასაშეები # განზომილებიანი 

პარამეტრიზირებული ზედაპირია, მისი საზღვარი მა განესაზღვროთ ასე: 
L ) 

მ5 =მ(#%(I"))= 2,2, C–)) დთი ,) 
,=1 თ=0 

მტკიცდება ძალზედ მნი'შენელოეანი, ეგრეთწოდებული სტოქსის განზოგადოებული თეორემა 

II4,16): 

თეორემა 15-2. : თუ ი” წარმოადგენს გლუვ |C·—I-?(·ერ წრფიე დიფერენციალურ ფორმას M” 

გლუე მრავალსახეობაზე და ა დასაშეები გლ·ეეიჩგანზომილებიანი პარამეტრიზირებული 

ზედაპირია M"-·I»ე. მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას: 

·[მ(ქ)=·|·(|) 
ჯ მ5
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სავარჯიშოები ზოგად ტოპოლოგიაში 

1. ვთქეათ C” კომპლექსურ რიცხეთა დალაგებული 2 =(2,,2,,.2„) კრებულების სიმრაელეა, 

ყოველი ორი =' =(2:,2;..--2,),2' =(202...2)CC" ელემენტისათვის განესაზეღვროთ სიდიდე 

«(>-=?) = V|2| 2 -> დაამტკიცეთ რომ (C”.ძი)მეტრიკული სივრცეა. 
წე 

2. ვთქვათ 3 =(ჩ) წარმოადგენს (M,ძ) მეტრიკული სივრცის სასრულ დიამეტრიან ჩაკეტილი 

სიმრავლეების ოჯახს. განვსაზეღვროთ სიდიდეეები: ქ(ჯ,წ·)=1".;ქ(1·. ჯ), XCM, C3 და 
)Xრ. 

[7(1·] , X;) = წიმX(§ს0 ი (X, #”:), 500 ი (X, #, )).დავამტკიცოთ, რომ (7უ, მ·) მეტრიკული სიერცეა. 
» = 

3. მოვიყვანით ისეთი 8! ღია ბირთვის მაგალითი(ქ,(·]·) მეტრიკულ სივრცეში, რომლის 

ჩაკეტვაც(3.13) ტოპოლოგიურ სიერცეში არ ემთხვევა 8! ჩაკეტილ ბირთვს. 

4. შეიძლება თუ არა ბირთვი დიდი რადიუსით, (:I,;) მეტრიკულ სიერცეში, მთლიანად 

მოთაესდეს ბირთეში უფრო მცირე რადიუსით? 

5. ვთქვათ #,C ჩაკეტილი და ლია სიმრაელეებია შესაბამისად ნებისმიერ ტოპოლოგიურ 

სიერცეში. დაამტკიცეთ, რომ/VC ჩაკეტილია და CსV#” ღიაა ამ სიეგრცეში. 

6. ეთქვათ C ლღია, ხოლო # ჩაკეტილი სიმრავლეებია რაიმე ტოპოლოგიურ სიერცეში. 

დაამტკიცეთ, რომ თუ#იCთC=0 მაშინLრი6 =608, სადაც 0 ცარიელი სიმრავლეა. 

7. დაამტკიცეთ, რომ ” ეეკლიდეს სივგრცეში ღია ბირთვის ჩაკეტეა ემთხეევა იგიეევ ცეჩტრისა 

და რადიუსის ჩაკეტილ ბირთვს. 

8. დაამტკიცეთ, რომ ტოპოლოგიურ სივრცეში ნებისმიერი ორი M,7V ქვესიმრაელისათეის 

ადგილი აქვს მიმართებას MიოMCMიM აჩვენეთ მაგალითზე როდის არ აქვს ტოლობას 

ადგილი. 

9. აჩევენეთ, რომ ღია სიმრავლეთა სისტემა § მაშინ და მხოლოდ მაშინ წარმოადგენს ბაზას 

X ტოპოლოგიურ სიერცეში, თუ ყოველი»ჯ C X წერტილისათვის სისტემა 5ე „ რომელიც 

შედგება 5 სისტემის ისეთი ღია ქვესიმრაელეებისაგან, რომლებიც მოიცავენ აღნიშნულ 

წერტილს, წარმოადგენს ამ წერტილის მიდამოთა ფუნდამენტალურ სისტემას. 

10. დაამტკიცეთ, რომ თვლადბაზისიან ტოპოლოგიურ სიერცეებში იხოლირებული წერტილების 

სიმრავლე არაუმეტეს თვლადია. 

, დაამტკიცეთ, რომ თუ ტოპოლოგიური სივრცე თელადბაზისიანია, მაშინ როგორიც არ 

უნდაიყოს მისი არათელადი ბასა 5. მასში აუცილებლად მოიძებნება ისეთი თელადი 

ქვეხისტემა 5:, რომელიც ასევე ბაზა იქნება მოცემული სივრცისა. 

1. დაამტკიცეთ, რომ თუ რაიმე ტოპოლოგიურ სიერცეში V ისეთი ქვესიმრავლეა, რომ მისი 

სასღვარი MM =6 მხოლოდ მაშინ როდესაც M ერთდროულად ცაკეტილიც არის და ღიაც. 

13. თუ M C M ქვესიმრავლვებია რაიმე X ტოპოლოგიურ სიერცეში, მაშინ MX „ M C Iი1, M 

სადაც II M და , M რარმოადღგენენ M შიგა ნაწილებს X 

და M სივრცეების მიმართ, შესაბამისად.
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13. დაამტვიცეთ რომ ტოპოლოგიურ სიერცეში სასრ'ელი გერთიანება არსად მკერივი 
ქეესიმრავლეებისა ისეე არსად მკვრივია. 

14. დაამტკიცეთ, რომ თუ ქვესიმრ-ელე ტოპოლოგიურ სივრცეში ღია» ან ჩაკეტილია, მაშინ 
მისი სასღეარი არსად მკვრივია. 

15, დაამტკიცეთ, რომ წყვილწყვილად თანაუკყეთი ბირთვების ნებისმივრი ოჯახი #” ეეკლიდეს 

სიერცეში არაუმეტეს თვლადია. 

16. ღაამტკიცეთ, რომ M სერცე შემოსასღვრული X = (X,,X,,..X,...) მიმდევრობებისა მეტრიკით 

ძ(XI,X1) = 5სXI X, – X7 I) არასეპარაბელურია. 

17. დაამტკიცეთ, თუ სეპარაბელური მეტრიკული სიერცის ქვესიმრავლე M არათვლადია მაშინ 

არათელადია ამ სიმრავლის წარმსებული სიმრავლე M' =ILM. 

18. ეთქვათ #” = X” V(0) დაამტკიცეთ, რომ ჯ ”პომეომორფულია: ა) 5”' X(0,თ) პირდაჰირი 

ნამრავლის, ბ)5 ” X(-თ,თ) პირდაპირი ნამრავლის. 

19 დაამტკიცეთ, რომ არაუმეტეს თელადი პირდაპირი ნამრაელი"ჰ”, მაშინ და მხოლოდ 
.V 

მაშინ აკმაკოფილებს თვლადობის პირეელ აქსიომას, თუ თვითოეული X, ასეთია. 

20. დაამტკიცეთ, რომ არაუმეტეს თვლადი პირდაჰირი ნაშრაელი"X" მაშინ და მხოილოდ 
საა 

მაშინაასეპარაბელური, თუ თვითოეელი X, სეპარაბელურია. 

2I, დაამტკიცეღ, რომ C” პომეომორფულია /#C””-ის. 

22. დაამტკიცეთ, რომ თითოეული თანამამრავლი X, ტიხონოვის I·IX, ნამრავლში 
“ 

წარმოადგენს რეტრაქტს ამ ნამრავლის მიმართ. 

23. დაამტკიცეთ, რომ თუ / რალღაც კარდიჩნალური რიცხვია, თითოეული V, სივრცის ბაზის 

სიმძლაერე Cთ-ძ8(X,) < / და CთიძI! < // მაშინ ტიხონოვიის 11X , ნამრაელის ბაზის 
“ 

სიმძლავრე Cი/ძ8(I IX,) < /. 
“ ი. 

24. დაამტკიცეთ, რომ თუ 5” სფეროს ეკეატორს მოვჭიმავთ ერთ წერტილის მაშინ მიღებელი 

სფეროთა თაიგული 5”V5” ჰომეომორფული იქნება 5' /..., ფაქტორსივრცის. 

25. ეთქვათ თითოეული X, სივრცე (X..#7გ.4) შებრუნებულ სპექტრში თელად ბაზისიანია და 

4 შეიცავს ნატურალური რიცხეთა მწკრიეის იხომორფულ კოფინალურ ნაწილს, მაშინ ამ 

სპექტრის ზღვარი IIი(X.. 08 4) ასევე თვლად ბაზისიანია. 

26. ვთქვათ (X„,06, 4) შებრუნებულ სჰექტრია, (X>,/08.4) მისი ქვესპექტრი, ისეთი, რომ 

ჩ.CX.) C X-, მაშინ ზღვარი II·I·_"(X··;;; , 4|პომეომორფულია I[·I·"(X; „ 0გ , 4) ზღვრის. 

27. დაამტკიცეთ, რომ X ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს განცალებადობის ა 

ქსიომას მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ამ სიერცის ორი ნებისმიერი სხვადასხეა 

წერტილიდან ერთი მაინც არ ეკუთენის მეორის ჩაკეტვას.
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21 დაამტკიცეოთ, რომ X ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს განცალებადობის 7, 

ქსიომას მაშინ და მხოლოდ მაშინ. როდესაც X 6 X პირდაპირი ნამრაელის დიაგონალი 

4 = ((X.X)1 წარმოადგენს ღია სიმრავლეთა რაიმე ოჯახის თანაკვეთას. 

29. დაამტკიცეთ. რომ განცალებადობის 7·0,7·„7·„7·3,7;1 მემკეიდრეობითუა, ანუ თუ სივრცეს 
2 

გააჩნია რომელიმე ეს თვისება მაშინ ეს თეისება გააჩნია მისნებისმიერ ქვესივრცესაც. 

30. დაამტკიცეთ, რომ X ჰაუსდორფისაა,მაშინ და მხოლოდ მაშინ თუ ნებისმიერი წერტილი 

X C X წარმოადგენს ამ წერტილის ყველა ჩაკეტილი მიდამოს თანაკვეთას. 

311 დაამტკიცეთ, რომ X ჰაუსდორფისაა,მაშინ და მხოლოდ მაშინ თუ ჩებისმიერი წერტილს 

X C X გააჩნია მიდამო რომელიც ასევე ჰაუზდორფისაა. 

32. თუ X “ წარმოადგენს X ტოპოლოგიური სიერცის დეკარტის რაიმე ხარისხს ტიხონოვის 

ს „ მაშინ ამ სარისხის ჰაუსდორ ბ ალენტურია # = ((X,%..., ტოპოლოგიით, მაშინ ამ სარისხის ჰაუსდორფულობა ეკვივალენტურია ((X X,...X)1 

” 

დიაგონალის ჩაკეტილობის X” სივრცეში. 

33. დაამტკიცეღ, რომ ჰაუზდორფის სივრცეში ნებისმიერი რეტრაქტი ჩაკეტილია. 

35. დაამტკიცეთ, რომ ჰაუსდორფის სივრცეში წერტილთა ყოველი სასრული სიმრავლის 

ელემენტებს გააჩნიათ წყვილ-წყვილად არათანამკეეთი მიდამოები. 

%6. დაამტკიცეთ. რომ ჰაუზდორფის სივრცეში ყოეელ მიმდევრობას გააჩნია მხოლოდ ერთი 

ზღვარი. 

37. ვთქვათ, მოცემულია / :.X –> ასახვა. #, ეკეიეალენტობის მიმართებაა X სიერცეზე 

განსაზღვრული შემდეგნაირად:X, = X-თუ /(X,) = / (CI),დაამტკიცეთ რომ თუ X სივრცე 

ჰაუზდორფისაა ჰაუსდორფის იქნება X/„/ ფაქტორსივრცეც. 

38% დაამტკიცეთ. რომ თუ X ტოპოლოგიური სიერცე აკმაყოფილებს განცალებადობის - დაჯ 

აქსიომებს, მაშინ ის რეგულარულია. 

39. დაამტრკცეთ, რომ X აკმაყოფილებს განცალებადობის # აქსიომას, მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როდესაც იგი ემთხეევა თავისი ყველა ჩაკეტილი მიდამოს თანაკევთას. 

40. დაამტკიცეთ, რომ X აკმაყოფილებს განცალებადობის 7 აქსიომას, მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, თუ ორი თანაუკეეთი ჩაკეტილი #,,#ე ქეესიმრავლისთეის არსებობს ღია სიმრავლე V, 

ისეთი რომ #, CV და #) როდ =6. 

4). დაამტკიცეთ, რომ X აკმაყოფილებს განცალებადობის 7, აქსიომას, მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, თუ ორი ღიაC,,C,, C,CVC, =X ქვესიმრავლისთვის არსებობენ ჩაკეტილი /V, C C, და 

ჩე C C6ე სიმრავლეები V, ისეთი რომ #, LI# = X 

42. სამიელემენტიან სიმრავლეში შეიტანეთ ისეთი ტოპოლოგიური სტრუქტურა რომელიც 

დააკმაყოფილებს ჯ, აქსიომას და არ დააკმაყოფილებს 7ე;ე აქსიომას. 

43. ოთხი ელემენტიან სიმრავლეში შეიტანეთ ისეთი ტოპჰოლოგიური სტრუქტურა რომელიც 

დააკმაყოფილებს 7, აქსიომას და არ დააკმაყოფილებს 7კ აქსიომას. 

44. მოიყვანეთ ისეთი 1; სიერცის მაგალითი, რომელიც ნორმალური არაა. 

45. დღაამტკიცეთ, რომ ყოველი თვლადი რეგულარული სივრცე ნორმალურია.
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46. დაამტკიცეთ, რომ ჰაუზდორფის სიერცეში ყოველი ორ თანაუკეეთ კომპაქტურ 

ქვესიმრაელეს გააჩნია თანაუკვეთი მიდამოები. 

47. დაამტკიცეთ. რომ რეგულარულ სივგრცეში სივრცეში ყოველი ორ თანაუკეეთ ჩაკეტილ 

შეესიმრავლეს, რომელთაგან ერთი კომ“აქტურია გააჩნია თანაუკვეთი მიდამოები. 

48, დაამტკიცეთ, რომ თელადად კომპაქტური სიერცის ნებისმიერი ჩაკეტილი ქვესიმრავლე 

თვლადად კომპაქტურია. 

49. დაამტკიცეთ, რომ კომპაქტერი მეტრიკული სივრცის იზომეტრია თავის საკუთრიე 

ნაწილზე არ არსებობს. 

50 დაამტკიცეთ, რომ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე რიცხვითი ღერძიღან ინდუცირებული 

ტოპოლოგიური სტრუქტურით, არცერთი სრული მეტრიკული სივრცის 

ჰომერომორფული არ არის. 

51. დაამტკიცეთ, რომ ყოველი ლოკალურად კომაქტური ჰაუსდორფის ტოპოლოგიური სივრცე 

ღიაა ყოველ თავის ჰაუხდორფის კომპაქტიფიკაციაში. 

52. დაამტკიცეთ, რომ ჰაუზდორფის ლოკალურად კომპაქტური სიერცის ყოველი ღია 

ქვესიმრაეუვლე ლოკალურად კომპაქტურია. 

53. გვთქვათ X ბმული ტოპოლოგიური სიერცეა. უწყვეტი ასახვა / : X –> ”ღებულობს როგორც 

დადებით ასევე უარყოფყით მნიშვნელობებს. დაამტკიცეთ, რომ არსებობს ისეთი Xე: C X 

წერტილი, რომ /(X·) =0. 

54. დაამტკიცეთ, რომ X ბმული ტოჰოლოგიური სივრცეა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ 

ნებისმიერი უწყვეტი ფუნქცია / :X –> # ნებისმიერ მის ორ მნიშენელობასთან ერთად 

ღებულობს ამ მჩნიშენელობებს შორის მოთაესებულ ყეელა მნიშვნელობას. 

55. დაამტკიცეთ. რომ თუ სრულად რეგულარული ბმული ტოპოლიგიური სივრცე შეიცავს ორ 

წერტილს მაინც. მაშინ მისი სიმილაერე კონტინიუმზე არანაკლებია. 

56. დაამტკიცეთ, რომ თუ M დაM ბმული ქეესიმრაელეებია X ტოპოლოგიური სიერცეში და 

Mო #6, მაშინ M C M ბმულია. 

57. დაამტკიცეთ, რომ თუ M და M ჩაკეტილი ქვესიმრავლეებია X ტოპოლოგიური სივრცეში, 

MსMდაMო.ოMV ბმული სიმრაელეებია, მაშინ # L) M ბმულია. 

58. დაამტკიცეთ, რომ თუ X პარაკომპაქტური ტოპოლოგიური სიერცეა, მაშინ ცილინდრი 

X X / ნორმალურია. 

§59. დაამტკიცეო, რომ პირველ არათელად თ, რიგობრივ რიცხეზე ნაკლები რიგობრივი 

რიცხვების სიმრავლე ინტერვალბით როგორც ბაზით წარმოქმნილი ტოპოლოგიური 

სტრუქტურით არაა პარაკომჰაქტური. 

60 დაამტკიცეთ, რომ თუ X პარაკომპაქტური ტოპოლოგიური სიერცეა, მაშინ მისი ყოველი ჩ. 

ტიპის ქვესიმრავლე პაქრაკომპაქტურია. 

სავარჯიშოები დიფერენციალურ გეომეტრიაში. 

L M წერტილი თანაბრად მოძრაობს 0V წრფეზე, რომელოც თანაბრად ბრუნაეს 0 

წერტილის გარშემო. შეადგინეთ წერტილის ტრაექტორიის განტოლება (ხრახნ'ელი 

წირი).
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2.01 წრფე თანაბარი კუოხური თ სიჩქარით ბრუნავს 0 წერტილის ირგელიე, M წერტილი 

მოძრაობს C# წრფეზე სიჩქარით, რომელიც პროპორციულია | CM | მანძილის. შეადგინეთ 

წერტილის ტრაექტორიის განტოლებ«–ლოგარითმული სპირალი). 

3. ძ რადიუსის წრე მიგორავს წრფეზე სრიალის გარეშე. შეადგინეთ იმ M წერტილის . 

ტრაექტორიის განტოლება, რომელიხც ხისტადა მიმაგრებული წრეზე და წრის ცენტრიდან 

დაშორებ'ულიაძ მანძილით(ციკლოიდა). 

4. ” რადიუსის წრეწირი მიგორაეს სრიალის გარეშე # რადიუსიან წრეწირზე გარედან. 

შეადგინეთ იმ M წერტილის ტრაექტორიის განტოლება, რომელიხც მდებარეობს მგორავ 
Vრეწირზე (ეპიციკლოიდა). 

5. ”რადიუსის წრეწირი მიგორავს სრიალის გარეშე/# რადიუსიან წრეწირზეშიგნიდან. 

შეადგინეთ იმ M წერტილის ტრაექტორიის განტოლება, რომელიხც მდებარეობს მგორავ 

სწრეწირზე (ჰიპოციკლოიდა). | 

6. იპოვეთ წირი, რომელიც მოცემულია განტოლებით / =7-+%!), C </I <ძ, თყ ეიცით, რომ 

L = #ი)ძ. #CI) > 0,სადაც 4(,) უწყვეტი ფუნქციაა, ძ კი არანულოვანი მუდღმივი ვექტორი. 

7. იპოვეთ წირი, რომელიც მოცემულია განტოლებით” =IX), –C</ <Cთ, თყ ვიცით, რომ 

„ =ძ. ,სადაც ძ არანულოვანი მუდმივი ვექტორია 

(//(# 
ზ.აჩვენეთ, რომ !··=*" I3 ცენტრალური ძალის გავლენით M წერტილი მოძრაობს მეორე რიგი! 

» 

ირზე. 

;. და—?შტკიცეთ· რომ ელექტრონის მოძრაობა მუდმივ მაგნიტურ ველში განისასღვრება 

დიფერენციალური განტოლებით: ”7'(I) =/ CV)X #/, საღაც #I = 00M§5!/ მაგნიტური ველის 

დაძაბულობაა. აჩვენეთ. რომ ამ დროს ელექტრონი მოძრაობს ხრახნულ წირზე. 

9. რა კუთხით გადაიკვეთებიან წირები:X” + #? =8, / =2X. 

10, რა კუთხით გადაიკვეთებიან წირები:X? +X? =8», #” = წულოს 
–XI 

. რა კუთხით გადაიკვეთებიან წირები:X> =4#, #=-–; +4' 
ჯ 

12. იპოვეთ შემდეგი პარამეტრიზირებული წირების ეკვივალენტური 

ბუნებრივადპარამეტრიზირებული წირიები და სიგრძეები: 
3 

ა)_!:=იძ|(1), ბ)?=:(;, ბ) »#X=X?, დ)V=IიX, ე) ”7=ძ0+0ძი0§თ), 
ძ 

ე) ”CI) =(თ(I –51ი!),თ(/ – C5/)), %)I(/) = (თ(C0§/ +/ 5თ/),ძ(51ი/ – I 05!)), თ) ” =4" 

13. იმოვეთ სემდეგი პარამეტრიზირებული წირის სიგრძე: 

X= -/' (თ)§ს)ით – / (თ)ლ05თ 

X= / (თ)%0§0 – / “((თ)ზი თ 

M. 0:ღერძის ირგელივ ბრუნავს წრეწირი, რომმელიც მოცემულია განტოლებითX = «+ხC0§V, 

2 =ხ5სV, 0<ხ<ძ. შეადგინეთ ამ ბრუნვითი ზედაპირის განტოლება. 

15 შეადგინეთ იმ ზედაპირის(კატენოიდი) განტოლება, რომელიც მიიღება )I=CC|·I(5·) 
ძ
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ჯაჭეწირის ბრუნვითCX» ღერძის გარშემო. 

16. შეადგინეთ იმ ზედაპირის(ფსეედოსფერო) განტოლება, რომელიც მიიღება 

I ! M 
.V=(“II"8(?+;)—“5I"I. თ Cთ%I); –;–(/(ჭ წირის(ტრაქტრისის) ბრუნეითმისი ასიმპტოტის 

გარშემო. 

17. გამოთვალეთ მეტრიკა სტანდარტულ ერთეულოვან სფეროზე §'-ში: 

ა) ღეკარტის კოორდინატებში, 

ბ)სფერულ . კოორდინატებში. 

18. გამოთვალეთ მეტრიკა სტანდარტულ ერთეულოვან |- - ,V: =LI ფსევდოსფეროზე ჯჯ -ში 

კოორდინატებით /,X,X: 

ა) დეკარტის კოორდინატებში X»X,”, 

ბ) კოორდინატებშით, ჯ, საღაც /0,დ,ჯ სფერული კოორღინატებიაჯ,”_ “ ში. 

19. გამოთეალეთშემდეგი პარამეტრიზირებული წირების სიმრუდეები: 

ა)»=5ი X (სინუსოიდა)წვეროებში, 

ბ)» = 90M=) (ჯაჭე წირი), 

გ) ? = ი” 6052თ (ლემნისკატა), 

დ)” = ით(1 + C05 დ)(კარდიოიდა), 

ე) # =ძთ (არქიმედეს სპირალი), 

ე) /+VC) =(ძ0C0§" /,ძ5ს1“ /)(ასტროიდა), 

ზ) /”(/) = (თ(/ –51ი7),თ(I/ –C05/))(ციკლოიდა). 

20. იპოეეთ ძ დახ ნახევარღერძების მქონე ელიფსის სიმრუდე წვეროებში. 

2L იპოვეთ იმ პჰარამეტრისირებული წირის სიმრუდე, რომელიც მოცემულია განტოლებით: 

ჯ#Cი ”)=0 

22. იპოეეთ იმ პარამეტრიზხირებული წირის სიმრუდე, რომელიც მოცემულია დიფერენციალური 

განტოლებით: #(X,)”')0X + C(X, 7/)ძ7/=0. 

23. შეცვალეთ პარამეტრი ”CI) =(0Cთ8/,ძ5)იI,ხ|!) ხრახნულ წირზე ნატურალური პარამეტრით. 

24. შეცვალეთ პარამეტრი 7#(I) = (ი' C05/,6C' §სIი/,“') წირზე ნატურალური პარამეტრით. 

25. შეცვალეთ პარამეტრი 7#(I) = (CM/,§M,I!)) ხრახნულ წირზე ნატურალური პარამეტრით. 

26. იპოვეთ სიმრუდე და გრეხა შემდეგი ჰარამეტრიზირებული წირების: 

ა) #CV) = (8·,6—·,1·/5). 

ბ) ”XV) =(2/,Iი/,/?), 
გ) /IX/) =(C' §1ი/,6' 005 ,,C'), 

დ) ”CI) =(3/ –/?,3/1,3/ +I/შ), 

ე) ”C/) =(60§' /,51ი“ /,6052/). 

27. იპოვეთ სიმრ„ვდე და გრეხა პარამეტრიზირებული წირისა, რომელიც მოცემულია 
განტოლებებით:
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ჯ « ბ #? =1, 

». –2X+27=0 

MVI.I.1) წერტილში. 

28. იპოვეთ სიმრუდე და გრეხა პარამეტრიზირებული წირისა, რომელიც მოცემულია 

განტოლებებით: 

X+5MX =8 /+ X, 

2+6' =X+სX1I+X)+I!I=0 

X#7(0.0,0) წერტილში. 

29. იპოვეთ ფრენეს რეპერი 

»=XCV", 
2=72(X) 

პარამეტრიზირებული წირისათვის. 

30. იპოვეთ ფრენეს რეჰერი ”(I) = (I”,1 –/,/?) პარამეტრიზირებული წირისათვის. 

იპოვეთ ხრახნული წირის ფრენეს რეპერი. 

31. დაწერეთ შემდეგი წირების ნატურალური განტოლებები: 

X=ძ060§' ,, 
ა) 
»= ი9ი"I; 

1 
ბ) –»=X2; 

გ) »=X”; 
დ) 7=)იჯ: 

ე) »=6”; 
(I 

X =ძ(I1ი(/(§ – +C0§/), ” (ი#5 ) 

X=ძ5სი/; 

ზხ) ”(CV)=თ(1+C05თღ); 

X=0ძ(6C05! +I!15Iი1) 
თ) · 

»#= ძ(§სიI –7605!) 

32. დაამტკიცეთ, რომ X” = 2თ>, X#” = 2ჩ2 ბრტყელი პარამეტრიზირებული წირია. 

დაამტკიცეთ, რომ სერეული ნამრაელი [7.,@.3—,@]=1, სადაც ” მთავარი ნორმალია,/8 
ა 

ბიჩნორმალი, ჟ წირის გრეხა. 

33.დაამტკიცეთ, რომ თუ წირი რეგულარულია და მისი სიმრუდე ნჩოლის ტოლია მაშინ ეს 

წირი წრფეა. 

74 დაამტკიცეთ, რომ თუ წირის ბინორმალი მუდმივია, მაშინ წირი ბრტყელია 

35, დაამტკიცეთ. რომ თუ წირი ბირეგულარულია და მისი გრეხა ნჩოლის ტოლია მაშინ ეს 

წირი ბრტყელია.
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36. გამოეთვალოთ შემდეგი პარამეტრიზირებული ზედაპირების პირეელი კვადრატული 
ფორმები: 

ა)/ =(090605VC00§V, 0519 V C005 V, თ51ი V) (სფერო), 
ბ) ” =(ძ0005VC005V,ხ51ი V 005 V, C51ი V) (ელიფსოიდი), 

გ) /' =(თV605V,ძV5 V,CV) (კონუსი), 

დ) ”=(ძ005V,ძ5)იV/,C/) (ცილინდრი). 

37. გამოვთვალოთ შემდეგი პარამეტრიზირებული ზედაჰპირების პირველი კვადრატული 
ფორმები: 

ა) ”= 0X(§5)+#40, 020=00M9!, (ცილინდრული ზედაპირი), 

ბ) / = V2(5)(კონუსური %ერაპირი), 

გ) /' = X(§)+ 7(C§)C90§C + /21(5)5Iი თ(არხული ზედაჰირი) 

დ) ” =(CთC))005M, თ(V)51ი , 0(V))(ბრუნვითი ზედაპირი), 

ე) ”=((7+ხ0ლ805V)00§/, (თ+ხC05»)51ი V, 6510 »)(ტორი), 

ე) ” =(X0ლ05V, V5Iი V, #V) (პელიკოიდი), 

ზ) ” = /X§5)+ 4X(§) (მთაეარ ნორმალთა ზედაპირი), 

თ) 7 = /X§5) + „48(5) (ბინორმალთა ზედაპირი). 

38. იპოვეთ პარამეტრიზირებული 

X=ძ85I)IMC05V, 

»=ძვ1ისV5VV, 

2=0ძ(იM% ;–| +005„/. 

სედაპირის(ბელტრამის ფსევღოსფერ[··)·ს) პირველი კვადრატული ფორმა. 

39. იპოეეთ კუთხეVX=V+I)I, /=3-” წირებს შორის, რომლებიც მდებარეობენ ზედაპირზე: 

X=V%605V, 7=V50V, 2 = ყ? 

40. სიბრტყეზე კოორდინატებით (V,») მოცემულია მეტრიკა ძ = ძV? +2ძV? იპოვეთ კუთხე 

V» =2IVდაV = –2/ წირებს შორის. 

იპოეეთ კუთხე V=2V+1და V =–-2!+1 წირებს შორის სიბრტყეზე კოორდინატებით (V,V) თ'უ 

მეტრიკა მოცემულია მატრიცით: 

21 

L4) 

4). შეამოწმეთ, რომ სიბრტყეზე კოორდინატებით (V,V) მატრიცი 

წ 1+V - 

_ 0+V? +»?)?) – » 1+V? 

განსაზღვრავს მეტრიკას და იპოვეთ V=//წირის სიგრძე. 

42. შეამოწმეთ, რომ სიბრტყეზე კოორდინატებით (I,V) მატრიცი
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ჯ' 1+V? – 

= 2 _ ე?3? 
(კ1-MV“ –V ) | –ს» 1+V” 

განსაზღვრავს მეტრიკას და იპოვეთ V =0წირის სიგრძე, როდესაც –1 <V<1. 

43. მოცემულია ზედაპირი» = (V5I0 V. MC05V, V) იპ(ივეთ 0 < I/ < §MV,0 < » <%ე. 

მრუდწირული სამკუთხედის: 

ა) ფართობი, 

ბ) გეერდების სიგრძე, 

გ) კუთხეების სიდიდე. 
44. იპოვეთ შემდეგი პარამეტრიზებული ზედაპირების მეორე კეადრატული ფორმები: 

” =(0CC5I(/C05V,ძ51ი I(C05V, ი 51ი V)(სფერო), 

ბ) # =(7C95((C05V,ხ 5» II C05 V,C 519 V) (ელიფსოიდი), 

გ) ” =(თ”7ი0§I/,ძV5Iი IV,CV) (კოჩუსი), 

დ) ” =(0CC5M/.ძ5სი ",CI)(ცილინდრი). 

45. დაამტკიცეთ. რომ სიბრტყის ნებისმიერი პარამეტრიზაციისას მისი მეორე კეადრატული 

ფორმა უდერის ნოლს. 

46. ევთქვათ მოცემულია ბრუნეითი ზედაპირი I-XI,დ) =(XCI), /XV)C0§თ, /XV)5Iი თ). 

იჰოეეთ: 

ა)სამ ზედაპირის მეორე კვადრატული ფორმა, 

ბ) გაუსის სიმრუდე. 

გ) საშეალო სიმრუდე. 

47. დაამტკიცეთ, რომ თუ ზედაპირის გაუსის ღა საშუალო სიმრუდეები ნულია, მაშინ ეს 

ზედაპირი სიბრტყეა ან მისი ნაწილი. 

48. ვთქვათ წირი მოცემულია / = /X5) ბუნებრივი პარამეტრიზაციით, და X(§)მისი 

ერთეულოვანი მხები ვექტორია. იპოვეთ ამ წირის ერთეულოვანი მხები ვექტორებით აღწერილი 

ზედაპირის „(5,V/) = /X5) +VI(C5), V > 0გაუსისა და საშუალო სიმრუდეები, თუ ამ წირის 

სიმრუდე და გრეხა ყველგან განსხვავებეულია ნულისაგან. 

ქმ. იპოვეთ 2 = /(X,/) ზედაპირის გაუის სიმრუდე და გრეხა. 

50. იპოეეთ სიმრუდეები მთავარი მიმართულებებით ” =X|85 განტოლებით მოცემული 
ძ 

ზედაპირისათეის, 

51. იპოვეთ გაუსის და საშუალო სიმრუდეები ზედაპირისათვის: 

X=VC05V. /#=V5სV 2=V+V 

52. იპოვეთ გაუსის ღა საშუალო სიმრუდეები ზედაპირისათვის: 

ჯXჯ=3V+3V – / 7=V" –3V-3V?V, 2 = 3(V? –V72) 

5 განსასღერეთ
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მ მ? 
ა)7, =—/–. ბ)7, = # ტენსორთა ვალენტობები იმ წერტილებში, სადაც / ფუნქციის 

2X, მ%,მX, იი 

გრადიენტ ნულის ტოლია, 

ბ) 7 წრფიეი ოპერატორის მატრიცის კომპონენტები, 

ბ)1,ე ორაღწრფივი ფორმის მატრიცის კომპონენტები. 

53, ვაჩვენოთ, რომ 

0, ჯ# /, 

ტენზორის ვალენტობაა 011) 

54 ვაჩვენოთ, თუ რომ მატრიცი #,(») არაგადაგვარებული,სიმეტრიული და დადებითად 

განსასღვერულია X,,X,,.-...X, კოორდინატთა სისტემაში, მაშინ იგი ასეთივე იქნება ამ 

კოორდინატთა სისტემის ნებისმიერი რეგულარული გარდაქმნით მიღებულ კოორდინატთა 

სისტემაში. 

55. განსასღვრეთ X7” ტენსორთა ეექტორული სივრცის განზომილება. 

5რ დაამტკიცეთ. რომ(2,0) ვალენტობის ტენზორი ცალსახად წარმოიდგინება სიმეტრიული და 

ირიბსიმეტრიული ტენზორების ჯამის სახით. აჩეენეთ, რომ (3,0) 

ვალენტობის ტენსორებისათვის ეს ასე არაა. 

57. თუ რიცხეთა კრებ·ულიჰ”·””“” ისეთია რომ ფიქსირებულიძ < ი ნატურალური რიცხვისათვის 

·5·”··=··”·”7·| ი ტენზსორია ნებისმიერი?ჯ·,·:_კ· სახის ტენზორისათეის, მაშინ 

§ M ტენზორია. 

58. დაამტკიცეთ, რომ თუწ, სიმეტრიული ტენზორია ხ" ირიბსიმეტრიული, მაშინ 

§, ხი =0. 

59. იპოვეთ 7 =0, რ4' C046 +2, C(! CC”' კოორდინატები ბაზისში 

(0,,6;) = C )1 ! C),6:) = (46,,6ე = 

60. იპოვვეთ (0, +6,))C0(0, –0ე) კოორდინატები. 

61. გამოიყენეთ 6 C 6' ტენსორით განსაზღვრული წრფივი ოპერატორი 6, +0, +6, +6, 

ვექტორზე. 
62 დაამტკიცეთ, რომ თუ 1·„* და V,: ბმებია გლუე მრავალსახეობაზე, მაშინ 

ა)1·,7 +V,·;·“ ბმაა ამავე მრავალსახეობაზე, 

ბ) თუ 1··; და?; ბმებს აქვთ ერთიდა იგივე გეოდეჭზიურები, მაშინ CI·; +,თ|·|* ბმასაც იგიეე 

გეოდესიური აქეს, თუ»+)/ =1, 

გ.) ეაჩვენოთ, რომ ორი ბმის სხვაობა(გრეხა) I·; –V; (I1,2) ტიპის ტენზორია დაყველა
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(0.2) ტიპის ტენხორი შეიძლება ორი ბმის სხვაობად წარმოვადგინოთ. 

63. ვაჩვენოთ, რომ კოვარიანტული წარმოებული რაიმე წირის გასწვრივ დამოკიდებულია 

მხოლოდ ბმათა კოეფიციენტების მნიშენელობაზე ამ წირზე. 

64. გამოვთეალოთ კრისტოფელის კოეფიციენტები ევკლიდის მეტრიკისა პოლარულ 

კოორდინატებში სიბრტყეზე. 

65. გამოკთვალოთ კრისტოფელის სიმბოლოებიმეტრიკისათვის 

ძ§? = 2(V,VXძV? + ძV”). 

66. გამოავთვალოთ კრისტოფელისსიმბოლოები სფეროზე მეტრიკისათვის 
2 |2 

ა)ძს” = ძ0? +§Iი? რ/ი?, ბეთ? = (% +9/ ) . 
(4 + X2 +)”2)2 

67. გამოვთვალოთ კრისტოფელისსიმბოლოები ლობაჩევსკის სიბრტყეზე მეტრიკისათვის 

ის? + თი» _ 4(9-? +I' ”ძდღ”) 
2 

ა)ძვ? = „ ბაძ§? = (1—7·2)2 

68. გამოვთვალოთ კრისტოფელის სიმბოლოები 

#CIV.V)=(V0C05V, V510 V, /IV) 

ჰელიკოიდისათვის. 

69. გამოვთვალოთ კრისტოფელის სიმბოლოები 

” ”/ . 
I(I/,V) =(ძ0ს-C605V, 05§5M-5I V, „") 

ძ ძ 

კატენოიდზე. 

70. გამოთვალეთ, რა კუთხით შემობრუნდება მხები ვექტორი სფეროზე პარალელური 

გადატანის დროს: 

ა)0 = მშეანუ პარალელის გასწერივ. 

ბ)თ= თ, ანუ მერიდიანის გასწერივ. 

71,გამოთვალეთ, რა კუთხით შემობრუნდება მხები ეექტორი ბრუნვით ზედაპირ'ხე პარალელური 

გადატანის დროს პარალელის გასწვრივ. 

ა)0 =მსანუ პარალელის გასწერივ. 

ბ)თდ=Cთ, ანუ მერიდიანის გასწერიე. 

72. დაამტკიცეთ: 

უ _I1 .მ 1 მ 
ა)1·|·|· –;ჯ!ივ=—7["ჯ/—; 

V8 

ბეწქე = 19 (/ ' ჯ/;მ;·ქ . 

გ)?,” = %·–ვ— V§91”) +L)?7” 
::4 თ 

73.დაამტკიცეთ, რომ გეოდეზიური წირი ორგანზომილებიან ზედაპჰირზე ეეკლიდეს # სიერცეში 

სრულად ხასიათდება მისი გეოდეზიური სიმრუდის ნულთან ტოლობით თვითოეულ წერტილში 

74. დაამტკიცეთ, რომ სიბრტყის გყოდეზიური წირები მხოლოდ წრფეებია.
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75. დაამტკიცეთ. რომ მერიდიანები ბრუნვით ზედაპირებზე წარმოადგენენ გეოდესიურ წირებს. 
76. დაამტკიცეთ, რომ პარალელი ბრუნვით ზედაპირზე მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება 
გეოდეზიური, როდესაც მერიდიანის მხები ზედაპირის ყეელა წერტილში პარალელურია 
ბრუნეის ღერძისა. 

77. იპოვეთ გეოდეზიურიები: 

ა)ორ განზომემილებიანი სფეროსი, 

ბაცილინდრული ხედაპირის #”-ში, 

გაწრიული კონუსისX»” + »: = 2? 

78. იპოვეთ” = (VC0§V/, V5Iი V, #V)პელიკოიდი გეოდეზიური წირები 

79. იპოვეთ გეოდეზიური წირები ზედაპირისა ძL” = VX(ძV? +ძV?) პირველი კვადრატული 

ფორმით. 

80. იპოვეთ # =(0605/, ძ5)ი/, ხI) ხრახნული წირის გეოდეზიური სიმრუდე 

” =(V005V, V5I0M, #V)ჰელიკოიდზე. 

81. გამოვთვალოთ სკალარული სიმრუდე: 

ა) # რადიუსიანი სფეროსი #,-ში, 

ბ) 7··1ტორისა #კ-ში, როგორც ბრუნვითი ზედაპირისა. 

ბგ) ”: ტორისა #, = C7(2,M)-ში. რომელიც მოცემულია განტოლებებით!| 2|” +|I#|I”=1, | 2I5 MII. 

დ) ლობაჩევსკის სიბრტყის, 

ე) სწორი წრიული კონუსისა #.კ-ში, 

ვ) ცილინფრული ზედაპირისა #ჯ-ში, 

ზ) I რადიუსიანი 5” სფეროსი #”'-ში, 

82 გამოთვალეთ სიმრუდის ტენზორი §' სფეროსი სფერულკოორდინატებში. 

83.დაამტკიცეთ, რომ, რიჩის ტენზორი (ირგანზომილებიანი ზედაპირებისათვის პროპორციულია 

მეტრიკული ტენზჯორის. 

84. დაამტეიცეთ, რომ ევკლიდეს სამგანხომილებიანი სიერცის ორგანხომილებიანი ზედაპირის 

სიმრუდის ტენზორი გამოითვლება ფორმულით: 

ჩ·;* =M#L(CV,§, =9.95/). 

85 დაამტკიცეთ, რომ თუ დიფერენციალური ფორმებიდ,,რ,.....დ, C ” “ წრფივად 

დამოკიდებულია, მაშინ ფორმად, / C; /#.../თდ, =0. 

86. გამოთეალეთ შემდეგი დიფერენციალური ფორმების გარე დიფერენციალი: 

ა) 27?ძხ / ის/+(27 + 23/)რ% /+ძ, 

ბ) 13Xი + 7/?0ს/ + )ე>თ” , 

გ) (X+2)/”)(№/X(1X+%@#C#) 

დ) (XXხ; + 1#L/) / X? + ჯ” 

87. ვაჩეენოთ, რომ გრინის სტოქსის და გაუს-ოსტროგრადსკის ფორმულები #,კ წარმოადგენენ 

კერძოშემთხვევას სტოქსის განზოგადოებული ფორმულისა გლუე მრაეალსახეობაზე.
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§ გამოთვალეთ ინტეგრალი(§) = X?თI// თი + /' ძ5 „ ძX+ 210 / ძ დიფერენციალური ფორმისა 

X=M4+V. #=M=V. 2 =Iი' განტოლებებით განსაზღერულ ზედაპირ%ზე მდებარე 

–1<V<1. -–1<X7»<I კვადრატზე კოორდინატთა სისტემაCV/,V) იგულისხმება დადებითად 

ორიენტირებული. 

89. ვიპოვოთ ფუნქციის გრადიენტ სფერულ კოორდინატებში: 
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