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სტუდენტებისა და მაგისტრანტებისთვის გამიზნული ეს სახელმძღვანელო ოთხნაწილიანია· 

| ნაწილიში შეტანილია ავტორის მიერ 2015 წელს გამოცემული (თსუ), გადამუშავებული 

და ნაწილობრივ გაფართოებული “ფურიეს მწკრივები”. 

II ნაწილში თავმოყრილია ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის ფურიეს ერთგანზომილებია– 

ნი, ცვლადკოეფიციენტებიანი მწკრივების შესახებ ავტორის მიერ 2017 წელს დაწყებული 

მუშაობის შედეგები. გამოვლენილია ამ მწკრივების უპირატესობა ფურიეს ორმაგ მწკრი– 

ვებთან შედარებით კრებადობასა და შეჯამებადობის რიმანის მეთოდთან დაკავშირებით –– 

მოცემულია ორი ცვლადის ჯამებადი ფუნქციის წარმოდგენა მასთან ასოცირებული ფურიეს 

ერთგანზომილებიანი ორი მწკრივის #2–ჯამებით. 

II ნაწილი მოიცავს რიმანის მიერ ერთი ცვლადის ფუნქციისთვის შემოღებული გლუვობის 

გავრცელებას ორი ცვლადის ფუნქციაზე და დადგენილია ორი ცვლადის გლუვი ფუნქციების 
მრავალი თვისება. 

IV ნაწილში თავმოყრილია ორმაგ მწკრივებზე ცნობილი ზოგიერთი შედეგი. აგრეთვე, 

მოყვანილია ახალი შედეგები: ერთზე მეტ ხარისხში ჯამებადი ორი ცვლადის ფუნქციის ფუ– 

რიეს განმეორებითი მწკრივების თითქმის ყველგან კრებადობა, თეორემა ფურიეს ორმაგი 

მწკრივის წევრობრივი ინტეგრების მართლზომიერებაზე. 

რედაქტორი: ფიზიკა–მათემატიკის მეცნიერებათა დოქტორი, 

პროფესორი შაქრო ტეტუნაშვილი 

რეცენზენტები: ფიზიკა-მათემატი კის მეცნიერებათა დოქტორი, 

პროფესორი ალექსანდრე მესხი 

ფიზიკა–მათემატიკის მეცნიერებათა დოქტორი, 

პროფესორი გიორგი ონიანი 

კომპიუტერული უზრუნველყოფა: მაია ჯაფოშვილი 

გამოცემულია ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის 

საუნივერსიტეტო საგამომცემლო საბჭოს გადაწყვეტილებით. 

C)ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის გამომცემლობა, 

ანდრია რაზმაძის სახელობის მათემატიკის ინსტიტუტი, 2024 
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რეზიუმე 

ომარ ძაგნიძის წიგნისა 
“ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები 
ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის” 

ფუნქციათა წარმოდგენის პრობლემის განხილვისას ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა სის– 

ტემისადმი, სიმბოლურად (#') სისტემისადმი, განსაკუთრებული ყურადღება გამოწვეულია 

იმით, რომ წარმოსადგენ ფუნქციას (7”') სისტემა უყენებს გაცილებით სუსტ პირობას, ვიდრე 

ალგებრული (-4) სისტემა: (7') სისტემისთვის საკმარისია პირველი რიგის წარმოებულის 

არსებობა და ეს მაშინ, როცა (/4) სისტემისთვის ყველა რიგის წარმოებულის არსებობაც კი 

არ კმარა! 

წინამდებარე წიგნი ოთხნაწილიანია. 

ხუთი თავისგან შედგენილ | ნაწილში შეტანილია ავტორის მიერ 2015 წელს გამოცემული 

(თსუ), გადამუშავებული და გაფართოებული “ფურიეს მწკრივები”. სახელდობრ, თავი 1– 

ში გადმოცემულია ძირითადი ცნებანი; თავი 2–ში –– ფურიეს მწკრივთა ზოგადი საკითხე– 
ბი; თავი 3-ში – ფურიეს მწკრივთა კრებადობის ზოგადი საკითხები; თავი 4-ში -–– ფურიეს 

მწკრივთა კრებადობის საკითხები, რომელშიც დამატებულია ფურიეს მწკრივის კრებადო– 

ბის რიმანის ნიშანი და ფურიეს მწკრივის (საზოგადოდ, განშლადის) წევრობრივი ინტეგ– 
რების მართლზომიერების შესახებ ლებეგის თეორემის შებრუნებული თეორემა; თავი 5– 

ში –– რიცხვითი და ფურიეს მწკრივების სხვადასხვა მეთოდით შეჯამებადობის საკითხები; 

ამ თავში დამატებულია რიმანის მწკრივის კერძო ჯამისთვის ორმაგი ზღვრის არსებობის 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა და ამ პირობის გამოყენება ა. კოლმოგოროვის ყველ– 
გან განშლად ფურიეს მწკრივისთვის. 

წიგნის!(,III, IV ნაწილები მიძღვნილია ორი ცვლადის ჯამებადი ფუნქციებისთვის ფურიეს 

ორმაგი და ერთგანზომილებიანი მწკრივებისადმი (ცვლადი კოეფიციენტებით). 

II



IV რეზიუმე 

მიუხედავად იმისა, რომ ფურიეს ჯერადმა ტრიგონომეტრიულმა მწკრივებმა გამოყენე– 
ბა ჰპოვა პროგნოზირების თეორიაში (იხ. LICI50ი LI. მიძ L CVVყც6ი5I8ძ6L 0., /##CL8 M2ჯჩ. 99 

(1958), ი0. 3-4, 165-202; II–– #CL8 MგLი. 106 (1961), ო0. 3-4, 175–213), ორი ცვლადის ფუნ– 

ქციის წარმოდგენის საკითხში ფურიეს ორჯერად მწკრივს აღმოაჩნდა ისეთი უარყოფითი 

თვისება, საზოგადოდ, რომლის ანალოგი არ შეიძლება გააჩნდეს ერთი ცვლადის ფუნქციის 

ფურიეს მწკრივს. ამას ეძღვნება წიგნის II ნაწილი. 

სახელდობრ, 1971 წელს გამოქვეყნდა ჩ. ფეფერმანის ნაშრომი |72), რომელშიც დადგე– 
ნილია ორი ცვლადის ყველგან უწყვეტი და თითოეული ცვლადის მიმართ 2ჯ პერიოდული 

ისეთი ” (ჯ, /) ფუნქციის არსებობა, რომლის ფურიეს ორჯერად § I მწკრივს არ გააჩნია 

მართკუთხედების მიხედვით კრებადობის ერთი წერტილიც კი! 

ავტორის მიერ 2017 წელს გამოქვეყნებულ |66| ნაშრომში განვითარებულია სრულიად 

ახალი მეთოდი, რომლის მიხედვით »–განზომილებიან (–»., »1” კუბში ჯამებად და თითოე– 

ული ცვლადის მიმართ 2ჯ პერიოდულ /(::), > = (2:1, . . . „2'„), ფუნქციასთან ასოცირდება 

თითოეული ცვლადის მიმართ ფურიეს » რაოდენობის 5( /I|, . . . , 51 / „ მწკრივი, რომელ– 

თა კოეფიციენტები დამოკიდებულია დანარჩენ ჯ – 1 რაოდენობის ცვლადზე. 

დადგენილია ასოცირებული მწკრივის წერტილზე კრებადობის აუცილებელი და საკმა– 

რისი პირობა. კერძოდ, დადგენილია ჩ. ფეფერმანის უწყვეტ ” (5;, /) ფუნქციასთან ასოცი– 

რებული 5(/:II და 5/ 12 მწკრივების კრებადობა |- », »|? კვადრატის თითქმის ყველა («,ყ) 
წერტილზე #-”(>, ყ) მნიშვნელობისკენ! ამასთან ერთად, აღნიშნულია ჰანტის თეორემის |75| 

მართებულობა ორი ცვლადის ##7I –»,»)2, » > 1, კლასის ფუნქციასთან ასოცირებული 

მწკრივებისთვის (იხ. თეორემა 6.3.4). 

გარდა ამისა, დადგენილია: |–», #12 კვადრატზე ჯამებად / ფუნქციასთან ასოცირებული 

ორივე 5(/II და 5I/ 12 მწკრივი შეჯამებადია რიმანის მეთოდით თითქმის ყველა (ჯ,ყ) C 

|–», #)? წერტილზე / (ჯ, ყ) მნიშვნელობისკენ (იხ. თეორემები 6.4.2 და 6.4.3). 

ამით მრავალი ცვლადის ფუნქციებისთვის დასაბამი მიეცა სრულიად ახალ მიმართულე– 

ბას ფურიეს ერთგანზომილებიან ცვლადკოეფიციენტებიან მწკრივთა თეორიაში! 

რადგან ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს მწკრივი კრებადია ამ ფუნქციის გლუვობის წერტილ– 

ზე, თუკი ასეთი წერტილი გააჩნია ფუნქციას (იხ. თეორემა 4.10.1), ამიტომ ბუნებრივად გაჩ– 

ნდა საჭიროება რიმანის აზრით გლოვობის ცნების გავრცელებისა ორი ცვლადის ფუნქცი– 

ებზე, რასაც ეძღვნება წიგნის 'III ნაწილი. 

ამ ნაწილში ორი ცვლადის ფუნქციისთვის შემოღებულია გლუვობის ცნებანი: ერთობლი– 

ვად ორი ცვლადის მიმართ, თითოეული ცვლადის მიმართ, თითოეული ცვლადის მიმართ 

კუთხურად და თითოეული ცვლადის მიმართ განზოგადებულ კუთხურად.



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის V 

დადგენილია, რომ ერთობლივად ორი ცვლადის მიმართ გლუვობა იწვევს თითოეული 

ცვლადის მიმართ ორივე სახის გლუვობას, ხოლო განზოგადებული კუთხური გლუვობა იწ– 

ვევს ცვლადთა ერთობლიობით გლუვობას (იხ. თეორემა 7.8.1). ეს თეორემა საშულებას 

იძლევა დავასკვნათ ფუნქციის გლუვობა, მისი თითოეული ცვლადის მიმართ განზოგადე– 

ბული კუთხური გლუვობისას! 

გარდა ამისა, რადგან არსებობს ერთი ცვლადის ყველგან გლუვი ფუნქცია, რომელსაც 

წარმოებული გააჩნია მხოლოდ ნულზომიან სიმრავლეზე, ამიტომ წიგნში განხილული და 

დადგენილია ორი ცვლადით გლუვობის წერტილზე ფუნქციის დიფერენცირებადობის საკ– 

მარისი პირობები: ექსტრემუმის არსებობა, სიმეტრიულად დიფერენცირებადობა, 

ერთ–ერთი მხრიდან დიფერენცირებადობა. 

კარგადაა ცნობილი ის მრავალფეროენება, რაც თანმდევია მრავალგანზომილებიანი 

ანალიზისთვის. უფრო კონკრეტულად: არსებობს ორმაგი მიმდევრობის და, შესაბამისად, 

ორმაგი მწკრივის კრებადობის სხვადასხვა ცნება. ორმაგი მწკრივისთვის არსებობს კრე– 

ბადობა: მართკუთხედების მიხედვით, კვადრატების მიხედვით, წრიული და სამკუთხოვანი. 

წარმოდგენილ წიგნში განხილულია მხოლოდ მართკუთხედების მიხედვით (პრინგსჰაიმის 

აზრით) და კვადრატების მიხედვით კრებადობანი. 

IV ნაწილის 8.1-8.8 პარაგრაფებში თავმოყრილია ორმაგ ტრიგონომეტრიულ, კერძოდ, 

ფურიეს ორმაგ მწკრივებზე სხვადასხვა მონოგრაფიასა თუ საჟურნალო ლიტერატურაში 

გადმოცემული ის შედეგები, რომლებიც შეესაბამება ერთჯერადი მწკრივებისთვის ცნობილ 

ძირითად შედეგებს: კანტორ-–ლებეგის თეორემას, დანჟუა-ლუზინის თეორემას, ბესელის 

იგივეობას და უტოლობას, პარსევალის ტოლობას და რისი–ფიშერის თეორემას, რიმან– 

ლებეგის თეორემას ფურიეს კოეფიციენტების ნულისკენ კრებადობის შესახებ. ამით დაკ– 

მაყოფილებულია მკითხველის ბუნებრივი სურვილი იმის შესახებ, რომ კომპაქტურად იხი– 

ლოს კლასიკური შედეგების გავრცელება ორმაგ მწკრივებზე. 

პარაგრაფში 8.9 დადგენილია ერთზე მეტ ხარისხში ჯამებადი ორი ცვლადის ფუნქციის 

შესაბამისი ფურიეს განმეორებითი ორივე მწკრივის თითქმის ყველგან კრებადობა (იხ. თე– 

ორემა 8.9.1). კერძოდ, ამ თეორემას ადგილი აქვს ჩ. ფეფერმანის უწყვეტი ფუნქციისთვის 

(იხ. თეორემა 8.9.2), რომლის ფურიეს ორმაგ მწკრივს არ გააჩნია, მართკუთხედების მი– 

ხედვით კრებადობის ერთი წერტილიც კი (იხ. პარაგრაფი 6.3 და კერძოდ, დასკვნა 6.3.5). 

პარაგრაფებში 8.10, 8.11 და 8.12 მოცემულია ფურიეს ორმაგი მწკრივის მართკუთხოვანი 

კერძო ჯამების ინტეგრალური წარმოდგენა, მართკუთხედებით კრებადობის აუცილებელი 

და საკმარისი პირობა და კვადრატით ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს ორმაგი მწკრივის თით– 

ქმის ყველგან კრებადობა –- ნიკოლოზ (კიტა) თევზაძის თეორემა 8.12.1. აქვე (იხ. შედე–



VI რეზიუმე 

გი 8.12.5) მოცემულია ჩ. ფეფერმანის ”#-(«, ,) ფუნქციის ყველა თვისებათა ნაკრები. 

ზემოთ აღნიშნული იყო ლებეგის მნიშვნელოვანი თეორემა იმის შესახებ, რომ ფურიეს 

მწკრივის წევრობრივი ინტეგრება, თუნდაც ის განშლადი იყოს ყველგან, მართლზომიერია 

(იხ. თეორემა 4.15.1 და შედეგი 4.15.2). 

ამ თეორემების გავრცელება ფურიეს ორმაგ მწკრივებზე მოცემულია ავტორის 2014 და 

2017 წლების შრომებში |65| და |67I. აქ დამტკიცებულია 

) 

2 : ხ"!" 

I(/7(. 
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მწკრივის კრებადობა და 

Cთი _ = ხთი 

I .- 
IსიI>1, |ი|I>1 ჯი.ი=1 

ტოლობა, სადაცი,, , წარმოადგენს ფურიეს ორმაგი ექსპონენტური მწკრივის კოეფიციენტს. 

ეს შედეგი შეესაბამება ფურიეს ერთჯერადი მწკრივებისთვის ცნობილ შედეგებს: ჭ I–;;·L 
?L=1 

კრებადია და 

თ · = ხი –“=- ს -. -. X 
აქვე აღნიშნულია (იხ. პარაგრაფი 8.15), რომ ლოკალიზების რიმანის პრინციპს ადგილი 

არ აქვს ფურიეს ორმაგი მწკრივის მართკუთხედების მიხედვით კრებადობისას. 

დამტკიცებულია, რომ ორი ცვლადის ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს განმეორებითი მწკრი– 

ვები /:2 შეჯამებადია თითქმის ყველგან (იხ. პარაგრაფი 8.16). 

მიმაჩნია, რომ წინამდებარე წიგნი წარმატებით შეასრულებს გზამკვლევის ფუნქციას 

ზუსტი და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტის ბაკალავრებისთვის, მაგის– 

ტრანტებისა და დოქტორანტებისთვის თბილისის, ქუთაისის, ბათუმისა და თელავის უნი– 

ვერსიტეტებში.
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ნაწილი I 

ფურიეს მწკრივები ერთი ცვლადის 

ფუნქციებისთვის





შესავალი | ნაწილისათვის 

ფუნქციათა თეორიის უმნიშვნელოვანესი პრობლემაა მოცემული ფუნქციის წარმოდგენა 

შედარებით მარტივ ფუნქციათასსისტემის მეშვეობით. მარტივ ფუნქციათა ძირითადი სისტე– 

მებია: დამოუკიდებელი ცვლადის ნატურალურმაჩვენებლიანი სისტემა და დამოუკიდებელი 

ცვლადის ჯერადარგუმენტიან ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა სისტემა. 

წარმოსადგენი ფუნქციის მიმართ წაყენებული მოთხოვნა – პირობა დამოკიდებულია 
იმაზე, თუ რომელი სისტემის მიმართ განიხილება მისი წარმოდგენა. 

ხარისხოვანი მწკრივით / ფუნქციის წარმოდგენის საკითხი რაიმე ე:ე წერტილის მიდა– 

მოში იწყება ფუნქციისთვის ტეილორის მწკრივის კოეფიციენტების პოვნით, რისთვისაც სა– 

ჭიროა ვიცოდეთ / ფუნქციის ყველა რიგის /C-)(ჯ0) წარმოებულის მნიშვნელობა ჯე წერ– 
ტილზე. 

მაგრამ, რიცხვითი /VM)(ჯი) მიმდევრობის ვერავითარი კარგი თვისებები ვერ უზრუნ– 
ველყოფს / ფუნქციის წარმოდგენას ტოლობით 

ი „(.)/,. 

/ფ = 3 550 C - დი)ჩ C) 
ი»/-=0 

მართლაც, ნამდვილ რიცხვთა ყოველი ი, მიმდევრობისთვის არსებობს ფუნქციათა არა– 

თვლადი სიმრავლე, თითოეული რომელთაგანის მაკლორენის მწკრივის კოეფიციენტებია 

თ რიცხვები (80|. ეს ფაქტი წარმოადგენს ე. ბორელის შემდეგი თეორემის (26, გვ. 60-64| 

სრულყოფას: ნამდვილ რიცხვთა ყოველი ი, მიმდევრობისათვის არსებობს ისეთი /; ფუნ– 

ქცია, რომლის მაკლორენის მწკრივია ჭ თიგჯ" ახუ, რაც იგივეა, /V/(')(0) = ი. 
ი=:0 

ამ თეორემის არაბორელისმიერ დამტკიცებაში |80| გამოყენებულია ი, = 7»! მიმდევ– 

რობის შესაბამისი » ფუნქციის კონსტრუირების მეთოდი, რომლის მაკლორენის მწკრივი 

ჭ თIჯ% კრებადია მხოლოდ ჯ» = 0 წერტილზე (15, გვ. 90-93). ამასთან დაკავშირებით 
ი=0 

საინტერესოა X(ჯ) = 6-1/=”, როცა ე; # 0 და X(0) = 0 ფუნქციის შემთხვევა, რომლის 

მაკლორენის მწკრივის ყოველი შესაკრები ნულია XCI(0) = 0 ტოლობის გამო და ამიტომ 

ვ



C ბილი 6 ი–ისაუბ ეპავალი) ს:წილისაფთ 

უს პიკოივი პრებადია ხულისკენ ყველა » = (– X < ) წერტილზე მიუხედავად იმისა, რომ 

ჯ ფუნქცია §- კლია პხოლოდ » = 0 წერტილზე 13. გვ. :02-103). 

აჟედან ამკარაა. რომ წარმოსადგენი თუნქციის წარმოებულები გარკვეულ პირობას უნ– 

და აკმაყოფილებდეს არა მხოლოდ ჯე წერტილზე, არამედ ჯე წერტილის მიდამოშიც! 

ასეთია ა. პრინგსპაიმის აუცილებელი და საკმარისი პირობა |26, გვ. 50I': 

MM (თ) – 500 |/'I(თ)| ( =0.1....) 
V ჩCLი.ხ) 

მიმდევრობის შემოსაზღვრულობა არის აუცილებელი და საკმარისი იმისა, რომ (+) ტოლო– 

ბა შესრულდეს ყველა იმ » C (ი.L) წერტილზე, რომელიც აკმაყოფილებს |დ – ჯი| < 2 
პირობას. 

მწირი დიფერენციალური თვისებების მქონე ჯამებადი ფუნქციის წარმოსადგენად გამო– 

იყენება ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივი. ასეთი მწკრივის კოეფიციენტები ყოველი 

ჯამებადი ფუნქციისთვის კრებადია ნულისკენ, ხარისხოვანი მწკრივის კოეფიციენტებისგან 

განსხვავებით! 

ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივის კრებადობის დასადგენად შესაბამისი ფუნქციის– 

კენ ცნობილია უ. დინის, კ. ჟორდანის, ვალე–პუსენის, ა. ლებეგის და სხვა ნიშნები. 

ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივის კრებადობის საკითხში პრინციპული მნიშვნელო– 

ბის თეორემა ეკუთვნის ა. კოლმოგოროვს, რომელმაც 1926 წელს დაადგინა ისეთი ჯამე– 

ბადი ფუნქციის არსებობა, რომლის ფურიეს მწკრივი განშლადია ყოველ წერტილზე ჯ». C 

(-–2-,+02C). 

უფრო ადრე კი – დიუბუა–რეიმონმა 1876 წელს, ა. ლებეგმა 1% წელს და ლ. ფეირმა 

1910 წელს, დაადგინეს უწყვეტი ისეთი ფუნქციების არსებობა, რომელთა ფურიეს მწკრივები 

განშლადია რომელიღაც წერტილებზე. 

ამასთან ერთად, ფურიეს მწკრივების წერტილოვანი კრებადობის საკითხში კარგად მუ– 

შაობს დინის, ჟორდანის, ვალე–პუსენის და ლებეგის ნიშნები. აქვე უნდა აღინიშნოს ლე– 

ბეგის მნიშვნელოვანი თეორემა იმის შესახებ, რომ ყოველი ჯამებადი / ფუნქციის ფური– 
2 

ეს ·5·[ წ ] მწკრივის წევრობრივი ინტეგრებით [0, 27?]–ზე მიიღება ]" # (1:) ძე; ინტეგრალისკენ 

0 

კრებადი მწკრივი, თუნდაც 5/ | განშლადი იყოს ყველგან, რასაც ადგილი აქვს კოლმოგო– 
როვის მწკრივისთვის. ამ საკითხებზე საუბარია წიგნის მე–4 თავში. 

ყოველივე ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს პრობლემა: შესაძლებელია თუ არა ჯამე– 

ბადი / ფუნქციის ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივი გამოყენებული იქნას /(>) მნიშვნე– 

1საკმარისობა დამტკიცებულია |55, გვ. 2871-ში. 



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 5 

ლობების მისაღებად? 

ამ პრობლემის გადაწყვეტას ემსახურება ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივის წევრე– 

ბის “შეშფოთება” პარამეტრიანი მამრავლით – მაშფოთებელი მამრავლით, რომლის 

ზღვარია 1. 

თუ შეშფოთებით მიღებული მწკრივი კრებადია და მის ჯამს კი გააჩნია ზღვარი პარამეტ– 

რის მიმართ, მაშინ თავიდან აღებულ მწკრივს ეწოდება შეჯამებადი იმ მეთოდით, რომელიც 

შეესაბამება პარამეტრიან მამრავლს (იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.5). 

ამ მიმართულებით ცნობილია ბ. რიმანის, ე. ჩეზაროს, აბელ–პუასონის, ა. ლებეგისა და 

სხვა მეთოდები, რომელნიც თითქმის ყველგან აჯამებენ ყველა ჯამებადი / ფუნქციის ფუ– 

რიეს 5I /| მწკრივს ჯ–ის მნიშვნელობებისკენ, მათ შორის, კოლმოგოროვის ყველგან გან– 

შლად მწკრივსაც კი. ეს მეთოდები, გარდა ლებეგის მეთოდისა, რეგულარულია. ეს ნიშნავს, 

რომ ყოველ კრებად მწკრივს ის აჯამებს თავისივე ბუნებრივი ჯამისკენ. 

ჭ თ, მწკრივის შეშფოთებას მისი ი, წევრის გამრავლებით მაშფოთებელ (C»,.( · ) ფუნ– 
L=0 

ქციაზე, შეიძლება ეწოდოს ამ მწკრივისთვის: 

(1) (C1) მეთოდის მამრავლი, თუ 

1–—·, როცა 0<#L<7ჯ, 
ს;ჯ(””,) = # +1 

0, როცა /: > X; 

(2) (/44) მეთოდის მამრავლი, თუ 

CI 0I) = 1”, როცა 0 < 71 < 1; 

(3) (I;2) მეთოდის მამრავლი, თუ 

5Iწ /LX 2 

“”·(”)=( სჩ ) ' 

სადაც მიღებულია შეთანხმება C+ (/) = 1. 

ცალკე უნდა აღინიშნოს ტრიგონომეტრიულ მწკრივთა რიმანის თეორია (1854 წ.). 

რიმანი იყო პირველი, ვინც დასვა და გადაწყვიტა ტრიგონომეტრიული მწკრივით ფუნქციის 

წარმოდგენის პრობლემა. ამ პრობლემის გადაწყვეტის მიზნით მან მოახდინა ტრიგონო– 

მეტრიული 7”(2:) მწკრივის, რომლის კოეფიციენტები კრებადია ნულისკენ, ორჯერ ფორ– 

მალური ინტეგრება და ამ გზით მიიღო უწყვეტი ფუნქცია, ე.წ- #' მწკრივისთვის რიმანის



6 შესავალი | ნაწილისადმი 

L ფუნქცია. შემოიღო რა ფუნქციის გლუვობის (რიმანის აზრით) ძალზედ მნიშვნელოვანი 

ცნება, რაც წარმოებადობაზე სუსტია, დაამტკიცა # ფუნქციის ყველგან გლუვობა (გლუ– 

ვობის წერტილზე ფურიეს მწკრივი კრებადია –- იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.10). რიმანმა შე– 

მოიღო მეორე სიმეტრიული წარმოებული (რომელსაც შემდგომში ეწოდა შვარცის მეო– 

რე წარმოებული), სიმბოლურად #V”) და 7' მწკრივს უწოდა #:2–შეჯამებადი ჯ წერტილზე 

§9(თ)–კენ, როცა არსებობს ჯ#/) (დ) და იგი ტოლია § (ჯ)–ის. რიმანის ამ თეორიამ არსებითი 

როლი შეასრულა ტრიგონომეტრიული მწკრივით ფუნქციის წარმოდგენის ერთადერთო– 

ბის საკითხში, რომლის თეორია ეკუთვნის გ. კანტორს (1872 წ.). ამ საკითებზე საუბარია 

მე-5 თავში. 
ყოველივე ზემოთქმულის შესახებ და მათთან დაკავშირებულ საკითხებზეა საუბარი წი– 

ნამდებარე სახელმძღვანელოს პირველ ნაწილში. ამავე ნაწილში დამატებულია ახალი შე– 

დეგები ფურიეს მწკრივის წევრობრივი ინტეგრების შესახებ თეორემის შებრუნებულის 

მტკიცება (იხ. თავი4, ქვეპარაგრაფი 4.15.3), რიმანის /ჯ2 მეთოდით მწკრივის შეჯამებადო– 

ბასთან დაკავშირებით (იხ. თავი 5, ქვეპარაგრაფი 5.27.1) და უკანასკნელი შედეგის გამო– 

ყენებით გამოვლენილია ფურიეს ყველგან განშლადი ა. კოლმოგოროვის მწკრივის ერთი 

ახალი თვისება (იხ. თავი 5, ქვეპარაგრაფი 5.27.2). 

აქვე აღვნიშნავთ, რომ უცხოელ მათემატიკოსთა გვარების ქართულად წარმოთქმისთვის 

ვისარგებლე ციცინო გაბესკირიას “ქართულ–ინგლისური მათემატიკური ლექსიკონით”, 

თბილისი, 2018, გვ. 319-380.



თავი 1 

ძირითადი ცნებანი 

1. ფუნქციის ლუწობა და კენტობა 

ნამდვილ რიცხვთა IL სიმრავლეზე ანუ, რაც იგივეა, რიცხვით (–9, +CC) ღერძზე განსა– 

ზღვრულ ნამდვილი მნიშვნელობების მქონე ყ = /(») ფუნქციას ეწოდება ლუწი, თუ ყო– 
ველი ჯ–თვის IL–დან სრულდება / (–::) = / (2-) ტოლობა. ამრიგად, / ფუნქციის ლუწობის 

გასარკვევად საჭიროა შევადგინოთ /(–7») – /(«) სხვაობა და თუ ეს სხვაობა აღმოჩნდება 

ნულის ტოლი ყოველი ჯ–თვის IL-დან, მაშინ / ფუნქცია ლუწია. 

რადგან (>, / (<)) და (=, /(5)) წერტილები ურთიერთსიმეტრიულია ორდინატთა Cყ 
ღერძის მიმართ, ამიტომ ლუწი ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია ორდინატთა ღერძის მი– 

მართ. მაგალითად, ჟ = |>| და / = ჯ2 ლუწი ფუნქციებია. 

V = / («) ფუნქციას ეწოდება კენტი, თუ ყოველ » C IL წერტილზე სრულდება /(– ) = 
– /() ტოლობა. მაშასადამე, / ფუნქციის კენტობის დასადგენად საჭიროა განვიხილოთ 

#(–) + / (თ) ჯამი და თუ ეს ჯამი იქნება ნულის ტოლი ყველა ჯ წერტილზე IL-დან, მაშინ 
# ფუნქცია კენტია. 

ვინაიდან, (თ, / (::)) და (–, – / (2)) კოორდინატთა სათავის მიმართ წარმოადგენენ სი– 

მეტრიულ წერტილებს, ამიტომ კენტი ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია (0, 0) წერტილის 

მიმართ. მაგალითად, ყ/ = », / = – , ?/ = 51ი =, ყ = ჯ3 კენტი ფუნქციებია. 
შევნიშნოთ, რომ კენტი « ფუნქციისთვის ადგილი აქვს -2(0) = 0 ტოლობას. მართლაც, 

«(0) = ((–0) = –2(0) და, აქედან, 2(0) = 0 ანუ «(0) = 0. 
თუ ყ = /(§) ფუნქცია კენტია, მაშინ #(X) = | / (>) | ფუნქცია ლუწია. მართლაც, 

V#(–2) = |/(–5)| = | – / (5)| = |/(>)| = #(2). 

მაგალითად, კენტი ჟ = 5Iი ჯ ფუნქციის აბსოლუტური მნიშვნელობა ყ, = | 5Iი ;| ლუწი ფუნ– 

7
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ქციაა: 

| 5II(C–თ)| = | – 5Iი ჯ| = | 511. 

არსებობენ ფუნქციები, რომელნიც არც ლუწია და არც კენტი. 

ასეთებია, მაგალითად, ჟ = 25, , = Iი, ჯ/ = ჯ? + ჟ ფუნქციები. 

მტკიცება 1.1.1. ყოველი / ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია IL-–ზე, წარმოდგენადია 

ლუწი და კენტი ფუნქციების ჯამად. 
მართლაც, 

1 1 
#1(9) = 3 II (დ) + /(–5)) და' /5(5) = 3 IV (<) – /(–)| 

ლუწი და კენტი ფუნქციებია, შესაბამისად. ამასთან, /I(>) + /2(=) = /(ჯ). მაგალითად, 

დ(ჟჯ>) = 25 ფუნქციისთვის 

რ დ) = 3 0"+2 . C) = 1 C" – 2-5) და 25 = ი)(5) + თიდ). 
მაგალითი 1.1.2. თუ / ფუნქცია ლუწია და დადებითი, მაშინ #(ჯ) = Iთ / (>) ფუნქცია 
ლუწია, რადგან 

C(-2) = 1ი/(=9) = ი/(დ) = #C). 
მაგალითი 1.1.3, რა პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს დადებითი (-(ჯ>) ფუნქცია, რომ 

4() = 1V(5) ფუნქცია იყოს კენტი? ამის გასარკვევად, როგორც უკვე ვთქვით, აუცილე– 
ბელი და საკმარისია #(ჯ:) + #(–>7) = 0 ტოლობის შესრულება ანუ 

0 =1იდ(2) + Iი-(–5) = Iი | დ() · დ(–2%)1, 

საიდანაც ვღებულობთ აუცილებელ და საკმარის პირობას 

თ(>) · -(–2>) =1, < < დ < +00C. (1.1.1) 

(1.1.1) პირობას აკმაყოფილებს, მაგალითად, (2(ჯ) = ჯ + 4/1 + 22 ფუნქცია, რომელიც 

დადებითია IL–ზე, ვინაიდან 

თ(ჯ) > თ + V>? = დ + I=| > 0 

და 

«(2) · 2(–=2) = (V 1 + «2 +>) V1+ (–<)? – 2) 

= (XV1+>;2 +2)( 1+I2—:1;)=(№)2—I2=1+ჯ2–I2=1·
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მტკიცება 1.1.4. ორი ფუნქციის ნამრავლი ლუწია, თუ ორივე ფუნქცია ლუწია ან ორივე 

კენტია· 

მართლაც, / (>) = «ი(<) · V(2) ნამრავლისთვის გვაქვს 

#(–X) = ი(–2:)V(–?) = C2(5)V(>) = /(2),  როცა « და ჯ ლუწია 

და 

#(C–29) = C(–2)V(–) 

= |–დ(C) · |–-V(2)| = C(2:) · V(>) = /(ჯ), . როცა ( და V' კენტია, 

მტკიცება 1.1.5. ლუწი და კენტი ფუნქციების ნამრავლი კენტია. 

მართლაც, ლუწი «ი–თვის და კენტი #:-თვის გვაქვს 

#(–) = C(–=)V(–X) = «(ჯ)|–V(>)| = –ა2(2)V(2) = – /(§). 

მტკიცება 1.1.6. |–I/ სეგმენტზე ჯამებადი და ლუწი « ფუნქციისთვის ადგილი აქვს 

ტოლობას 
( ( 

/L/)(·”C) ძ:[=2/(,(:(1·) ძე:. 

–ს! 0 

( 0 '/ 

/ წ0(2) ძდ = ჯ «(ჯ) ძდ + 0/ (0(#) ძდ, 
–! 

ჯ ცვლადის (–-() ცვლადით შეცვლით გვექნება 

—[ით(თ) ძთ = [/099(—?3) (–ძ!) = —[/ით(—ი ძL = —[/იდ(,··) ძ = 0/190(0 ძ 

ამიტომ 

მართლაც, 

! 

-/:(9(2:) ძდ = 0/190(9;) ძთ+0/დ(2) ძე: = 2/;,:·(1·) ძე. 

0
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მტკიცება 1.17. |–I,!| სეგმენტზე ჯამებადი და კენტი # ფუნქციისთვის მართებულია 

ტოლობა 

M 

/ V(>) ძე; = 0. 

M 

მართლაც, :; ცვლადის იმავე გარდაქმნით 

0 0 0 0 ! 

#V(2)ძდ = / #V(-!) (–ძ/) = – / (-V(01ძ( = / #() ძ = – / #(0 , !ში' 
ამიტომ 

4 ( ( 

/·(,ს(.ჯ) ძუ = —0/1,/)(1) ძთ + 0/7,0(·1;) (იდ = 0. 

-' 

მტკიცება 1.1.8. თუ I|– I,I სეგმენტზე კვადრატით ჯამებადი „2 და # ფუნქციები ორი– 
! 

ვე ლუწია ან ორივე კენტია, მაშინ I 26(თ)V(2) ძ სასრულია და 1.1.4, 1.1.6 მტკიცებებიდან 
ს 

გამომდინარეობს ტოლობა! 

! ! 

/ თ(2)#C) ძდ = 2 / ი(5)დდ) ძ5. 
0 -I 

მტკიცება 1.1.9. თუ|–I,!) სეგმენტზე კვადრატით ჯამებადი « და # ფუნციებიდან ერთ– 
ერთი ლუწია, ხოლო დარჩენილი -–– კენტი, მაშინ 1.1.5 და 1.1.7 მტკიცებებიდან მიიღება ტო– 

ლობა 
( 

/დ(:[:)”[/)(:[;) ძჯ = 0. 

-I 
( (1 

ი და , ფუნქციების კვადრატით ჯამებადობა | –I, I| სეგმენტზე ნიშნავს / |ყ2(=)|? ძთ და | |VI(>) |? ძა; ინტეგ- 
M -I 

L 

რალების სასრულობას, საიდანაც |XVI |ხ| < 4 (|V|? + |ხ|?) უტოლობის გამოყენებით მიიღება / |C2(>)!| · |V(=)| ძზ 
- 

! 
ინტერგალის და, მაშასადამე, ( (2(>)#(>) ძჯ ინტეგრალის სასრულობა. 

–I
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12 ფუნქცის პერიოდულობა 

რიცხვით (– , +6C) ღერძზე განსაზღვრულ ნამდვილ ჯ/ = /(«) ფუნქციას ეწოდება პერი– 
ოდული, თუ არსებობს ნულისგან განსხვავებული ისეთი 7' რიცხვი, რომ ყოველი ჯ-–თვის 

სრულდება ტოლობა 

#(> +1) = #(თ), –იი < ჯ < +0. (1.2.1) 

ასეთ შემთხვევაში, X' რიცხვს ეწოდება / ფუნქციის პერიოდი. 

შევნიშნოთ, რომ 7' რიცხვთან ერთად ( –7') რიცხვიც / ფუნქციის პერიოდია ანუ /(» – 

1) = /(2). მართლაც, 

#(თ) = I(2 – 7+1)=/I2 – 11+11=/(2 –7). 

ამიტომ 7' და – ”' რიცხვებთან ერთად / ფუნქციის პერიოდებია +/|7' რიცხვების უსასრულო 

სიმრავლე, სადაც » = L,2,... . ამ რიცხვებიდან / ფუნქციის პერიოდად იღებენ უმცირეს 

დადებითს. უფრო ზუსტად, (1.2.1) ტოლობის შემსრულებელი ყველა დადებითი #' რიცხვე– 

ბიდან უმცირესს, თუკი ასეთი არსებობს, ეწოდება / ფუნქცის ძირითადი პერიოდი ანუ, 

მოკლედ, პერიოდი. 

მაშასადამე, / ფუნქციის პერიოდულობის გასარკვევად საჭიროა განვიხილოთ /(ჯ + 
ჩ/) – /C) სხვაობა და თუ ეს სხვაობა აღმოჩნდება ნულის ტოლი ყველა ჯ-–თვის და ერ– 

თი ან რამდენიმე ”' რიცხვისთვის, მაშინ ასეთ /' რიცხვთა შორის დადებითი უმცირესი 

აიღება / ფუნქციის პერიოდად. ამ თვალსაზრისით /(ჯ) = 3 ფუნქციას არ აქვს პერიოდი, 

თუმცა (1.2.1) ტოლობა მისთვის შესრულებულია ყველა ” რიცხვისთვის (–6C, +იC)-დან, 

რომელთა შორის არ არსებობს უმცირესი დადებითი. 

თუ ფუნქცია განსაზღვრული არ არის მთელ (–იდ, +00)-ზე, მაშინ ასეთი ფუნქცია არ შე– 

იძლება იყოს პერიოდული. მაგალითად, /(ჯ) = 510 -/დ არ არის განსაზღვრული » < 0 

მნიშვნელობებისთვის. 

#(C2) = ჯ7 ფუნქცია კი არის განსაზღვრული მთელს რიცხვით ღერძზე, მაგრამ არ არის 

პერიოდული. მართლაც, თუ რაიმე ჯ' > 0 რიცხვი იქნებოდა მისი პერიოდი, მაშინ ყველა 

2–თვის უნდა შესრულებულიყო ჯ? = (ჯ + 7)2 = ::? + 2 + 72 ტოლობა, საიდანაც 

ვღებულობთ X 2 + 2ე:7' = 0 ანუ II(;”+ 9) = 0. აქედან გამომდინარეობს, რომ ჯ” = –27., 

რადგან ”' არ არის ნულის ტოლი. ეს კი შეუძლებელია, ვინაიდან პერიოდი არ შეიძლება 

დამოკიდებული იყოს ჯ-ზე!
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შენიშვნა 1.2.1. (–=%, +ი0)-ზე განსაზღვრულ / (ჯ) = ჯ? ფუნქციასთან დაკავშირებით 
უნდა ითქვას ის, რაც მრავალი ფუნქციის მიმართ გამოგვადგება მომავალში. განვიხილოთ 

#(2) = =” ფუნქციის შეზღუდვა |–», თ| სეგმენტზე ანუ /(=) = «? ფუნქცია მოცემულად 
მივიღოთ მხოლოდ | –»,, #|–ზე და (–09, +%ი)–ზე განვიხილოთ ახალი /" ფუნქცია, რომე– 

ლიც > C L-–”», » | წერტილებზე ტოლია ჯ2–ის, ხოლო ამ სეგმენტის გარეთ მდებარე თ + 2»# 

(% = +1, +2,... ) წერტილებზეც იყოს ჟ?. ასე მიღებულ / ფუნქციას ეწოდება / ფუნქციის 

2» პერიოდული გაგრძელება |–-»,, »|-დან რიცხვით (- 00, +იი) ღერძზე და /' აკმაყოფი– 
ლებს პირობას 

I (დ +2X) = I"(თ), -9% < ჯ< +0ი0. 

1” ფუნქციის გრაფიკია ნახაზი 1. 

' 

' 

| 

) 

' 

' 

' 

1 

# 

ნახ. 1 

მაგალითი 1.2.2. /(ჯ) = 5Iიჯ ფუნქციის უმცირესი დადებითი პერიოდი ანუ, რაც 

იგივეა, პერიოდი არის 2;. მართლაც, 

IMI(C+1') – ”(თ) = 5II(დ +1) – 5Iიჯ = 20605 (I + ჭ”!”) 51იჭ:1”. 

ამიტომ /(ჯ + 7) – / (>) = 0 ტოლობა ყველა ჯ–თვის შესრულდება მხოლოდ მაშინ, როცა 

50 1+ = 0 ანუ, როცა ჯX' = #». აქედან ჯ” = 2#», სადაც # = 0,+1,+2,... · 2»L 
რიცხვებს შორის უმცირესი დადებითი რიცხვია 2», ე.ი. ჯ/ = 5Iი დ ფუნქციის პერიოდია 2». 

ასევე მტკიცდება ჯ = C05 თ ფუნქციის 2» პერიოდულობა. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ყ, = 5Iი #ჯ და ც = C05 ფუნქციების პერიოდია I%"I , 

სადაც ს = +1,+2,... .



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 1 

მაგალითი 1.2.3. C052 ე; = 1 (1 + C059») ფუნქციის პერიოდია 5> = ჯ, რაც 

; 1 – C0527 
| 590 ჯ| = 1/? 

ცხადია, თუ /) (ჯX) და /2(») ფუნქციებს აქვს ერთი და იგივე ”' პერიოდი, მაშინ იგივე /' 

პერიოდი აქვს ამ ფუნქციების ჯამს, სხვაობასა და ნამრავლს. კერძოდ, თუ / ფუნქცია 2» 
პერიოდულია, მაშინ 2» პერიოდულია /” ფუნქციაც, ი = 2,3,... . 

თუ პერიოდულ ; და « ფუნქციებს აქვს განსხვავებული XX და 1 პერიოდები და თუ 
ეს პერიოდები აკმაყოფილებს »:I = თ»75 ტოლობას რომელიმე ნატურალური »: და ” 

რიცხვებისთვის, მაშინ ჯ2; და 2 ფუნქციების საერთო პერიოდია 7' = 1»7' = თ 75 რიცხვი. 

ფუნქციის პერიოდიცაა. 

მართლაც, 

:21(2 + ჯ') = (21(2 + X1)) = §2I(თ) და „22(ჯ7 + 1') = (§2X(2: + ?15) = §522(2). 

მტკიცება 1.2.4. ყველგან წარმოებადი და /' პერიოდული / ფუნქციის /' წარმოებული 

7 პერიოდულია. 

მართლაც, 

II (თ) = IIო []·(I + ) – #(2:)| 

ტოლობიდან გამომდინარეობს 

/თ+7 = Iო IIC+7+7) – /C+71 = Mო ჯIII +M) – /C)| = #(. 

მტკიცება 1.2.5. ყველგან წარმოებადი ლუწი ფუნქციის წარმოებული კენტი ფუნქციაა 

და ყველგან წარმოებადი კენტი ფუნქციის წარმოებული კი –– ლუწი. 

მართლაც, ლუწი « ფუნქციისთვის 

#დ) = Mო 1 (C+ჩ) – C(9)) = Mო > C-> – ჩ) – #(=2)) 

= –,I·I_·I%— ს60(–? – ჩ) – 2(–=)|) = –#/(–2). 

ამრიგად, «/ (2:) + (<:2;) = 0, რაც ნიშნავს «” ფუნქციის კენტობას. 

ასევე დამტკიცდება მეორე ფაქტიც.
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მტკიცება 1.2.6. 2» პერიოდულიდა(0, 9»| სეგმენტზე ჯამებადი / ფუნქციის შესაბამისი 

აბსოლუტურად უწყვეტი 

M(C2) = / #() იL (1.2.2) 

0 

ფუნქციის 2» პერიოდულობისთვის, აუცილებელი და საკმარისია ტოლობა 

2» 

#0») =0 ანუ / #C) ძა = 0. 0.23) 
0 

აუცილებლობა გამომდინარეობს იქიდან, რომ უნდა შესრულდეს #(2#) = #(0) ტო– 

ლობა ჯ” ფუნქციის 2» პერიოდულობის შემთხვევაში, მაგრამ (1.2.2) ტოლობიდან ცხადია, 

რომ #(0) = 0. ამიტომ უნდა შესრულდეს #L(2ჯ) = 0 ტოლობა, რაც ეკვივალენტურია 
2ჯ 

L #(>) ძ = 0 ტოლობის. 
0 

საკმარისობის დასადგენად ვისარგებლოთ 

ჯდ%+2# დ ჯ+2X 

#(C> + 2#) – #(C2) = / ]”(ჯ)ძჯ—/](ზ)ქჯ= / #() ძ 

0 0 ჯ 

დამოკიდებულებებით. მაგრამ / ფუნქციის 2» პერიოდულობის გამო 

ჯ+2ჯ 2ჯ 

:/ ](ჯ)ძჯ=0/](1·.)ძჯ=1:(27?)· 

მივიღეთ LI(> + 2») – #(>) = #(2ჯ). თუკი ადგილი ექნება XI(2») = 0 ტოლობას, მაშინ 

შესრულდება #(7» + 2») – ”I(თ) = 0 ტოლობა, რაც ნიშნავს #” ფუნქციის ანუ ( /(L) # 
L 

ინტეგრალის 2ჯ პერიოდულობას. 

13 ტრიგონომეტრიული სისტემის ორთოგონულობა 

ფუნქციათა 

1, C05 დ, 5Iი დ,C059თ,5Iი2V,... (1.3.1)
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სისტემას ეწოდება ნამდვილი ფორმის ტრიგონომეტრიული სისტემა, ხოლო ფუნქციათა 

ორმხრივ უსასრულო 

. 8—2·"19, ც—ქ("–ი:··, - 8—1·:, 1, 6·!"··!:· – ც;(".–|)::, (,·1·"··:· .-. (132) 

სისტემას ეწოდება კომპლექსური ფორმის ტრიგონომეტრიული სისტემა.2 

(1.3.1) და (1.3.2) სისტემების ყოველი წევრი–-ფუნქცია განსაზღვრულია ნამდვილ 

(–>X,+C) ღერძზე და მათი საერთო პერიოდია 2ჯ (თუმცა C05 7, 5Iი ოჯ და 600% ფუნ– 

ქციების პერიოდი 2% < 9», როცა ». > 1) ანუ, რაც იგივეა, ამ სისტემების ყოველი ფუნქცია 

7 + 2XI; ( = +1, +2,... ) წერტილებზე ღებულობს იმავე მნიშვნელობას, რასაც » წერ– 

ტილზე. 

1. _ ახლა დავადგინოთ სამომავლოდ საჭირო ზოგიერთი ტოლობა. 

ყოველი მთელი თ, ჯ 0 რიცხვისთვის გვაქვს ტოლობები: 

'” =0V, (1.3.3) 
–. 

” · 

5Iსჩოიჯ7 
C05 ი» 02 = 

( 
დლ -ჯ 

ჯ 0 ჯ# 

1+C05 2» > 1 1 > 1 2 აე ქე:= 85 == == = /C08 "ე,ძქ.—/ (11—5/(# 5 “)-» 2[71· (–X))=7#, 

” 

· ! C057 
=0, 51ი 71' ძე: = 

= 7 

2 
–ჯ - = 

” ჯ# 

/5"12 ჯთ ძ = /–I—C#([I =#. 

–” – 

ახლა კი გამოვიყენოთ კარგად ცნობილი ფორმულები 

C05 თC05/9 = % [C05(0[ – 8) +605(ოთ+ ც)]· 

5Iი თ 5IM0/8 = ჭ | C05(თ – /8) – C05(თ + /)| 

და ვისარგებლოთ (1.3.3) ტოლობებიდან პირველით. მაშინ ყოველი მთელი თ და » რიცხ– 

2ზოგჯერ (1.3.2) სისტემას ეწოდება ექსპონენტური ფორმის ტრიგონომეტრიული სისტემა.
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ვებისთვის, როცა :თ. » თ მივიღებთ ტოლობებს 

X 

1 
/თ····· 72 605 თ2 ძდ = 2 / [C05(7·L – »თ1)ჯ + C05(» + ·”·I·)·L] ძე; = 0, 

M ა (1.3.4) 

/55"7]·:[? 5I ” ოჯ ძდ = ჭ / [C05(" – თბ)დ – C05(ი + ·თ,):[:] ძ»X = 0. 

დაბოლოს, თუ ვისარგებლებთ (1.3.3) ტოლობებიდან მეორეთი და ფორმულით 

5Iი 0თ-C05 6 = ჭ | 5IMCთ+ #) + 5I(V – #)|, 

მაშინ ყოველი მთელი თ და »: რიცხვებისთვის მივიღებთ 

/5"1 » L C05 თ1 ძჯ = ჭ / [5"·](·”, + ო,):!? + 5![1(", = ო):!·] ძჯ» = 0. (135) 

(1.3.3), (1.3.4) და (1.3.5) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ (1.3.1) სისტემის ორი 

ურთიერთგანსხვავებული ფუნქციის ნამრავლიდან ინტეგრალი |-, ჯ| სეგმენტზე ნულის 
ტოლია. ეს თვისება შემდეგნაირად გამოითქმის: 

მტკიცება 1.3.1. ფუნქციათა (1.3.1) სისტემა ორთოგონულია |–”, »| სეგმენტზე3. 

2. შემდგომში ხშირად ვისარგებლებთ შემდეგი ფაქტით. 

მტკიცება 1.3.2. თუ2» პერიოდული V ფუნქცია ჯამებადია 2ჯ სიგრძის რაიმე სეგმენტზე 

––ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ « ფუნქცია ჯამებადია პერიოდზე, მაშინ ყოველი ნამ– 

დვილი ი რიცხვისთვის გვაქვს 

2ჯ» 2X+ძ 

/დ(::) ძა = / «#(თ) ძ» (1.3.6) 

0 ძ 

2X+ძ 

ანუთ(ი) = I #«2(2) ძჯ ფუნქციას ყოველი C (–იC, +ი) წერტილზე აქვს ერთი და იგივე 
ი 

4(0) = | C() ძდ მნიშვნელობა. 
0 

შმაგრამ ორთოგონული არ არის (0, »1-ზე: ·,[? 5ი 2C052ჯ ძ2: = – 3 # 0. 
0
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მართლაც, გვაქვს ტოლობა 

2»X+0ი 2ჯ# 2» თ 

/ :2(>) ძდ = /!·;)(.1:) ძა + / (2(:L) ძე:. 

ძ ძ 2X 

მაგრამ, « ფუნქციის 27 პერიოდულობის გამო გვაქვს 

2X+0 ძ 

/ ყ2(ჯ) ძე; = /(,0(.1·) (L. 

?ჯ 0 

ამიტომ 

2ჯ 2#+ძთ 2X ი 9იჯ 

/·;:(··L·) ძა + / «2(2) ძდ = /(,9(1:) ძდ + /99(·!) ძ. = /;,0(.1:) ძ2. 

ი 2ჯ ი 0 ი 

მივიღეთ (1.3.6) ტოლობა. 

3.  მტკიცება 1.3.1–ით გამოთქმულია ნამდვილი ფორმის ტრიგონომეტრიული (1.3.1) სის– 

ტემის ორთოგონულობის თვისება |–ჯ, ჯ| მონაკვეთზე. 

ახლა განვიხილოთ ანალოგიური თვისება კომპლექსური ფორმის ტრიგონომეტრიული 

(1.3.2) სისტემისთვის. ამ მიზნით, ავიღოთ ნებისმიერი ორი 62 და §/M5 ფუნქცია (1.3.2) 

სისტემიდან, სადაც თ და » ურთიერთგანსხვავებული ორი მთელირიცხვია. განვიხილოთ 

ინტეგრალი |–», »| სეგმენტზე ამ ფუნქციების ნამრავლიდან 

/65"1285"1 ძუ = /გჯ(ო+")= ძა. (137) 

განვიხილოთ ორი შემთხვევა. 

1) თუ + ი = 0 ანუ, თუ7» = –/ი, მაშინ (1.3.7)–ის მარჯვენა მხარე მიიღებს სახეს 

1” ძდ = 2». ამგვარად, ყოველი მთელი ჯ» რიცხვისთვის გვაქვს ტოლობა 
–ჯ 

ჯX 

/61·"":8—”"” ძ» = 9». (1.3.8) 
_
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2) თუ 1I + 1! # 0 ანუ, თუ 1ი X –7, მაშინ (1.3.7)–ის მარჯვენა ინტეგრალისთვის გვაქვს 

ჯ 

81·("|+")··|· ძ» = 1 81·(7·"·+71)I 

?(7)' + 11) 
–-ჯ 

» 

–ჯ 

_ _ _ [ცქ(ო+")" = ც–ქ(;·"+")·”] = 1 [ყ–·ქ(ო+")"· _ 81··(·”1+”)7|·] . 

თ - თ+“ი 

მაგრამ 

ჭ (ვ—·ჯღ – 61·9) =5 9 

ამრიგად, 
ჯ” 

/ვ:·თ:ვ—ზ·(—·")··” ძ» = 0, როცა თ) # –»ი 

ანუ 

/85”[16·59I ძე; = 0. როცა ” 76 ჩ. (139) 

ახლა (1.3.8) და (1.3.9) ტოლობები შეიძლება ასე გავაერთიანოთ 

ჯ 

/ კოთ,- ო , _ ქ 22 როცა თ = თ, (1.3.10) 
0- როცა »» თ. 

–ჯ” 

(1.3.10) დამოკიდებულება შეიძლება ასე გამოითქვას: (1.3.2) სისტემის რაიმე ფუნქცი– 

ას თუ გავამრავლებთ ამავე სისტემაში სიმეტრიულ ადგილზე განთავსებულ ფუნქციაზე და 

მოვახდენთ ამ ნამრავლის ინტეგრებას |– , ჯ| სეგმენტზე, მაშინ მივიღებთ 2»–ს. სხვა შემ– 

თხვევაში ინტეგრალი ნულის ტოლია. ამგვარად, გვაქვს 

მტკიცება 1.3.3. ფუნქციათა (1.3.2) სისტემაორთოგონულია | –», »| სეგმენტზე. 

ახლა, (1.3.6) ტოლობის გათვალისწინებით, 1.3.1 და 1.3.3 მტკიცებებიდან გამომდინა– 

რეობს 

მტკიცება 1.3.4, ფუნქციათა (1.3.1) და (1.3.2) სისტემები ორთოგონულია 27ჯ-სიგრძის 

ნებისმიერ სეგმენტზე, კერძოდ, |0, 2»1-ზე.



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 19 

1 ტრიგონომეტრიული მწკრივის ფორმები 

პარაგრაფ 1.3–ში განხილულ (1.3.1) და (1.3.2) ტრიგონომეტრიულ სისტემებს შეესაბამება 

ნამდვილი ფორმის 

"?0 + ჯ(“,·. C05 L + ს 510 /ს») (1.4.1) 

ტრიგონომეტრიული მწკრივ···4 და კომპლექსური ფორმის 

+თ% 

2 თი (1.4.2) 
ს=-% 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი, რომელსაც ზოგჯერ ეწოდება ექსპონენტური ფორმის 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი. 

ვინაიდან, (1.4.1) და (1.4.2) მწკრივების თითოეული შესაკრები 2» პერიოდული ფუნ– 

ქციაა, ამიტომ ამ მწკრივებთან კავშირში განხილული ყოველი / ფუნქცია იგულისიხმება 

(– %, %)-ზე განსაზღვრულად და 2ჯ პერიოდულად ანუ ყოველ :: C (–იდ, ი%ი) წერტილზე 
შესრულებულია /(ჯ + 9») = / (>) ტოლობა. 

თუკი 9;. სიგრძის რაიმე მონაკვეთზე / ფუნქციის განსაზღვრის წესი ისეთია, რომ ამ მო– 

ნაკვეთის ბოლოებზე / ღებულობს ურთიერთგანსხვავებულ მნიშვნელობებს, მაშინ /-ის 

მნიშვნელობა ერთ–ერთ ბოლოზე უნდა შეიცვალოს /–ის მნიშვნელობით მეორე ბოლოზე 

და ამის შემდეგ მოხდეს, ასე შესწორებული ფუნქციის, 27 პერიოდით გაგრძელება 

(–<5%, +%)-ზე. 

1.  ნამდვილი ფორმის ტრიგონომეტრიული (1.4.1) მწკრივის კრებადობა რაიმე ჯე წერ– 

ტილზე §(ჯი) ჯამისკენ ნიშნავს 

""–)"ჰი 5» (2:0) = 5(270) (1.4.3) 

ტოლობას, სადაც 

/· 

858(=0) = (ჯ + 2 _,(0, 60520 + ხჯ 510 სჯი) 
#=1 

“აქ, თ,, და ხ;, კოეფიციენტები არ არის დამოკიდებული ცვლადზე, ხოლო მე-6 თავში გვაქვს ერთ ცვლადზე დამო– 
კიდებული კოეფიციენტები.
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წარმოადგენს (1.4.1) მწკრივის 

5(+X) = ? + ჯ(თ„ C05 #ჯ + ხ, 510 #>) (1.4.4) 

თ–ური კერძო ჯამის მნიშვნელობას ჯე წერტილზე. 

ბუნებრივია, გავარკვიოთრრა სახეს მიიღებს (1.4.3) ტოლობა, თუ მას ჩავწერთ კომპლექ– 

სური ფორმით ანუ, რაც იგივეა, მას გადავწერთ ორმხრივი (1.4.2) მწკრივის წევრების სა– 

შუალებით. ამ მიზნით, (1.4.4) ტოლობაში C05 I:ჯ და 5Iი ჯდ ფუნქციები გამოვსახოთ კომ– 

პლექსური ანუ ექსპონენტური ფორმით ოილერის ( ეილერის) 

C0§5ჯ = ჭ(გ–;·[ + ვ“), II | = %(ვ—“ _ ვ“) 

ფორმულების გამოყენებით. ეს დავიწყოთ 4 L(>) = 0 C052 + ხ, 5Iი #> შესაკრების გა– 

მოსახვით, როცა L >1. გვაქვს 

4(>) = % (გ '2 | გM>) | ; %,· (- :5 _ ახ2). 

საიდანაც წევრთა დაჯგუფებით მივიღებთ 

4L(თ) = ჭ (ი, – 1ხ.)6%9 + ჭ (ი, + 1ხ,)ც “ Mნ, (1.4.5) 

აღნიშვნების 

1 1 ' 1 . 
00 = 00 CL= 5 (ი; – 1ხ,)) C- = 5 (ი, +1ხ.). M>1 (1.4.6) 

შემოღებით, (1.4.5) ტოლობა მიიღებს სახეს 

0ი.605M» + ხ, 5Iიდ = თ,0 09 +C ,6 M L >1, 

ამიტომ (1.4.4) ტოლობა წარმოდგენილი იქნება 

” ? 

§»(ჯ) = 00 + 2 0.ი %ნ L 5 ი 0-წ 

L=1 L=1 

სახით. მაგრამ 

” -»ჩ 

5 ;C—,C6—I·|CI= 2 ;C*C”“” და C|C8#I||··=0=00· 

I=1 #=–-1



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 21 

ამიტომ 
+» 

588(+) = 2 ი.0M?ი, ვც(ჯ) = 0ი, » > 1. (1.4.7) 

L=-# 

ამრიგად, (1.4.1) მწკრივის „–ური კერძო ჯამი ტოლია ორმხრივი (1.4.2) მწკრივის „–ური 

სიმეტრიული კერძო ჯამის. ეს ნიშნავს, რომ (1.4.1) მწკრივის კრებადობა ეკვივალენტურია 

ორმხრივი (1.4.2) მწკრივის სიმეტრიული კრებადობის და მათი ჯამები ტოლია, ანუ 

5(>0) = "II_·"; [ჭ ი0 + 2(01·· C605 ჯ20 + ხ, 5ი ·1···1:0)] (1.4.8) 
L-1 

ეკვივალენტურია , 

9(X0) = |LM 2 თ. ცმI2ი (1.4.9) 
ხ= -»ი 

ტოლობის· 

(1.4.9) ტოლობის შემთხვევაში ამბობენ, რომ ორმხრივი (1.4.2) მწკრივი კრებადია 

მთავარი მნიშვნელობით «(ჯი) რიცხვისკენ და ამ ფაქტს ზოგჯერ წერენ 

+099 

8(20) = (#”V) 2 თ.გ' იი (1.4.10) 
ს=-% 

სახით. ამრიგად, (1.4.1) მწკრივის კრებადობა §(ჯ)–კენ იწვევს (1.4.2) მწკრივის მთავარი 

მნიშვნელობით კრებადობას იმავე §(:;)–კენ და პირიქით. 

გარდა ამისა, (1.4.6) ტოლობებიდან ვღებულობთ (1.4.1) მწკრივის ი,. და ჩ, კოეფიციენ– 

ტების 

ძ0 = 200, ხ0- = 0, თაი=06.+C ,, ხ,=1!(0 – C), >1, 

გამოსახვას (1.4.2) მწკრივის «,, და C ,, კოეფიციენტებით. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ თუ (1.4.1) მწკრივის ი,. და ხ,, კოეფიციენტები ნამდვილი რიცხვე– 

ბია, მაშინ (1.4.2) მწკრივის ი, და C_ ,, კოეფიციენტები ურთიერთშეუღლებული კომპლექ– 

სური რიცხვებია, ანუ C ,, = C, (სიმბოლო > აღნიშნავს კომპლექსური ჯ რიცხვისადმი შე– 

უღლებულს: თუ 2 = ი + ჯხ, მაშინ 7 = ი- – ?ხ). 

2. თუ ორმხრივ (1.4.2) მწკრივში ყველა C_ ,, = 0, როცა ( > 1, მაშინ იგი მიიღებს 

+ი 

2პეფა” (1.4.11) 
Mს=0
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სახეს და (1.4.11)–ს ეწოდება ხარისხოვანი ტიპის ტრიგონომეტრიული მწკრივი, რადგა– 

ნაც იგი არის ხარისხოვანი ტე + C) 7 + 02722 +- · · · მწკრივის ფორმალური ჩაწერა ერთეუ– 

ლოვან |ჯ| = 1 წრეწირზე, რომელზეც ეს უკანასაკნელი განშლადია, საზოგადოდ. 

შევნიშნოთ, რომ (1.4.11) მწკრივი შეიძლება ჩაიწეროს ნამდვილი კოეფიციენტებითაც. 

ამისთვის ვისარგებლოთ (1.4.6)-ის ბოლო ტოლობით, რომელიშიც უნდა ავიღოთ C. ,, = 0, 

I: > 1. ამიტომ გვაქვს ი, + ?ხ, = 0, საიდანაც ვღებულობთ ხ, = 10,ჯ, ს = 1,9,... . ამის 

გათვალისწინებით (1.4.11) მიიღებს სახეს 

ი +§C 0% = 1“ +§:1(0 –1ხ )@“···”—10 +§1[(L – ?600,)|6 ს -0 # —2 0 9 73 'V; “ი 0 9 (3 "L#C/: 

L=L L–<1 I:=1 

1 ლი 1 მ _ 1 ლი ი =§ი·ი+2§(თ:+ი|··)ვ =§იი+2თ=ვ 9 

L=1 ჯV->1 

ამრიგად, ხარისხოვანი ტიპის ტრიგონომეტრიულ (1.4.11) მწ კრივს ნამდვილი კოეფიცი– 

ენტებით აქვს სახე 

1 _ 1დ 5 ძ0 + ჭ · თ.6 . 

ხარისხოვანი ტიპის ტრიგონომეტრიულ მწკრივს გააჩნია, საზოგადოდ, უკეთესი თვისე– 

ბა, ვიდრე არახარისხოვან ტრიგონომეტრიულ მწკრივს. არის შემთხვევა, როცა დგინდება 

რაღაც უარყოფითი თვისების მქონე ტრიგონომეტრიული მწკრივის არსებობა. ამიტომ სა– 

სურველია გაირკვეს, არსებობს თუ არა ამ უარყოფითი თვისების მქონე ხარისხოვანი ტიპის 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი? 

3.  ზემოთ საუბარი გვქონდა ორმხრივი (1.4.2) მწკრივის სიმეტრიულ კრებადობაზე, რაც 

ნიშნავს ზღვრის არსებობას მისი სიმეტრიული კერძო ჯამებისთვის. 

გარდა სიმეტრიული კრებადობისა, ორმხრივი მწკრივისთვის შეიძლება განხილულ იქ– 

ნას მისი კრებადობის საკითხიც. ამასთან, მიზანშეწონილია ეს საკითხი განვიხილოთ ზო– 

გადი სახის ორმხრივი მწკრივისთვის და არა მარტო ორმხრივი ტრიგონომეტრიული (1 ·4·2) 

მწკრივისთვის. 

განვიხილოთ რიცხვითი ან ფუნქციური ორმხრივი მიმდევრობა 

···I“·—"I“”—"+1,···»“—1!“·01“1]···ICII—II“"I···I
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რომლისგანაც ფორმალურად შევადგინოთ “ორმხრივი მწკრივი” 

+იC 

ხული (1.4.12) 
ხ=-% 

შემოვიღოთ ყ§იეც = ძიე აღნიშვნა და ყოველი ჯი. > 0 და » > 0 ნატურალური რიცხვების– 

თვის შევადგინოთ ჯამი 
7 

ათი- = 2, თ. (1.4.13) 
ს=-? 

მივიღეთ ორმაგი (§,„) მიმდევრობა, რომლის გაშლილი სახეა 

დ)1 512 513 514 

აი| 522 §293 524 ·.. 

დვ) 5ვ2 აუვვ დ§ვძ 

განსაზღვრა 1.4.1 (კოში). ორმაგ (§,„„) მიმდევრობას ეწოდება კრებადი სასრული 
§ რიცხვისკენ, თუ ყოველი § > 0 რიცხვისთვის არსებობს ისეთი ნატურალური M რიცხვი, 

რომ ყოველი » > V დათი- > IV რიცხვებისთვის სრულდება უტოლობა 

|ვო"· = ·9| <C (1414) 

და ამ ფაქტს წერენ სახით 

"!ლთ 5,ი = 8. (1415) 

(1.4.13) ტოლობის თანახმად, (1.4.14) უტოლობა და (1.4.15) ტოლობა მიიღებენ სახეს 

I/) 

|ვ— 5 C/ 

ას=-ი 

< 5, როცა »1 > M, » > IV, (1.4.16) 

L/3 

Iდ. 9- ი- =ა, (1.4.17) 
ით - » 

შესაბამისად. 

ორმხრივი მწკრივის კრებადობა დაკავშირებულია გარკვეული სახის ორი “ცალმხრივი” 

მწკრივის კრებადობასთან შემდეგნაირად.
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თეორემა 1.4.2. ორმხრივი (1.4.12) მწრივის კრებადობისთვის აუცილებელი და საკ– 

მარისია, კრებადი იყოს შემდეგი ორი “ცალმხრივი მწკრივი” 

+% +ი 

უ (1.4.18) 
L=0 #=1 

ხოლო, თუკი ეს მწკრივები კრებადია და, თუ 

+06 --% 

3 ეის=5, 2 ,0.=4ი, (1.4.19) 
L=0 #=1 

მაშინ (1.4.12) მწკრივის § ჯამისთვის მართებულია § = §| + § ანუ ადგილი აქვს (1.4.17) 

ტოლობას. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ადგილი აქვს (1.4.19) ტოლობებს. მაშინ ყოველი § > 0 რიცხ– 

ვისთვის არსებობს ისეთი ნატურალური #/ რიცხვი, რომ 

” ” 

ტო2.<7 (-2 - < 
L=0 L=1 

M
I
"
]
 

უტოლობები შესრულებულია ყოველი თ, > M და თ > MI რიცხვებისთვის. აქედან გვაქვს 

](81+52)— X": 0 =ზ(81—2”:0ს)+ (8?—ჭთ—,··)| < 5, 
M L=0 

რაც ნიშნავს (1.4·12) მწკრივის კრებადობას 51 + 595 რიცხვისკენ. 

შებრუნებით, ვთქვათ, (1.4.12) მწკრივი კრებადია § რიცხვისკენ, ანუ შესრულებულია 

(1.4.16) უტოლობა და ვაჩვენოთ (1.4.18) მწკრივების კრებადობა. ამ მიზნით ვაჩვენოთ კო– 

შის ცნობილი კრიტერიუმის შესრულება ამ მწკრივებისთვის, მაგალითად, +2ო ი,, მწკრივის– 
#M=0 

თვის. ავიღოთ » > M + 1 და « > 1 რიცხვები, მაშინ (1.4.16) უტოლობიდან ვღებულობთ 

X+0ძ ი–-1 +ი 

!2(#· = I(5— 2 ცყ) _ (8— 2 ი,ტ)ჯ < 26, 

#=ჯ =–-–ი L=-»თ» 

რაც ნიშნავს X ი/ მწკრივის კრებადობას. ანალოგიურად დამტკიცდება 2 ი. , მწკრივის 
1=1 

კრებადობა. რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. C)



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 25 

შედეგი 1.4.3. ორმხრივი (1.4.12) მწკრივის კრებადობისთვის აუცილებელია შესრულ– 
დეს ორი პირობა: 

თი -–კ30 დი იაც–+0, როცა , + +ილ. 

შენიშვნა 1.4.4. ორმხრივი (1.4.12) მწკრივის კრებადობიდან გამომდინარეობს ამავე 

მწკრივის სიმეტრიული კრებადობა და მისი სიმეტრიული (/>V') 2 ი,;. ჯამი ტოლია მისი– 
L- -ი 

ვე ჩვეულებრივი. 5' . ი, ჯამის, რაც გამომდინარეობს (1.4.16) უტოლობიდან, თუ იქ გან– 

ვიხილავთ » = ; ჯე—(ჰ:შო შემთხვევას. 

შებრუნებული ფაქტი მცდარია, საზოგადოდ. მართლაც, 

1, ს როცა X>0, 

0ი.=4%0 როცა #L=0, 

–1, როცა #<0 

წევრებიანი ორმხრივი მწკრივისთვის არ სრულდება კრებადობის აუცილებელი პირობა 

(იხ. შედეგი 1.4.3), ხოლო მისი სიმეტრიული კერძო ჯამები §,„, = 0 და, მაშასადამე, ის 

სიმეტრიულად კრებადია ნულისკენ. 

4 ორმხრივი (1.4.12) მწკრივის სიმეტრიული კრებადობა ეკვივალენურია გარკვეული 

სახის ერთი ცალმხრივი მწკრივის კრებადობის, სახელდობრ, მართებულია 

თეორემა 1.4.5. ორმხრივი (1.4.12) მწკრივის სიმეტრიული კრებადობისთვის აუცი– 

ლებელი და საკმარისია 
+-% 

90 + 2([“·· +0-.) (1420) 

#M=1 

მწკრივის კრებადობა. ამასთან, (1.4.20) მწკრივის კრებადობის შემთხვევაში მისი ჯამი ტო– 

ლია ორმხრივი (1.4.12) მწკრივის სიმეტრიული ჯამის. 

დამტკიცება.ესგამომდინარეობს იქიდან, რომ (1.4.20) მწკრივის თ–ური კერძო ჯამი 

0ი0+(0ი1+0 ))+(ი2+0 ი)+.·.7+(ითი-1+0 თ-)))+(იი+0-ი) 

ტოლია (1.4.12) მწკრივის სიმეტრიული 

პი =06ი”ი+606 ი1+ +0 1+00+0(+ძ2+.·:.-+0ძი 

თ–ური კერძო ჯამის. თეორემა დამტკიცებულია. (8)



26 თავი! ძირითადი ცნებანი 

შენიშვნა 1.4.6. თეორემა 1.4.5-ის კერძო შემთხვევაა პუნქტ 1–ში დადგენილი ფაქტი 

იმის შესახებ, რომ ორმხრივი 
+% 

2 თი (1.4.21) 
სხ=-C% 

მწკრივის სიმეტრიული კრებადობა ეკვივალენტურია 

= 
00 ; უ 2 (ი, C05 > + ხ, 510 /:დ) 

L=1 

მწკრივის კრებადობის. ამასთან, ამ მწკრივებს აქვთ ტოლი ჯამები. 

შენიშვნა 1.4.7. კომპლექსური ფორმის 

+C 

2 069 (1.4.22) 
L=-Cთ% 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი არის კომპლექსური > = ;-6'? ცვლადის მიმართ 0 < » < 1 

რგოლში ანალიბური / (2) ფუნქციის 

+იი 

I(2) = 2 C.2", 0 < |I2| <1. (1.4.23) 

Lჯ=-C% 

ლორანის მწკრივით წარმოდგენის (1843 წ.) ზღვრული, საზოგადოდ, არამართებული შემ– 

თხვევა, როცა (1.4.23) ტოლობის მარჯვენა მხარეში ფორმალურადჩაისმება » = 1 და ვღე– 

ბულობთ (1.4.21) გამოსახულებას, ანუ კომპლექსური ფორმის ტრიგონომეტრიულ 

მწკრივს, რომლის კრებადობა კავშირში არ არის (1.4.23) ტოლობის / (' ) მარცხენა მხა– 

რესთან, რადგან / (დ1?) განსაზღვრული არ არის | >| = 1 წრეწირზე! 

როგორც ვნახეთ, (1.4.22)–ის სიმეტრიული კერძო ჯამები ემთხვევა (1.4.1) მწკრივის 

კერძო ჯამებს (იხ. (1.4.7) ტოლობა) და ამით ამოიწურება კავშირი (1.4.1)–სა და (1.4.2) 

ფორმის ტრიგონომეტრიულ მწკრივებს შორის. 

მეორეს მხრივ, ანალიზურ ფუნქციათა თეორიაში ლორანის (1.4.23) მწკრივის კრება– 

დობა / (2) ჯამისკენ გაგებულია როგორც ჭ 02- და ჭ თ. L>-X/ მწკრივების კრებადობა! 

ჩვენ კი ვნახეთ (იხ. თეორემა 1.4.2), რომ,C ჯ10.4·23) მწ,ჰრჯ··ვის #(7) ჯამის ამგვარად გაგება
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ემთხვევა განსაზღვრა 1.4.1-ში მოცემულ კოშის აზრით5 (1.4.23) მწკრივის კრებადობას (იხ. 

ტოლობა (1.4·17)): 
I/I 

-) = I ” /(თ =დ 2: «თ. 
1–ილ 1=–-1 

15 შეუღლებული ტრიგონომეტრიული მწკრივი 

განვიხილოთ ერთეულოვან ღია წრეში 

I(2) = 2 ,C,2" (1.5.1) 
ო=0 

ანალიზური ფუნქცია, სადაც 

#(2) = V(2) +2%(2), 2 = ჯ6“% =7'(C6057 +1510ე), 0<»<1, 0<»ჯ7<27». 

(1.5.1) ტოლობაში ჩავწეროთ «იე = 1 იც და Cც = 0,, – ?ხ,, » = 1,9,... · მაშინ 

IM(C05ფ +15I02)|” = »”(C0572 + 45Iით2:) 

მუავრის ფორმულის გამოყენებით, (1.5.1) ტოლობა მიიღებს სახეს 

V(7'6“%) + ?V(7-ტ'ე:) = %0 + 2(@„ – 1ხ, )1 (C05 71ე; + ? 510 112:). (1.5.2) 
#»=1L 

მაგრამ 

(თგ – 1ხგ)+”'(605 თე; + ? 51 ოთ) 

= (იგ C05თ7 + ხ, 51ი თე:)»” + ?(რე 51ი ჯ7ე: – ხე C05 VX)X". 

5ორმაგი მიმდევრობის კოშის აზრით კრებადობის ის ცნება, რაც მოცემულია 1.4.1 განსაზღვრით, შემოიღო კოშიმ 
1821 წლის შრომაში “#იგIV5C მ1C6ხIIძსC”. შტოლცმა კი ჩამოაყალიბა ორმაგი (§,,„) მიმდევრობის, კოშის აზრით, 
კრებადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა (1884 წ.) 

(ზ5ო+ი,M+9 - 5თ»| < 5, როცა თ: > M, = > V და »,ძ =0,1,9,..., 

რომლის დამტკიცება მოგვცა 1897 წელს პრინგსჰაიმმა (48, გვ. 42|.
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ამიტომ ტოლობა (1.5.2) ასე ჩაიწერება 

V(76'”) + ?ს(„6'”) 
(ი ი| (ი ი) 

0. · · 

= ?0 + 2 ,(0ეC06იჯ + ხე 5იოთ)/? + § (იგ 5ითიდ – ხე 605 »ე)»?, 
»=1 7#=L 

ორიკომპლექსური სიდიდის ტოლობა კი ნიშნავს მათი ნამდვილი ნაწილების ურთიერთ– 

ტოლობას და, აგრეთვე, წარმოსახვითი ნაწილების ტოლობას. 

მაშასადამე, 

V(-62) = “?0 + 2—;(“„ C05 %ე: + ხ, 5Iი ოთ)? (1.5.3) 

და 

C2 

თთ2?) = ზ (ი §ით – ხე C05 72)1 (1.5.4) 
#=L 

წარმოადგენს ანალიზური / ფუნქციის ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს. კომპლექსური 

ანალიზიდან კი ვიცით, ერთეულოვან ღია წრეში ანალიზური / ფუნქციის V (;6'=) ნამდვილი 

ნაწილი და ჯ(;6'წ) წარმოსახვითი ნაწილი წარმოადგენს იმავე წრეში ჰარმონიულ ფუნქცი– 

ებს, ანუ V და ს აკმაყოფილებს ლაპლასის განტოლებას 

მ 1 მ2 1მ 
92 119 82108 0. (1.5.5) 

ამასთან, დ(-C'”) ფუნქციას ეწოდება ჰარმონიულად შეუღლებული V(»6““) ფუნქციისადმი. 

სხვაგვარად რომ ვთქვათ, ერთეულოვან ღია წრეში ჰარმონიულ V(ჯ-6'>) ნამდვილ ფუნქცი– 

ას მოეძებნება ისეთი ჰარმონიული »(ჯ-C'=) ნამდვილი ფუნქცია იმავე წრეში, რომ #,(„6-5) + 

8V(+6'«) იქნება ერთეულოვან ღია წრეში ანალიზური ფუნქცია. ასეთი ჯ ფუნქცია მრავალია 

და ისინი ერთიმეორისგან განსხვავდება მუდმივი შესაკრებით. იმ მიზნით, რომ ყოველ V-ს 

შეესაბამებოდეს ამ თვისების ერთადერთი ჯ, მიღებულია შეთანხმება V(0) = 0. ამის გამო 

(1.5.4) მწკრივის თავისუფალი წევრი ნულის ტოლია. 

როცა ჯ = 1, მაშინ (1.5.3) და (1.5.4) ტოლობების მარცხენა მხარეები განსაზღვრული 

არაა, საზოგადოდ, ხოლო მათი მარჯვენა მხარეებიდან მიიღება 

C 

%9 + 2(@„ C052 + ხე 510727) (1.5.6) 

»=1



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 29 

და 

2((1" 5(0M7ჟ7 – ხი C05 იე;) (1.5.7) 

1=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივები, ფორმალურად, რომელთაც შეიძლება ჰქონდეს კრებადო– 

ბის წერტილები. # იე–ს ეწოდება (1.5.6) მწკრივის თავისუფალი წევრი. 

(1.5.1) ტოლობის მარჯვენა მხარე7: = 1 მნიშვნელობისთვის იძლევა ხარისხოვანი ტიპის 

2 C„CI·”··: (158) 

»=0 

ტრიგონომეტრიულ მწკრივს (იხ. პარაგრაფი 1.4, ტოლობა (1.4.11)), რომელსაც შეიძლე– 

ბა ჰქონდეს კრებადობის წერტილები, თუმცა მის / (2) მარცხენა მხარეს შეიძლება აზრი არ 

ჰქონდეს »· = 1 მნიშვნელობისთვის. აქ ლაპარაკია იმაზე, რომ (1.5.6), (1.5.7) და (1.5.8) 

მწკრივები შეიძლება აზრის მატარებელი იყოს, ხოლო მათი მარცხენა მხარეები V(C””), 
შ(6'#) და / (6'”) წარმოადგენს აზრს მოკლებულ სიმბოლოებს. 

აქ ნათქვამთან დაკავშირებით უნდა აღინიშნოს ლუზინის ერთ–ერთი საინტერესო შედე– 

გი |30, გვ. 274, 455): არსებობს ერთეულოვან ღია | »| < 1 წრეში ანალიზური ფუნქცია 

20"2", C, = 0იე – ?ხ, -> 0. 

720 

ისეთი, რომ (1.5.8), (1.5.6) და (1.5.7) მწკრივები განშლადია ყოველ ჯ C (0, 2») წერტილ– 

ზე, 

(1.5.7) მწკრივს (ნულოვანი თავისუფალი წევრით) ეწოდება (1.5.6) მწკრივისადმი შე– 

უღლებული ტრიგონომეტრიული მწკრივი. ეს ტერმინი მომდინარეობს იქიდან, რომ V(1-6'§) 

არის #(»615)–სადმი ჰარმონიულად შეუღლებული ფუნქცია. 

ანალიზურ ფუნქციათა თეორიის მძლავრი აპარატი საშუალებას იძლევა გამოვლენილ 
იქნეს მჭიდრო კავშირი V(-6'5) და სV(»6'”) ფუნქციებს შორის ერთეულოვან ღია წრეში. 

მაგრამ, აშკარად გამოხატული კავშირი (1.5.6) და (1.5.7) ტრიგონომეტრიულ მწკრივებს 

შორის არ არსებობს, ამიტომ ძალიან რთულია მათ შორის იმ ფარული კავშირების გამოვ– 

ლენა, რაც მათ გადმოჰყვა (1.5·3) და (1.5.4) ტოლობებიდან· 

სადღეისოდ საკმაოდ ვრცელია ის სამეცნიერო ინფორმაცია, რაც მოპოვებულია შეუღ– 

ლებული ტრიგონომეტრიული მწკრივების შესახებ. ამ გამოკვლევებს ხშირი და მრავალ– 

მხრივი გამოყენება აქვს თეორიული მათემატიკის მონათესავე დარგებშიც.



.8) თავი| ძირითადი ცნებანი 

ბუნებრივია სურვილი იმის შესახებ, რომ დასახელდეს (1.5.2) ტოლობიდან ნამდვილი 

L(I-6'წ) ჰარმონიული ფუნქციისადმი შეუღლებული ჰარმონიული ფუნქციაც. ამ მიზნით საკ– 

მარისია შევნიშნოთ, რომ « + 1 ფუნქციასთან ერთად ანალიზურია – (V + 1V) = დ – 1V 
ფუნქციაც. აქედან ჩანს, რომ ს(2) ფუნქციისადმი ჰარმონიულად შეუღლებულია |–ჯ(2)) 

ფუნქცია. ამასთან, უნდა გვქონდეს |–V/(0)| = 0 ანუ V(0) = 0. ეს ნიშნავს, რომ (1.5.7) 

მწკრივის შეუღლებულია -- %' (ი, C05»ჯ + ს,, 5Iი ოთ) მწკრივი. 
#1=1 

მაშასადამე, ნამდვილი ფორმის რაიმე ტრიგონომეტრიული მწკრივისადმი შეუღლებუ– 

ლის შეუღებული არის (–) ნიშნით აღებული საწყისი მწკრივი თავისუფალი წევრის გარეშე. 

აქვე აღვნიშნოთ, რომ კომპლექსური ფორმით მოცემული 

+ი% 

X: 0,649 (1.5.9) 

ს=-თ 

ტრიგონომეტრიული მწკრივისადმი, სადაც თე–ს ეწოდება (1.5.9) მწკრივის თავისუფალი 

წევრი, შეუღლებულია ისევ კომპლექსური ფორმის 

+თ 

= 2 (5(9ძნ/0ფ,ი'55 (1.5.10) 

ს=-C% 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი, სადაც 5Iძი სიმბოლო განსაზღვრულია ტოლობით 

5Iყი0 =0, 5I0ის = –– IICI ( ჯ 0). 

(1.5.10) მწკრივისადმი შეუღლებული მწკრივის განსაზღვრის მიზნით, (1.5.10) გადავწე– 

როთ შემდეგი სახით 

+% 

2 (–15IძიL) C;·(; 2 ძ გ.ხთ, 

ხ=-Cი% 9ხ=-Cი 

რომლისადმი მეუღლებული ტრიგონომეტრიული მწკრივი იქნება 

+%9 

- 2 (5Iძი #)ძ,დ%ი = - 2(819[1 L)(=199ი#)ტ, თ ა2 

ხ=-Cთ« 

ეს კი არის მწკრივი – %. 66% ნულოვანი თავისუფალი წევრით. 

ILI>1
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ამრიგად, (1.5.9)–ის ორჯერ შეუღლება იძლევა (–) ნიშნით აღებულ (1.5.9) მწრივს თა– 

ვისუფალი წევრის გარეშე. 
მაშასადამე, ნამდვილი და კომპლექსური ფორმის ტრიგონომეტრიული მწკრივის ორჯერ 

შეუღლება იძლევა, თავიდან აღებულ მწკრივს (–) ნიშნით ნულოვანი თავისუფალი წევ– 

რით. 

ტრიგონომეტრიულ (1.5.6) მწკრივსა და მისადმი შეუღლებულ (1.5.7) მწკრივს შორის 

კავშირი, მათი კრებადობის თვალსაზრისით, მოიცემა პლესნერის მნიშვნელოვანი თეორე– 

მით: თუ ტრიგონომეტრიული (1.5.6) მწკრივი კრებადია რაიმე / C (IV, 2»I ზომად სიმ– 

რავლეზე, მაშინ მისადმი შეუღლებული (1.5.7 ) მწკრივი კრებადია თითქმის ყველგან #-–ზე 

(იხ. |8, გვ. 605), (411).



თავი 2 

ფურიეს მწკრივთა ზოგადი საკითხები 

2. ფურიეს ფორმულები 

ვთქვათ, ნამდვილი ფორმის 

““ -+ 2 0,, C05 IL> + ხ,. 510 #2) (2.1.1) 
ს=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი თანაბრად კრებადია (–C, +00) ღერძზე, რომლის ჯამი აღ– 

ვნიშნოთ /(2-)-ით. ამიტომ / ფუნქცია უწყვეტია |–», »|-ზე, 27 პერიოდულია და 

I(დ) = ? + 2(@„ C05 X + ხ, 5Iი #>), –Cლ% < 2 < +Cთ. (2.1.2) 
#L=1 

რადგან (2.1.2) მწკრივი თანაბრად კრებადია |– ;, »| სეგმენტზე, ამიტომ მართლზომიე– 

რია მისი წევრობრივი ინტეგრება, რაც (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3, ტოლობა (1.3.3)) 

/C05|C:1;11I =0 = /5!”1·71:(11·, #=1,2,3,..., 

ტოლობების გათვალისწინებით მოგვცემს 

/]”( /ძ +0=წ 2X = 7X900. 

=ჭ//(თ)ძ1· (2.1.3) 

ამრიგად,
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ახლა (2.1.2) მწკრივის გამრავლებით C05 თ»; ფუნქციაზე, სადაც ი > 1 რაიმე ფიქსირე– 

ბული რიცხვია, მივიღებთ ტოლობას 
C 

#(2) 605=ჟ = “—20 C0572 + 2(0,·· C05 /:ჯ C05 ი > + ხ, 510 /:ჯ C05 7)2:). (2.1.4) 

L=1 

დავამტკიცოთ, რომ (2.1.4) მწკრივიც თანაბრად კრებადია | – ჯ, ჯI–ზე. ამ მიზნით განვი– 

ხილოთ (2.1.1) მწკრივის ა;–ური კერძო ჯამი 

5» ნC) = —+2(ე,· 605 Lდ + ს 5I0M/ი). 
L=I 

#(2)–კენ (2.1.2) მწკრივის თანაბრად კრებადობის გამო |–», »| სეგმენტზე, ყოველ § > ი 

რიცხვს ეთანადება ნატურალური /V რიცხვი ისეთი, რომ ყოველი ::-თვის |–», XჯI–დან 

სრულდება უტოლობა 

I/(2) – §„(2)| < §, როცა » > VV. 

ცხადია, რომ §5,, (ჯ) C05 ჯ ნამრავლი წარმოადგენს (2.1.4) მწკრივის 1»-ურ კერძო ჯამს 

და 

I/ (2) C0572 – §„ (>) C05»დ| = | / (>) – §,,(დ)| | C05 ი>| < § 
ყველა «–თვის |–», »I-დან და ყოველი »; > V რიცხვისთვის. ეს კი ნიშნავს (2.1.4) მწკრი– 

ვის თანაბრად კრებადობას (–», »I-ზე. ამიტომ მართებულია ტოლობა 

ჯ” M# 

/](:[:)C05"I(II= “წე·/თჯ"·”ჩძ:ჟ 

- = 

% ჯ # 

+ 2 (·1·,C / C05 /ჯ C05 ; ძდ + ხ, / 5Iი #ფ C05 I; ქI) . (2.1.5) 

#M=! 
–ჯ 

თავი 1–ის 1.3 პარაგრაფში დამტკიცებული ტოლობებიდან ვღებულობთ, რომ 

L ჯ 

/ C05 ,დ ძა = 0, / 5102 C05 ოჯ ძე; = 0 ყოველი I-თვის 
=C -» 

და 

ჯ 

/თჭ L C052 ძ = 0, როცა ( » თ, 

–ჯ



ვ4 თავიI ფურიეს მწკრივთა ზოგადი საკითხები 

ამიტომ (2.1.5) ტოლობის მარჯვენა მხარეში დაგვრჩება ერთადერთი 

ძი / C05 )1X C05 11X ძე; = 0ი / C05? ი ძე; = თი · ჯ 

ჯ –ჯ 

შესაკრები. მაშასადამე, (2.1.5) ტოლობა მიიღებს სახეს 
ჯ 

/](I) C05727 ძდ = 0უ · ჯ. 

–ჯ 

აქედან კი 

ძ = ჭ//(ჯ) C05»Xძ»თ, 7 = 1,2,.... (2.1.6) 

ანალოგიური მსჯელობით მივიღებთ 

ხე = ჰ//(:ჯ)ქი"ყ;ძ.·ე, »=1,2,.... 

რადგან (2.1.3) მიიღება (2.1.6) ტოლობიდან, თუ ამ უკანასკნელში ავიღებთ » = 0 მნიშ– 

ვნელობას, ამიტომ (2.1.3) და (2.1.6) ფორმულები შეიძლება გაერთიანდეს შემდეგი სახით 

ჯ 

ე·"=ჭ/_/·(:1:)!:0571:1:ქ·1:, »=0,1,2,.... 

ჯ” 

მაშასადამე, დამტკიცდა შემდეგი 

თეორემა 2.1.1. თუ ნამდვილი ფორმის 

ე,?ე + 2—:1((1„ C0572 + ხე 5I იე;) (217) 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი თანაბრად კრებადია (–C9%, +ი0) ღერზძე / (ჯ) ფუნქციის– 
კენ, მაშინ (2.1.7) მწკრივის კოეფიციენტებისთვის ადგილი აქვს ტოლობებს 

ძ = ჭ//(ქ C00ოჯძთ, » =0,1,2,..., (2.1.8) 

„=1/](I)5II·1”I(II, –»=1,2,.... (2.1.9) 
ჯ
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ანუ, რაც იგივეა, (2.1.7) მწკრივი არის / ფუნქციის ფურიეს მწკრივი. 

ანალოგიურად დამტკიცდება, თავი 1-ის 1.3 პარაგრაფიდან (1.3.10) ტოლობების გამო– 

ყენებით, შემდეგი 

თეორემა 2.1.2. თუ კომპლექსური ფორმის 

+% 

2 C"C”.”?··: (2110) 

ი-–-9% 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი სიმეტრიულად თანაბრად კრებადია (–C, +იC) ღერძზე 

«(X) ფუნქციისკენ, მაშინ (2.1.10) მწკრივის კოეფიციენტებისთვის მართებულია ტოლობები 

თ = ჭ/დ(:[··)ვ—··": ძი, ი=0.+IL,+2.... (2.1.11) 

ანუ, (2.1.10) მწკრივი არის ჯ ფუნქციის ფურიეს მწკრივი. 

შენიშვნა 2.1.3. (2.1.8) და (2.1.9) ფორმულების მისაღებად აუცილებელი არაა (2.1.1) 

მწრივის თანაბრად კრებადობა |–», »| სეგმენტზე. თუ თვალს გავადევნებთ ამ ფორმულე– 

ბის დადგენისთვის ჩატარებულ მსჯელობებს დავადგენთ, რომ (2.1.8) და (2.1.9) ფორმუ– 

ლების მისაღებად საკმარისია შემდეგი პირობები: 

(1). / ფუნქცია ჯამებადია (–», »| სეგმენტზე; 

(2) # ფუნქცია |–».,»| სეგმენტზე წარმოდგენილია ტოლობით 

#(თ) = “·?0 + ჯ(“[: C05/:ჯ + ხ. 5Iი I;), –ჯ# < 2 <X; (2.1.12) 

(3) მართებულია |– », >| სეგმენტზე წევრობრივი ინტეგრება (2.1.12) მწკრივის და ყველა 

იმ მწკრივის, რომელიც მიიღება (2.1.12) მწკრივის გამრავლებით C05 7ჯ და 5Iიო > 

ფუნქციებზე, » = 1,2,... . 

ამიტომ იმ ტრიგონომეტრიული მწკრივის ძიებისას, რომლის ჯამი იქნება (|– ჯ, »| სეგმენტზე 

ჯამებადი / ფუნქცია, პირველ რიგში უნდა განვიხილოთ ის ტრიგონომეტრიული მწკრივი, 

რომლის კოეფიციენტები განსაზღვრულია (2.1.8) და (2.1.9) ტოლობებით და მხოლოდ ამის 

შემდეგ გავარკვიოთ არის თუ არა ასეთი ტრიგონომეტრიული მწკრივის ჯამი ჯ?
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აქვე აღვნიშნოთ, რომ (2.1.8) და (2.1.9) ფორმულებში ხდება 2» პერიოდული ფუნქციე– 

ბის ინტეგრება. ამიტომ ამ ფორმულებში |–», »| მონაკვეთი შეიძლება შეიცვალოს 9ჯ სიგ– 

რძის ნებისმიერი მონაკვეთით ანუ, რაც იგივეა, (2.1.8) და (2.1.9) ფორმულების გვერდით 

ადგილი აქვს ტოლობებს 

0+2» 

ე„=ჭ//(=)თჭივ,·([: Cთ =0,1,2,...), 

თ+2ჯ 

ხა= – / M(თ)ნსიოთძ;: (ი = 1,2,...), 

ყოველი ი C (–00, +C0) რიცხვისთვის. 

ყველაფერი, რაც აქ ითქვა მართებულია (2.1.10) მწრივის და (2.1.11) კოეფიციენტის მი– 

მართაც, ცხადია. 

მაშასადამე, განსაკუთრებული ყურადღების ღირსია (2.1.1) და (2.1.10) სახის ის მწკრი– 

ვები, რომელთა კოეფიციენტები გამოთვლილია (2.1.8), (2.1.9) და (2.1.11) ფორმულებით, 

შესაბამისად. 

შემდგომი ჩვენი ყურადღება კონცენტრირებული იქნება, ძირითადად, ასეთი კოეფიცი– 
ენტების მქონე მწკრივებზე. 

22 ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივის ცნება 

ვთქვათ, ნამდვილი ან კომპლექსური მნიშვნელობების მქონე # ფუნქცია განსაზღვრულია 

ნამდვილ (–-%, +ი) ღერძზე და 2» პერიოდულია, რაც ნიშნავს /(დ+2») = /(2) ტოლო– 
ბის შესრულებას ყოველი ჯ C (–C, +იი) მნიშვნელობისთევის. ასეთ შემთხვევაში, ადგი– 

ლი აქვს /(დ + 2ი») = /(>) ტოლობასაც ყოველი მთელი თ = +1, +2,... მნიშვნელო– 
ბისთვის. 

ამის გამო, 2» პერიოდული ფუნქციები ძირითადად მოიცემა 2»ჯ სიგრძის რაიმე ინტერ– 

ვალზე და შემდგომ ხდება მისი 2ჯ პერიოდით გაგრძელება აღებული ინტერვალის გარეთ. 

უმრავლეს შემთხვევაში, ძირითადი ინტერვალია (–#.,») ან (0. 2ჯ). 

ახლა შემოვიღოთ ფურიეს ანალიზისთვის უმნიშვნელოვანესი ცნება ––ფურიეს ტრიგო– 

ნომეტრიული მწკრივის ცნება.
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განსაზღვრა 2.2.1 (ფურიე (1805 წ.)). |–», >) სეგმენტზე ჯამებადი! და 2 პერიო– 
დული / ფუნქციის ნამდვილი ფორმის ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივი ეწოდება 

%0 + 2—1(“„ C05 თ; + ს,, 5Iი 2.X) (2.2.1) 

ტრიგონომეტრიულ მწკრივს, ხოლო ძე, ი, და ს (» = 1,2,...) რიცხვებს – / ფუნქციის 

ფურიეს ნამდვილი ფორმის კოეფიციენტები და ისინი მოიცემა შემდეგი ტოლობებით 

ძუ = ჭ / IM(თ)C6095»»ძ2:, ხე = 71? / #(>2) 5Iი ით ი. (2.2.2) 

იმის მისანიშნებლად, რომ (2.2.1) მწკრივი არის / ფუნქციის ფურიეს მწკრივი, წერენ 

1- %0 + 2—:1(([" C05 ჯე + ხ,, 51ი 7), (2.2.3) 

ან შემდეგი სახით 

5I/) = "—20 + 2(0„ C05 იე; + ხი 510 1)ჯ). (2.2.4) 

71=1 

ცხადია, რომ # ფუნქციის ფურიეს ი„ და ხე კოეფიციენტები იქნება ნამდვილი ან კომ– 

პლექსური რიცხვები იმის მიხედვით, / ფუნქცია ნამდვილია თუ კომპლექსური. 

განსაზღვრა 2.12.2. |–»,»|) სეგმენტზე ჯამებადი და 2» პერიოდული / ფუნქციის 

კომპლექსური, ანუ ექსპონენტური, ფორმის ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივი ეწოდება 

+ი9 

1ი 7 
2 CაC 

ი=-C% 

“ორმხრივ უსასრულო” მწკრივს, სადაც ფურიეს კომპლექსური ფორმის ი, კოეფიციენტები 

მოიცემა 

რ = ჭ/)”(:[:)·“··—ჯ"I ძთ, ==0,+1,+2,..., (2.2.5) 

1კომპლექსური ფუნქციის ჯამებადობა რაიმე ინტერვალზე ნიშნავს მისი ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილების 
ჯამებადობას იმავე ინტერვალზე.
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ტოლობებით და წერენ 
+00 | 

ჩ“= 2, თრ ””, (2.2.6) 

ან 
+ლთ | 

5/ = 2 ი (2.27) 
1=-Cთ% 

მაშასადამე, (2.2.3) და (2.2.6) დამოკიდებულებებში „ სიმბოლო მიანიშნებს მხოლოდ 

იმას, რომ ამ დამოკიდებულებების მარჯვენა მხარე ანუ, რაც იგივეა (2.2.4) და (2.2.7) 

მწკრივები, სიმბოლურად §' /1, შედგენილია ფორმალურად / ფუნქციის ფურიეს ი„, ხ„ 
და ი, კოეფიციენტებისგან, შესაბამისად. 

რადგან (2.2.2) და (2.2.5) კოეფიციენტები ჩაწერილია ლებეგის აზრით ინტეგრებადი / 

ფუნქციის ანუ, რაც იგივეა, ჯამებადი / ფუნქციისთვის, ამიტომ (2.2.4) და (2.2.7) მწკრი– 

ვებს ეწოდება ფურიე–ლებეგის მწკრივი ანუ, მოკლედ, ნამდვილი და კომპლექსური ფორ– 

მის ფურიეს მწკრივი / ფუნქციისთვის. 

ამრიგად, # ფუნქციის 5/ | მწკრივის ი,,, ხ,, და C, კოეფიციენტები გამოთვლილია ძირი– 

თად პერიოდზე ჯამებადი / ფუნქციისთვის. 

გარდა ამისა, .5 / | მწკრივისადმი შეუღლებული (1.5.7 ) და (1.5.10) მწკრივები თავი 1–ის 

1.5 პარაგრაფიდან, აღინიშნება 5/ | სიმბოლოთი. იქვე აღნიშნულია ფაქტი იმის შესახებ, 

რომ ორჯერ შეუღლება იძლევა (-–) ნიშნით აღებულ საწყის 5/ | მწკრივს ნულოვანი თა– 

ვისუფალი წევრით. 

შენიშვნა 2.2.3. მოცემული / ფუნქციისთვის ფურიეს 5/ | მწკრივის სახეს, ანუ 5( 

მწკრივის კოეფიციენტებს /-–თან ერთად განსაზღვრავს ის ინტერვალიც, რომელზეც უნდა 

გაიშალოს / ფუნქცია ფურიეს 5I/| მწკრივად. სათანადო მაგალითები მოცემული იქნება 

თავი 4–დან პარაგრაფ 4.18-ში. 

2.3 ლუწ და კენტ ფუნქციათა ფურიეს მწკრივები 

!  ვთქვათ, (–»,»| სეგმენტზე ჯამებადი / ფუნქცია ლუწია, ანუ /-–ის 2 პერიოდით 

(–090,+იი)-ზე გაგრძელებული ფუნქციაა ლუწი. / და C05ჯ („ = 0,1,...) ფუნქციე– 
ბის ლუწობის გამო / (») C05 ჯ ნამრავლი ლუწია, ხოლო /(თ) 5Iიო კენტია 5Iითთ, თ, = 
1,2,... ფუნქციის კენტობის გამო (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.1, მტკიცებანი 1.1.4 და 1.1.5).
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ახლა / ფუნქციის ფურიეს 

ი, = 71[·/](1) C605 7;(0» და ხე = ჭ/!(:[) 510 2' 0' (2.3.1) 

კოეფიციენტების (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.2, ტოლობები (2.2.2)) მიმართ / C05 /|;-–ის ლუ– 

წობისა და /(ჯ) 5Iი დ კენტობის (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.1, მტკიცებანი 1.1.6 და 1.1.7) გა– 

მოყენებით მივიღებთ 

თი = ჭ/!(·.) C05 ძო (ი =1,2,...). (2.3.2) 

() 

ხ, =0 (ი” = 1,2,...). 

ამრიგად, ლუწი / ფუნქციის ფურიეს მწკრივი შედგება მხოლოდ კოსინუსებისგან, ე.ი. 

CC 

C0 
#- 2 + 5 თე C05 7L>, 

1:=1 

სადაც ფურიეს ი, კოეფიციენტები მოიცემა (2.3.2) ტოლობებით. 

2. ვთქვათ, / არის |–», » სეგმენტზე ჯამებადი კენტი ფუნქცია, ანუ კენტია მისი 2» პე– 

რიოდული გაგრძელება. C05 თ (ი = 0,1,2,...) ფუნქციის ლუწობისა და /-–ის კენტობის 

გამო / (2:) C05 ჯ ნამრავლი კენტი ფუნქციაა, ხოლო / (ჯ) 5Iი დჯ- ლუწია 5Iი თჯ:–ის კენტობის 
გამო (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.1, მტკიცებანი 1.1.4 და 1.1.5). ახლა / (>) C051ჯ–ის კენტო– 

ბის გამო და /(ე:) 5(იო>–ის ლუწობის გათვალისწინებით, (2.3.1) ტოლობები მიიღებს (იხ. 

თავი 1, პარაგრაფი 1.1, მტკიცებანი 1.1.7 და 1.1.8) სახეს 

ძ =0 (1=0,1,2,...), 

ხე = ჰ//(:[:) ზაჩიჯძა (+ =1,2,...). (2.3.3) 

0 

მაშასადამე, კენტი / ფუნქციის ფურიეს მწკრივი შეიცავს მხოლოდ სინხუსებს, ე.ი. 

#- 2 ხ. 5Iიოთ, (2.3.4) 
#=1 

სადაც ფურიეს ხ, კოეფიციენტები მოცემულია (2.3.3) ტოლობებით.
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შენიშვნა 2.3.1, (2.3.4) დამოკიდებულებიდან აშკარაა, რომ კენტი ფუნქციის ფურიეს 

მწკრივი კრებადია ნულისკენ ჯ = /:ჯ» წერტილებში, მიუხედავად იმისა ნულია თუ არა /(#L») 

მნიშვნელობები, ჯ = 0,+1, +2,... ,. 

3.  არის შემთხვევები, როცა საჭიროა (0, »| სეგმენტზე ჯამებადი / ფუნქციის გაშლა ფუ– 

რიეს ისეთ მწკრივად, რომელიც შედგება მხოლოდ კოსინუსებისგან ან მხოლოდ სინუ– 

სებისგან ანუ, მოკლედ, საჭიროა /–ის გაშლა ფურიე–კოსინუს მწკრივად ან ფურიე–სინუს 

მწკრივად. ორივე ეს შემთხვევა განვიხილოთ ცალ–ცალკე. 

როგორცზემოთ ვნახეთ, ფურიე–კოსინუს მწკრივი შეესაბამება ლუწ ფუნქციას. ამიტომ 

მოვახდინოთ /-–ის ლუწობით გაგრძელება |–», 0| სეგმენტზე ტოლობით /(–ჯ;) = /(), 

როცა 0 < » < #ჯ-. ამ გზით მიღებული “გაგრძელებული” ფუნქცია ლუწია (–#, >|–ზე. ზემოთ 

ჩატარებული მსჯელობით მივიღებთ ხ, = 0 (ი = 1,2,...) და 

ძ = ჭ/](ო·) C05”:ძ» (ი =0,1,2,...). (2.3.5) 

0 

როგორც ვხედავთ, (2.3.5) ტოლობაში მონაწილეობს /-–ის მნიშვნელობები მხოლოდ 

(0, »1–ზე. მაშასადამე, ფაქტობრივად შეგვიძლია არ მოვახდინოთ /–ის ლუწობით გაგრძე– 

ლება |-, 01–ზე. თუ გვინდა (0, >1-ზე ჯამებადი იგივე / ფუნქცია გავშალოთ ფურიე–სინუს 
მწკრივად, მაშინ / უნდა გავაგრძელოთ |–», 01-ზე კენტობით, ე.ი. /(–=) = – / (ჯ), როცა 

0<27<7. 

კენტობიდან გამომდინარე, გაგრძელებულ ფუნქციას უნდა მივანიჭოთ /(0) = 0 თვი– 

სება. გაგრძელებული კენტი ფუნქციის მიმართ ზემოთ ჩატარებული მსჯელობით მივიღებთ 

ი: =0(.=0.1,2,...) და 

ხე = ჭ/](··[·) სჩოთდძთ (ო =1,2,...). (2.3.6) 

0 

(2.3.6) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ / ფუნქციის კენტობით გაგრძელება I0, ») სეგმენტი– 

დან |--», 0|–ზე სავალდებულო არაა. 

2.4 ფურიეს მწკრივი 2I! პერიოდის ფუნქციისთვის 

აქამდე ვიხილავდით (–-6ი, +ი) ღერძზე განსაზღვრულ 2» პერიოდულ ფუნქციებს, რომ– 
ლებიც ჯამებადია პერიოდზე ანუ ამ ფუნქციებს, პერიოდზე ჯამებადობასთან ერთად, აქვს
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#(2 + 2X) = / (§) თვისება ყოველ ჯ: C (–09C, +ი) წერტილზე. 
ახლა განვიხილოთ 2I სიგრძის მონაკვეთზე ჯამებადი და 2/ პერიოდული ფუნქციები, ანუ 

#(თ) ფუნქციას 2/! სიგრძის მონაკვეთზე ჯამებადობასთან ერთად ყოველ ჯ C (–6%,+ი0) 

წერტილზე აქვს /(ჯ + 2!) = / («) თვისება, სადაც ! > 0 რაიმე მუდმივია / ფუნქციისთვის. 

შემოვიღოთ ახალი / ცვლადი (/ = ” ჯ ტოლობით. როცა –-! < » < /,მაშინ - » < / <#. 

(–#.#| სეგმენტზე ჯამებადი „-(ჯ) = /(#1) ფუნქცია 27 პერიოდულიცაა. მართლაც, 
! ! '/ ! ! C60 + 2#) = /[; ც +2")] = ](;: + ;·2") = ](7–;!+21) = ](;ჯ) =+2(). 

ახლა განვიხილოთ „ ფუნქციის შესაბამისი ფურიეს § M მწკრივი 

> 

(/ · 

#C= 5 + 2 ,(6 6050 + , 5ი»), 
1=1 

სადაც 
L ჯ# 

თი = 1 /·დ([) C059 ,, ხ, = 1/9([)9""(·([[. 
ჯ . ჯ 

მაგრამ 

1 ! ( 
ძი = ;/]·(; ჯ) C057 ( და ;ჯ == თ. 

ამიტომ 
! ( 

1 ჯ ჯ 1 ჯ 
=– შო – :=– ჯ) C05 ი –– ჯ ძ» 0 ჯ /](1:) I C057 ი დ07 7 /](·I:)C წ/) 7 ჯი» 

-I ' 

და «() = /(>). მაშასადამე, გვაქვს 

ძ0 ჯ = 2 
·?·”·წ+2(“”C05"7I+ხ”5|"”71)· 

»–=1 

სადაც 
( /) 

იი = %·/_/(1) C0577·?1·(I.”L·, ხ, = %/_[(1·)51""?1:(11·· 

–! –I 

შენიშვნა 2.4.1. თუ / ფუნქცია არ არის პერიოდული, მაგრამ ჯამებადია რაიმე (V, ს 

სეგმენტზე, სადაც –» < თ < ხ <», მაშინ როგორ შევადგინოთ ფურიეს მწკრივი /–თვის?
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ამ მიზნით შეგვიძლია განვიხილოთ |– ჯ, »| სეგმენტზე ჯამებადი რაიმე /; ფუნქცია, რო– 

მელსაც მოეთხოვება ერთადერთი «(ჯ) = /(თ) პირობა, როცა ი < ჯ < ხ, ანუ / არის 

«–ის შეზღუდვა (ი, ხ|-ზე. ამის შემდეგ კი მოვახდენთ « ფუნქციის 2» პერიოდით გაგრძე– 

ლებას (-–-%, +იC)-ზე. 
ამგვარად, ვღებულობთ | –», »|–ზე ჯამებად უამრავ ფუნქციას, რომლებიც (ი, ხ|) სეგმენ– 

ტზე ემთხვევა /-ს. თითოეულ ასეთ დ ფუნქციას შეესაბამება ფურიეს 5I მწკრივი. 

შემდგომში დამტკიცებული იქნება ლოკალიზების რიმანის უმნიშვნელოვანესი პრინციპი 

(იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.6), რომლის თანახმად ყველა ეს 5IV) მწკრივი ერთი და იგივე 

თვისებისაა (ი, ს)–ში აღებულ ყოველ წერტილზე მისი კრებადობის თვალსაზრისით: » C 

(თ, ხ) წერტილზე ან ყველა კრებადია ან ყველა განშლადია. 

25 ძირითადი პრობლემები ფურიეს მწკრივებზე 

პერიოდზე ჯამებადი / ფუნქციის ფურიეს §' /| მწკრივის მიმართ ისმის მრავალი პრობლემა, 
მათ შორისაა: 

(1) წერტილოვნად კრებადია თუ არა 5 | მწკრივი; 

(2) თუ 5I/| მწკრივი წერტილოვნად კრებადია, მაშინ ამ მწკრივის ჯამი რა კავშირშია / 

ფუნქციასთან; 

(3) თუ / ფუნქცია ეკუთვნის რომელიმე /;” კლასს, მაშინ რა შეიძლება ითქვას 5(/| 

მწკრივის კრებადობის შესახებ /7–ნორმით; 

(4) 5(/1) მწკრივის არაკრებადობის შემთხვევაში მითითებულ იქნას “განზოგადებული 

ჯამი”–ს მოძებნის წესები, ე.წ. შეჯამებადობის მეთოდები. თანაც სასურველია “გან– 

ზოგადებული ჯამი” დაემთხვეს ,5| /) მწკრივის ჯამს, როცა 5|#| კრებადია. შეჯამება– 

დობის ასეთ მეთოდს ეწოდება რეგულარული; 

(5) თუმოცემულიარიცხვთა მიმდევრობა და თუ ცნობილია, რომ ეს მიმდევრობა წარმო– 

ადგენს რაღაც ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს, მაშინ შეიძლება თუ არა 

ამ ფუნქციის პოვნა? 

აქ ჩამოთვლილი პრობლემების გარდა ვრცლად განიხილება შემდეგი პრობლემა: რაი– 

მე წესით მოცემული 2ჯ» პერიოდული ჯ” ფუნქციისთვის, რომელიც შეიძლება იყოს არაჯა– 

მებადი ან უსასრულოდ დიდი მნიშვნელობების მქონეც კი დადებითი ზომის სიმრავლეზე,
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შეიძლება თუ არა მოიძებნოს ისეთი ტრიგონომეტრიული მწკრივი, რომლის “ჯამი რაღაც 

აზრით” იქნება L(»)? 

უკანასკნელი პრობლემა ცნობილია, როგორც მოცემული ფუნქციის ტრიგონომეტრიული 

მწკრივით წარმოდგენის პრობლემა. 

ყველა ამ პრობლემაზე სადღეისოდ არსებობს ვრცელი ლიტერატურა, მიმოხილვითი 

შრომების სახითაც კი (იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.28). 

26 ფურიეს მწკრივი ორთონორმული სისტემისთვის 

როგორც ვნახეთ (იხ. პარაგრაფი 2.1, თეორემა 2.1.1), (–#ჯ., »| სეგმენტზე თანაბრად კრე– 

ბადი ტრიგონომეტრიული მწკრივის 

%0 + 2(““ C05»# + ხე 5Iი 7>) (2.6.1) 

#=I1 

ჯამი რომ იყოს უწყვეტი / (2) ფუნქცია აუცილებელია, რომ ი, და ს, რიცხვები წარმოად– 

გენდეს / ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს, ანუ უნდა გვქონდეს ტოლობები 

ი, = ჭ/](ო) C0577 ძე. ხ,, = ჭ/](:) 5Iჩ ოთ ძე. (2.6.2) 

ტრიგონომეტრიული (2.6.1) მწკრივი არის კერძო შემთხვევა ე.წ. ორთოგონული მწკრი– 

ვისა, რომლის ცნებასაც ახლა შემოვიღებთ. 

ფუნქციათა («, (2)159.; სისტემას, სადაც ყოველი „„ C #2(ი, ხ), ეწოდება ორთოგო– 
ნული (ი, ხ| სეგმენტზე, თუ ადგილი აქვს შემდეგ დამოკიდებულებებს 

ხ 

/დ,„(.·ჟ)დ„(უ)ძ·—[;=0, როცა »1 X თ; თ1 = 1,2,..., # = 1,2,.... 

ძ , (2.6.3) 

/;/:3,(1:)%0, როცა » =1,2,.... 

ძ 

ორთოგონულ (ი (<))ე>., სისტემას ეწოდება ორთონორმული (ი, ხ| სეგმენზე, თუ ადგი–
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ლი აქვს ტოლობებს 
ხ 

/ #.(9)ძთ = 1, » = 1,9,.... (2.6.4) 

როგორც ვიცით, ტრიგონომეტრიული 

1,C6057,5I-ჯ,C0527,5,02ჯ”,... 

სისტემა ორთოგონულია |–». ჯ| სეგმენტზე (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3) და მისი ნორმირე– 

I1I? = /1? ძი=9, || C05/#ე;2 = /თჭ? #L L = X, 

ალ –ჯ» 

ჯ» 

| §I0/2|2 = / §Iო? I ძ = » 

ტოლობები (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3). ამიტომ |– ჯ, »| სეგმენტზე ორთონორმულია სის– 

ტემა 
1 C05ჯ 5ი»; C05> 5ჩ აჯ 
აო ო აალ თო იი 

სწორედ |–», »| სეგმენტზე ორთონორმული ტრიგონომეტრიული (2.6.5) სისტემის მი– 

მართ / ფუნქციის ფურიეს მწკრივს აქვს (2.6.1) სახე, სადაც ამ მწკრივის კოეფიციენტები 

გამოითვლება (2.6.2) ფორმულებით. 

საზოგადოდ, რაიმე #' ფუნქციის ფურიეს მწკრივი |ი,(ხ|) სეგმენტზე, (2.6.3) და (2.6.4) 

თვისებების მქონე («2„(>)1%., სისტემის მიმართ ეწოდება ჯჰ ძიდა (ჯ) მწკრივს და წერენ 

(2.6.5) 

I- 211”90"(1:)I 

11=1 

სადაც ფურიეს ძ, კოეფიციენტები X ფუნქციისთვის მოიცემა ტოლობებით 

ხ 

ძი = /[”(I)@„(I) ძე:, ” = 1,9,.... (2.6.6) 

აქ იგულისხმება, რომ ყველა (2.6.6) ინტეგრალი არსებობს და სასრულია.
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თუკი (ი, ხ) სეგმენტზეორთოგონული (#, (>)129. , სისტემა არ არის ნორმირებული, ე.ი. 
ხ 

1 V () ძჯ = 1 ტოლობა დარღვეულია »–ის ერთი მაინც მნიშვნელობისთვის, მაშინ 

[ %ი (·C) ჯიი 

I I2 )1 „ -, 

ხ 9 1/2 

IVVII = (/·/]ჭ(/.)ო) . 

არის ნორმირებული (ი, ხ1-ზე და მის მიმართ ფურიეს მწკრივს რაიმე / ფუნქციისთვის 

აქვს სახე 

სისტემა, სადაც 

% 

V 2#·„·#·„(1·). 

ი=1 

სადაც V ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები (#',(>)1%. , სისტემის მიმართ მოიცემა ტოლო– 

ბებით 
ხ 

/'ი = "?·1? / VI(2:)Vი(2)ძ2:, 7 =1,2,.... (2.6.7) 

ძ 

თუგვაქვს ნამდვილი :; ცვლადის კომპლექსური :, (<) ფუნქციების (+2, (2-) ) , სისტემა, 
მაშინ ამ სისტემას ეწოდება ორთოგონული (ი. ხ| სეგმენტზე, როცა 

ს 

/ თი5 C) ძი =0 (ი #») 
(V 

ხ 

/I(,·”„(I)I2(II#0 (რი=1,9%...), 

სადაც %,, (<) არის ჯ, (»)–სადმი კომპლექსურად შეუღლებული. 
ასეთ შემთხვევაში / ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს აქვს სახე 

ხ 

თ = / #C)თ,C) ძა,
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როცა (V (ჯ)199 , სისტემა ნორმირებულია და 

1 
თ=:–3 

Iი II” 

ხ 

'წ 21 > 

არანორმირებული L (::)199., სისტემისთვის; აქ 

ხ 1/2 

II = ( Iთ ძ) 

2ჯ სიგრძის ნებისმიერ სეგმენტზე, მაგალითად, |– , »I-ზე, ორთოგონულია კომპლექ– 

სური ფუნქციების (6”%) (ი = 0,+1, +2,... ) სისტემა, რადგან 

V ჯ 

/ვ;·":ც–"": ქკ.=/ვ|·("—ო):· ძა 

-» სრ 

დI(- თ)თ |7. 1 

რ-I , = )- 0 როცა 2 # > 
ხოლო 

ჯ » · 

/CI·"::C—I·"I ქ1·=/|07·"=|2 ძუ = /12 ძი; = 9». როცა თ = ». 

რეთ სრ » 

ე.ი. 

I I| = V2. 
ამიტომ C>M) სეგმენტზე ნორმირებულია [#ც”“% სისტემა (» = 0,+1, +2,... ), რომ– 

ლის მიმართ / ფუნქციის ფურიეს მწკრივს აქვს “ორმხრივ უსასრულო” მწკრივის სახე 

+-5 

ჩC 2 , თიი, (2.6.8) 

სადაც / ფუნქციის ფურიეს ი, კოეფიციენტები მოცემულია ტოლობებით 

ჯ# 

= 1 –1იდ თ. = 2”·/·]·(·1;)6 ძე. 

–ჯ
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შევნიშნოთ, რომ (2.6.8) მწკრივის კრებადობა გაიგება, როგორც მისი სიმეტრიული 

კერძო 
+ი 

ბიიი = 2 CICCMI 

§ნ--»ი 

ჯამების მიმდევრობის კრებადობა, რაც იწოდება (2.6.8) მწკრივის მთავარი მნიშვნელო– 

ბით კრებადობად (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.4). (2.6.8) მწკრივს კი ეწოდება / ფუნქციის 

ფურიეს მწკრივის კომპლექსური ანუ ექსპონენტური ფორმა, 

27 ფუნქციათა ორთოგონული სისტემის სისრულე 

განსაზღვრა 277.1. I,ხ) სეგმენტზე მოცემულ ფუნქციათა (-2,(+2))12<., სისტემას 

ეწოდება სრული » > 1 ხარისხში (ი, ხ|–ზე ჯამებად ფუნქციათა /#ჩV, ხ) სივრცეში ((ი, ხ|–ზე 

უწყვეტ ფუნქციათა CIი, ხ) სივრცეში), თუ / C #”(ი, ხ| (შესაბამისად, / C CIი, ხ|) ფუნ– 
ქციის ორთოგონულობა (;, (ჯ)1% , სისტემის ყველა ფუნქციასთან იწვევს /–ის ნულობას 

თითქმის ყველგან (ი, ხ|–ზე (შესაბამისად, ყველგან |C, ხ1|-ზე). სხვაგვარად რომ ვთქვათ, 

ყველა 
ხ 

/]·(1·)99„(:1:)6!1,·=0 (ი =1.2,...) (2.7.1) 

ტოლობის შესრულება იწვევს /(») = 0 ტოლობას თითემის ყველა » C (V, ნ| წერტილზე 
(შესაბამისად, ყველა ჯ C (ი, ხ) წერტილზე). 

(2.7.1) ტოლობის ინტეგრალების არსებობისთვის ყველა / C #IV, ხ) ფუნქციისთვის, 

აუცილებელია და საკმარისი (#„(ჯ)1< , სისტემის ერთობლივი შემოსაზღვრულობა 

(0, ხ|–ზე, ანუ არსებობა ისეთი დადებითი // < +60 რიცხვისა, რომ უტოლობა |V2, (5:)| < 

# სრულდებოდეს ყველა »–თვის და ყოველი ჯ–თვის: ჯ C I0,ხ, » =1,9,... · 

ნებისმიერი / C I#»(ი, ხ|, » > 1, ფუნქციისთვის რომ იარსებოს (2.7.1) ინტეგრალებმა, 

აუცილებელი დასაკმარისია ყოველი ი, (>) ფუნქცია ეკუთვნოდეს ჯIი, ხ),ი > 1, სივრცეს, 
სადაც ი > 1 და ე > 1 რიცხვები აკმაყოფილებს პირობას ;—· + ჭ = 1. 

ყოველი / C CIV, ხ| ფუნქციისთვის (2.7.1) ინტეგრალების არსებობისთვის აუცილებე– 

ლია და საკმარისი თითოეული ჯ, (ჯ«) ეკუთვნოდეს (ი, ხI-ს.
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თუკი C, (თ) ფუნქციები კომპლექსურია, ე.ი. კომპლექსური მნიშვნელობების მქონეა, მა– 

შინ (2.7.1) პირობა იცვლება პირობით 

/ /C0)წ,ფ)ძი =0 (- =1,2,...), 

სადაც , (2) აღნიშნავს ჯ,, (თ) ფუნქციისადმი კომპლექსურად შეუღლებულს. 
ფუნქციათა სრული სისტემის თვისება მოცემულია შემდეგი თეორემით. 

თეორემა 27.2. თუ / C #”(ი,ხ| დაე C #”Lი,ხ|, ; > 1, ფუნქციებისთვის უტოლო– 

ბა / (+) # #(ჯ2) სრულდება დადებითი ზომის რაიმე სიმრავლეზე Iი, ხ|–დან, მაშინ /)”(ი, ხ 

სივრცეში სრული ნებისმიერი (V (თ)1% , სისტემის მიმართ / ფუნქციის ფურიეს კოეფი– 

ციენტები არ დაემთხვევა ჟ ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს ანუ, რაც იგივეა, 

ხ 

ა . (272) 
ტოლობა არ შესრულდება ყველა »-–თვის ანუ კიდევ, /–ისა და ყ-ს ფურიეს მწკრივები 

(2ი(+)1% , სისტემის მიმართ არ იქნება ერთი და იგივე. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, / და ე ფუნქციებს აქვს ერთი და 

იგივე გამწკრივება (V„(=)199., სისტემის მიმართ, რაც ნიშნავს (2.7.2) ტოლობის შესრუ– 

ლებას ყველა ». = 1,2, .. „ მნიშვნელობისთვის, ანუ ყველა »–თვის სრულდება ტოლობა 

/[]”(?) – ძ(2))ი„(დ«)ძთ =0 (ი =1,2,...). 

უკანასკნელი ტოლობა ნიშნავს, რომ /(ჯ) – 9(«) ფუნქცია ორთოგონულია ყოველი ფუნ– 

ქციისადმი (:, (>) 199., სისტემიდან. ამან კი (-2,(ჯ)1%., სისტემის სისრულის გამო /7#/ი, ხ) 

სივრცეში, უნდა გამოიწვიოს / (ჯ) – 0(თ) = 0 ტოლობა თითქმის ყველა ჯ–თვის |თ, ხ1–დან. 

ეს კი ეწინააღმდეგება თეორემის პირობას იმის შესახებ, რომ /(თ) – ე(თდ) = 0 ტოლო– 

ბა დარღვეულია დადებითი ზომის რაღაც სიმრავლეზე (ი, ხ|–-დან. თეორემა დამტკიცებუ– 

ლია. LI 

წინადადება 2:7.3. ვთქვათ, (ი,ხ) სეგმენტბე ორთოგონული C,, (თ) 1% , სისტე- 
მა სრულია #ჩIი, ხ| სივრცეში. მაშინ / C ჩIი, ხ) ფუნქციის ფურიეს ყველა კოეფიციენტის 

ნულობისთვის ((„(ჯ) 199 , სისტემის მიმართ, აუცილებელი და საკმარისია /–ის ნულობა 
თითქმის ყველგან (ი, ხ|-ბე.
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და მტკიცე ბა. 

აუცილებლობა.თუ / ფუნქციის ფურიეს ყველა კოეფიციენტი ნულია, მაშინ / (ჯ) = 0 
თითქმის ყველა ჯ C IC, ხ| წერტილზე. მართლაც, თუ /(») # 0 დადებითი ზომის რაიმე 

სიმრავლეზე (ი, ხ)–დან, მაშინ / ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებიდან ერთი მაინც იქნება 

ნულისგან განსხვავებული, თეორემა 2.7.2-ის ძალით, რაც ეწინააღმდეგება დაშვებას. 

საკმარისობა.თუ /(ჯ) = 0 თითქმის ყველა ; C (ი,ს) წერტილზე, მაშინ /–ის 

ფურიეს ყველა კოეფიციენტი (§«2,(3-)1–ის მიმართ ნულია (იხ. პარაგრაფი 2.6, ტოლობა 

(2.6.7)). L 

28 ტრიგონომეტრიული სისტემის სისრულე 

2# პერიოდული და |–X, »I-ზე ჯამებადი ფუნქციების სიმრავლე, როგორც წესი, აღინიშნება 

ჩ|–ჯ, ჯ| სიმბოლოთი, ხოლო 2» პერიოდული და (–C6C, +იC) ღერძზე უწყვეტი ანუ, მოკ– 

ლედ, წრეწირზე უწყვეტი ფუნქციების სიმრავლე –– CI–», »| სიმბოლოთი. 
ჩვენი მიზანია დავამტკიცოთ ლებეგის შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 2.8.1 (ლებეგი). ტრიგონომეტრიული 

1,C057, 51ო ;, C05 2ყ,, 5(0M2:;, . . , (2.8.1) 

სისტემა სრულია CI- »,»| და ჩI–», »| სივრცეებში. 

დამტკიცება. 

CL–»,»1–თვის. დავუშვათ / C CI–», ») ფუნქციის ყველა იჟ და ხ,, კოეფიციენტის ნულო– 
ბა, ე.ი. გვაქვს (იხ. პარაგრაფი 2.2, ტოლობები (2.2.2)) 

//(I)C05"IძI=0 (ი =0,1,2,...), 

/]·(1·)5|იო,ეპძ1:=0 (ი =1,2,...)
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ტოლობები, საიდანაც ყოველი ტრიგონომეტრიული ჯ"(ჯ) პოლინომისთვის გამომდინარე– 

ობს ტოლობა?2 
ჯ 

/ /თით% =0. (282) 

უნდა დავამტკიცოთ, რომ / (>) = 0 ყველა წერტილზე. დავუშვათ ამის საწინააღმდეგო, ანუ 

ვუშვებთ ისეთი ;:ე წერტილის არსებობას, რომ | / (ჯ0)| > 0. / ფუნქციის უწყვეტობის გამო, 

კერძოდ, ჯე წერტილზე, არსებობს L > 0 და გ > 0 რიცხვები ისეთი, რომ | /(X)| > §, როცა 

27 C (ჯ0 – ბ,70 + ბ) = 1(ბ). ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

I(+) > §, როცა » C /(6) (წინააღმდეგ შემთხვევაში მსჯელობას ჩავატარებთ (– /)(«) 
ფუნქციისთვის). 

განვიხილოთ ტრიგონომეტრიული პოლინომი 

L(2) = 1 + C05(ე; – «ი) – C05 ბ. 

თუ C /(2), მაშინ |დ – «0| < 6 და 

!I(ჩჯ) > 1 + C050 -– C05ბ = 1. 

თუ 7 C |–#, 7 V /(ტ), მაშინ 

II(დ)| < 1. (2.8.3) 

როცა X C (ჯ0 – 6/2, ჯ0 + ბ/2), მაშინ C0%(:; – ჟ:0) > C05 6/2 და 

ბ _38. . ბ 
L(ჯ) > 1+(:055 – C056 = 1+25"··ჯ6·.···|ი2 = 1+ძ. 

რადგან (2.8.2)–ს ადგილი აქვს ნებისმიერი ტრიგონომეტრიული X'(ჯ) პოლინომისთვის, 

ამიტომ მას ადგილი ექნება, როცა #%X:;) = (I(§)1)”: 

/ #თIC)”9% =ი. 

მაგრამ . 

– 664 
Iბ) | -»,XIVIC2) 

2ტრიგონომეტრიული /''(>) პოლინომი ეწოდება 7”(>) = იც + 5- (თ/, C05 > + /; 5IოI2) გამოსახულებას. 
#L=1



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 5 

და 

> / > C(1 + ძი)”ბ. 

I(C4) I(ბ/2) 

ბერნულის უტოლობის 

(1+0ი) > 1 +7»ი, როცა » > 1. «> –1, ი#0, 

ძალით ვღებულობთ 

> 6ბ(1 +იიმ) –“–> +%, როცა » -) C«. (2.8.5) 

I(4) 

მეორეს მხრივ, #–ის (–», »|–ზე შემოსაზღვრულობისა და (2.8.3) უტოლობის გამო, 

< IM/, |/| < VV. (2.8.6) 

=ყინ 
(2.8.5) და (2.8.6) დამოკიდებულებანი მიგვანიშნებს იმაზე, რომ (2.8.4) ტოლობის 

მარჯვენა მხარე ისწრაფვის +იი–კენ, როცა » –> «. ამიტომ ამავე ტოლობის მარცხენა 

მხარე ვერ იქნება ნულის ტოლი, ე.ი. არ არსებობს ისეთი ჯე წერტილი, რომლისთვისაც 

#(თ0) # 0 ანუ / = 0. 
L|–», »1–თვის. დავუშვათ ჯ2 C ჩ|–», თ| ფუნქციის ყველა ი, და ხ,, კოეფიციენტის ნულო– 
ბა, ე.ი. გვაქვს ტოლობები 

/დ(:წ)თ·····"·—:;ძ: =0 (ი =0.1,2.,...), 

M (28.:7) 
” 

/(,ე(:[.·) §9ი»ჯძა: =0 (ი =1,2,...). 

–” 

L–ჯ#, X|I–ზე განვიხილოთ 

#() = / ი()ძ! 

ფუნქცია. გვაქვს 
# 

იC) = / ი) ძი = »იი და #(–») = 0. 
–ჯ»
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მაგრამ იი = 0, ამიტომ #(–») = #(») = 0. გარდა ამისა, 

ჯ12 ჯ თ+2» 

იC+9) 42 = / #(0%- / თ = / §0« 

მაგრამ (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3, მტკიცება 1.3.2) 

ჯ+2» 2ჯ ჯ 

/თ(!)ქჭ=/თ(:)კჯ=/·,ჟ(ჯ)ქჯ="ი=ი. 
»ჯ 0 -” 

მაშასადამე, 6(9 + 2») – #(>) = 0. ამგვარად, ტ ფუნქცია 27 პერიოდულია და უწყვეტი 
(–%, +09)-ზე, ანუ # უწყვეტია წრეწირზე. ამიტომ # C CI–»,»I. 

ახლა ვიპოვოთ დ ფუნქციის ფურიეს „„ და ,, კოეფიციენტები (» = 1,9,...). ამმიზნით 

მოვახდინოთ ნაწილობითი ინტეგრება და გავითვალისწინოთ #(–#) = 0 და #(») = 0 

ტოლობები. მივიღებთ 

#”# ” 

1 ' 4 = 1 | %C)C6»2C> = --- / თთ)5ი»2ძ = -- -ნ, = -1- -0=0, # (1ც თჯ# X 
-” –ჯ 

# ” 

1 · 1 1 1 
8ე = – | რ(–)5სიოიჯძე = ––“- / #(თ>)C05,ა»ძე; = – – ძელ=--–-.0=0. 

ჯ (1 აჯ V. 
–-ჯ -» 

მაშასადამე, ტ# ფუნქციის ფურიეს ყველა კოეფიციენტი ნულია, გარდა შესაძლებელია 

#ი–ის. ამიტომ #(X) – ,4ი ფუნქციის ფურიეს ყველა კოეფიციენტია ნული. ამასთან, 4(:;) – 

4ი C CI–7, 7I. ამიტომ #(>) – „4ი = 0. ამის გაწარმოებით ვღებულობთ «/(>) – 48 =0, 

ანუ #/(ჯ) = 0 თითქმის ყველგან. მაგრამ თითქმის ყველა წერტილზე |–»ჯ, »|–დან გვაქვს 

ძ/(ჯ) = VX(2). მივიღეთ, რომ ყ(თ) = 0 თითქმის ყველგან |--», »|–ზე. ამით თეორემის 

დამტკიცება დამთავრებულია. I9 

შედეგი 2.8.2. ტრიგონომეტრიული (2.8.1) სისტემა სრულია ##L–., ჯ| სივრცეში, სა– 

დაცი > 1- 

მართლაც, რადგან # C L –»,»| ფუნქციის ფურიეს ყველა კოეფიციენტი ნულია და » 
ეკუთვნის ჩI–», »| სივრცესაც, ამიტომ # ფუნქციისთვის შესრულებულია (2.8.7) ტოლო- 

ბები და, უკვე დამტკიცებულის ძალით, #(>) = 0 თითქმის ყველგან.
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შედეგი 2.8.3. თუ /, და /ე ფუნქციებს აქვთ ფურიეს ერთი და იგივე მწკრივი, მაშინ 

II (თ) “- /9(5). 

მართლაც, რადგან /, და /: ფუნქციებს ფურიეს ერთი და იგივე კოეფიციენტები აქვს, ამი– 

ტომ /, – /5 სხვაობის ფურიეს ყველა კოეფიციენტი ნულია. ეს კი, უკვე დამტკიცებულის ძა– 

ლით, იწვევს /I() – /»(<) ფუნქციის ნულობას თითქმის ყველგან |-, »1-ზე ანუ /; - /; 
L–»,»1-ზე.



თავი 3 

ფურიეს მწკრივთა კრებადობის 

ზოგადი საკითხები 

3.1 ფურიეს თანაბრად კრებადი მწკრივის ჯამი 

1. ტრიგონომეტრიული სისტემის სისრულე უწყვეტ ფუნქციათა CI–»,»I) სივრცეში იწ– 

ვევს შემდეგ მნიშვნელოვან თეორემას. 

თეორემა 3.1.1. თუ წრეწირზე უწყვეტი / ფუნქციის ფურიეს 5I/| მწკრივი თ·ჭნაბრად 

კრებადია წრეწირზე, მაშინ 5I / | მწკრივი თანაბრად კრებადია წრეწირზე სწორედ /(-კენ. 

დამტკიცება.ვთქვათ, 

#- “წი + ”2=1((1„ C0577 + ხე 51012). (311) 

მისი ჯამი აღვნიშნოთ ე(+X)–ით. რადგან (3.1.1) მწრივის წევრები უწყვეტია და თავად მწკრი– 

ვი – თანაბრად კრებადი, ამიტომ 9(4:) ფუნქცია უწყვეტია წრეწირზე. რადგან ე(დ) წარმო– 

ადგენს თანაბრად კრებადი (3.1.1) ტრიგონომეტრიული მწკრივის ჯამს, ამიტომ ამ მწკრივის 

ი, და ხე კოეფიციენტები მოიცემა ე ფუნქციისთვის დაწერილი ფურიეს ფორმულებით (იხ. 

თავი 2, პარაგრაფი 2.1, თეორემა 2.1.1). 

მეორეს მხრივ, ი, და ხ, რიცხვები წარმოადგენს / ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს. 

მაშასადამე, ჟ და / უწყვეტ ფუნქციებს აქვს ფურიეს ერთი და იგივე მწკრივი, ამიტომ ე – # 

სხვაობის ფურიეს ყველა კოეფიციენტი ნულია. 

რადგან (ყ9 – /) C CI–ჯ,»| და ტრიგონომეტრიული სისტემა სრულია CL–X7,#| სივ- 

რცეში (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.8), ამიტომ ე – / სხვაობა ნულია ყველა წერტილზე, ანუ 

9(=) = / (დ) ყველა « წერტილზე. 
54
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მაშასადამე, (3.1.1) დამოკიდებულებაში გვაქვს ტოლობა 

( თ) 

#(ფ) = % + 2:(“„ 605 ი: + ხე 510 ) 
თ=1 

ყოველ ჯ წერტილზე, თანაც თანაბრად (–»., »|-ზე. C) 

შევნიშნოთ, რომ ამ თეორემასთან კავშირშია ფეიერის მნიშვნელოვანი თეორემიდან 

გამომდინარე შემდეგი (იხ. თავი 5, წინადადება 5.7.2) 

წინადადება 3.1,2. თუ პერიოდზე ჯამებად და 2» პერიოდულ / ფუნქციას აქვს უწყვე– 
ტობის რაიმე ჯი წერტილი და 5(/| კრებადია ამ წერტილზე, მაშინ 5(/1–ის კრებადობა ჯე 

წერტილზე იქნება / (ჯი) მნიშვნელობისკენ, ანუ ადგილი ექნება ტოლობას 

5[_/](.”[[)) = ·|·(·1·ი). 

2. თავი 2–დან 2.1 პარაგრაფის თეორემა 2.1.1-ის თანახმად, თუ 
2 

%0 + 2(([„ C05 »: + ს,, 5I 111ე:) (3.1.2) 

M#=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი თანაბრად კრებადია წრეწირზე / ფუნქციისკენ, მაშინ (3.1.2) 

მწკრივი წარმოადგენს / («) ფუნქციის ფურიეს მწკრივს. 

ახლა შესაძლებელია ამ ფაქტის შემდეგნაირი გაძლიერება. 

თეორემა 3.1.3. თუ(3.1.2) ტრიგონომეტრიული მწკრივის კერძო ჯამების ერთი ქვემიმ– 

დევრობა მაინც თანაბრად კრებადია წრეწირზე რაიმე დ ფუნქციისკენ, მაშინ (3.1.2) მწკრი– 

ვი არის ამ - ფუნქციის ფურიეს მწკრივი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, §,, (2) (# = 1,9,...) ქვემიმდევრობაა თანაბრად კრებადი 

წრეწირზე უწყვეტი «2(>) ფუნქციისკენ. მაშინ |§„, (>) – «2()| –+ 0 თანაბრად წრეწირზე, 
როცა # –> C. ამიტომ 

/ Iთ -თ% - 0, როცა L - ი. 

ამრიგად, ყოველი »ი–თვის გვაქვს დამოკიდებულებანი 

/[ა·„,··(:ჟ) – CX(2:)|) C0572 ძთ -> 0, როცა L -+ ი,
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/ Iთრ – #თ)ზით>%, - 0, როცა # - Cი, (8.1.3) 

საიდანაც ყოველი ო-თვის ვღებულობთ 

,·IIო /ვ„ჯ(·?) C05 12: ძე = /დ(::) C05 უ127 ძქ, (3.1.4) 
:-300 

ს"ო § (2) 5Iი 1ე: ძდ = /დ(ქ:) 5ი ჯ ძვ. (315) 

ტრიგონომეტრიული სისტემის ორთოგონულობის გამო (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3), 

უტოლობა »,. > ჯ» იწვევს ტოლობას 

ჯ» ჯ 

/ვო. (ე;) C05 1712 ძდ = 0; / C052 712 ძდ = #0თ,ი 

» - 

და, მაშასადამე, 
ჯ” 

Iი. / ვ,,(ჯ7) 605)ით ძდ = X0,,. (3.1.6) 
L-–5% 

–» 

3.1.4) და (3.1.6) ტოლობებიდან ვღებულობთ დ ტოლობებიდან ვღებულ 

ძ = ჭ/დ(:ნ)თნოე:([ე:, ი+=0,1,2,.... 

–ჯ 

ანალოგიურად მიიღება ტოლობაც 

1 : 
ხო=;/დ(:1;)5ოო·1:ძ:1:, » =1,2,.... 

–7” 

ეს ნიშნავს, რომ (3.1.2) მწკრივი არის 2 ფუნქციის ფურიეს მწკრივი. თეორემა დამტკიცე- 

ბულია. L
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32 ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამების #2–მინიმალურობა. 
ბესელის იგივეობა და უტოლობა 

ვთქვათ, (-2.(>)1 C , არის რაიმე ორთონორმული სისტემა #2(ი, ჩ) სივრცეში. ისმის ამო– 

ცანა: მოცემულია / C L"(ი, ს| ფუნქცია და თ ცალი ) (X), ...„ჯ6ი (+) ფუნქცია (,2(X)) - , 
სისტემიდან. განვიხილოთ ყველა შესაძლო ,ჯ;] 0LVL(9-) ჯამი და შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ი,(0),...,Cი) = I/(ჯ) – 201·% )IIV2. 
1:=:1 

გვაინტერესებს, თ, თე....,თც მუდმივებს რომელი მნიშვნელობებისთვის ექნება 

ი,(0L, . . ., C,)-ს მინიმალური მნიშვნელობა? 

1. ამ კითხვასთან დაკავშირებით დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 3.2.1. ი,(0), . . ., თ,)–ის მინიმალური მნიშვნელობაა ი,(ო)..... ი,), სადაც 

C, C9, „ . ., C წარმოადგენს / ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს „„ (:) ), , სისტემის მი– 
მართ. 

დამტკიცება. ზოგადობისთვის დავუშვათ, რომ (C,,(ჯ)) სისტემა შედგება კომპლექ– 

სური ფუნქციებისგან და ვისარგებლოთ » კომპლექსური სიდიდის |:|? = 2 · 2 თვისებით, 

სადაც 2 არის -–სადმი შეუღლებული. 

გვაქვს დამოკიდებულებანი 

I#(=) – 201.9%(: 1I /I] ჯ) – 20#;(1·# ძ» 

ხ 

= / თ - 2@*—”*·(::)] 6 ჭწ@·(თ)] ძ» 
=1 #L=1 

(/ 

ხ M ხ 

= / /თჩ«- 2.“ I7თ8თ“ 

– 2 თ / /(ოწთ+3 09 თ, / ი.დმ . 
L=1 1=1
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რადგან (--ჯ(2)1§., სისტემა ორთონორმულია, ამიტომ გვაქვს 

ხ 

/დ,„·(ქ;)%· (თ=)ძთ = 0, როცა ##7 ), (3.2.1) 

ხ 

/I%·,·(”I·)I2 ძდ = 1, როცა # =1,2.... (3.2.2) 

ტოლობები. ამრიგად, 

ხ 
L4 L/ L/) 

= / II(2)|1ძი – > ,თ – 2 ,C-C + 2 , IთI?. 
4 L=1 #=1 ს=1 

I/თ - 3ათთთI, 
L=1 

თუ ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეს დავამატებთ და დავაკლებთ ჭ |ი,.|I2–ს, მივიღებთ 
L=1 

"/(I) = 20!„·9–0;„·(1?) = II/II%2 + 2 Iი, – თ? – 2 Iთფ.?. (3.2.3) 

#=1 #=1 L=1 

აქედან აშკარაა, რომ (3.2.3) ტოლობის მარჯვენა მხარე იქნება მინიმალური მაშინ და მხო– 

ლოდ მაშინ, როცა 

0.-=0L, #=1,2,...,?. 

თეორემა დამტკიცებულია. L) 

2. ბესელის იგივეობა. თუ (3.2.3) ტოლობაში ი,, რიცხვებს ჩავანაცვლებთ / ფუნქციის 
0 ფურიეს კოეფიციენტებით, მაშინ მივიღებთ ტოლობას 

2 

I = IIIV 2 Iთ ?. 6824 

(3.2.4)-ს ეწოდება ბესელის იგივეობა. 

# 

#M(2) – 2 0--(2) 
#=1L 

შედეგი 3.2.2. მინიმალური /,2 გადახრა ი,(CI, ..- 6) მოიცემა ტოლობით 

7 

ი,(თ,---,6) = IIII1> – 2 ,I%I3, 
#=1 

ე.ი. „–ის ზრდისას /,2 გადახრა მცირდება!
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ბესელის უტოლობა (1828 წ.),) რადგან (3.2.4) უტოლობის მარცხენა მხარე არაუარყო– 

ფითია, ამიტომ მისი მარჯვენა მხარეც არაუარყოფითია, ანუ 

2 ,I < IIII#>. (3.25) 
Lს=1 

ნებისმიერი "-თვის მივიღეთ მართებული უტოლობა, რომლის მარჯვენა მხარე არაა და— 

მოკიდებული »-ზე. 
ცხადია, რომ §, = 2 IC,|2 მიმდევრობა ზრდადია, როგორც არაუარყოფითი |V,.|2 რი– 

ცხვების ჯამი: ვე+) > ვ„, » = 1,9,... . გარდა ამისა, (§,„)>X , მიმდევრობა შემოსა– 

ზღვრულია ზემოდან | #II7» სასრული რიცხვით. ამიტომ (§,)99 , მიმდევრობას აქვს სას– 
1=1 

Cთ- 

III”“ 5,” = 2 ICI··|2 

”-% 
L=1 

ამრიგად, თუ (3.2.5) უტოლობაში »-–ს მივასწრაფებთ იი–კენ და გავითვალისწინებთ, 

რული ზღვარი 

რომ მისი მარჯვენა მხარე არ იცვლება თ–ის ცვლილებისას, მივიღებთ უტოლობას 

C ხ 1/2 

3 Iთ0<IIIC, I/IC = ( წი ) I) 
#=1 

ამ უტოლობას ეწოდება ბესელის უტოლობა, რომელიც მართებულია (ი, ხ) სეგმენტზე ყო– 

ველი (#V,,(=)1>., ორთონორმული სისტემისთვის და ნებისმიერი / C #-2(0. ხ| ფუნქციის– 

თვის. 

შედეგი 3.2.3. ნებისმიერი / C #?Iი, ხ| ფუნქციისთვის ჭ IC.)? მწკრივი კრებადია და, 

მაშასადამე, “ 

Iი. C, = 0. (3.2.6) 

33 ორთონორმულსისტემაში (/ |–ის #2 კრებადობა 

რაიმე #” C L? ფუნქციისკენ 

ვთქვათ, (ი, ხ| სეგმენტზე გვაქვს (-2(2)) = , ორთონორმული სისტემა და / იყოს კვად– 
ხ 

რატით ჯამებადი ფუნქცია (ი, ხ)-ზე, ე.ი. | | /(დ)|2 ძ ინტეგრალი სასრულია, სიმბოლურად
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# 6C L2?Iი,ხ|). განვიხილოთ / ფუნქციის ფურიეს მწკრივი (#(თ)1C., სისტემის მიმართ 

# <250|დ01(თ) + CC22(2>) + ··· + C,თი(2) + · · · , (3.3.1) 

სადაც / ფუნქციის ფურიეს ი, კოეფიციენტები მოიცემა ტოლობებით (იხ. თავი 2, პარაგრა– 

ფი 2.6, ტოლობა (2.6.6)) 

ხ 

C„=/]·(:I:)··,9„(I)(1I, ი =1,9,.... 

(3.3.1) მწკრივის „–ური კერძო ჯამი აღვნიშნოთ §,( / ; ,)–ით: 

8»(/;>2) = C1921(«) + ··· + Cი2ი(>). 

ჩვენი მიზანია დავამტკიცოთ, რომ მოცემულ / C /:2ი, ხ| ფუნქციას შეესაბამება რაღაც 

# C #L?Iი, ხ| ფუნქცია, რომლისკენაც კრებადია (3.3.1) მწკრივი #2 ნორმით, ანუ ადგილი 
აქვს ტოლობას 

ხ 

პლ, | Iწ – C644 =0. (332) 

მოკლედ რომ ვთქვათ, ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას. 

თეორემა 3.3.1. / C #2(ი,ხ) ფუნქციის ფურიეს (3.3.1) მწკრივი #,2 კრებადია რაღაც 

L' C L9?(6, ხ| ფუნქციისკენ. 

დამტკიცება. ცნობილია (I, გვ. 526), რომ ფუნქციათა /„ C #2I0V, ხ| მიმდევრობის 

L”Iი. ხ) სივრცეში კრებადობისთვის რაღაც ჯ' C. L?Iი, ხ| ფუნქციისკენ აუცილებელია და 
საკმარისი ყოველ § > 0 რიცხვს ეთანადებოდეს ისეთი ნატურალური /V (6), რომ სრულდე– 
ბოდეს უტოლობა 

I/=(2) – /=(2)I/2 < §, როცა თ > V, თ > M. (3.3.3) 
ახლა ვაჩვენოთ (3.3.3) უტოლობის შესრულება, როცა /„(ჯ) ფუნქციების როლში აღე– 

ბულია (3.3.1) მწკრივის კერძო §, ( /; >) ჯამები. 

ცხადია, რომ ყოველი »–თვის და » > 1–თვის გვაქვს 

ხ 
2 »ჰი 2 
„= / I >, თრთ)) « 

ი M#=»M11 

7+ჯ 

|ი+Cნ 9) – %(ჩ9)| 2 = | 2 თირ 
#M=»ი+1 
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მაგრამ 

2 ხ »-+ი Iი 

ქ:!;=/[ 2 CM;*(·L)] [ 2 წ·ჯ·ჯჯ.(]·)] (I7. 

ს-:-71+1 ი -ILI+ L=+I1 

ხ »+ჯ 

/ | 2 თ02) 
ი #=ი+1 

თუშევასრულებთ ინტეგრალქვეშ მითითებულ გამრავლებას და გამოვიყენებთ ორთონორ– 

მული (.(2))X , სისტემის შესაბამის თვისებებს (იხ. პარაგრაფი 3.2, ტოლობები (3.2.1), 

(3.2.2)), მივიღებთ 

I» 

| ი+ი(/:2) – (ჩ 9) = 2_ |CI. (3.3.4) 
L=ი+I 

მაგრამ შედეგი 3.2.3-ის თანახმად, ჯლ_) Iო.I? მწკრივი კრებადია, ამიტომ = > 0 რიცხვის– 
L=I 

თვის არსებობს ნატურალური VV(6) ისეთი, რომ 

ი+ი 

> IთI?<6, როცა > V. ი >1. 
X=»ი+1! 

მაშასადამე, 

| 5ი+»(/;2) – 8ა(#/:=) ,, < 6, როცა » > M, > 1. 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. L 

შენიშვნა 3.3.2. ის ფაქტი, რომ თეორემა 3.3.1-ში მოძებნილი L' ფუნქციის როლ– 

ში არ არის მოცემული / ფუნქცია, გამოწვეულია იმით, რომ ( #2#(2:)1C , არის მხოლოდ 

ორთონორმული. ქვემოთ ვნახავთ, რომ (3.3.2) ტოლობაში /-ის როლში არის /, როცა 

((2L(<)) C , სისტემა არის ორთონორმული და სრული (ჩაკეტილი), იხ. (3.5.4) ტოლობა. 

34 რისი–ფიშერის თეორემა 

ბესელის უტოლობა (იხ. პარაგრაფი 3.2, უტოლობა (3.2.5)) მიგვანიშნებს იმაზე, რომ / C 

L”Lი, ხ| ფუნქციის ფურიეს ი, კოეფიციენტებს (ი, ხ|-ზე ორთონორმული (ჯ,,(<)12. , სის– 
ტემის მიმართ აქვს თვისება: ჭ C8 მწკრივი კრებადია -– იხ. შედეგი 3.2.3. 

11=1 

შებრუნებულ კითხვაზე პასუხს იძლევა ფ. რისისა და ე. ფიშერის მიერ, 1907 წელს, ერ– 
თიმეორისგან დამოუკიდებლად დამტკიცებული თეორემა.
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თ ე ორემა 3.4.1 (რისი, ფიშერი). თუ ფუნქციათა CC(დ)1=., სისტემა ორთონორმუ– 

ლია (ი, ხ1-ზე და რიცხვთა რაღაც (ი,) მიმდევრობისთვის ჭ 03 მწკრივი კრებადია, მაშინ 
#X=1 

არსებობს ისეთი / C #7(ი, ხ) ფუნქცია, რომლის ფურიეს კოეფიციენტებია თ, რიცხვები 

-9- (2) 199 სისტემის მიმართ და ადგილი აქვს პარსევალის ტოლობას (1806 წ.) 

, ით 

/Vთჩ==2:ძ. ც4ი 
ძ »–=1 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

7 

#(2) = 2 , თთჯ(თ), 
#=1 

რომლისთვისაც გვაქვს ტოლობა (იხ. პარაგრაფი 3.3, ტოლობა (3.3.4)) 

ხ 2 ი1ი 

/I·I·„+„(I) —”··I··„(—·C)I ძთ = 2 იL 
ი #=7#+I 

§ 0ჯ მწკრივის კრებადობის გამო, ყოველ § > 0 რიცხვს ეთანადება ისეთი ნატურალური 
X=1 

M რიცხვი, რომ 

ხ 

/ 
ძ 

,12(1:)—7"9(I)|2(1I(6· როცა 1?>1V· 11>]V? 

ამიტომ ცნობილი თეორემის გამო (1, გვ. 526|, #2(0, ხ|-ში არსებობს ისეთი / ფუნქცია, რომ 

ადგილი აქვს ტოლობას (/ მიმდევრობა ჯ2 კრებადია /–კენ) 

ხ 

ჰღ, | Iთ -თდ% =0. (8.4.2) 

ავიღოთ ნებისმიერი # > 1 და, ვთქვათ, თ, > #. რადგან (V2,,(=))1ზ სისტემა ორთონორ– 

მულია და თ > #,, ამიტომ 
ხ 

/%ოფოM=%
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მაშასადამე, 

ი: = /]· L(>) ი> + /[:1”„(1:) ჯ2))2L(<) ძ.L. (3.4.3) 

ცნობილი უტოლობის გამო II, გვ. 521I, რომელიც 1859 წელს დაადგინა ბუნიაკოვსკიმ და 

1875 წელს კი – ა. შვარციმ, 
ხ ხ 1/2 

]/ოჯქ—Mო№ქო№:ჭ(/წ#ქ—]ო#თე -(ნ– ი) (3.4.4) 

(3.4.2)-(3.4.4) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს ტოლობა 

ხ 

C|··=//(.1·)§9|··(I)(II, L =1,2,.... 

ამრიგად, C, რიცხვები წარმოადგენს / C #2(ი.ს| ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს 

(#0L(2)1C , სისტემის მიმართ. C) 

დაბოლოს, (3.4.2) ტოლობა გამოვიყენოთ ბესელის იგივეობის (იხ. პარაგრაფი 3.2, ტო– 

ლობა (3.2.4)) მიმართ, მივიღებთ (3.4.1) ტოლობას, რომელსაც ეწოდება პარსევალის ტო– 

ლობა. 

35 ჩაკეტილი სისტემა და მის მიმართ § / |–ის L7? კრებადობა 

#-კენ 

როგორც ვიცით (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.7), L-”IV, ხ| სივრცის L2,, ელემენტებისგან შედგე– 
ნილ ფუნქციათა ორთონორმულ (Cთ/(2)1C , სისტემას ეწოდება სრული #(V, ხ) სივრცე– 

ში, თუ / C #2(ი, ხ| ფუნქციის ორთოგონულობა («,(ჯ) 1 სისტემის ყველა ფუნქციასთან 

იწვევს /(>) = 0 ტოლობას თითქმის ყველა C (ი. ხ) წერტილზე, ანუ / ეკვივალენტურია 
ნულის, სიმბოლურად / –- 0. 

მოკლედ რომ ვთქვათ: ყველა ] #(თ)და(2) ძ» = 0 ( = 1,2,...) ტოლობის შესრუ– 

ლება იწვევს / -+ 0 დამოკიდებულებას. 

1. ახლა განვიხილავთ სრული სისტემის სხვაგვარ დახასიათებას, ე.წ. სისტემის ჩაკეტი– 

ლობით.
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განსაზღვრა 3.5.1. Iი,ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული ფუნქციების ორთონორმულ 

(დ(2) )1 სისტემას ეწოდება ჩაკეტილი #L”I(ი, ხ) სივრცეში, თუ ყოველი / C #-”(ი, ხ) ფუნ– 
ქციისთვის და ნებისმიერი C > 0 რიცხვისთვის არსებობს ისეთი C,. . , თ, რიცხვები, რომ 

ადგილი აქვს უტოლობას 

II/თც – >,თრთ)| ,, <«<. (35.1) 
I=1 

როგორცვიცით, ასეთი თვისების მქონე C,. . . , , სისტემებს შორის (3.5.1) უტოლობის 

მარცხენა მხარეს უმცირეს მნიშვნელობას ანიჭებს / ფუნქციის ფურიეს ი,,თ,..., თ, ... 

კოეფიციენტები ანუ, თუ (-2(ჯ)1§9 სისტემა ჩაკეტილია ჯ2(ი, ხ1-ში, მაშინ ადგილი აქვს 

უტოლობას 
7 

||/(წ) – 2 ,თ.იი(=) 
I:=1 

აქ, (3.5.1) უტოლობისგან განსხვავებით, C,, C, .. . , თ, ცალსახადაა განსაზღვრული / 

ფუნქციის მეშვეობით და (3.5.2)–ში «-ზე დამოკიდებულია მხოლოდ თ და არა რიცხვების 

მთელისისტემა, როგორც ესაა (3.5.1)-ში, ამიტომ (3.5.2)–ის ეკვივალენტური ფორმაა ტო– 

ლობა 

<6. (35.2) 
#? 

|M№M = 0. 
ი–ი%ი =1 

ამრიგად, გვაქვს 

თეორემა 3.5.2. / C L?I0, ხ| ფუნქციის ფურიეს 

- CI··,:I(:L·) + C2§0·2(I) L... (353) 

მწკრივი, L2|ი, ხ|–ში ჩაკეტილი L .(>) 1ჯ? სისტემის მიმართ არის /,2 კრებადი / –კენ, თუნ– 

დაც (3.5.3) მწკრივი განშლადი იყოს ყველგან, 

#–% 

M/V@ CMო|№ი ც5.4) 

2. (3.5.4) ტოლობიდან და ბესელის იგივეობიდან (იხ. პარაგრაფი 3.2, ტოლობა (3.2.4)) 

გამომდინარეობს



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 65 

თ ეორემა 3.5.3. #2(ი,ხ|-ში ჩაკეტილი «C-(=)1C სისტემის მიმართ, / C /2(ი, ხ 

ფუნქციის ი, C, ..., ,, ... კოეფიციენტებისთვის ადგილი აქვს პარსევალის ტოლობას 

«ი ს 

C = | |/(7)I2ძ». (3.5.5) 237) 
თ ეორემა 3.5.4. ჩაკეტილი სისტემა სრულია. 

დამტკიცება. ჩაკეტილი სისტემისთვის ადგილი აქვს პარსევალის (3.5.5) ტოლობას. 

თუ ახლა / C #2(ი, ხ| ფუნქციის ფურიეს ყველა «,, კოეფიციენტი ნულია, მაშინ 

ხ 

/ I/(2)|2 ძჯ = 0. 

საიდანაც / –' 0. C) 

თ ეორემა 3.5.5. სრული სისტემა ჩაკეტილია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, §#,(::)1C სისტემა სრულია ჯ(ი, ს| სივრცეში. ავიღოთ ნე– 
ბისმიერი / C /#2(ი, ხ| ფუნქცია და მისი ფურიეს კოეფიციენტები (-2.(ჯ)1§< სისტემის მი– 

მართიყოს ი, C;, ... · შედეგი 3.2.3-ის ძალით, ჭ C? მწკრივი კრებადია და ამიტომ რისი– 
L=1 

ფიშერის თეორემის ძალით არსებობს ჟ C /2(ი, ხ) ფუნქცია, რომლის ფურიეს კოეფიციენ– 

ტები («2-(>)1C სისტემის მიმართ იქნება C,, Cე,... და 

% ხ 

პ>,თ%= / I0(2:)I2 ძა. (35.6) 
L=1 M 

რადგან /#–სა და ყ–ს აქვს ფურიეს ერთი და იგივე კოეფიციენტები, ამიტომ / – ჟ სხვაობის 
ყველა კოეფიციენტი ნულია, ანუ / – ე ორთოგონულია (V (5) 1ჯ სისტემის ყველა ფუნ– 

ქციასთან. აქედან, («2(2)1% სისტემის სისრულის გამო, / – ე -> 0 ანუ 0 « /. მაშასადამე, 

(3.5.6)–ის ძალით, /#(ი, ხ| სივრცის ყოველი / ფუნქციისთვის ადგილი აქვს პარსევალის 
ტოლობას 

ხ = 

/ I/(<)I1ძდ = 2 ,თ.. 
4 L=1
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აქედან კი, ბესელის იგივეობის გამოყენებით, ვღებულობთ ტოლობას 

„Iთ IV() – 2 ,„თ-0#(9)II; = 0. 
#=1 

ამრიგად, ( -.(ჯ)1%2 სისტემა ჩაკეტილია. LI 

შედეგი 3.5.6. L? კლასის ფუნქციათა სივრცეში ფუნქციათა სისტემის ჩაკეტილობისა 

და სისრულის ცნებანი ურთიერთეკვივალენტურია. 

36 რისი–ფიშერის თეორემა და პარსევალის ტოლობა 
ტრიგონომეტრიული სისტემისთვის 

1. რისი–ფიშერის თეორემა და პარსევალის ტოლობა დამტკიცებული გვქონდა ორთო– 

ნორმული სისტემისთვის, ამიტომ ისინი მართებულია სისტემისთვისაც (იხ. (2.6.5)) 

1 C05ჯჟ 5I0»ჯ C059ე; 5Iი 92წ 

V2X VI  VI . VI . VI 

სახელდობრ, თუ იი, 0,,, ხ, ( = 1,9,.. . ) რიცხვებს აქვს თვისება 

(X
I 

.ი
 CC 

ი6+ 2 ,ი +ხი < +ი, (3.6.1) 
#=1 

მაშინ არსებობს # C L2|–»,») ფუნქცია ისეთი, რომ ადგილი აქვს ტოლობებს 

00 _ , L _ I · C05 ჯე; 
75—/?(1)ჯ„_„ძ2:, CL„—/I·”(:L) > ძ2, 

-» . - (3.6.2) 
5Iჩ ოთჯ 

ხ„=/1···(:ჟ) წ > ძ». 

–» 

ცხადია, რომ ფუნქცია /(>) = –X · VC>) C L2(–#,»I. (3.6.2) ტოლობები / ფუნქციის
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საშუალებით ასე ჩაიწერება 

ი =1 / /თფძ, თ. =1 / #(7) Cინიჯძა, 
- “ (36.3) 

ხე = ჭ//(:ჟ) 5III7Lე; (1. 

-” 

ამრიგად, თუ (3.6.1) მწრივი კრებადია, მაშინ არსებობს / C /,2I– ჯ, »| ფუნქცია ისეთი, 

რომ (3.6.3) ტოლობებით განსაზღვრული ი«ი, იე და ხ, რიცხვები წარმოადგენს / ფუნქციის 

ფურიეს კოეფიციენტებს 

1, C05 >, 510 .X, C05 2;, 5I0-2+«..... 

ტრიგონომეტრიული სისტემის მიმართ. 

ახლა ჩავწეროთ პარსევალის ტოლობა (-–ისა და იი, ი, ს, კოეფიციენტებით. ამ მიზნით 

თი, C, და ხ, კოეფიციენტებს მივცეთ საჭირო ფორმა: 

იი = –ჭ / ,(,:)ჯქ: / #C) C“”—” 

აქედან 

C05 1ჯ 
%იი:]]#([·უ, ჯ/7?(1„=/"] X ძე: 

/რ = / /ფ '24 

ახლა გამოვიყენოთ პარსევალის ტოლობა ორთონორმული სისტემისთვის (იხ. პარაგ– 

რაფი 3.4, ტოლობა (3.4.1)), გვექნება 

ე 5 ” 
7?929 + 2(7!·0·,?· + #»ხ:) = /]?(I) ძ2, 

„»=1 სრ
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ანუ 

2 იი / 

2 +2 (4+M)=; წწყე>> (364) 

2. |–».»|) სეგმენტზე ორთონორმული კომპლექსური ფორმის ტრიგონომეტრიული 

( 7!27 61M%). (» = 0, +1, +2) სისტემის მიმართ (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.6) რისი–ფიშერის 

თეორემის თანახმად, ···ჭი C, /7 < +იC პირობა იწვევს ისეთი # C L2?I–»,»I| ფუნქციის 

არსებობას, რომლისთვისაც ადგილი აქვს ტოლობებს 

თ = / ძ(2) %ქ:·;. (365) 

შემოვიღოთ #?I–ჯ, ») სივრცის ->(ჯ) = ”( 27#(>) ფუნქცია, რომლის მეშვეობით (3.6.5) 

მიიღებს სახეს 

თ = ჭ/დ(;·)ვ—*·" ძღ. (3.6.6) 

ეს კი« C L?|–». »| ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებია (6%%). ( = 0, +1, +9, ...) სის– 
ტემის მიმართ (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.2, ტოლობა (2.2.5)). 

პარსევალის ტოლობას (3.6.5) მიმდევრობისთვის და «(X) ფუნქციისთვის აქვს სახე 

(იხ. პარაგრაფი 3.4, ტოლობა (3.4.1)) 

+ი 7 

2, Iთ= / I#C)24. 

ამრიგად, §6-9) (იგ = 0, +1, +9,.. . „ ) სისტემის მიმართ «ი C #?|–ჯ, ») ფუნქციის ფური– 

ეს (3.6.6) კოეფიციენტებისთვის პარსევალის ტოლობას, რომელიც ავტორის მიერ დად– 

გენილ იქნა 1799 წელს, აქვს სახე 

ჯ=-C 

+ი0 1 # 
2 _ ,-(/M2 2, Iთგ= ჯ- / I-CC)24>. 

-»
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37 პარსევალის ტოლობა ორი ფუნქციის ნამრავლისთვის 

37.1 ზოგადი სისტემისთვის 

თეორემა 3-7.1. ვთქვათ, #2(ი. ხ|-ში სრული (ჩაკეტილი) ორთონორმული L 2„.(#)1>. 

სისტემის მიმართ / C /-?(ი, ხ) და ი C L2(ი, ხ| ფუნქციების ფურიეს მწკრივებია 

I# -+ CI)ი0I(2) + C2(22(2) +:··· , 

0 = ძI#I(=) + ძიძ22(2) + ·· · , 

მაშინ / · ყ C ჯ(ი, ხ)! ნამრავლისთვის ადგილი აქვს პარსევალის ტოლობას 

' ი% 

//(I)(/(·I:) ძჯ = 20"!1"· (371) 

ი M=1 

დამტკიცება. ელემენტარული (ი + ხ)? < 2(ი? + ხ?) უტოლობის ძალით ვასკვნით, 
რომ / + ე და / – ჟ ფუნქციები #2(ი, ხ| კლასისაა. ამასთან, პირველის კოეფიციენტებია 

ი, + ძ,, ხოლო მეორესი კი ი, – ძ,. ამიტომ პარსევალის ტოლობას მათთვის აქვს სახე 

ს Cლ 

IVC+9C)24= 2 (თ +4.)., 
ი=1 

ხ 9% 

IVCთ – C74 = 2 თ – 4)?. 
I4 #7–=1 

პირველიდან მეორის გამოკლებით მივიღებთ 

ხ ( ი| 

4 | /დ% = 2 ,4თ4. 
ი #=1 

ანუ ადგილი აქვს (3.7.1) ტოლობას. 9) 

1ეს გამომდინარეობს | /| · |9| < ჯ / ? + 9?) უტოლობიდან. 
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372 ტრიგონომეტრიული სისტემისთვის 

თუ 

ძ0 = ; #/რ6 -+ 2(“" C05ო27 + სე 5Iი ი2), 
“ »=1 

00 = ; 9- >+ X(C„ 605ო + ძე 50 იე:), 
»=1 

მაშინ 

1 / ძითე - + – / #(5)9(+) ძთ = –>- + > ,(ით + სიძი). 
“ ით=1 

თუკი 

+% +20 
(- 2 ი„ლითი და ი- 2 ს„ვ”·”··”, 

MX=-–-თ M=-Cთ% 

მაშინ 
1 % +თ% 

> | /C94%= 2ე თი. 
სრ »=-20 

(37.2) 

(37.3) 

შევნიშნოთ, რომ (3.7.1), (3.7.2) და (3.7.3) ტოლობებს ზოგჯერ უწოდებენ პარსევალის 

განზოგადებულ ტოლობებს. 

3.8 სრული (ჩაკეტილი) სისტემისთვის ფურიეს მწკრივის 
წევრობრივი ინტეგრება 

თ ეორემა 3.8.1. #2Iი, ხ| სივრცეში სრული (ჩაკეტილი) სისტემის მიმართ / C 7#2(ი, ხ| 
ფუნქციის ფურიეს მწკრივის, თუნდაც ეს მწკრივი განშლადი იყოს ყველგან, 

# = 06|CდI(2:) + C2(22(2) + · · · (38.1) 

8 
წევრობრივი ინტეგრებით ნებისმიერ (X, 81 C (თ, ხ| სეგმენტზე მიიღება (' /() ძდ ინტეგ– 

რალისკენ კრებადი მწკრივი.
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თუ წევრობრივი ინტეგრება მიმდინარეობს (ი, | C (ი, ჩ) სეგმენტზე, მაშინ ინტეგრების 

შედეგი მწკრივი თანაბრად კრებადია (ი, ხ1-ზე | / (() ძ( ინტეგრალისკენ. 

უფრო მეტიც, ორივე ეს შემთხვევა მართებუჰ?ია მაშინაც, თუ (3.8.1) მწკრივს წინასწარ 

გავამრავლებით რაიმე » C L2IV, ხ| ფუნქციაზე და შემდეგ ვაინტეგრებთ წევრობრივ. შე– 
ჩ ჯ 

დეგი იქნება ( /(2:) V(>) ძჯ და | / (/)#(I) ძ| თანაბრად |V. ხ|-ზე, შესაბამისად. 

დამტკიცება. გარკვეულობისთვის მსჯელობას ჩავატარებთ ცვლადსაზღვრიანი ინ– 
ტეგრებისთვის, 

/ /იით4-2:ი / თრიტ« 
ი (=L «ი 

M 1. 

< (Vთ -3 თი რირ 
ი L:=1 

IV ს 172,/ " 1/2 

< ( / I/([)–X:CM·(I)IM) ( / |·ჟ”ო|2(“) –0, როცა თ - C. 
L=1 

ამრიგად, თანაბრად (ი, ხI–ზე ადგილი აქვს ტოლობას 

/ #()თ(0 ძი=C, / #()თI()ძ+თ / თ(0)ლ()ძ( +-.- 
ძ 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

39 ერთობლივ შემოსაზღვრული სისტემისთვის 

ფურიეს კოეფიციენტების კრებადობა ნულისკენ. 

რიმან–ლებეგის თეორემა 

როგორც უკვე ვიცით, ყოველი / C #2(ი, ხ| ფუნქციის ფურიეს C, (/) კოეფიციენტებს (. ხ| 
სეგმენტზე ორთონორმული ნებისმიერი (§#-(ჯ)1= სისტემის მიმართ გააჩნიათ თვისება: 

ჯ IC, (/)|I2 მწკრივი კრებადია და, მაშასადამე, ი„(/) –+ 0, როცა » –+ CC (იხ. თავი 3, 
»7=1 

პარაგრაფი 3.2, შედეგი 3.2.3). 

თუკი / C #I0, ხ), მაგრამ / არ ეკუთვნის #2|ი, ხ| სივრცეს, მაშინ / ფუნქციის C, ( /) კო–
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თ ეორემა 3.9.1 (მერსერი). თუ (ი, ს) სეგმენტზე ორთონორმული («/.(ჯ) 129 სისტემა 

ერთობლივ შემოსაზღვრულია, ე.ი. თუ 

I2LC>)| < MI, როცა 2 C Iთ,ხ|) და # =1,2,..., (3.9.1) 

მაშინ (ი, ხ|–ზე ჯამებადი ნებისმიერი / ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები :2;(ჯ) 1% სის– 

ტემის მიმართ კრებადია ნულისკენ. 

დამტკიცება. როგორც ცნობილია (28, გვ. 432), ყოველი / C (ი, ს| ფუნქციისთვის 
და ნებისმიერი § > 0 რიცხვისთვის არსებობს შემოსაზღვრული ე C #2 (ი, ხ| ფუნქცია, რო– 

მელსაც აქვს თვისება 

/ /C) – «C)|ძ2 < -. ც92) 

განვიხილოთ (ი, ხ|–ზე განსაზღვრული 

V#(>) = /(2) – ძ(ჯ) 

ფუნქცია. აქედან /(>) = ი(>) + #(7) და 
ხ ხ ხ 

/ /C)იC) ძ = / ი)ი( ძ>+ / #(<)ყCდ) ი> 
ძ 

ტოლობის წევრები წარმოადგენს /, ე და # ფუნქციების ფურიეს კოეფიციენტებს «V2,,(2)1§9 
სისტემის მიმართ, ანუ 

( =თ(9) +(), 6=12,..., (89.3) 
რადგან ჟ C #-(ი, ხ|, ამიტომ ბესელის უტოლობიდან გამომდინარე (იხ. პარაგრაფი 3.2, 

ტოლობა (3.2.6)) 

Iთ «.(0) =0 
-% 

ამრიგად, აღებული C > 0 რიცხვისთვის არსებობს ნატურალური რიცხვი IV(§) ისეთი, რომ 

IV-(ე)| < §, როცა # > V. (3.9.4) 

მეორეს მხრივ, (3.9.1) და (3.9.2) უტოლობების გამო |C(V)| < 98 · M = ფე-ი. 

IX(V)I <6, #=1,9,.... (3.9.5)
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(3.9.4), (3.9.5) უტოლობების საფუძველზე, (3.9.3)–დან გამომდინარეობს 

ICL.CI)| < 25, როცა I; > VV. 

მაშასადამე, 

ქ][*ჭი(·ჯ·(]) = ი. 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

რადგან ტრიგონომეტრიული სისტემა ერთობლივ შემოსაზღვრულია მუდმივით 1, ამი– 

ტომ თეორემა 3.9.1–დან გამომდინარეობს ლებეგის მიერ 1902 წელს ჯამებადი ფუნქციე– 

ბისთვის და რიმანის მიერ (მანამდე) /?–ინტეგრებადი ფუნქციებისთვის დამტკიცებული მე– 

ტად მნიშვნელოვანი 

თ ეორემა 3.9.2(რიმანი, ლებეგი). 2» პერიოდული და პერიოდზე ჯამებადი ნებისმი– 

ერი ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები ტრიგონომეტრიული სისტემის მიმართ კრებადია 

ნულისკენ. 

რიმან–ლებეგის ამ თეორემიდან ადვილად მიიღება 

თ ეორემა 3:9.3. ვთქვათ, #; რაიმე ზომადი სიმრავლეა (0. 9»1-–ზე და (»,,) – ნამდვილ 
რიცხვთა რაიმე მიმდევრობაა, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

IIი. / C052(იდ + ი) ძჯ = 1 I6I. (3.9.6) 
იი 2 

8 

დამტკიცება. რადგან C0570 = ჭ (1 + 609520), ამიტომ ინტეგრელქვეშა ფუნქცია 

ტოლია 

1. .1 11 · · 
2+5 C05(2» 7 + 2ხგ) = 2+5 [თჭ 2717 C05 9ჯ,, – 5Iი 2უ> ჭ|ი2;)„]· 

ე.ი. 

/ C05?(ო»თ + ჯი) ძე: 

L 

1 1 1. 
= 5 I=MI + 2 C05 2;7„/C05 2იჯ ძ – წ) 8|ი2;;,·/5·|ი2„·:: ძ». (3·9·7) 

ს ს
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მაგრამ 1 / C0522 ძთ და + ( 5022 ძდ წარმოადგენს /» სიმრავლის მახასიათებელი 

ფუნქციის,ხ;ჩომელიც L-ზე 1–ი|·"; და სხვაგან კი – ნული, ფურიეს კოეფიციენტებს. ამიტომ, 

თეორემა 3.9.2-ის ძალით, ამ ინტეგრალების ზღვარი ნულია, როცა 7 –» Cი. ამავე დროს, 

C059ჯ,, და 5Iი 2ჯ,, მამრავლები შემოსაზღვრულია. ამგვარად, (3.9.6) ტოლობა გამომდი– 

ნარეობს (3.9.7)–დან. L) 

შედეგი 3.9.4. თუ რაიმე ტრიგონომეტრიული მწკრივის კოეფიციენტები არ ისწრაფვის 

ნულისკენ, მაშინ ეს მწკრივი არ არის |–», »| სეგმენტზე ჯამებადი და 27 პერიოდული რაიმე 

ფუნქციის ფურიეს მწკრივი, რიმან–ლებეგის თეორემის გამო. 

შენიშვნა 3.9.5. როგორც ვნახეთ, ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები ტრი– 

გონომეტრიული სისტემის მიმართ კრებადია ნულისკენ. დადგენილია, რომ ჯამებადი ფუნ– 

ქციის ფურიეს კოეფიციენტებს, საზოგადოდ, არ შეიძლება ჰქონდეს სიმცირის რაიმე რიგი. 

უფრო ზუსტად: ნულისკენ ნებისმიერად ნელა კრებადი(,, მიმდევრობისთვის არსებობს ფუ– 

რიეს ჭ ), C05 Lდ მწკრივი, რომლის კოეფიციენტებია ი, > 6,. (ჩ = 1,2, .. . ). ამ საკითხ– 
L=1 

თან დაკავშირებით იხ. (8, გვ. 222|. 

3.10ი სასრული ვარიაციით ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები 

წინა პარაგრაფში ვნახეთ, რომ პერიოდზე ჯამებადი და 2ჯ პერიოდული ფუნქციის ფური– 

ეს კოეფიციენტებს ტრიგონომეტრიულისისტემის მიმართ არ შეიძლება ჰქონდეს სიმცირის 

რაიმე რიგი. 

ახლა ვისაუბრებთ სასრული ვარიაციის მქონე ფუნქციის კოეფიციენტებზე ტრიგონომეტ– 

რიული სისტემის მიმართ, რომელთაც აქვს ჭ-ის სიმცირის რიგი. 

1. მანამდე აღვნიშნოთ, 1882 წელს, ჟორდანის მიერ შემოღებული სასრული ვარიაციით 

ფუნქციის ზოგიერთი თვისება. 

განსაზღვრა 3.10.1 (ჟორდანი (1882 წ.)). ვთქვათ, (ი, ხ| სეგმენტზე მოცემულია 

სასრული / ფუნქცია. დავყოთ (ი, ხ) სეგმენტი ქვესეგმენტებად ი = ::0 < ჯ) < ··· < 
თ,–1 < ჯე = ხწერტილებით და შევადგინოთ 

1 2 

I#(=+1) – V(<1)| 5 = 

#=0
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ჯამი. |თ, ხ) სეგმენტის ყოველ დანაწილებას შეესაბამება არაუარყოფითი § რიცხვი და //–ით 

აღვნიშნოთ ყველა ასეთი კ რიცხვის სიმრალე. #/ სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარი აღინიშ– 
ხ 

ნება V (/) სიმბოლოთიდამას ეწოდება / ფუნქციის სრული ვარიაცია (ი, ს| სეგმენტზე. თუ 
ს ძ 

V < +0, მაშინ / ფუნქციას ეწოდება ფუნქცია სასრული ვარიაციით |თ, ს| სეგმენტზე. 

მტკიცდება, რომ (V, ხ| სეგმენტზე ზრდად და კლებად ფუნქციებს სასრული ვარიაცია აქვს 

იმავე სეგმენტზე. 

სასრული ვარიაცია გააჩია ლიპშიცის მიერ, 1864 წელს, შემოღებულ ფუნქციებსაც. 

განსაზღვრა 3.10.2 (ლიპშიცი (1864 წ.)). (თ, | სეგმენტზე განსაზღვრულ სასრულ 

# ფუნქციას ეწოდება ლიპშიცის კლასის, თუ არსებობს მუდმივი / ისეთი, რომ ყოველი 

2 C IV,ხ| და ჯ C (|C, ) წერტილებისთვის სრულდება უტოლობა ანუ, ლიპშიცის პირობა 

მაჩვენებლით 1, 

II(=) – I(Vყ)| < #I» – VI. (3.10.1) 

Iი, ) სეგმენტზე ლიპშიცის კლასის / ფუნქციას აქვს სასრული ვარიაცია და მისი ვარი– 

აცია (ი, ს| სეგმენტზე არ აღემატება /C(ხს – თ) რიცხვს. მართლაც, (ი. ს) სეგმენტის ზემოთ 

აღებული დანაწილებისთვის, (3.10.1)–დან ვღებულობთ 

I/(<L+1) – #(>)| < I(9-+1 – >») 

და, ამიტომ 

»-1 ი- 1 

2,I(C9+I) – #(=.)| < M 2 ,(–+I – «) 
= = :=0 ა=0 

= I([(II – 20) + (02 – 21)+...+(გ – :[,·„—1)] = IC(ე'ც – ჯ0) = #L(ხ – ი). 

ცხადია, რომ Iი, ხ| სეგმენტზე ლიპშიცის კლასის / ფუნქცია უწყვეტია ამავე სეგმენტზე. 

თუკი, გარდა ამისა, / ფუნქციას (ი, ხ|-ს ყველა შიგა წერტილზე აქვს /”(+) წარმოებული, 
ი < დ < ხ, და, თუ ეს //(ჯ«) შემოსაზღვრულია, მაშინ / არის ლიპშიცის კლასის (ი, ხ1-ზე. 

მართლაც, ლაგრანჟის ფორმულით 

#(2) – I(V) = #I/(2)(თ= – ყ), «<<2<ჯ 

და (3.10.1) შესრულებულია X > | /'(2) | მუდმივისთვის.



76 თავიII ფურიეს მწკრივთა კრებადობის ზოგადი საკითხები 

IC, ) სეგმენტზე სასრული ვარიაციის მქონე / ფუნქცია შემოსაზღვრულიცაა (ი, ხ)-ზე. 

მართლაც, თუ ი < დ < ხ, მაშინ 

ხ 

I/(>) – #(9)| L I/(ზ) – #(5)| < V 0), 

კერძოდ, , 

I/(2) – #(9)| < V V. 

ანუ 
ხ 

I/(C)| – II(9)| < V 0ჩ). 

აქედან 
ხ 

II )| < I/(ფ1 + V V. 

სასრული ვარიაციით ფუნქციების ძალიან მნიშვნელოვანი თვისება მოცემულია ლებეგის 

შემდეგი თეორემით. 

თეორემა 3.10.3 (ლებეგი (1903წ.)). Iი, ხ) სეგმენტზე სასრული ვარიაციით / ფუნქცი– 

ას, კერძოდ ლიპშიცის კლასის ფუნქციას?, თითქმის ყველა »; C IV, ს| წერტილზე გააჩნია 

+' (2) წარმოებული და /”(ჯ) ფუნქცია ჯამებადია (ი, ხ|–ზე, კერძოდ, //(§) სასრულია თით– 
ქმის ყველგან. 

ეს იყო პირველი შემთხვევა, როცა დასახელდა კლასი ფუნქციებისა, რომელთაც სას– 

რული წარმოებული გააჩნია თითქმის ყველგან. ლებეგის ამ თეორემასთან დაკავშირებით 

მ. რისი წერდა “ეს არის ანალიზის უმნიშვნელოვანესი და განსაცვიფრებელი შედეგი”. 

2. "ახლა ვისაუბრებთ 2» პერიოდული და (0, 2»| სეგმენტზე სასრული ვარიაციის მქონე / 

ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტების შესახებ ტრიგონომეტრიული სისტემის მიმართ. თავი– 

დანვე აღვნიშნოთ, რომ რადგან (0, 2»| სეგმენტზე სასრული ვარიაციით / ფუნქცია შემო– 

საზღვრულია (0, 2»|I-ზე, ამიტომ / C L? I0, 2») და მისი ფურიეს კოეფიციენტები კრებადია 

ნულისკენ (იხ. პარაგრაფი 3.6, ტოლობა (3.6.4)). 

2ლიპშიცის კლასის ფუნქციისთვის გარანტირებული არ არის მისი წარმოებულის ყველგან არსებობა. მაგალითად, 
#(+) = |დ«| ფუნქციისთვის არ არსებობს V/(0) (0 წერტილზე მისი მარჯვენა წარმოებულია 1, ხოლო მარცხენა წარ– 

მოებულიკკი (- 1)), თუმცა VI(>) ფუნქცია ლიპშიცის კლასისაა, რადგანაც | |დ | – |29|| < |>) – დ. 
გარდა ამისა, ლიპშიცის კლასის ფუნქციის წარმოებული, სადაც ის არსებობს, არ შეიძლება უსასრულობა იყოს.
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ამ ფაქტის არსებითი გაძლიერებაა 

თეორემა 3.10.4. თუ 2ჯ პერიოდული და |0, 2»| სეგმენტზე სასრული ვარიაციის მქონე 

# ფუნქციის ფურიეს მწკრივია 

CC 

ძ , 

#- ?0 + 2 ,(თ,605ი2 + ს, 5ი ით), 
ი=I 

მაშინ ადგილი აქვს უტოლობებს 

2ჯ 

თ Vი) , 
ხ,I< -.-.1 (3.10.2) 

2 (() 

<
წ
 

უ
 

|“"| < ' 2 “ 

სადაც 2V"( #) არის / ფუნქციის სრული ვარიაცია (0, 2»| სეგმენტზე. (3.10.2) უტოლობებს 
0 

მოკლედ ასე წერენ , , 
ი, = ი(ვ), ხ, = 0(—). (3.10.3) 

თ 

დამტკიცება. ჯ იყოსრაიმე წერტილი (0, 2»| სეგმენტზე და 2»- სიგრძის |-, » + 27 

სეგმენტი დავყოთ 2/ რაოდენობის ქვესეგმენტებად 

[I+ 3,I+2§],···, [1·+(2"—])§·;L·+2"§]· 

რადგან / არის სასრული ვარიაციის მქონე |0, 9»|–ზე და 2ჯ პერიოდული, ამიტომ /–ის ვა– 

რიაცია არის ერთი და იგივე 2ჯ სიგრძის ყოველ სეგმენტზე, მათ შორის |ჯ». > + 927»1-ზეც, 

ამიტომ 

§|/(I+I»·§) –/(I+(L·—1)2)| ჭწ(]). (3.10.4) 
I-=1 

0 

თუ ტოლობაში 
2ჯ 

,= + / /C,) C052 ძ (3.10.5) ძ > 0/ C05 ჯე ძე: 

მოვახდენთ » = L + 7წ გარდაქმნას, მივიღებთ 

5I
 

-2ჯ 

]·(ზ + ჭ) C05 #IL (/L. ლ = 

I | 
3
I
-
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უკანასკნელი ინტეგრალისთვის, ცნობილი ტოლობის (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3, ტოლობა 

(1.3.6)) გამოყენებით, მივიღებთ 

2ჯ 

ძა = —3/](·ფ+ I) C05 თ ძე. 
ჯ 7 

0 

(3.10.5) და (3.10.6) ტოლობებიდან ვღებულობთ 

-–-_-_-_“” 
0 

საიდანაც 
2» 

|ი | < ჭ/ |/(I+ ჭ) —/(I)|([I· 

0 

მეორეს მხრივ, ჯ + (I – 1) ” = ჯ გარდაქმნით მივიღებთ 

2ჯ» 

/|](I+I··.)§—](I+(I;—1)§)|(II 
0 

–(L-1) 5+2» 2ჯ» 

= #(++ -) – /70) თ = / //(დ+=<) – ჯღ) / /რ ე-/ი4-/ /რუ 
–(C-1) 5 

(3.10.7) და (3.10.8) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს 

2» 

|ი„|5ჭ/|/(თ+;:ჭ) —](.1·+(|=—1)§)|ძო. 
0 

(3.10.6) 

(3.10:7) 

ძთ. (3.10.8) 

(3.10.9) 

თუ (3.10.9) უტოლობებს შევკრებთ # = 1,2,.... , 27 მნიშვნელობებისთვის და გავით– 

ვალისწინებთ (3.10.4) უტოლობას, მივიღებთ 

1 2ჯ 2» 2» 

მ% < 3;“ VVI / «=VVე. 
0
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ანალოგიურად მივიღებთ 
2ჯ» 

2ს| < V (/). 
0 

ამრიგად, (3.10.2) უტოლობანი მართებულია. C) 

შენიშვნა 3.10.5. როგორ ცნობილია, სასრული ვარიაციის მქონე ფუნქციას შეიძლება 
ჰქონდეს წყვეტის წერტილები, ისიც მხოლოდ | გვარის. ბუნებრივია კითხვა: ხომ არ შეიძ– 

ლება (3.10.3) დამოკიდებულებანი გაუმჯობესდეს 

1 1 –” 
ფორმებით, თუ სასრული ვარიაციის / ფუნქცია იქნება 2> პერიოდული და უწყვეტი 

(–%, +0%0)-ზე ანუ უწყვეტი წრეწირზე? 

პასუხი უარყოფითია (იხ. |8, გვ. 203)). 

შენიშვნა 3.10.6. არსებობს სასრული ვარიაციის მქონე ფუნქციის ფურიეს კოეფიცი– 

ენტებზე აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ ეს ფუნქცია იყოს უწყვეტი. სახელ– 

დობრ, მართებულია ვინერის შემდეგი თეორემა (იხ. |8, გვ. 205I). 

თეორემა 3.10.7 (ვინერი (1924 წ.)). სასრულო ვარიაციის მქონე ფუნქციის უწყვეტო– 

ბისთვის აუცილებელი და საკმარისია შესრულდეს ტოლობა 

იგ 11 + 2ყე2 + · .· + 1ი 

ი–3თ (/ 

=0, 

სადაც ი = 0; + ხი- 

შედეგი 3.10.8((8, გვ. 208|). სასრული ვარიაციის მქონე / ფუნქციის ფურიეს ი, და ხ 

კოეფიციენტები თუ აკმაყოფილებს პირობებს 

Iოი ჯძმი = 0, Iი ჯ”ხეიე = 0, (31010) 

მაშინ / ფუნქცია უწყვეტია. 

შენიშვნა 3.10.9((8, გვ. 203)), არსებობს უწყვეტი და სასრული ვარიაციის მქონე 

ფუნქცია, რომლის ფურიეს ი, და ,, კოეფიციენტები არ აკმაყოფილებს (3.10.10) პირობას 

და აკმაყოფილებს მხოლოდ (3.10.3) პირობას 3.10.4 თეორემიდან.
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3.1)1 პარამეტრიანი ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტების 
ნულისკენ თანაბრად კრებადობა 

პარაგრაფ 3.9-ში დამტკიცებული რიმან–ლებეგის თეორემის თანახმად, ჯამებადი ფუნქცი– 

ის ფურიეს კოეფიციენტები ტრიგონომეტრიული სისტემის მიმართ კრებადია ნულისკენ. 

ფურიეს მწკრივის კრებადობის საკითხში მნიშვნელოვან როლს ასრულებს პლესნერის 

თეორემა იმის შესახებ, რომ პარამეტრზე დამოკიდებული ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს კოე– 

ფიციენტები ტრიგონომეტრიულისსისტემისთვის, თანაბრად კრებადია ნულისკენ პარამეტ– 

რის მიმართ. 

ამ თეორემაში არსებითი მომენტია თანაბარად კრებადობა, რადგან პარამეტრის ყოვე– 

ლი ფიქსირებული მნიშვნელობისთვის კოეფიციენტების ნულისკენ კრებადობა გამომდინა– 

რეობს რიმან–ლებეგის თეორემიდან! 

პლესნერის თეორემის დამტკიცება ემყარება რამდენიმე, თავისთავად საინტერესო 

ფაქტს. 

1. 

თეორემა 3.11.1. ვთქვათ, / ფუნქცია ჯამებადია (0, 2»| სეგმენტზე და 2# პერიოდული. 

მაშინ ყოველი C > 0 რიცხვისთვის არსებობს (0, 2»1–ზე უწყვეტი - ფუნქცია ისეთი, რომ 

ადგილი აქვს უტოლობას 

/I]·(.·C) – C(დ)| ძ < §. (3.11.1) 

დამტკიცება.ლებეგის ინტეგრალის განსაზღვრის თანახმადპ), არსებობს (0, 2»I–ზე 

პრადგან / ფუნქცია ჯამებადია |0, 2»|-ზე, ამიტომ არსებობს (იხ. (28, გვ. 338)) მარტივ ფუნქციათა ( /„) მიმდევ– 
რობა, რომელიც თანაბრად კრებადია (0, 2X»| სეგმენტზე / ფუნქციისკენ ანუ მოცემული C > 0 რიცხვისთვის არსებობს 
M(ო ისეთი, რომ 

II.C5) – (9)| < ,-, როცა 0 < 2 <2», = > M. 

ამიტომ, როცა » > M, მაშინ 

C 
2ჯ 

IVთ - „თI%<2%-= =5. 
0 

თუ ახლა V ფუნქციად ავიღებთ რომელიმე /„ -ს, სადაც თ. > IV, მაშინ გვექნება (3.11.2) უტოლობა. 
ამასთან, ზომად / ფუნქციას ეწოდება მარტივი, თუ /„ ფუნქციის მიერ |0, 2»| სეგმენტზე მიღებულ მნიშვნელო– 

ბათა სიმრავლე სასრულია ან თვლადი (28, გვ. 336-338/.
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შემოსაზღვრული და 2» პერიოდული » ფუნქცია ისეთი, რომ 

2» 

/ (/.) – V(CI ძდ < ჭ (3.11.2) 

0 

(0.2»| სეგმენტზე განვიხილოთ ფუნქცია 

VI(>) = / VI(I) ი! 

0 

და უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობა 
ჩ7+1// 

_ V(C+1/თი) – V(ჯ) _ I #0« 

თო 1/» L 1/” 

რადგან V ფუნქცია შემოსაზღვრულია, ამიტომ არსებობს #/ მუდმივი ისეთი, რომ 

IV(ჯ)| < #/, როცა 0 < ჯ < 9#. ამის გამო 

ჯ7+1/» 

M 1 ძ» 
|დ (2)| < 1/–" = M/, 

ე.ი. ფუნქციათა (V,,) მიმდევრობა ერთობლივ შემოსაზღვრულია: 

IV.C2)| < M, როცა 0 < დ < 2ჯ და თ =1,2,.... (3.11.3) 

გარდა ამისა, ლებეგის თეორემის თანახმად ცვლადსაზღვრიანი ინტეგრალის გაწარმო– 

ების შესახებ (289, გვ. 380), თითქმის ყველა ჯ; C (|0, 2»|-–თვის ადგილი აქვს 

ILო V,(ჯ) = V(=) (3.11.4) 

ტოლობას და (3.11.3) უტოლობის ძალით 

IV ()| < M. (3.11.5) 

ეგოროვის მიერ 1911 წელს დამტკიცებული თეორემის თანახმად (28, გვ. 329I|, (3.11.4) 

ტოლობიდან გამომდინარეობს ზომადი X; C (0, 2»| სიმრავლის არსებობა ყოველი დადე– 
ბითი ბ < C/8#MI რიცხვისთვის, რომლის ზომა | 8) > 2» – ტ და #: სიმრავლეზე (3.11.4)
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ტოლობა სრულდება თანაბრად, ამიტომ 

/ IMრთ –#C4% < 5. როცა 2 > V-. (811.6) 
L 

ამასთან ერთად, (3.11.3) და (3.11.5) უტოლობების გათვალისწინებით, გვაქვს 

|დო («) – %(2:)| რ2; 

(0,22IV#5 

< / IV ()| ძთ + / IM()|ძთ < M8 + M§ = 2M/6 < <.. (3.117) 
|0,2»IM#% (0,2»IV#> 

მაშასადამე, (3.11.6) და (3.11.7) უტოლობებიდან ვღებულობთ 

2» 

| Iთ – თI% < 5, როცა » > #”. (11.8) 
ი 

(3.11.2) და (3.11.8) უტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

2» 

Iთ- ითრ < როცა > #“. 
0 

ახლა, თეორემაში ხსენებული უწყვეტი « ფუნქციის როლში შეგვიძლია ავიღოთ ნების– 

მიერი ჯ, ფუნქცია, რომლისთვისაც თ > I-. თეორემა დამტკიცებულია. L) 

თეორემა 3.11.2. ვთქვათ, / ფუნქცია ჯამებადია (0, 2» | სეგმენტზე და 2» პერიოდული, 
მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

Iო / /C+9 –/CI% =0. (8.11.9) 
0 

დამტკიცება.თუ / ფუნქცია უწყვეტია |0, 2»1–ზე, მაშინ / თანაბრად უწყვეტია ამავე 
სეგმენტზე. ამის გამო, ყოველ § > 0 რიცხვს მოეძებნება დადებითი გ ისეთი, რომ 

I/(=+%) – /(2)| < 21", როცა |I| < 4.
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ამ მიზეზით 

/I/(I+!)—/(I)I([I(2”·2L"=ნ, როცა III < ბ. 

0 

რაც ნიშნავს (3.11.9) ტოლობის შესრულებას. 
როცა / C #I0,2»I, მაშინ თეორემა 3.11.1–ის ძალით არსებობს უწყვეტი „2 ფუნქცია ისე– 

თი, რომ ადგილი აქვს (3.11.1) უტოლობას. ტოლობიდან 

#(>+0) – /(=) = |#(2 +1) – C(9)| + (/(თ+ 4) – #(9 +4)| + Lი2(თ) – /CI1 
გამომდინარეობს შეფასება 

/I](:M IძI(/Iთ(IM) ი(2)| ით 

+ | II(დ+!)–დ(1+!)|ძჯ + / |:22:) – #/(2)|)ძი:= I1+ C0+77. / I 
რადგან « ფუნქცია უწყვეტია, ამიტომ, უკვე დამტკიცებულის ძალით, 

!||"წ? =0 <= I < §, როცა II < ». (3.11.10) 
) 

(3.11.1) უტოლობის გამო კი 

#<%. (3.11.11) 

C ინტეგრალში ე; + ჯ = ჟ გარდაქმნით 

L+2ჯ 

0= / IM6) –იCI. 
მ 

რადგან / და «; (იგივე #,,, როცა თ > V“) 27 პერიოდული ფუნქციებია“, ამიტომ 

2ჯ 

0= / I/CV) – თV). 
0 

2%X+1/ი 1/ი 

L #(0)ძ! I1 #(აძ! 

Vი(27) = –““; ი“ = ი- უ 5 #ა(0). 

აქ გამოყენებულია #/ ფუნქციის 2ჯ პერიოდულობა (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3, ტოლობა (1.3.6)).
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ახლა, (3.11.1) უტოლობის გამო, 

C0 <6§. (3.11.12) 

(3.11.10)–(3.11.12) უტოლობების ძალით 

/I/(:[:+I) – #/(თ)| ძღ < 3§, როცა IL| < ». 

0 

თეორემა დამტკიცებულია. C 

2. ახლა დავამტკიცოთ ძირითადი 

თ ეორემა 3.11.3 (პლესნერი (1929 წ.)). ვთქვათ, მოცემულია 2» პერიოდული / და 

ი ფუნქციები, რომელთაგან |0, 2;1-ზე / ჯამებადია და ყ –– შემოსაზღვრული. მაშინ ». C 

(–=.+:02C) პარამეტრზე დამოკიდებული და0 <Lჯ< 27(–ზე ჯამებადი ფუნქციის 

X,(I) = I(დ<+ 09(') (3.11.13) 

ფურიეს C, (X,) კოეფიციენტები კრებადია ნულისკენ თანაბრად ჯ–ის მიმართ, ე.ი. 

Iო ძი0ც) = 0. თანაბრად ;-–ის მიმართ, (3.11.14) 
ჯოC 

დამტკიცება. როგორც ვიცით (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.2, ტოლობა (2.2.5)), 2» 

პერიოდული რსიმე „2 C #LI0, 2»| ფუნქციის C, კოეფიციენტებისთვის გვაქვს 
2ჯ» 

27C,, = /(,9(·1,·)8—1""1·· ძთ (ი=0.+1,1+2,....) 

0 

ტოლობები. თუ მოვახდენთ :: = ( + » /)+ გარდაქმნას, მაშინ გვექნება 

– 2/1+27 

2ჯ0ე = / წ(! + I)(3·1·”(1·*·9 ძ! 
I/) 

–”X/ი 

2ჯ» 2ჯ 

= /დ(ჯ + 7_1) C—I·"IL,—·I·" ძ = – / ჯ:·(:უ + :?_·)ვ—!·"ქ· ძა. 

0 0
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ამრიგად, 

(/| 

2» 2» 

2XCთ = /·,:(I)C—I·"I ითი და 2Xიე = —/დ(ე··+ –?I)(”····": (-. 

0 0 

ამიტომ 
2ჯ» 

47რმ = / [I,C(I) – დ(:·: + I)]C—··”: ძე:. 
V) 

9 

აქედან 

“ნ. (3.11.15) 

2ჯ» 

1 IთI < - / #(2+5) –#თ 
0 

ახლა, (3.11.1=) უტოლობის მარჯვენა მხარეში « ფუნქციის როლში ავიღოთ (3.11.13) ტო– 

ლობით განსაზღვრული ჯ, (ჯ) ფუნქცია, ჯ/ შევცვალოთ #–ით და გავითვალისწინოთ 

X(# + /)) – X(,) = /(C+1L+7#)9(ჯ + /) – #/(2 +1)ყ(1) 

= |I(=+#+7) – /(= +4)| C 4 ) + /(2 +-9)IV(, + /I) – 9(7)| 

ტოლობა, მაშინ გვექნება 

2» 2ჯ 

/IX(!+|·L)—X([)|(IL5/I](I+1·+|I·)–](I+!,)||_(|(L+II)|(|L 

0 0 

2» 

+/|]·(1:+ჯ)| Iყ(1 + M) – ყ(1)| ძჯ = L + ლ0. 

0 

თუ 12 ინტეგრალში მოვახდენთ ე: + ( = ჯ/ გარდაქმნას, მივიღებთ 

თ>+2» 

#= / VV+M) –/0)II9V - >+M)I4. 

+ და ჟ ფუნქციების 2ჯ პერიოდულობის გამო (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3, ტოლობა (1.3.6)), 

გვექნება 
2ჯ» 

ი =/I](.1/+II) – #CI)II9C, – =+ჩ)|ძყ. 
0



86 თავიIII ფურიეს მწკრივთა კრებადობის ზოგადი საკითხები 

ჟ ფუნქციის შემოსაზღვრულობის გამო |ი| < M და, ამიტომ, 

6<M / I/თ+M) –/0)14. 
0 

(3.11.9) ტოლობის ძალით არსებობს 4) > 0 ისეთი, რომ 

#– < ჭ როცა |#| < 6). (3.11.16) 

C ინტეგრალში კი / წარმოვადგინოთ # = / + /5 სახით, სადაც წვ შემოსაზღვრულია 

I0, 2?.–]—ზე რაიმე 8 რიცხვით და 

2# 

წყეი 
0 

(იხ. უტოლობა (3.11.2)), ამიტომ 

8V 

2ჯ 2ჯ 

62=/!/1(I+#)II9(MII)—9(ჯ)№+/I/2(I+0II9(I=+II)—9(I)I(# 
0 0 

< 8/19(ჯ+ხ)—9(L)I([ჭ+2]I|]·L 
8M . 

3.11.9) ტოლობის გამო (3.11.9) ტოლობის გ 

/I91!+|1)— I(II:(@, როცა |#| < შაე. 

ამგვარად, 
6 - 0 < ვჯ +- = 3ი როცა |#ჩ| < ბა. (3.11.17) 

(3.11.16) და (3.11.17) შეფასებებიდან ვღებულობთ, რომ 

0+0 <§, როცა II <4, სადაც ბ = LიIM2), ბ9) > 0. (3.11.18) 

(3.11.18) უტოლობა /, = 2 კერძო შემთხვევისთვის მიიღებს სახეს 

8+0 <<, როცა »> M(9). (3.11.19) 

(3.11.19) უტოლობის გამოყენება (3.11.1=) უტოლობის მარჯვენა მხარის მიმართ იძლევა 

(3.11.14) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. (8)
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32 ფორმალური ოპერაციები ფურიეს მწკრივებზე 

3.12. ფორმალური ინტეგრება და გაწარმოება 

ვთქვათ, 2ჯ პერიოდული / ფუნქცია ჯამებადია პერიოდზე და / იყოს /–ის განუსაზღვრელი 

ინტეგრალი.5 ცხადია, რომ /-. (+-) ფუნქციის 27 პერიოდულობისთვის ანუ 

#ი(დ +2X) – ჩი(2) = 0 

ტოლობისთვის, აუცილებელი და საკმარისია 2ჯ პერიოდული იყოს 

L"(>) = M0(ჯ7) = //(1)([! 

0 

ფუნქცია. ამიტომ /- (ჯ) ფუნქციის 2» პერიოდულობისთვის აუცილებელი და საკმარისია შეს– 
2» 

რულდეს ( /(2) ძდ = 0 ტოლობა (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.2, ტოლობა (1.2.3)). ეს კი 
(1) 

ნიშნავს, რომ / ფუნქციის ფურიეს მწკრივში თავისუფალი იე წევრი ნულია, ე.ი. 

ჩC- 2, თ.(/)0, (3.12.1) 
MI>! 

5(0, 9»| სეგმენტზე ჯამებადი / ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალი (ლებეგის აზრით) ეწოდება ფუნქციათა 
სიმრავლეს 

.(2) = C+ / Iერ  #.(0) =C, ი) 
0 

სადაც დ აღნიშნავს ნებისმიერ მუდმივს, ე.ი. / –ს აქვს უსასრულო სიმრავლე განუსაზღვრელი ინტეგრალებისა, რომელ– 
ნიც ერთიმეორისგან მუდმივით განსხვავდება. 

(ა) ტოლობით განსაზღვრული აბსოლუტურად უწყვეტი /; ფუნქციების საერთო თვისებაა 

#+(2) = I(=) (ბ) 

ტოლობის შესრულება თითქმის ყველა ;; C |(0, 2»| წერტილზე. 

სახელდობრ, (ბ) ტოლობას ადგილი აქვს / ფუნქციის ლებეგის ჯ» წერტილზე. ასე ეწოდება ჯ წერტილს, თუ 
+I(%) # +00 და სრულდება ტოლობა 

ჯ+ჩ 

M / I9 –/CI4 =0.
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სადაც 

0C.(#) = /](1 -1#7 ძ = —/ჯ“(:[)ვ—“” ძ>. 

ნაწილობითი ინტეგრებით და [···(1 ) ფუნქციის 2» პერიოდულობის გათვალისწინებით მივი– 

ღებთ 
2ჯ 

6L(#) = [[·”(I) 1-2M · ] = ( 2;? ) /I·”(I)C”“ ძთ = 1% · C.(#"), 

0 

ე.ი. 

CLL/) = #ა0(L), |IMI > 1. (3.12.2) 

ამრიგად, 

#(2) « > , ი.(L)695 
II>1 

დამოკიდებულება მიიღებს სახეს 

CL (·/) ტმათ. ;( = ბ. ფუ ' (3.12.3) 
IM>1 

3.12.2) ტოლობის მარცხენა მხარის მიმართ რიმან–ლებეგის თეორემის გამოყენებით ტოლ ცხე “ლებეგის თეოოეძის გამოყენე 
(იხ. თავი 3, პარაგრაფი 3.9, თეორემა 3.9.2) მიიღება 

წინადადება 3.12.1. აბსოლუტურად უწყვეტი # ფუნქციის ფურიეს C„ (#) კოეფიცი– 
ენტებს აქვს თვისება 

||ო |77·C"(1?)| =0 ანუ ი»(#) —0(| |) 

(3.12.3) დამოკიდებულება შეიძლება გამოითქვას შემდეგი წინადადების სახით. 

წინადადება 3.12.2. პერიოდზე ჯამებადი და 2 პერიოდული / ფუნქციის ფურიეს 

(3.12.1) მწკრივის ფორმალური წევრობრივი ინტეგრება შესაძლებელია - სიმბოლოს 

შენარჩუნებით. 

თუკი I (>) ფუნქცია არაა 2» პერიოდული, მაშინ (3.12.3) დამოკიდებულებას ექნება სახე 

–”ფ) – თ(Mი – 2 CI;#)_ ით _ 2 % (თ.5Iს ჯთ – ხ, C05 #>), (3.12.4) 

#M> M=1 
რომლის მარცხენა მხარე 2ჯ პერიოდულია.



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 89 

შენიშვნა 3.12.3. ფურიეს მწკრივის არაფორმალური წევრობრივი ინტეგრების 

მართლზომიერება დამტკიცებულიქნება ქვემოთ (იხ. თავი4, პარაგრაფი 4.15), სადაც დად– 

გენილ იქნება, რომ (3.12.4) დამოკიდებულებაში “-»” შესაბამისობის ნიშანი იცვლება “ 

ტოლობის ნიშნით. 

3.·22 აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციის შემთხვევა 

რადგან L”(დ) = / (2:) თითქმის ყველგან, ამიტომ 2/ პერიოდული აბსოლუტურად უწყვეტი 

#(>) ფუნქციის ფურიეს (3.12.3) მწკრივიდან (3.12.1) მწკრივზე გადასვლა შეიძლება ასე 

გამოითქვას. 

წინადადება 3.12.4. აბსოლუტურად უწყვეტი 2» პერიოდული ფუნქციის ფურიეს 

მწკრივის ფორმალური წევრობრივი გაწარმოებით მიიღება წარმოებულის შესაბამისი 

ფურიეს მწკრივი. 

ამ წინადადებაში აბსოლუტურად უწყვეტობა არსებითია, რასაც გვიჩვენებს, მაგალითად, 

ფურიეს ყველგან კრებადი ჭ # მწკრივი. სხვა სიტყვებით: ჯამებადი 2» პერიოდული ა2 
ხ=1 

ფუნქციის ფურიეს (ი, #,., I; > 1) კოეფიციენტების მისაღებად აუცილებელი და საკმარი– 

სია, რომ აბსოლუტურად უწყვეტი და 2» პერიოდული «(ჯ> ] 2(M) ! – ჭ თი» ფუნქციის– 

თვის შევადგინოთ ფურიეს (:4,,, ,8ჯ, L > 1) კოეფიციენტებიანი მწკრივი. ეს მწკრივი კი მი– 

იღება ( – % თ0) ფუნქციის ფურიეს (ი, 8#, L > 1) კოეფიციენტებიანი მწკრივის წევრობ– 

რივი ინტეგრებით (0, >| სეგმენტზე, რაც მართლზომიერია ლებეგის თეორემით (იხ. თავი4, 

პარაგრაფი 4.15). წევრობრივი ინტეგრების შედეგია, მუდმივი შესაკრების სიზუსტით, 

ლი / 8 
2 (— –LC05I.I+ 78![1/·1·) 

):=1 

მწკრივი, რომლის წევრობრივი გაწარმოებით მიიღება სწორედ «; ფუნქციის (ი, ,, > 1) 

კოეფიციენტებიანი მწკრივი. 

31223 აბსოლუტურად უწყვეტი წარმოებულის შემთხვევა 

ვთქვათ, 27 პერიოდულ და (-–-იი, -++%)-ზე უწყვეტ / ფუნქციას აქვს აბსოლუტურად უწყვე– 
ტი წარმოებული /”(ჯ). მაშინ მეორე რიგის წარმოებული /”(ე:) ჯამებადია და მისი ი, (/”)
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ფურიეს კოეფიციენტები, რიმან–ლებეგის თეორემის ძალით, კრებადია ნულისკენ: 

Iთ ძა(I”) = 0. (3.12.5) 
ი6–6იX 

მეორეს მხრივ, აბსოლუტურად უწყვეტი /” ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები, (3.12.2) ტო– 

ლობის გამო6, მოიცემა C, (#”) = + C(/ ”) ტოლობით. ასევე, 

»(C0 = > თირ = ცვ:თ(რ. 
აქედან, (3.12.5) ტოლობის ძალით, ვღებულობთ 

1 თ(ჩ = ი(№). (3.12.6) 

თუ / ფუნქციის ფურიეს მწკრივი ნამდვილი ფორმითაა მოცემული და / -» (ი, ს„), მაშინ 

(3.12.6) შეიცვლება დამოკიდებულებებით 

1 1 

რ = 0(·"—2)· Vი =0(·"—2)· 

3.I24 ფურიეს მწკრივების შეკრება–გამოკლება 

თუ / და ე ფუნქციებს შეესაბამება ფურიეს შემდეგი მწკრივები 

+2-2 

#- 2, თ()თ”, (3.127) 
?=-920 

+% 

9 2 ქ,:(ჟ)ძ·?ლ, 

#=-CC 

მაშინ ' 

#+9- >»,(თ+%ძ.)დ””, (3.12.8) 
#=-0 

მართლაც, 

2» 2ჯ 1 2» 

1 : 1 . _. 1. უეაეგსბბ–“–. ეგეე––.._._-_ __ 2> /[]·(I) + ძ(2)|8 ძ» 27·_//(:8)6 ძ» + 27·_/9(1·)8 ძე=0C 

0 0 0 

თუ ფურიეს მწკრივი ჩაწერილია ნამდვილი ფორმით და / - (ძა,ხე) და ყ - (თ,ძი), 

მაშინ / + ი “- (0, + თ, ხი + ძა). 
5(3.12.2) ტოლობის მარცხნივ მდგომი / არის მარჯვნივ მდგომი L"–ის წარმოებული. 
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3.I0265 ფურიეს მწკრივის გამრავლება მუდმივზე 

(3127) დამოკიდებულებიდან ნებისმიერი ჩ მუდმივისთვის გამომდინარეობს, რომ 

+20 

ი/ > 2 , თთ(#/))0''”. 
ი=-00 

3126 ფურიეს მწკრივი /(> + თ)-თვის 

თუ თ ნებისმიერი მუდმივია, მაშინ (3.12.7) დამოკიდებულებიდან გამომდინარეობს 

+4+-% +>თ 
·/·(I+0··) – 2 ე"(]·)ვქო(.?#ი) = 2 (ვ:·"ი)C"(/)ვMI· 

მართლაც, 

C+2ჯ 

თ(/(2 +0)) = –21—”/ #(> + ი)დ შ5 ძა = ჭ / წრიიაწო 

9 (#4 

2# 2ჯ 

= 1 სსს -9 (ყ-0) __ C 1 ს ა–?იყ , ), _ ირ 
= 2—"·//(!/)6 ძყ= 0-% -- | /(ყ)0 'Vძყ = C“ თ()). 

0 0 

მაშასადამე, / (-+- თ) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი მიიღება / (>) ფუნქციის ფურიეს მწკრი– 

ვიდან, თუ ,–ს შევცვლით (« + ი)–ით, რაც გამოიწვევს თ, (#) კოეფიციენტის გამრავლებას 
ვ;“"·ტ—ზე· 

3027 ფურიეს მწკრივი / (ჯ)6”'? ფუნქციისთვის, სადაც »» მთელია 

რადგან 

2ჯ 2 

11უ 1 „% ?? % ს –?ი0> 1 –Iთდ-თი)> –>.>“"“" . . 
0 0 

ამიტომ 
+% 

/·(·უ)ვ;·ოთ - 2 C„_„(])@·L··ILI· 

ი2.=-C0
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რომლის მიღება შეიძლება ფორმალურადაც 

+ +-% +% 

/·(I)C”·”I = ( 2 : C”(?”I··:) გოთ - 2 : 0”81(”·+ო)1· = 2 : C#—"IC“·I· 

ი=-00 11:=-C0 სხ=-Cთ 

3.I2.8 | / |–ის მწკრივი 

რადგან / და | /| ერთდროულად არის ან არ არის ჯამებადი ფუნქციები, ამიტომ ჯამებადი / 

ფუნქციის ფურიეს §' / | მწკრივთან შეიძლება დავაკავშიროთ ასევე ჯამებადი | /| ფუნქციის 
ფურიეს მწკრივი. მართლაც, ვთქვათ, 

+% 

აჯ > ” 

სადაც (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.2) 

1 . 

%(#/) = 2» / #(0:)6 '” ძე:.. (3.12.9) 

რადგან არსებობს? |1, გვ. 454) / = / – / წარმოდგენა, სადაც /,| > 0, / > 0და 
|#| = I) + |-, ამიტომ (3.12.9) ტოლობიდან ვღებულობთ, (3.12.8) ტოლობის ძალით, 

C"(·/) = C"·(]I) - C"(]·!) 

და, ასევე, 
%(I/I) = I(II) + 6ი(/9). 

ამიტომ 
+% 

I- > Iთ(ჩ) + თ(#))ტ“”, 

ჩრ = 1 I/(I+#C)1 >0, . (5) = ; L/(V)I – /(2)) >0 
ჯამებადი ფუნქციებია /-–ისა და | / |-ის ჯამებადობის გამო. აქედან, 

2» 2» 2ჯ 

#(5) = #(9) – /-(თ). და / #(9) ძთ = / ჩ(0)ძთ – / #C7) ძი. 
ი 0 0



თავი 4 

ფურიეს მწკრივთა კრებადობის საკითხები 

4.1 ფურიეს მწკრივის აბსოლუტურად და თანაბრად 

კრებადობის მარტივი შემთხვევა 

თ ეორემა 4.1.1. ვთქვათ, 2» პერიოდულ და (– C, +59)-ზე უწყვეტ / ფუნქციას გა– 
აჩნია პერიოდზე ჯამებადი! მეორე რიგის /”(ჯ) წარმოებული, > C (–იC, +ი0), მაშინ / 

ფუნქციის ფურიეს 

- “2—” + 2 (6, 60502 +ხ, 9იით«) (4.1.1) 
ი=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია ყველა » C (–იC, +%) წერტილ– 

ზე. გარდა ამისა, (4.1.1) მწკრივი ნებისმიერ (ი,ხ) C (–9%0,+6ი) სეგმენტზე თანაბრად 

კრებადია / () ფუნქციისკენ: 

#(თ) = % + 2(“” C057 + ხ, 5Iი#I) თანაბრად Iი, სI–ზე. 

71=1 

დამტკიცება. თეორემის პირობებში გვაქვს ტოლობანი (იხ. თავი 3, პარაგრაფი 3.12) 

1 1 „-+8) =#-+2) 
IIო #20„ = 0 და IIთი ო?:ხ, = 0. 
»–. #7-6–% 

ანუ 

19» პერიოდული და (– C, +0)-ზემეორე რიგის / ”(5) წარმოებულის მქონე / ფუნქციისთვის, /”(>) არის 2» 
პერიოდული ფუნქცია (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.2, მტკ! 2.4). 
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აქედან გამომდინარეობს (თ2ი,) და (»2ხ,) მიმდევრობების შემოსაზღვრულობა, ანუ არ– 

სებობა ისეთი #/ მუდმივისა, რომ ადგილი აქვს უტოლობებს 

(იI < 9 და I-|< 7 თ =1,2,...). 
რადგან 2—:1 :L, მწკრივი კრებადია, ამიტომ 2—;1 |ი | და X—;I |ხი | მწკრივებიც კრებადია, ანუ 

2.,(IთI+IხVI) < +თ. (4.1.2) 
თ=1 

ამასთან, 

ძ 
IიI 0| + 2 |თუ C05 თ»ჯ + ხ, 5Iი თ>| 

11=1 
Cი 

I%I , - ; I90| 553 +2, იI C059 +IMI|5ირი) < 2 +2 , ((თI+ი) <+% 
M= ჯ= 

ყველა ჯ C (–ი0C, +00)-თვის. 
ამრიგად, (4.1.1) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია ყველა C (-–-C, +ი9) წერტილზე. 
(4.1.1) მწკრივის თანაბრად კრებადობა ნებისმიერ |ი, ხ) C (–5C, +ი2C) სეგმენტზე, გა– 

მომდინარეობს ნებისმიერი ჯ C (0, (-თვის მართებული შეფასებებიდან 

ლC 

| 2(0·" C05»2 + ხე 5Iი ·”I)I 

ი=ა 
ი% (ი ი| CC 

< > , (I6,||C0§თ< + |სი| | 5ით=|) < 2. (I6იI + Iხი|) < 2M 2 
1=ი0 »=ჯ #=ჯ 

მართლაც, რადგან § 1/ი? მწკრივი კრებადია, ამიტომ ყოველი § > 0 რიცხვისთვის 

არსებობს /V (C) ისეთი?(?)ჭ·)მ 

21 6 

>1 
ი=VM 

ამიტომ 
ლი 

I 2(0,„ C0571ე; +- ხ,, 5I თ»)| < 6 (4.1.3) 

ი=V
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ერთბაშად ყველა ჯ»–თვის (ი, ხ|–დან. ეს კი ნიშნავს (4.1.1) მწკრივის თანაბრად კრებადობას 

(თ.ხ) C (–9%, +%) სეგმენტზე. 

მეორეს მხრივ, (4.1.1) მწკრივის თანაბრად კრებადობა ყოველ (ი, ხ| C (–6%, +CC) სეგ– 

მენტზე იწვევს (4.1.1) მწრივის (ი, ხ/–ზე თანაბრად კრებადობას /(::)–კენ (იხ. თავი 3, პა– 

რაგრაფი 3.1). თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა 4.1.2. თუ 2» პერიოდული ჯ” ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია ყოველ 

(4,13) C (–20, +%) სეგმენტზე და მისი თითქმის ყველგან არსებული /”(2:) ჯ) წარ– 
მოებული წარმოადგენს კვადრატით ჯამებად ფუნქციას |–#. »1-ზე, მაშინ L ფუნქციის 

ი0 

L @ + 2 #4ე 605ი7 + ც 5Iჩ თე;) (4.1.4) 

ო»=1 

ფურიეს მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია ყველა ჯ» C (–C9%, +იი) წერტილზე და თანაბ– 

რად კრებადია ჯL"(ჯ)–კენ ნებისმიერ სეგმენტზე (– , +იC)–დან. 

დამტკიცება. რადგან / C L2I– ». »I, ამიტომ მისი ი, და ს, ფურიეს კოეფიციენტები 
აკმაყოფილებს პარსევალის ტოლობას (იხ. თავი 3, პარაგრაფი 3.6, ტოლობა 3.6.4) 

1 ჩ ი2 99 2 

> / #”(ჯ9) ძთ = ?0 + ;(ი,% + ხ2), (4.1.5) 

ე.ი. 
C 

5 (07 + ხ1) < +0ი. 

მეორეს მხრივ, ნაწილობითი ინტეგრებით მივიღებთ 

ჯX 

=III- : 
- - I·"”( ) 5” ი: 02: 

-. თ#X 
14„––;/1···(1)(:05”1·([:;——?( ჯ) 

–» 

ანალოგიურად მივიღებთ
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გარდა ამისა, ,4ე = 1 ჯ LL(§) ძ– სასრულია, რადგან X შემოსაზღვრულია |–#,, »1–ზე. ამ– 

რიგად, ” 

40| _ < 40| , +- / |ხი| ი +2 , (4I+1%) = M+2; (% +2)). 
=1 

ეს მწკრივი კი კრებადია რადგან 

|ხ"| (2 1) |რი| 1/ 2 1 IIდ - = 
C) —2 ს »? და ი —2(""+"”·”)· 

ხოლო (4.1.5) და 3 ' -, მწკრივები კრებადია. 
1:=1 

მაშასადამე, 

I40| , + “.- + ჯ (I4იI + |8»I) < +თ. 

ამის შემდეგ მსჯელობა გაგრძელდება ისევე, როგორც (4.1.1) თეორემის დამტკიცებისას, 

დაწყებული (4.1.2) უტოლობიდან. თეორემა დამტკიცებულია. L) 

42 დანჟუა–ლუზინის და კანტორ–ლებეგის თეორემები 

ამ პარაგრაფში დამტკიცებული იქნება ორი მნიშვნელოვანი თეორემა ზოგადი ტრიგონო– 

მეტრიული მწკრივების შესახებ. 

1. პირველი თეორემა ატარებს დანჟუასა და ლუზინის სახელებს, რომელიც მათ დაამტკი– 

ცეს 1912 წელს ერთიმეორისგან დამოუკიდებლად. მისი ფორმულირებისას გამოვიყენებთ 

ტოლობას (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.4) 

თგ C0577 + ხე 5”წ უდ = თ,წ +6C ც “წ ა»>1. 

თეორემა 4.2.1 (დანჟუა, ლუზინი (8, გვ. 173)). დადებითი ზომის სიმრავლეზე 

“2—0 + X—;(“„ C05.2 + ხე 51 თჯ) (4.2:1) 

ტრიგონომეტრიული მწკრივის აბსოლუტურად კრებადობისთვის ანუ, რაც იგივეა 

ი C 
ძ ! . _. 

|—2[ქ + 5 |ძთუ C05.ოX + ხე 5Iი თე:| = |C0| + ჭ Iთრ ” +C 6 “ (4.22) 
»=1 1Lხ=1
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მწკრივის კრებადობისთვის ყველა ჯ წერტილზე დადებითი ზომის რაიმე /- C |0, 2»I სიმ– 

რავლიდან, | § | > 0, აუცილებელი და საკმარისია პირობა 

Iიი| , % 
“9. + ჯ! (|0·"| + |ს"|) < +- (423) 

ანუ, რაც იგივეა, პირობა2 
+Cთ 

პ, IთI<+თ. (4.2.4) 

დამტკიცება. 
საკმარისობა. თუ შესრულებულია (4.2.3) პირობა ან (4.2.4), მაშინ 

(ი თ) ილ 

CL · ( ი 
|70| + 2 |თე C05 თ: + ხ, 5Iიო »| < |2—| + § (I–„I + Iხ»I) < +Cთ, 

ი=1 7=1 

ე.ი. (4.2.1) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია ყველა ჯ C (–50, +%) წერტილზე, კერძოდ, 

დადებითი ზომის ჯ- სიმრავლეზეც. 

აუცილებლობა. აღვნიშნოთ ი, = „/ი? +ხ?2 (ი > 1) და შემოვიღოთ იი = 0 

და % = ი„ი. გარდა ამისა, არსებობს ი, მუდმივები ისეთი, რომ ი, = იგ C050 დახ, = 

იი 5ი თ, ამიტომ (4.2.1) მწკრივი მიიღებს სახეს 

X: 0ი C05(?1ჯ – თი). (4.2.5) 

ი=0 

2ტოლობებიდან (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.4) 

1 1 · 1 · 
= –ძ0, C: = 2 (ძე – 2ხგ), C- „ = ი) (თ, +1Iხე), 2 >1, 

2 

გამომდინარეობს 

იი =C.+0- „ და ხა= I·(C" - C- ი)- 

აქედან 
Iთ„| < |CI + IC– ი| და |ხი| < |თI +IC-ი|. 

ამასთან ერთად, 

1 1 
II < 5 (Iმ»I+ IVI), IC-»| < 5 (IიიI+IბიI), IთI+IC-»I < Iი„I+ |ხიI-



98 თავიIV ფურიეს მწკრივთა კრებადობის საკითხები 

(4.2.1) მწკრივის ანუ, რაც იგივეა, (4.2.5) მწკრივის აბსოლუტურად კრებადობა ჯ; სიმრავ– 

ლეზე ნიშნავს, რომ 

(ი ი 

პ თ!C5C0> - იC,)| < +ი ყველა > C #-თვის, (4.26) 
1=0 

ეგოროვის თეორემის თანახმად (1, გვ. 368), არსებობს დადებითი ზომის L' C ჯ; ჩა– 

კეტილი სიმრავლე, | ”I > 0, რომელზეც (4.2.6) მწკრივი თანაბრად კრებადია. მისი ჯამი 

აღვნიშნოთ §(ჯ)–ით. 

რადგან ჯ" სიმრავლეზე თანაბრად კრებადი (4.2.6) მწკრივის ი, | C05(ოჯ – თ„) | წევრები 

უწყვეტი ფუნქციებია, ამიტომ §(>) ფუნქცია უწყვეტია #L სიმრავლეზე (1, გვ. 289I. 
I სიმრავლეზე (4.2.6) მწკრივის თანაბრად კრებადობის გამო, 

C% 

§(>) = » , იი| C0562 – თV)| 
1ჯ1=0 

ტოლობის წევრობრივი ინტეგრება /#--ზე მართლზომიერია, ე.ი. 

/ ძქ:—2/)„/|თვ"1·—ი:„|ძე: 
წე »=0 

მაგრამ (იხ. თავი 3, პარაგრაფი 3.9, თეორემა 3.9.3) 

/|C05(”,:[· – ძ»)| ძ:; > /C05·2(".·|: – ძი)ძი. ჭ I#I, როცა თ» - თ. 

# 
# 

ამიტომ არსებობს M ისეთი, რომ 

7 
/ICC;(M: – თი)| ძ > ჭ|1···|, როცა ი > V, (4·2 | 

ცხადია, რომ 

C 

/8(1; 2 / | C05(იჯ – თ,)| ძდ > = II:·IX/)"· 

'X 
L = "—IV 

თ <უ | 42 

ანუ
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ე.ი. 2 ი მწკრივი კრებადია. ამიტომ 2 იიგ < +C. მაგრამ 
ი=/V 

C C C (ი ი) 

?,IიI< 2,– <+C და > Iა|I< 2,Mი <+. 
#»=0 #»=0 #=0 11=1 

მაშასადამე, ადგილი აქვს (4.2.3) უტოლობას, საიდანაც გამომდინარეობს (4.2.4) უტო– 

ლობაც. თეორემა დამტკიცებულია. L) 

შედეგი 4.2.2. თუ (ი,) და (ხ„) მიმდევრობები (შესაბამისად, (ი„) მიმდევრობა) არ აკ– 

მაყოფილებს (4.2.3) უტოლობას (შესაბამისად, (4.2.4) უტოლობას), მაშინ (4.2.2) მწკრი– 

ვი განშლადია თითქმის ყველგან |0, 2»| სეგმენტზე. 

აქ უნდა აღინიშნოს 

თეორემა 4.2.3 (ლუზინი (1912 წ.)). თუ (4.2.2) მწკრივი კრებადია!II კატეგორიის სიმ– 
რავლეზე, თუნდაც ის იყოს ნული ზომის, მაშინ ადგილი აქვს (4.2.3) და (4.2.4) უტოლობებს 

და, მაშასადამე, (4.2.2) მწკრივი კრებადია ყველგან (0, 2»| სეგმენტზე. 

შენიშვნა 4.2.4. ფატუმ 1906 წელს დაამტკიცა, რომ თუ (4.2.2) მწკრივი კრებადია 

რაიმე (თ, 8) C |0,2») ინტერვალის ყოველ ჯ წერტილზე, თუნდაც # – ი, სხვაობა იყოს 

რაგინდ მცირე დადებითი რიცხვი, მაშინ ადგილი აქვს (4.2.3) და (4.2.4) უტოლობებს, ე.ი. 

(4.2.2) მწკრივი კრებადია ყველგან |0, 2»|-ზე. 

შენიშვნა 4.2.5. როგორც ვხედავთ, თეორემა (4.1.1) ჩამოყალიბებულია ტრიგო– 

ნომეტრიული მწკრივის ორივე ფორმისთვის ერთბაშად და ეს რეალიზებულია იმის საფუძ– 

ველზე, რომ ნამდვილი ფორმის ტრიგონომეტრიული მწკრივის კრებადობა ეკვივალენტუ– 

რია კომპლექსური ფორმის ტრიგონომეტრიული მწკრივის სიმეტრიული ანუ, რაც იგივეა, 

მთავარი მნიშვნელობით კრებადობის (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.4, ტოლობები (1.4.8)– 

(1.4.10)). 

გარდაამისა, განიხილება კომპლექსური ფორმის ტრიგონომეტრიული მწკრივის კრება– 

დობა კოშის აზრითაც (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.4, განსაზღვრა 1.4.1), რაც ნიშნავს ორმაგი 

ზღვრის არსებობას3 
+ი 

Iთ 2 ა 2 0 6'9. (4.2.8) 
—)ო ;ჯ=-» ს=-თ 

3(4.28) ტოლობის მარჯვენა მხარეში არ წერია (12V'), როგორც ესაა (4.2.9) ტოლობაში იქვე.
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როგორცვიცით, (4.2.8) ტოლობის შემთხვევაში საქმე გვაქვს ლორანის მწკრივთან და (იხ. 
იქვე, შენიშვნა 1.4.7) 

+% +% -ი% 

2 0”81··”1·: 20"(:··"ჯ+ 2 6"62·"2 

ოი=-თ9 ი=0 »=-1 

ამიტომ 
+-% 

2 ოა (4.2.9) 
7=–-05 

მწკრივის რომელიმე ჯე წერტილზე აბსოლუტურად კრებადობა, ანუ 
+C=9% 

2 |C,16?··"··”0| < +C, 

7#=-C8% 

იწვევს 3- Iთ.| <_+ი0 უტოლობსს, რადგან |თ''”| = 1 ყოველი -თვის და ყოველი 
".-თვის?— - 

მაშასადამე, (4.2.9) მწკრივის აბსბოლუტურად კრებადობა თუნდაც ერთ რომელიმე 
წერტილზე იწვევს იგივე (4.2.9) მწკრივის აბსოლუტურად კრებადობას ნებისმიერ 

ჯ C I0,2») წერტილზე! 

უკანასკნელ ფაქტს ადგილი არ აქვს, საზოგადოდ, ნამდვილი ფორმის ტრიგონომეტრი- 

ული მწკრივისთვის. მართლაც, 

ჯ 5IIიIჯ) (4210) 

მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია ნულისკენ ყველა > წერტილზე, რომელიც ჯერადია ჯ-ს 

რაციონალური კოეფიციენტით. ამავე დროს, 2 1 = +0იC. ამრიგად, არსებითი განსხვა– 

ვებაა 2 06წ% და (-V) 2 თ,05 მწკრივებს შორის. 

2. აქგანვიხილავთ ტრიგონომეტრიული მწკრივის კოეფიციენტების ნულისკენ სწრაფვის 

თვისებას, როცა ეს მწკრივი კრებადია (არააბსბოლუტურად) დადებითი ზომის რაიმე სიმ- 

რავლეზე. თუ რამდენად მნიშვნელოვანია დადებითი ზომის სიმრავლეზე კრებადობა, კარ- 

გად ჩანს (4.2.10) მწკრივის მაგალითზე. 

ამ მიმართულებით გადმოცემულ იქნება თეორემა, რომელიც 1870 წელს დაამტკიცა 

გ. კანტორმა ინტერვალის შემთხვევაში, ხოლო ლებეგმა 1906 წელს დადებითიზომის სიმ– 

რავლისთვის.
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თეორემა 4.2.6 (კანტორი, ლებეგი). თუ 

ლლ % 

% + 2(“„ C052 + ხე 5ი თ%) = 00 + X;(C„CI·"I +C „6 197 (4.2.11) 
ი”= #=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივისთვის ტოლობა 

IIო (იგ C05»? + ხე 51ითდ) = 0 (4.2.12) 
ი-5ა% 

ანუ, რაც იგივეა, 
ჟIოთ (0"61·";: + C—"C—I·"·:) =0 (4212) 

ი”–6+09 

ტოლობა შესრულებულია ყოველ ე; წერტილზე დადებითი ზომის რაიმე # C (0,2»| სიმ– 

რავლიდან, კერძოდ, თუ (4.2.11) მწკრივი კრებადია /-> სიმრავლეზე, მაშინ 

აო თ =0 (4.2.13) 
?!-–% 

ანუ, რაც იგივეა, 
Iი ი, =0 და IIი ხ, = 0. (4.2.13) 
»-ილ #2-<63:3956 

დამტკიცება. თუვისარგებლებთ დანჟუა–ლუზინის თეორემის დამტკიცებისას გამო– 

ყენებული აღნიშვნებით, მაშინ თეორემა 4.2.6-ის მოცემულობა ნიშნავს 

Vო ა C05(თე: – თი) = 0 
იი 

ტოლობის ანუ, რაც იგივეა, 

Iო იი C05(ოჯ – თე)| = 0 
»-3ი% 

ტოლობის შესრულებას ყოველ ჯ C # წერტილზე. 
ეგოროვის თეორემით არსებობს X C. L ჩაკეტილი სიმრავლე, |#I > 0, რომელზეც 

ი, | 6095(ი> – თ,)| –+ 0 თანაბრად, როცა თ, –+ ი0. ამიტომ 

9„/|C05(".1:–0[„)|(II—) 0, როცა თ -+ თ. 

ჯ# 

მაგრამ (4.2.7) უტოლობის ძალით 

1 
/|C05(711: – 0)|)იდ > წ III, როცა » > V. 

L
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ამიტომ აუცილებლად იგ –» 0, როცა » –» ი0. მეორეს მხრივ, 

1 
|ე·"| < იი, |ხი| < იგ და |C:ხ"| < 5 (|(L"| L |ხ"|)· 

მაშასადამე, ადგილი აქვს (4.2.13) ტოლობებს. თეორემა დამტკიცებულია. I9 

შედეგი 4.2.7. თუ (6,)15% _ მიმდევრობა არ იკრიბება ნულისკენ, როცა |»| –> +% 
71=-–-C0 

ანუ, რაც იგივეა, (ი,,)%., და (ს,,)< , მიმდევრობებიდან ერთი მაინც არ იკრიბება ნულის– 
11= 

კენ, როცა თ –+ იდ, მაშინ (4.2.11) მწკრივი განშლადია თითქმის ყველგან |0, 2»1-ზე. 

შენიშვნა 4.2.8 (ფატუს კითხვა და ლუზინის პასუხი). ბუნებრივია კითხვა, რომელიც 

1906 წლის შრომაში დასვა ფატუმ: შეიძლება თუ არა კანტორ–ლებეგის 4.2.6 თეორემის 

შებრუნება? 

ამ კითხვაზე ლუზინმა 1912 წელს გასცა უარყოფითი პასუხი: არსებობს |0, 2»| სეგმენ– 

ტის ყოველ წერტილზე განშლადი ტრიგონომეტრიული მწკრივი, რომლის კოეფიციენტები 

კრებადია ნულისკენ |30, გვ. 4551. 

საინტერესოა, აგრეთვე, იანგის შემდეგი 

თ ეორემა 4.2.9 (იანგი, |89I, 30, გვ. 189|).. თუ (4.2.11) მწკრივი კრებადია მეორე 

კატეგორიის რაიმე # C (0, 2») სიმრავლეზე, თუნდაც #; იყოს ნული ზომის, მაშინ ადგილი 

აქვს (4.2.13) ტოლობებს· 

შენიშვნა 4.2.10. ცნობილია, რომ 

CC 

2 : 5II1·|7·|·2?”1: 

»=1 

მწკრივი კრებადია |0, 2»1–ზე ყველგან მკვრივ სიმრავლეზე, თუმც მისი კოეფიციენტები არ 

ისწრაფვის ნულისკენ (30, გვ. 453-4541. 

შენიშვნა 4.2.11. დანჟუა-ლუზინის 4.2.1 თეორემასთან დაკავშირებით საინტერესოა 

პრივალოვის შემდეგი თეორემა. ფუნქციათა ერთობლივ შემოსაზღვრული ორთოგონული 

(V (9)). სისტემის მიმართ 3 თიი(2) მწკრივის თითქემის ყველგან აბსოლუტურად კრება– 

დობა იწვევს 5. |თ | მწკრივის კრებადობას. თუკი (V (ჯ)) სისტემა არ იქნება ერთობლივ 

შემოსაზღვრული, მაშინ შეიძლება ადგილი არ ჰქონდეს ი, კოეფიციენტების ნულისკენ კრე– 
ბადობის თვისებასაც კი (იხ. (7, გვ. 332|, (34, გვ. 396|, (39I).
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43 დირიხლეს გული და შეუღლებული გული 

ტრიგონომეტრიული მწკრივების კრებადობის განხილვისას მნიშვნელოვან როლს ასრუ– 

ლებს დირიხლეს გული –– ლუწი ფუნქცია 

IM2,,(2) = % + C057 + C052 + ·· + C0527 (4.3.1) 

და დირიხლეს შეუღლებული გული -- კენტი ფუნქცია 

ს,(თ) = 5Iიჯ + 5I02» + ·· + 51ი/2. (4.3.2) 

ამ ტოლობებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3, ტოლობები 

(1.3.3)), რომ 

” 

/ ჩა(თ)ძთ = X», (4.3.3) 

–”» 

ჯ 

/წ„(::) ძ» = 0. (4.3.4) 

-” 

დამოკიდებულებიდან 

L/I 
= = = 

25"·15 ს (2:) = ·.···"15 + ჭ 12···>|ი5 C05 /ჯ 

= ჭოჭ + ჯ [ჭ!ი (|C+ ჭ):·, – 5ი (I·· – %)I] 

=5·I"§+ [5!იჭ::—ქიჭ1·] + [51ი§=—56იჭუ] +... 

„სიდ. -ოდ ე) -თ- 
კი გამომდინარეობს ტოლობა 

5I + 1)” 
ხიდ) = 2590% 

, 2 #9LV>., (4.3.5) 

ანალოგიურად,
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25!"—2·? ჩ»(») = 255[1:[?5I"§ +255ი2:1:5|ი§ + ···+28!ი"::=|ი§ 

აა„,--..“” 
Iთრ -=>(++2) 

—C05(I–5)—C05(7]I+I)—C0=I C05( +1 
- 2 9+5) 25 ჩ 5)·””· 

აქედან 

L C05 5 - C05(7 + 1 2:) სს _ 953 ჩ. 
Mი(X) = 25ი8 

(4.3.3), (4.3.4) და (4.3.5), (4.3.6) ტოლობებიდან ვღებულობთ 

ჯ 

5Iი + 4) 
/—(.,„L)([I = 2X, 

5900 § 

, = 9ჩ». (43:6) 

–ჯ 

ჯ 

/ C05 § – C05(» + ჭ); 
ჯჯიჯ ძ = 0. 

(4.3.5) და (4.3.6) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

1 
|ი (<)| < 2|5I—"·§I· როცა თ X 2M», (4.37) 

(წ,C2)| < რ როცა « # 2/». (43.8) 
2 

რადგან =% ფუნქცია კლებადია (0, 3) ინტერვალზე?, ამიტომ 

5Iი ჯ» 5!"% 1 2 
_> >- =<2= -. 

ჯ 5 5 7 

მაშასადამე, 

502 - 2 როცა 0 1 (439) » ჯ' ც (·1:(5· .ა. 

“0(2) = 315 ფუნქცია კლებადია (0, #) ინტერვალზე. მართლაც, 

ჯ605 - 5ი; C05ჯ(ჯ – 19 >) 

2 = 2 < ჯ ჯ 

რადგან (0, 3) ინტერვალზე ჯ – Lძ :: < 0 (ვინაიდან 5(ო > < ჯ < 9 >) და C05:; > 0. 

0, «/(>) =



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 15 

აქედან 

წ";ჯ >2, როცა 0 < დ <». 
) 7 

ამგვარად, 

ჭ;იჭ > ჭ როცა 0 < დ < ». (4.3.10) 

(4.3.10) უტოლობის გამოყენება (4.3.7) და (4.3.8) უტოლობების მიმართ გვაძლევს5 

IM9,,(თ)| < როცა 0 < |2:| < », (4.3.11) -” 
2Iჯ| ” 

წამ 
I2| ' 

(4.3.11) და (4.3.12) შეფასებებს ზოგჯერ წერენ შემდეგი სახით 

Mსი(თ) = 0 ( ) და ს,(თ) = ( ) როცა : -+ 0. 

(4.3.11) და (4.3.12) უტოლობებიდან მიიღება 

|9,(9)| < როცა 0 < |>| < ». (4.3.12) 

|0,.(2)| < 2”—6 და |5"(I)| < ჯ” როცა ბ<|I.2|<#» და0<4<». (4313) 

ჩ (2) და M (ჯ) ფუნქციების 2» პერიოდულობის გამო, (4.3.13) უტოლობებს ადგილი 

აქვს, როცა ბ < 2 < 2» – #. 

შევნიშნოთ, რომ (4.3.9) და (4.3.10) უტოლობები ჟორდანის უტოლობების სახელწო– 

დებით არის ცნობილი. 

5თუ –# < ჯ < 0, მაშინ0 < –ჯ < # და (4.3.10)-ის ძალით ზყიფ3ი > =,ანუ - ყი# > |:| . აქედან 

|5(0#I > 1ჭ·1 ,რადგანჭ!იჭ < 0, როცა –» < ჯ < 0. მაშასადამე, 

|=|ი | > LI. როცა – »<2<0, (4.3.1თ) 

(4.3.10) და (4.3.1C”) უტოლობებიდან გამომდინარეობს 

_ 2?% I 9ი ჯ| > 2 , როცა <C(–».0) VI(0,»), 

ჯ 
|=|ი–| 

2 > |—;| როცა 0 < I> < ». (04.:310”)
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44 ფურიეს მწკრივის და შეუღლებული მწკრივის 
კერძო ჯამების ინტეგრალური წარმოდგენები 

ფურიეს მწკრივის კრებადობის გასარკვევად ძალიან მოხერხებულია ამ მწ კრივის კერძო 

ჯამის ინტეგრალური წარმოდგენა, რომელიც დადგენილ იქნა დირიხლეს მიერ 1829 წელს. 

1. ვთქვათ, / არის 2/ პერიოდული და პერიოდზე ჯამებადი ფუნქცია. განვიხილოთ /-–ის 

შესაბამისი 

5II) = % + 3 (ი 605იჯ + ხ, 5ჩი2) (44.1) 

»=1 

ფურიეს მწკრივი. აქ “=” ტოლობის ნიშანი ნიშნავს მხოლოდ იმას, რომ 5( / |–ით აღნიშნუ– 

ლია (4.4.1) დამოკიდებულების მარჯვენა მხარე, რომელშიც იი, იე დახე (». > 1) რიცხვები 

წარმოადგენს / ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს, ანუ (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.2) 

00 = ჭ/]·(::) ი, 

-ჟ · (4.4.2) 
” 

“„=1/](I)C05"IძI, ხ„=ჭ/](1:)8|"ი··"[: (ი = 1,2,...). 
7 

–-ჯ 

(4.4.1) დამოკიდებულების მარჯვენა მხარეში მდგომი მწკრივის »–ური კერძო ჯამის 

მნიშვნელობას ჯ წერტილზე აღვნიშნავთ 5. ( / ; >) სიმბოლოთი, ანუ 

LVI 

5·"(·[;1·) = “?0 + 2(0* C05 #> + ხL 5![1#1·)· 

#:=1 

ამ ტოლობაში, (4.4.2) კოეფიციენტების ჩასმით მივიღებთ 

5ი(#/;:2%) = 2%/](!)(# 

' ,:2;1 [(ჭ//ო 295M ძჯ) 0052 + (;1,·//(2) 5Iი #L ძჯ) 9ი I··,I]·
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აქ მარჯვენა მხარეში გვაქვს შესაკრებთა სასრული რაოდენობა, ამიტომ ინტეგრებისა და 

შეკრების ოპერაციებს შეიძლება შევუცვალოთ ადგილები, მივიღებთ 

» ” 

9ი(/;2) = 71—[/](:) [ჭ + 23 ,(605/4605ს» + 5იI5ი L·:·)] “ 
X M=1 

=71—[/"|(L)[ჭ+ჭთჭ|C(L—=)] ქ1=71?/"](|)1)„(| უ 

სადაც #2(V) ლუწი ფუნქცია ანუ დირიხლეს გული (იხ. პარაგრაფი 4.3) მოცემულია ტო– 

ლობებით 
: 1V 

Mხი(V) = M როცა ჯ # 2L# (4.4.3) 
25058 

და 

#2,,(2M>) ="+ჭ, M=0,34+1.32,.... 

ამრიგად, 

5ი(#:2) = ·7%·/](15)0„(1· – 2) ი. (4.4.4) 

თუ მოვახდენთ / ცვლადის გარდაქმნას ყ = ჯ – ჯ სახით, მივიღებთ 

1 #I-?9 

5%(ი9=1 / #/6C+ჯ)0»ი)4. (445) 

რადგან / და L), არის 2» პერიოდული ფუნქციები, ამიტომ (4.4.5) შეიძლება ასე ჩაიწე– 

როს (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3, ტოლობა (1.3.6)) 

5ა»(I/;2>) = ჭ/·/·(ჭ· + V).ხი(V) ძყ. (4.4.6) 

ანუ 

5ა»(#;=) = / #M(დ + ჯ ჯ?;·;· ჯ?)ყ – დირიხლეს ინტეგრალ.· (4.4.7)
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აქვე აღვნიშნოთ, რომ #,(::)-ის გამოსახულებიდან (იხ. პარაგრაფი 4.3, ტოლობა 

(4.3.1)) გამომდინარეობს 

|ხი(V)| < #+ ჭ, -ი <ყV<+VCთ, (4.4.8) 

და 

,რ =»+1, #=0,4+1,22,.... (449) 
(4.4.8) შეფასების ძალით, (4.4.6)–დან ვღებულობთ 

IთIთI < (C+7) 2 / IVII% –თ < < +თ. 

2. განვიხილოთ / ფუნქციის ფურიეს (4.4.1) მწკრივისადმი 

C 

ძ0 ; 
2 + ჭ (ძე C05»ჯ + ხე 51ი ო») 

»–=1 

შეუღლებული - 

> ,(=ხი 605 ე; + იი 51ი72>) 
7=1 

ტრიგონომეტრიული (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.5, მწკრივი (1.5.7)) მწკრივის უ»–ური 

5ი (#: =) კერძო ჯამი 

5ი(/:2) = % (–ხ:C05L> + 0 51ი L2). (4.4%) 
L=1 

თუ (4.4.10)–ის მარჯვენა მხარეში ჩავსვამთ ი,, და ხ,, კოეფიციენტების (4.4.2) გამოსახ– 

ვას, როცა L = 1.2,..., მივიღებთ 

·ჯ„(];თ) = –ჭ//(ჯ)ნ„(ჯ – 2:) რ, 

სადაც #2, (V) კენტი ფუნქციისთვის გვაქვს (იხ. პარაგრაფი 4.3, ტოლობა (4.3.2)) 

7 

ში(V) = 3 ,5ი#Xს. 
#=1
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როგორც ვნახეთ (იხ. პარაგრაფი 4.3, ტოლობა (4.3.6)) 

C05 9 – C05(ი + 4) 
Mჩი(V) = , როცა V # 2L7 (L=0,11,...) 

25I“§ 

და 

ჩMნ6თ») =0, » =0,+1,1+2,.... 

ამიტომ 

-” 1 / C05%—C05(„+%)(L—I) 
5ი(#/;ჯ%) = -- //(I·) 296 C> ი. 

ანუ 

C05 § – C05(7 + 1)V 
2904 V. თ(02) = –ჭ//(·ო") 

45 ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამების გამარტივებული ფორმა 

1.  გვაქვს დამოკიდებულებანი 

§ო + შ)ს 5I0იო%C05 7 დ + C05ო80 501% 

25ი1% L 25ი1V 
_ “ 1 ! 

= № + 1 C05117 = 5"";“ + 1 C05 ი. (4.5.1) 
25ი19% 2 29190 2 

ახლა (–», ») სეგმენტზე განვიხილოთ ფუნქცია 

( —.1— ' როცა 1 = X, 

7L 

1 რო –, ცა ?ს = –ჯ, 

ჯ 
ძ(V) = ? (4.5.2) 

0, როცა დ = 0, 

1 1 
> ა – ჯ<ს<7#. 

L 29901ს შს” როცა – 7
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როცა –# < V < », მაშინ 
C05 ჭ -. 1 

9(V) = 25018 უო 

და ვიპოვოთ: 

(1) 9(V)-ს ზღვარი ს = 0 წერტილზე. 

გვაქვს 

_ /60519.. 1 
1!|3წ9(") - ·!უბ (2 §ი1V “) 

1 1 = 1 = ა(-C- :“ - 1)=სო(<2%8 1 Iო 1-9%54% 
M#-–50 ს2. წზე V -0 ჯ “ 930 I7# 

25IM21„, _ 2. ც2 1 
– - '-ო3ჟ--4-·-” = - _ 16 __ = II –71=0= 

ააა 1[[[–·% “ 1·!·5?] გმ 9(9). 

ამრიგად, 9 (V) ფუნქცია უწყვეტია » = 0 წერტილზე. 

(2) 9())–ს მარცხნიდან ზღვარი ჯ, = » წერტილზე. 

გვაქვს , 
· C05 5 ჯ 1 0 1 1 

| 2 _ - | = --. _ - = . _ - 

"15[1— (25#%" “) 2.1 ” ჯ 9(»). 

მაშასადამე, ი(V) უწყვეტია V = » წერტილზეზ 

(3) 0()–ს მარჯვნიდან ზღვარი ჯ, = –» წერტილზე. 

აქვს 

თ. Iთ 96)= --- - + =1= ი» სა-X+ 2(-61) –#7” ”». “ , 

ე.ი. #(V) უწყეტია ს = –» წერტილზეც. 
ზროცა ამბობენ, რომ -2(() ფუნქცია მოცემულია (ი, ხ| სეგმენტზე, მაშინ -2–ს მნიშვნელობები (V, ხ|–ს გარეთ მდება– 

რე წერტილზე, თუკი ასეთი მნიშვნელობები მას გააჩნია, მხედველობაში არ მიიღება. აქედან გამომდინარე, „2 ფუნქცი– 

ის უწყვეტობა (თ, ხ) სეგმენტზე ნიშნავს V>-ს უწყვეტობას (ი, ხ|-ს ყველა შიგა ( წერტილზე, თ, < ჯ < ხ, და ი წერტილზე 
მარჯვნიდან უწყვეტობას, ხოლო ხ წერტილზე კი მარცხნიდან უწყვეტობას (იგულისხმება, როგორც ყოველთვის, რომ 

ი <ხ. 
მაშასადამე, (2 ფუნქციის უწყვეტობა თ წერტილზე ნიშნავს (2-ს მხოლოდ მარჯვნიდან უწყვეტობას თ-ზე. ასევე, (2 

ფუნქციის უწყვეტობა ხ წერტილზე ნიშნავს მის მარცხნიდან უწყვეტობას ხ–ზე (24, გვ. 507). 
ანალოგიურად განიხილება სეგმენტზე წარმოებადობის საკითხიც (4, გვ. 160-163|. 
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მაშასადამე, ყ(%) ფუნქცია უწყვეტია |–», »| სეგმენტზე და, ამიტომ, შემოსაზღვრულიც 

არის ამ სეგმენტზე· 

ახლა დგება საჭიროება ე(ჯ) ფუნქციის 2» პერიოდით გაგრძელებისა (–», »1–ს გარეთ, 

მთელ (–C, +00)–ზე. რადგან ყ(–ჯ) # ე(»), ამიტომ (–ჯ, »|-ს ერთ–ერთ ბოლოზე უნდა 

შეიცვალოს ჟ ფუნქციის მნიშვნელობა მეორე ბოლოზე მისი მნიშვნელობით. მაგალითად 

ასე, ე(–#) = – 1 და ახლა გვექნება ყ(–X) = ძ(») (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.4). ამის შემ– 

დეგ მოვახდინოთ 9ჯ- პერიოდით გაგრძელება ი(ჯ+9») = ძ(2') ტოლობით. ასე შეცვლილი 

ე ფუნქცია დარჩა შემოსაზღვრული, გახდა 2ჯ პერიოდული, ოღონდ | = – ჯ წერტილბე გა– 

უჩნდა სასრული წყვეტა, რაც გავლენას ვერ მოახდენს ინტეგრალებზე. ამის შემდეგ, ყ(V) 

ფუნქციას ვიგულისხმებთ ასეთნაირად შესწორებულს! 

(4.5.1) და (4.5.2) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

5Iი + 1)V _ 5ითი . 1 
= 59ჩ = C05 V. 453 

25|ი%·ც · #ეცეზის+ უხიიბისი ( ) 

ამიტომ 4.4 პარაგრაფის (4.4.7) ტოლობა მიიღებს სახეს 

5ჩ 211 
ძს 

1 
5.(89) = + | /C+%) 

+ ჭ//(:[; + V)ძ(V) 5Iი»ს ძს + ჭ/](:[ +%)C05იVძV. (4.5.4) 

2. თავი 3-დან 3.11 პარაგრაფში დამტკიცებული იყო პლესნერის თეორემა 3.11.3 იმის 

შესახებ, რომ ჯ, (#) = / (დ + #)9(1) ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტი 
X ” ჯ 

1 –1?17M 1 § წ =–-- =- C05თ.ძი -1- 5IითLVI –3 0 თ(X,) = ე> ·/ X.C)6 ” ძ= - X.(ჭ) 005» ბ-> | X-CI) წითჯ0 
-» -. 

თანაბრად „–ის მიმართ, როცა » -- ი. 

ეს ნიშნავს, რომ (' X, (() C05 ( ძI და | X, (L) 5I07-#/ ძჯ ინტეგრალები ისწრაფვის ნუ– 

ლისკენ თანაბრად ;-ის მიმართ, როცა » -» ი. 
მაშასადამე, (4.5.4) ტოლობის ბოლო ორი ინტეგრალი ისწრაფვის ნულისკენ თანაბრად 

« C |–X, XI–ის მიმართ, როცა ი. –+ C.



112 თავიIV ფურიეს მწკრივთა კრებადობის საკითხები 

ეს ნიშნავს ტოლობას 

ძს + 0C(1), (4.5.5) 5»(/#/;2:) = ჭ//(ჯ+·ც)წი"ც 

სადაც ი(1) არის »–ზე და :; C (|– , »1–ზე დამოკიდებული ფუნქცია, რომელიც ჯ–ის მიმართ 

თანაბრად ისწრაფვის ნულისკენ, როცა თ. –» იი. 

ვ3.  შესაძლებელია (4.5.5) ტოლობაში შემავალი ინტეგრალის გამარტივებაც. ვთქვათ 

0 < ბ < ჯდა |–»,») სეგმენტზე განვსაზღვროთ ჯ ფუნქცია ტოლობებით 

0ი თროცა –ა<#<0, 
1 

ჯ( = ) >; როცა V C (–X, –ტ) I (9.7I, 

1 
როცა ჯ = –ჯ. 

# 

აქედან ჩანს, რომ #(») = + = VI(–ჯ) და |–», >1–ს გარეთ # ფუნქცია გავაგრძელოთ 2» 

პერიოდულად: §)(> + 97) = V(5). ამრიგად, « ფუნქცია შემოსაზღვრულია |– »,, »I-ზე და 
ამავე დროს არის 2ჯ პერიოდული. 

ახლა, (4.5.5) ტოლობაში მონაწილე ინტეგრალი გადავწეროთ ასე 

//(1 5ი V ) 

=/](I+“) საბაისი 

–წ 

I(>+V) 51"“"" ძხ. (4.5.6) 

|- #,XIVI–2,ბ) 

მაგრამ 

#I(დ+V) ჭ 5Iი ოწ იV = / #(თ + 1)V(V) 5ჩ »წ ძ· = 0(1) 

ღალ “ 
თანაბრად ჯ C (|–», >|–ის მიმართ, თავი 3–ის პარაგრაფ 3.11-ში დამტკიცებული პლესნე– 

რის 3.11.3 თეორემის ძალით. ამგვარად, (4.5.6) მიიღებს სახეს 

წ) 
/](I+")5I"“""ძ“=/]უ+“) 

–ტ 

“ | ი(1). (457)
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0ი(1) + ი(1) = ი(1) ტოლობის გათვალისწინებით, (4.5.7)-ის ჩასმა (4.5.5) ტოლობაში 

მოგვცემს 

5I 9I 
ძ + 0(1), (4.5.8) 

ჯV 

წ 

1 9-(ჩ2) = > | I(C+M) 
”;4— 

სადაც ი(1) ისევ არის »–ზე და ჯ–ზე დამოკიდებული რაღაც ფუნქცია, რომლის ზღვარი ნუ– 

ლია თანაბრად » C |–», »1–ის მიმართ, როცა ჯ, –» ი. 

46 ლოკალიზების რიმანის პრინციპი 

ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამების ინტეგრალური (4.5.8) ფორმულა წინა პარაგრაფიდან, 

საშუალებას იძლევა დავამტკიცოთ რიმანის მეტად მნიშვნელოვანი თეორემა, რომელიც 

ცნობილია ლოკალიზების რიმანის პრინციპის სახელწოდებით. 

თეორემა 4.6.1 (რიმანი (1853 წ.), (8, გვ. 1101). 27 პერიოდული და პერიოდზე ჯამე– 
ბადი / ფუნქციის ფურიეს 5I /| მწკრივის კრებადობა ან განშლადობა რაიმე ჯე წერტილზე, 

დამოკიდებულია მხოლოდ და მხოლოდ / ფუნქციის მნიშვნელობებზე „·ე წერტილის ნების– 

მიერად მცირე მიდამოში. 

დამტკიცება. 4.5პარაგრაფის (4.5.8) ტოლობას ჯე წერტილისთვის აქვს სახე 

5Iჩ ი! ძი+0(1). 
I7! 

ბ 

5(ჩ +ი) = + / /(–0+%) 
–წ 

აქედან ჩანს, რომ 5, ( /; «ე) რიცხვითი მიმდევრობის ზღვრის არსებობა ან არარსებობა 1ი 

წერტილზე, როცა » –»+ C0, დამოკიდებულია / ფუნქციის მნიშვნელობებზე მხოლოდ (ჯე – 

ტ, 0 + ტ) მიდამოში ნებისმიერად მცირე # > 0 რიცხვისთვის. 

უფრო მეტი, რადგან წინა პარაგრაფის (4.5.8) ტოლობაში ი(1) ფუნქცია თანაბრად ჯ–ის 

მიმართ (–»,»I სეგმენტზე ისწრაფვის ნულისკენ, როცა 7 –+ C, ამიტომ 5, (/ ; 2) ფუნ– 

ქციური მიმდევრობის ჯ–ის მიმართ თანაბარად კრებადობა რაიმე (ი, ხ) ინტერვალზე ეკვი– 

ვალენტურია (4.5.8) ტოლობის ინტეგრალის თანაბრად კრებადობის იმავე (ი, ხ) ინტერ– 

ვალზე, როცა თ -+ ი. 
ამასთან ერთად, ამ ინტეგრალის ზღვარი ემთხვევა, თუ ის არსებობს, §, (/: »)-ის 

ზღვარს. –
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უკანასკნელი ფაქტი შეიძლება ასე გამოითქვას. 

თეორემა 4.6.2. თუ 2» პერიოდული /, C ჩI–»,») და / C LIL–-».») ფუნქციები 
ერთიმეორის ტოლია რაიმე (ი, ს) ინტერვალზე, მაშინ მათი ' /, | და 5I /X) ფურიეს მწკრი– 

ვები ყოველ |9 + §,ხ – «I, C > 0, მონაკვეთზე თანაბრად ტოლადკრებადებია ანუ, რაც 

იგივეა, ამ მწკრივების §5(/1 | – .5|/2) სხვაობა თანაბრად კრებადია ნულისკენ |V + §, ხ – § 

სეგმენტზე. 

დამტკიცება. განვიხილოთ /(») = /| (2:) – /% (:;:) სხვაობა, რომელიც ნულის ტოლია 

(ით. ხ) ინტერვალზე. ავიღოთ 0 < ბ < § და X C IV + §.ხ – §1, მაშინ V + « C (ი, ხ), როცა 

–ბ < ფ < ბ. ამიტომ / ( + V) = 0, როცა –#ტ < ს < 4. 

ახლა წინა პარაგრაფის (4.5.8) ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ ჯ-–ის მიმართ თანაბრად 

Iთ + §,ხ – §1| სეგმენტზე ადგილი აქვს ტოლობას 

5»(#/;2>) = 0(1), ი+5<89%<ხ-6, 

სადაც ი(1) ფუნქცია თანაბრად »–ის მიმართ |თ+C, ხ– C) მონაკვეთზე კრებადია ნულისკენ, 
როცა 1 -3 CC. 

მაშასადამე, / ფუნქციის ფურიეს მწკრივი თანაბრად კრებადია Iთ + §,ხ – | სეგმენტზე 

ნულისკენ ანუ, რაც იგივეა, / (ჯ)–კენ. 
ეს ნიშნავს, რომ 

5LIII – 5L2) = 5(VI – /2) 

თანაბრად კრებადია ნულისკენ (ი + §, ს – C| სეგმენტზე. თეორემა დამტკიცებულია.. თ 

აქვე აღვნიშნოთ გ. ტ ოლსტოვის თეორემა: ყოველი0 < /, < 2ჯ რიც- 

ვისთვის არსებობს /, ზომის არსადმკვრივი სრულყოფილი # სიმრავლე ისეთი, რომ #7, 

#X> 1, კლასის /, და / ფუნქციების ტოლობა ჯ= სიმრავლეზე იწვევს მათი ფურიეს მწკრივე- 

ბის სხვაობის ნულისკენ კრებადობას თითქმის ყველგან / სიმრავლეზე (ჟ8, გვ. 421-425|. 

47  დირიხლეს გამარტივებული გული 

დირიხლეს გამარტივებული გული ეწოდება ფუნქციას 
5Iი I 

X»(V) =
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პარაგრაფ 4.3-ის (4.3.5) და პარაგრაფ 4.5–ის (4.5.3) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

#აი(Vს) = LX(V) + C(1). 

რადგან 
5IIVI-(–2) – ე ნიჯს 5ჩთM 

ს  –ს · #»(–2) = = #ი(ი, 

ამიტომ /; (V) ლუწი ფუნქცია: 

ჩი(–-V) = #0MCM). 

ახლა, 4.5 პარაგრაფის (4.5.8) ტოლობა წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

0 ბ 

9.(/;2) = ჭ/](თ +V)ჩ“(V) ძი + ჭ//(”·· + V)0:(V) ძს + ი(1). 
–ბ 0 

თუ პირველ ინტეგრალში მოვახდენთ ც = – გარდაქმნას, მაშინ ის მიიღებს სახეს, /2» (X) 

ფუნქციის ლუწობის გათვალისწინებით, 

ბ 

//(უ+“)ე*(" =// დ – V)X (>) ძს. 

0 

მაშასადამე, 

ბ 

58(/;9) = ჭ / (/(თ + V) + /(9 – %)| 5"·1·:"” ძV + ი(1). (4.7.1) 

0 

შენიშვნა 4.7.1. 

1, C05 ჯ;, 510 ე;, C05 22:, 510 2ჟ;, . ,. (4.7.2) 

ტრიგონომეტრიული სისტემის რომელიმე წევრისთვის ფურიეს მწკრივი იმავე (4.7.2) სის– 

ტემის მიმართ იქნება თვით ეს წევრი. ამაში რომ დავრწმუნდეთ, საჭიროა ამ წევრისთვის 

გამოვთვალოთ ფურიეს კოეფიციენტები და ვნახავთ, რომ ამ წევრთან მდგომი კოეფიციენ– 

ტი იქნება 1, ხოლო ყველა დანარჩენი კოეფიციენტი – 0. თვალსაჩინოებისთვის განვიხი– 

ლოთ რამდენიმე შემთხვევა:
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(1) თუ / ფუნქცია მუდმივია ანუ /(ჯ) = C' ყველა დ C |–#,X»I-თვის, მაშინ მისი იი 

კოეფიციენტი იქნება (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.2) 

ჯ 

იი=-1-/0ძ:უ=ჭ·0·27[=20, 
7 

- 

ამიტომ !,_,ლ = C. ყველა დანარჩენი ი,„დახ. ( = 1,2,...) კოეფიციენტი ნულია (იხ. 

იქვე (2.2.2) ფორმულები). ამრიგად, C « C. 

(2) თუ /(ჯ«) = „8 C05 ჯ;, მაშინ ყველა ი,, = 0, როცა # # ». და ყველა ხ, = 0 (L = 
.) (იხ. იქვე (2.2.2) ტოლობები). თვით 

ძი = 1/ვთწ?"ჭ:ძ:[:: 5.·„:3 
ჯ 7 

-» 

(იხ. იქვე ტოლობა (2.2.2)). ამგვარად, ,3 C05 , - 8 C05». ასევე, C 5Iი თ; = 

C 5ჩ ჯ. 

(3) ვთქვათ, /(ჯ) = C05 2:; 5Iი ვჯ. რადგან 

5I0 3: C05 2ჯ = ჭ 5I- 5ჟ + ჭ 5Iი 2, 

ამიტომ (2)–ის ძალით 

C05 2ე;5Iჩვ. ჭ 5I15ჯ + ჭ 5Iი ჯ, 

(4.7.1) ტოლობაში ავიღოთ /(ჯ) = 1 კერძო შემთხვევა ყველაჯ C |–», ჯ| მნიშვნელო– 

ბისთვის. მაშინ, (1) შემთხვევის გათვალისწინებით, 1 -- 1 და ამიტომ 5„(1; დ) = 1 ყველა 

ჯ–თვის |– ჯ, #1–დან და ყველა თ = 0,1,2,... მნიშვნელობისთვის. ამგვარად, (4.7.1) ტო– 

ლობიდან ვღებულობთ 

ბ ბ 

1=ჭ/(1+1)წ· ს ყე +01), ანუ 1 = /წ·""“ქ “+0(1). _ (47:3) 
0 

თუ აქ ჩავსვამთ »», = ჯ, მაშინ მივიღებთ 

/ლ·—ძჭ+ (1)——/LM:„
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აქედან 

5/% 
Iო —ჯ ძ! = 

ანუ 

(47.4) 17
4 

ო|
5 -

 

-§
 

ლ
 |II 

ლ
 
პ 
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ჩვენი უახლოესი მიზანია დავადგინოთ / ფუნქციის ფურიეს §(/| მწკრივის რაიმე ჯ« წერ– 

ტილზე # რიცხვისკენ კრებადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა, კერძოდ, / (2) მნიშ– 

ვნელობისკენ. 

პარაგრაფ 4.7–ის (4.7.1) ტოლობის თანახმად 

"(],თ)——/[!(ო“ )+/7C - %)) -“'რ +XI), (48.1) 

სადაც ი(1) აღნიშნავს ,–ზე და »–ზე დამოკიდებულ ფუნქციას, რომელიც (–», »|-ზე თანაბ– 

რად კრებადია ნულისკენ, როცა ». -» იი. 

თუ პარაგრაფ 4.7-ის (4.7.3) ტოლობას გავამრავლებთ რაიმე #, X 0 რიცხვზე, მივიღებთ 

ბ 

6=2 | 57% +ი, (48.2) 
?7L 

0 

(4.8.1) და (4.8.2) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

ბ 

·5·"(/;1:)—L=ჭ/ [](I+IL)+](I–LI, —2L] 

0 

ძ"+0(1) 

აქედან ცხადია, რომ 5(/| მწკრივის კრებადობისთვის ჯ» წერტილზე # რიცხვისკენ აუცი– 

ლებელი და საკმარისია შესრულდეს ტოლობა 

ბ 

Iი. / #(=+4%) + /(= – ) – 2#! 
ი-თ 

0 

5Iწ 09% 
ითV = 0, (4.8.3)
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ხოლო §' /| მწკრივის კრებადობისთვის ჯ წერტილზე /(ჯ) მნიშვნელობისკენ კი აუცილე– 

ბელი და საკმარისია შესრულდეს ტოლობა 

6 
· 

Iთ / II(C+++I/( –#) – 2/(2)) ––”“ძს =0. (484) 
.-3% 

0 

თუ / ფუნქციასთან დაკავშირებულ / (2 + V) + ”(დ – ) – 2/ (2) გამოსახულებას აღ– 
ვნიშნავთ #V (დ, V) სიმბოლოთი, ანუ 

M/(+,%) = I(> +V) + /(§ – ) – 2/#(2:), (4.8.5) 

მაშინ (4.8.4) ტოლობა შეგვიძლია ასე ჩამოვაყალიბოთ. 

თეორემა 4.8.1. / C სI–»,X) ფუნქციის ფურიეს 5( / ) მწკრივის კრებადობისთვის ჯ 

წერტილზე / (:) მნიშვნელობისკენ, აუცილებელი და საკმარისია შესრულდეს ტოლობა 

6· · 

Iი. / Cთ,4) 5·"""”“ ძს = 0, (48.6) 
»–30 

9 

სადაც ბ > 0 და #/(თ, V) განსაზღვრულია (4.8.5) ტოლობით. 

თუკი / ფუნქცია უწყვეტია რაიმე (ი, ხ) ინტერვალზე, მაშინ შეიძლება დაისვას საკითხი 

მისი §(/ | ფურიეს მწკრივის / (>)–კენ თანაბრად კრებადობის შესახებ (თ, 8) C (ი,ხ) ქვე– 

ინტერვალზე. 

თუკი ავიღებთ ისეთ § > 0 რიცხვს, რომ |ი + C, ხ – §| C (ი, ხ), მაშინ / ფუნქცია უწყვეტი 

და შემოსაზღვრულია (ი + §, ხ – §| სეგმენტზე. 4.7 პარაგრაფის (4.7.3) ტოლობის გამრავ– 

ლებით /(>) მნიშვნელობაზე, ჯ C |თ + 6,ხ – C), მივიღებთ 

2
4
I
 5 

6 · 

/6) =2 / /ფ 7% +XI), (487) 
0 

სადაც ი(1) თანაბრად კრებადია ნულისკენ (ი + 6, ხ – 6| სეგმენტზე, როცა თ, –+ იი. (4.8.1) 

და (4.8.7) ტოლობებიდან ვღებულობთ 

ბ 

889 –/6) = | IVICC+%) +/6 -% - 2/C21 
0 

118 
.ე ი(1)).ა (4.8.8) 

(77
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თუ 0 < ტ < C, მაშინ ჯ + ჯ C (ი,ხ), როცა ჯ C IV + C,ხ – <| დათუ III < ბ, ამიტომ 
(4.8.5) ტოლობით განსაზღვრული /-/ («, V) ფუნქცია უწყვეტია (ი, ს) ინტერვალზე. 

აქედან, (4.8.8) ტოლობის გათვალისწინებით, მიიღება 

თეორემა 4.8.2. თუ / C LI–», »| ფუნქცია უწყვეტია (ი, ს) ინტერვალზე და 0 < § < 
ჯ (ს– ი), მაშინ 5 /| ფურიეს მწკრივის თანაბრად კრებადობისთვის /(+)–კენ Iთ I- C, ს - 6| 
სეგმენტზე, აუცილებელი და საკმარისია 

მ · 

Iი. / IMCC,V)--”“ ძ =0 (48.9) 
#-–0 # 

0 

ტოლობის შესრულება თანაბრად „–ის მიმართ (ი + 6, ხ – §| სეგმენტზე. 

აქ0 < 6 < <და(4.8.5) ტოლობით განსაზღვრული ”#/(ჯ, V) ფუნქცია უწყვეტია ჯ-ის 

მიმართ [ი· +5,ხ - !:—] სეგმენტზე, ამასთან, IV < ბ. 

49 რიმანის აზრით გლუვი ფუნქცია 

რიმანიმ თავის ფუნდამენტურ შრომაში “ფუნქციის წარმოდგენა ტრიგონომეტრიული 

მწკრივით” (1854 წ.), შემოიღო ფუნქციების მეტად მნიშვნელოვანი კლასი, რომელთაც 

ზიგმუნდმა (1945 წ.) (90) უწოდა “გლუვი ფუნქციები”. 
ამ ტერმინის საფუძველია ის ფაქტი, რომ ფუნქციის გლუვობის წერტილზე მის გრაფიკს 

არ შეიძლება ჰქონდეს კუთხიანი წერტილი, ანუ მას ამ წერტილზე არ აქვს ურთიერთგან– 

სხვავებული ცალმხრივი წარმოებულები, რომელთაგან ერთი მაინც სასრულია. უფრო ზუს– 

ტად, გლუვობის წერტილზე ფუნქციის გრაფიკს ან აქვს მხები ან არ აქვს არცერთი ცალ– 

მხრივი მხები. 

1. ფუნქციათა თეორიაში გლუვ ფუნქციებს ხშირი და მრავალმხრივი გამოყენება აქვს, 

კერძოდ კი, ტრიგონომეტრიული მწკრივების კრებადობა–შეჯამებადობის საკითხებში (იხ. 

ს8, გვ. 181), (24, გვ. 751). 

განსაზღვრა 4.9.1. ჯე წერტილის მიდამოში განსაზღვრულ / ფუნქციას ეწოდება 

გლუვი ჯ«ი წერტილზე, როცა სრულდება ტოლობა 

I-ი #(90 + %) + / (9ი – %) – 2/(29) _ ი. (49.) 
V-5–630 I/) 
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აქვე შევნიშნოთ, რომ ცალმხრივ გლუვობას აზრი არ აქვს! არაა სავალდებულო, რომ 

გლუვობის წერტილზე ფუნქცია უწყვეტი იყოს. მაგალითად, (4.9.1) პირობას ასრულებს ჯე 

წერტილის მიმართ კენტი ფუნქცია, თუნდაც ის უწყვეტი არ იყოს ;;ე წერტილზე. 

უწყვეტობასთან დაკავშირებით ცნობილია, რომ 

Iო I” (რი + ) + #/(«ი – V) – 2/(%ი) | = 0 (492) 

პირობა (|87, გვ. 266) იწვევს / ფუნქციის უწყვეტობას თითქმის ყველა ასეთ ჯე წერტილზე 

(+ი წერტილზე / ფუნქციის უწყვეტობა რომ იწვევს (4.9.2) ტოლობას, ცხადია). 

არსებობს (ი, ხ| სეგმენტზე უწყვეტი ე ფუნქცია, რომელიც გლუვია (თ, ჩ) ინტერვალის ყო– 
ველ წერტილზე და ი”(«-) არსებობს მხოლოდ ნული ზომის სიმრავლეზე (24, გვ. 83, ვ30- 

ვვII. 

ამასთან, (ი. ხ სეგმენტზე უწყვეტი და (თ, ხ)–ში გლუვი ფუნქციის წარმოებული არსებობს 

(ი, ხ)–ში ყველგან მკვრივ სიმრავლეზე (8, გვ. 182), (24, გვ. 76|. 

უნდა აღინიშნოს (ი, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი და (ი, ხ)–ში გლუვი ფუნქციის ის მნიშვნელო– 

ვანი თვისება, რომ მისთვის მართებულია ლაგრანჟის საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა, 

თუნდაც ის წარმოებულს მოკლებული იყოს თითქმის ყველგან, რომელიც არსებობს ყველ– 

გან მკვრივ სიმრავლეზე (8, გვ. 182|. 

ადვილად მტკიცდება, რომ //(0) წარმოებულის სასრულობა იწვევს / –ის გლუვობას ჯე 

წერტილზე. ეს გამომდინარეობს (4.9.1) პირობის შემდეგი ჩაწერიდან 

V –» 

Iიგ (/(1··0 + 9) – #(790) _ #(20 – ) – /(20)) –0. (49.3) 
ს->360 

წინადადება 4.9.2. თუ +ე წერტილზე გლუვ / ფუნქციას ჯე–ზე აქვს ცალმხრივი 

სასრული წარმოებული, მაშინ /ჯ-ს «ე–ზე აქვს /”(დი) წარმოებულიც. 

ეს გამომდინარეობს (4.9.3) ტოლობიდან. 

უკანასკნელი წინადადება ნიშნავს, რომ ჯე წერტილზე გლუვი #' ფუნქციის გრაფიკის– 

თვის (ჯი, ” (ჯ0)) წერტილი არ არის კუთხიანი წერტილი (აქედან მომდინარეობს ტერმინი 

“გლუვი ფუნქცია”). 

7ვთქვათ, ჯი არის ჯ2 ფუნქციის განსაზღვრის ინტერვალის შიგა წერტილი და დავუშვათ ამავე წერტილზე ” (ჯი) 
მარცხენა და «”, (ჯი) მარჯვენა წარმოებულების არსებობა. თუ « (ჯ0) და V2” (2:0) რიცხვთაგან ერთი მაინც სასრუ– 

ლია და, გარდა ამისა, ადგილი აქვს ” (+0) # C2% (>0) უტოლობას, მაშინ ცალმხრივი მხებები (ჯ0, C2(ჟ70)) წერ– 
ტილზე ქმნის კუთხეს. ასეთ შემთხვევაში (ჯი, (2(ჯ0)) წერტილს ეწოდება / = §2() ფუნქციის L" გრაფიკის კუთხიანი 
წერტილი. 
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2. როგორც უკვე ვიცით, გლუვ ფუნქციას შეიძლება არ ჰქონდეს წარმოებული. ამასთან 

დაკავშირებით ისმება კითხვა: გლუვი ფუნქციის კიდევ რა დამატებითი თვისება უზრუნველ– 

ყოფს მის წარმოებადობას? ამ კითხვაზე პასუხის გასაცემად დაგვჭირდება სიმეტრიული 

წარმოებულის ცნება. 

განსაზღვრა 4.9.3. « ფუნქციის სიმეტრიული წარმოებული ჯე წერტილზე, სიმ– 

ბოლურად «ი(/)(Xი), ეწოდება შემდეგ ზღვარს, თუ იგი არსებობს სასრული ან უსასრულო 

ნიშნიანი, 

I 6(5ი + 9) – დ(5ი – V) _ „თ(ჯე), (494) 
–წ-–630 2# 

შევნიშნოთ, რომ (4.9.4) ტოლობაში ზღვარქვეშ მდგომი შეფარდება ლუწი ფუნქციაა V-ს 

მიმართ და ამიტომ, ზოგადობის შეუზღუდავად, (4.9.4) ტოლობაში შეგვიძლია დავწეროთ 

L -> 0+. 

წინადადება 4.9.4. თუ არსებობს ჩვეულებრივი C7 (ჯი) წარმოებული, მაშინ არსებობს 

სიმეტრიული წარმოებულიც და ადგილი აქვს 

ა2' (+0) = (' (20) 

ტოლობას. შებრუნებული გამოთქმა მცდარია. 

დამტკიცება. 

C(5ი +%) – #C5ი – 5) _ 1 . C(ი + M) – დ5ი) , 1. C>ი –#) – C«ი) (495) 
2 2 ( 2 -წ 

ტოლობის მარჯვენა მხარე ისწრაფვის 

ჭ #თ/(2=0) + ჭ ( (თ0) = 42 (20) 

რიცხვისკენ, როცა V- >0+. 

შებრუნებული გამოთქმის მცდარობა ჩანს /V(ჯ) = |L| ფუნქციის მაგალითზე, როცა ჯი = 0. 

მართლაც, /”, (0) = 1 და / (0) = –1, ე.ი. /V(0) არ არსებობს. ამავე დროს, ადგილი აქვს 

V (0) = 0 ტოლობას, რაც გამომდინარეობს შემდეგი წინადადებიდან. L 

წინადადება 4.9.5. სასრული X ((ი) და V ((0) ცალმხრივი წარმოებულების არსე– 

ბობა იწვევს სასრული XV/ (ჯ0) სიმეტრიული წარმოებულის არსებობას და ტოლობას 

X0CX) = 2 IXM .(ი) + X (%)1. (4:96)
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დამტკიცება. როგორც უკვე აღვნიშნეთ, (4.9.6) გამომდინარეობს (4.9.5)–დან იმის 

გათვალისწინებით, რომ (4.9.5)–ში შეგვიძლია დავწეროთ ჯ –» 0+. IMI 

მიუხედავად ამისა, წინადადება 4.9.4-–ის შებრუნებული მართებულია თითქმის ყველ– 

გან, როგორც ამას ადასტურებს ხინჩინის შემდეგი 

თ ეორემა 4.9.6 (ხინჩინი, |52, გვ. 381)). თუ ზომად « ფუნქციას ზომადი ჯ სიმრავლის 
ყოველ წერტილზე აქვს სასრული სიმეტრიული წარმოებული, მაშინ „2 ფუნქციას ჯ სიმრავ– 

ლის თითქმის ყველა ჯე წერტილზე გააჩნია სასრული ჩვეულებრივი ა7/(ჯე) წარმოებულიც 

და ადგილი აქვს ჯ/(>0) = L (ჯ0) ტოლობას. 

გლუვი ფუნქციისთვის სიტუაცია სხვაგვარია. სახელდობრ, მართებულია 

წინადადება 4.9.7 ((30, გვ. 4751). :ი წერტილზე ჯი გლუვ ფუნქციას ყ7(X%0) წარმოე– 
ბული აქვს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს მისივე სიმეტრიული კ>I”(ჯე) წარმო– 

ებული. როცა არსებობს ;:2- (ჯე), მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

( (>ი) = (C0(5ი). 

დამტკიცება. საკმარისია გამოვიყენოთ შემდეგი ტოლობა 

V2(270 + V) + :2(20 – %) – 202(>0) + «2(20 + ) – §2(20 – ?!) 
V » 

_ , C(5ი +V) – დ(=ი) ; · 

(დამატებითი ინფორმაციისთვის (4, გვ. 159, 165–166, 281, 3261). L 

დასასრულ, აღვნიშნოთ შემდეგი 

თეორემა 4.9.8, არარსებობს Iთ, ხ| სეგმენტზე უწყვეტი LI(>) ფუნქცია, რომლისთვისაც 

#VI(ფ) = +% ან #Cთ(ჯ) = –ი 

ტოლობები შესრულდება დადებითი ზომის « C (ი, ხ|) სიმრავლეზე. მართლაც, ხინჩინის 

თეორემა 4.9.6–ის ძალით, იგივე ტოლობა შესრულდებოდა თითქმის ყველგან #–ზე ჩვეუ– 

ლებრივი წარმოებულისთვის, რაც შეუძლებელია (30, გვ. 285|.
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410 ფურიეს მწკრივის კრებადობის რიმანის ნიშანი 

თ ეორემა 4.10.1. თუ / C LI–»,»| ფუნქციას გააჩნია ჯე გლუვობის წერტილი, მაშინ 
#-–ის §(წ/) ფურიეს მწკრივი კრებადია ::ე წერტილზე / (ჯ0) მნიშვნელობისკენ. 

დამტკიცება.4.9პარაგრაფიდან (4.9.1) ტოლობის შესრულება ნიშნავს, რომ ყოველი 
C > 0 რიცხვისთვის არსებობს ა(C, ჯც) > 0 რიცხვი ისეთი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას 

< §. როცა 0 < III < 94. (4.10.1) 
I/(I[] + V) + /(20 – ) – 2/(:[:ი)| 

7 

პარაგრაფ 4.8–ის (4.8.8) ტოლობის თანახმად კი 

5ი (#;თ0) – #(20) 
ი) 

_ 1 / #(თ0 +1) + /(2:0 – 1!) – 2/(20) 5Iი + 0(1), (4.10.2) 
ჯ 

9 
I4 

სადაც »–ზე და ჯე–ზე დამოკიდებული ი(1) ფუნქციის ზღვარი ნულია, როცა » -+ C. ამიტომ 

არსებობს ნატურალური V (ჯი, C) რიცხვი ისეთი, რომ |ი(1)| < §, როცა »ი > /V(ჯი. §). ამის 

გამო და (4.10.1) უტოლობის ძალით, (4.10.2)–დან გამომდინარეობს 

(5(#/:40) – #(20)| < 6, თ > M(20,§). 

მაშასადამე, 

"L"CL 5ი(C/, 20) = / (თი0). 

თეორემა დამტკიცებულია. L) 

შ ე დეგი 4.10.2((8, გვ. 120)). თუ / C #|–#, თ| ფუნქციას რაიმე ჯი წერტილზე აქვს 
#”(=თ0) სასრული წარმოებული, მაშინ /#–ის 5|/) ფურიეს მწკრივი კრებადია ჯ-ე წერტილზე 

# (ფ0) მნიშვნელობისკენ. 

შედეგი 4.10.3. თუ / C ჩ(–».») დიფერენცირებადია, ე.ი. აქვს სასრული წარმოებუ– 

ლი, (–ჯ,X) ინტერვალის ყოველ წერტილზე, მაშინ 5( / | კრებადია (–», ») ინტერვალის 
ნებისმიერ წერტილზე /#-ის შესაბამისი მნიშვნელობისკენ.
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შენიშვნა 4.10.4. როგორცუკვევიცით (იხ. პარაგრაფი 4.9), (C, ს| სეგმენტზე უწყვეტ და 

(ი, ხ) ინტერვალში გლუვ ფუნქციას წარმოებული აქვს (ი, ხ)–ში ყველგან მკვრივ სიმრავ– 
ლეზე – ეს არის რაიჰმანის 1919 წლის შედეგი. რაიჰმანის ეს მტკიცება გააძლიერა ზალც– 

ვასერმა (7მICVV82550- ) თავის გამოუქვეყნებელ შრომაში შემდეგნაირად (24, გვ. 76, თე– 

ორემა 3.3); ჯ ინტერვალზე უწყვეტ და გლუვ /- ფუნქციას სასრული I” წარმოებული აქვს 

კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლეზე ყოველი სეგმენტიდან, რომლებიც ეკუთვნის / ინ– 

ტერვალს. 

ზალცვასერის ამ შედეგის გათვალისწინებით, თეორემა 4.10.1–დან გამომდინარეობს 

შედეგი 4.10.5. თუ II C LI–»/.. | ფუნქცია უწყვეტი და გლუვია რაიმე I C |–»,»| 
ინტერვალზე, მაშინ /–დან აღებულ ყოველსეგმენტზე არსებობს კონტინუუმის სიმძლავრის 
სიმრავლე, რომლის ყოველ წერტილზე #--კენ კრებადია L-ის 5| LI ფურიეს მწკრივი. 

4.1 ფურიეს მწკრივის კრებადობის დინის ნიშანი 

როგორც ვიცით, რაიმე ჯე წერტილის მიდამოში განსაზღვრულ « ფუნქციას ე წერტილზე 

გააჩნია პირველი გვარის წყვეტაზ, თუ ::უ წერტილზე მისი 

((20 + 0) = ი ((>) და (2(«ი – 0) = Iთ C(2) 
წ>>X0 თ<20 

ზღვრები მარჯვნიდან და მარცხნიდან, შესაბამისად, სასრულია და სრულდება უტოლობა 

X2X(2:0 + 0) X «2(40 – 0). 

თუ ეს ცალმხრივი ზღვრები ტოლია, მაშინ „ ფუნქციას ე:ც წერტილზე გააჩნია IIო C=(2) 

ზღვარი და იგი ტოლია ცალმხრივი ზღევრების, ანუ ადგილი აქვს ტოლობებს | 

9M2(70 + 0) = :ILI·I;·] «2(ჯ) = X(270 – 0). 

თუკი ი(ჯ0) სასრულია და ადგილი აქვს «(ჯი) = IIIო «2(»X) ტოლობას, მაშინ ჯ, ფუნქცი– 
ას ეწოდება უწყვეტი ჯი წერტილზე?, რაც სიმბოლურად შეიძლება ერთბაშად გამოისახოს 

მპირველი გვარის წყვეტას უცხოურ ლიტერატურაში ეწოდება “ჩვეულებრივი წყვეტა” (76, გვ. 633). 
"უცხოურ ლიტერატურაში, ხშირად, «2 ფუნქციას ეწოდება წყვეტილი ჯი წერტილზე, როცა არსებობს IIო (2(«) 

სასრული ზღვარი, რომელიც განსხვავებულია ასევე სასრული «2(ჯე) მნისნელობისგან – სწორედ ამ დროს გვაქვს 

წყვეტა. ჩვენს ლიტერატურაში წყვეტის ცნება მოიცავს სხვა შემთხვევასაც.
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ასე: 

ჯ!უი +6(?ჯ) – ;2(ჯ0) = 0. 

განსაზღვრა 4.11.1(ლებეგი). ჯე წერტილს ეწოდება რეგულარული „ ფუნქციისთვის, 

თუ არსებობს სასრული ყ-(ჯ-ც – 0) და «-(Xი + 0) და, გარდა ამისა, სრულდება ტოლობა 

დ(%ი) = > IC(>ი + 0) + (ი – 0)). (4.11.1) 

ცხადია, რომ « ფუნქციის უწყვეტობის ყოველი წერტილი, თუკი ასეთი წერტილი მას გა– 

აჩნია, არის ;; ფუნქციის რეგულარული წერტილი. 

როცა « ფუნქციას არ გააჩნია (4.11.1) ტოლობით გამოსახული თვისება, მაგრამ არსე– 

ბობს სასრული «-(ჯი + 0) და «#2(»Xი – 0) ცალმხრივი ზღვრები", მაშინ ამ ზღვრების არით– 

მეტიკულ საშუალოს აღნიშნავენ გ სიმბოლოთი, ანუ |32, გვ. 7391 

ი 1 
(2(2-0) = წ I-2(თი + 0) + §2(-0 – 0)|. (4.11.2) 

ახლა დავამტკიცოთ ფურიეს მწკრივის წერტილზე კრებადობის დინის შემდეგი ნიშანი. 

დინის ნიშანი 4.11.2 (1880წ., |8, გვ. 1201). თუ / C LI–», ») ფუნქცია ისეთია, რომ რაიმე 

ჯი წერტილისთვის და რომელიმე ტ > 0 რიცხვისთვის არსებობს 

6 
L") 

/ I#(2ი +1) + #(5ი – ) – 2#CX9)I ), (4.11.3) 
/ 

ინტეგრალი, მაშინ / ფუნქციის §(/| ფურიეს მწკრივი კრებადია ჯე წერტილზე 7(1·0) მნიშ– 

ვნელობისკენ, სიმბოლურად 

5LII(ი) = /(ჯი). 

დამტკიცება. (4.11.3) ინტეგრალის არსებობა ნიშნავს ყოველი « > 0 რიცხვისთვის 

ისეთი უ(ჯი, 6) > 0 რიცხვის არსებობას, რომ ადგილი აქვს უტოლობას 

/ 
ი. (V 

/I](10+·“)+]·(·1:0—“) ——2]·1·0| – < §8. 

0 

%(4.11.1) ტოლობის არ შესრულება შეიძლება გამოწვეული იყოს არა მარტო იმით, რომ ჯე წერტილზე „ ფუნქცი— 
ის სასრული ყ2(ჯ0) მნიშვნელობა განსხვავებულია (4.11.1) ტოლობის მარჯვენა მხარისგან, არამედ იმითაც, რომ 
არსებობს ერთ–ერთი ცალმხრივი ზღვარი ან ორივე კი არსებობს, მაგრამ ერთ–ერთი უსასრულოა. 
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რადგან | 5Iი1LVI < 1 ყოველი 7I–თვის და ნებისმიერი ს–თვის, ამიტომ 

” · 

, / [/(1·0 + %) + #(20 – V) – 2]"·(1·0)] ყ"“”“ (III < 6. (4.11.4) 

0 

მეორეს მხრივ, 

( = #60+9+/6 - %) – 2/(5) 
“ 

ფუნქცია ჯამებადია (ჟ, #) ინტერვალზე. ამიტომ, რიმან–ლებეგის თეორემის ძალით!', (იხ. 

თავი 3, პარაგრაფი 3.9) 

ბ ი 

- [](.უი +% + ]·(11··10 -) - 2/(·1·0)] ფიოცსძც = 0. (4.1I.5) 

(4.11.4) და (4.11.5) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს 

პ 

წო. / II(ი+V) + /(თი – V) – 21(“”0)] 1-2CC 

0 

რაც ნიშნავს ტოლობას (იხ. პარაგრაფი 4.8, ტოლობა (4.8.6)) 

5Iი "" 
= 0, 

„Mო. 5/ >ი) = #(9). 
დინის ნიშანი დამტკიცებულია. (8) 

შედეგი 4.11.3. თუ / C ჩ(–»,%| ფუნქციისთვის ჯე წერტილი რეგულარულია, კერძოდ, 
თუ / უწყვეტია ჯე წერტილზე და რომელიმე ტ > 0 რიცხვისთვის არსებობს 

ს) 

/რო „ 
# 

0 

ინტეგრალი (იხ. თეორემა 4.8.1), მაშინ 

5(II(ჯი) = / (=ი). (4.11.6) 

Mრიმან–ლებეგის თეორემა მართებულია |0, ხ| C I–».»I სეგმენტზე ჯამებადი ყოველი (2 ფუნქციისთვის. ამის 
[დასანა[;ად,[ საკმარისია განვიხილოთ ახალი ფუნქცია #(ჯ) = V2(ჯ), როცა ჯ C |თ”, | და X(ჯ) = 0, როცა > C 

–7,XI V (თ.ხI. 
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შედეგი 4.11.4((8, გვ. 1201). ვთქვათ, / C LI–», »|) ფუნქცია ჯე წერტილის მიდამოში 

აკმაყოფილებს ლიპშიცის ი, > 0 პირობას!2 

I («0 + V) – #(+0)| < MIVII", 

სადაც C > 0 და |VII < 4, მაშინ (4.11.3) ინტეგრალი არსებობს!3 და / ფუნქცია უწყვეტია .-ი 

წერტილზე. ამიტომ, (4.11.6) ტოლობის ძალით, გვაქვს 

5L/I(ჯი) = /(ი). 

ბ 

შენიშვნა 4.11.5 ((46, გვ. 426). (4.11.3) ინტეგრალის არსებობის შეცვლა III·Iჰ] 

ზღვრის არსებობით, არ არის საკმარისი კრებადობისთვის. “ 

412 ფურიეს მწკრივის კრებადობის ჟორდანის ნიშანი 

ჟორდანის თეორემის ძალით, სასრული ვარიაციით ფუნქცია წარმოდგენადია ორი ზრდა– 

დი ფუნქციის სხვაობის სახით, რომელთაგან თითოეული სასრული ვარიაციის მქონეა (1, 

გვ. 303, 3091. მონოტონური ფუნქცია კი არის უწყვეტი ან აქვს პირველი გვარის წყვეტა და 

ასეთ წერტილთა სიმრავლე სასრულია ან თვლადი II1, გვ. 287-288|. თუ სასრული ვარიაცი– 

ით ფუნქცია უწყვეტიცაა, მაშინ მის წარმოდგენაში მონაწილე ზრდადი ფუნქციებიც უწყვე– 

ტია. 

თეორემა 4.12.1 (ჟორდანი (1881 წ.), (8, გვ. 121)). თუ / C LI–».#| ფუნქცია არის 

სასრული ვარიაციით |ი,ს| C |–ჯ,7I სეგმენტზე, მაშინ მისი 5I /1 ფურიეს მწკრივი კრე– 

ბადია (თ, ხ) ინტერვალზე. ამასთან ერთად, 5| /| მწკრივის ჯამია #/(+ჯ0), როცა -ი C (ი,ხ) 

წერტილი / ფუნქციის უწყვეტობის წერტილია და არის / (ჟე), როცა ჯე არის /–ის წყვეტის 

12ი; = 1 შემთხვევა განხილული იყო ადრე (იხ. თავი 3, პარაგრაფი 3.10). 

13(4.11.3) ინტეგრალი 

წ) 
C =8 ი) 

= 2L Iთ / ყ?–! ძც = 9ჯL Iო ჯ”—]" = 2#1 Iო - ჯ9) = ჭკ“· 
(<30 (-5–0 L თ 1)ს=! XLI-<60 

' 
C
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წერტილი. გარდა ამისა, თუკი / ფუნქცია უწყვეტიცაა (ი, ხ) ინტერვალში, მაშინ §( / | მწკრი– 

ვი თანაბრად კრებადია ყოველ (V”, ს”| C (თ. ხ) სეგმენტზე / (1:)–კენ, როცა ; C (0/, ხII. 

დამტკიცება.ზემოაღნიშნულის ძალით, / ფუნქცია წარმოდგენადია / და /; ზრდადი 

ფუნქციების სხვაობის სახით / = /) – /:. ამასთან, 51/) = 5L/) – /2) = 5LM) – 51V% (იხ. 

თავი 3, პარაგრაფი 3.12). ამგვარად, თუ თეორემა დამტკიცებული იქნება 5(/11 და 5(/51 

მწკრივებისთვის, მაშინ იგი დამტკიცებული იქნება 5|/| მწკრივისთვისაც. ამიტომ, თავი– 

დანვე შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ / ფუნქცია ზრდადია (ი, ხ|) სეგმენტზე. 

რადგან 

1(50) = ; II (5ი +0) + / (% – 0)1, (4:2.) 
ამიტომ 

/(70 + V) + / C(ი – C) – 2/(0) 

= I/CVი +V) – I/(2ი + 0)| + (”Cი – V) – #/(ჯი – 0)|. . (4.12.) 

აქ თითოეული კვადრატული ფრჩხილშიგა სხვაობა არაუარყოფითია და წარმოადგენს 

ზრდად ფუნქციას V-ს მიმართ. 

10 C (ი, ხ) წერტილისთვის არსებობს ისეთი გ = ბ(ი) > 0 რიცხვი, რომ ჯი +4 C (ი.ხ) 

და 

0 < /(X0ი+V) – /(«0+0) < «, როცა 0 < დ <4. (4.12.2) 
რადგან / (X0 + V) – / (ჯ0 + 0) წარმოადგენს V–ს ზრდად და არაუარყოფით ფუნქციას, 

ამიტომ საშუალო მნიშვნელობის მეორე ფორმულით ანუ, რაც იგივეა, ბონეს ფორმულით“ 

ხ ხ 

/ #(9)9() 45 = ძ(ხ) / #C) ძი, 

გვაქვს ტოლობა 
6 · 

- /ს = (/(დი+5) – /(60+0)) / 0ი% ,, (4.12.3) 
წ 

(1 

ბ 

/ (/(ი +%) – /(20+0)1 
0 

Mთუ / C LL9. ს| და ყ(>) ზრდადია და ყ(9) > 0, მაშინ (ი, ხ| სეგმენტზე არსებობს ერთი მაინც ისეთი C წერტილი, 
რომ (იხ. |1, გვ. 5191) ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ ხ 

/ /C9)9(5) 45 = ყ(ს) / #(6) ძი.
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სადაც 0 < #6; < გ. ამავე დროს (იხ. (8, გვ. 114)) 

6 · 

5Iო »1 
I / I7) 

(7ა 
წ 

(4.12.2) და (4.12.4) უტოლობების გათვალისწინებით, (4.12.3) ტოლობიდან გვაქვს 

< 2ჯ ნებისმიერი ;–თვის, (4.12.4) 

I / [/(I[) +V) – I(20+ 0)] მს ძ < 2»ჯ<. 

ანალოგიური მსჯელობით მივიღებთ, რომ 

I / #M(20 – V) – /(თ0ი – 0)] (I"· < 2Xჯწ6, 

(4.12.1.) ტოლობის გათვალისწინებით, უკანასკნელი ორი უტოლობიდან ვღებულობთ 

(1./17 
(Iს) < 4XX. !/[/(·თ +V) -/ (I0—“)—2/(1·0)] 

ეს კი ნიშნავს 4.8 პარაგრაფიდან (4.8.3) ტოლობის შესრულებას / = ·7·(:1?0) მნიშვნელო– 

ბისთვის ანუ, რაც იგივეა, 5|/| მწკრივი ჯი C (თ,ხ) წერტილზე კრებადია / (ჯე) მნიშვნე– 
ლობისკენ. 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა (ი, ხ) სეგმენტზე სასრული ვარიაციის მქონე / ფუნ– 

ქცია უწყვეტია (ი, ხ) ღია ინტერვალში და (ი”, ხ'| სეგმენტი ეკუთვნის (თ, ხ)–ს. მაშინ არსე– 

ბობს ისეთი #5:(C) > 0 რიცხვი, რომ 

|/(I+“) —·/(I)I < 6§, |·|·(I—“)—·/·(·I)| < §, როცა“|5::5ხ|· 0(”“·562· 

წინა მსჯელობები ძალაშია, თუ ჯი შეცვლილია ნებისმიერი »-ით |ი”/, ს|–დან. ამის გამო 

ითV 
ძა| < 4X6,. როცა ი” < ჟ < ! V (I(C+%) +/7C-–%) – 2/C) 

ეს ნიშნავს §(#) მწკრივის თანაბარ კრებადობას (ი”, ხ”| სეგმენტზე / (თ) მნიშვნელობე– 

ბისკენ, ჯ C |ი/, ხ/). თეორემა დამტკიცებულია. = 
ჟორდანის ამ თეორემიდან გამომდინარეობს
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თეორემა 4.12.2 ((8, გვ. 122)). თუ / ფუნქცია არის სასრული ვარიაციის მქონე და 

უწყვეტი |–», » სეგმენტზე და, ამასთან, სრულდება / (–») = /(») ტოლობა ანუ, რაც იგი– 
ვეა, თუ / უწყვეტია წრეწირზე და აქვს სასრული ვარიაცია |–», »1-ზე, მაშინ 5/ | მწკრივი 

თანაბრად კრებადია ნებისმიერ |4, 8) C (–9%, +C) სეგმენტზე. კერძოდ, ამ დასკვნას 

ადგილი აქვს თუ / აბსოლუტურად უწყვეტია |--», თ|-ზე და სრულდება /(–») = /(თ) ტო– 
ლობა ანუ, რაც იგივეა, თუ / აბსოლუტურად უწყვეტია წრეწირზე. 

შენიშვნა 4.12.3. როცა ვსაუბრობთ ჯ, ცვლადის / (#ი + V) + /(X0 – V) – 27·(::0) 

ფუნქციაზე, ცხადია, ვგულისხმობთ /–ის განსაზღვრულობას ჯე წერტილის მიდამოში და 

2?(:·:0) = /(2:0 + 0) + / (ჯ0 – 0) მნიშვნელობის სასრულობას, რაც, თავის მხრივ, გულის– 

ხმობს ცალმხრივი / (:-ი + 0) და / (>ი – 0) ზღვრების არსებობასა და მათ სასრულობას. 

როცა რაიმე ფაქტის დასადგენად წინაპირობად მოთხოვნილია, რომ / ფუნქციის მნიშ– 

ვნელობა ჯე წერტილზე არის 1 (I(ჯი + 0) + /(+0 – 0)1 ანუ, რაც იგივეა, ჯე არის /-ის 
რეგულარული წერტილი, ეს გარკვეულწილად ზღუდავს / ფუნქციას და თანაც, გამიზნული 
ფაქტისთვის ეს არც კი არის არსებითი. მართლაც, გამიზნული ფაქტის დადგენისას მთავა– 

რია თვით მნიშვნელობა 1 I / (>ე + 0) + /(«%0 – 0)| და არა ის, რომ ამ მნიშვნელობას / 

ღებულობს ჯე წერტილზე. 
ერთხელ კიდევ, რაღაც პირობებში ფურიეს მწკრივის ჯი წერტილზე 2 (/(ჯი + 0) + 

#(X0ი – 0)) მნიშვნელობისკენ კრებადობა იმ მოთხოვნით, რომ ჯე იყოს რეგულარული 

წერტილი /-–თვის, კრებადობა არ საჭიროებს. საქმე ისაა, რომ ასეთ თეორემებში კრება– 

დობა 2 | /(7ი + 0) + / (ჯი – 0)| მნიშვნელობისკენ მტკიცდება იმისგან დამოუკიდებლად, 
არის თუ არ არის ეს არითმეტიკული საშუალო / ფუნქციის მნიშვნელობა ჯე წერტილზე. 

ამიტომაა, რომ ფურიეს მწკრივის კრებადობის დინისა და ჟორდანის აქ მოყვანილ 

ფორმულირებებში ფიგურირებს ·7”(1·0) მნიშვნელობა (იხ. პარაგრაფი 4.11, თეორემა 4.11.2; 

პარაგრაფი 4.12, თეორემა 4.12.16). 

4.13 ფურიეს მწკრივის კრებადობის ვალე–პუსენის ნიშანი 

ახლა დავამტკიცოთ ვალე–პუსენის თეორემა, რომელშიც ფიგურირებს პარაგრაფ 4.8-ში 

(4.8.5) ტოლობით მიღებული 

#V/(დ,V) = #1(> + V) + #/(თ – V) – 2#(2)
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აღნიშვნისგან განსხვავებული შემდეგი აღნიშვნა 

#/(2,) = I(2+ 9) + /(2 – V) – 2/(V), 
სადაც (იხ. პარაგრაფი 4.11, ტოლობა (4.11.2)) 

9 1 I(9) = ე |I(=+0) + /(დ –0)|. 

თეორემა 4.13.1 (ვალე–პუსენი (1911 წ.), (8, გვ. 247)). ვთქვათ, ! > 0, 

( 

ხI-ე(ჭ) = %/I”;(”L[)·") ძი, ითI»(0) = 0 

0 

და, ვთქვათ, 
Iთ თ„ა() = 0. (4.13.1) 

L-5-0+ 

თუკი :, (1) ფუნქც"ას აქვს სასრული ვარიაცია რაიმე (0, ბ| სეგმენტზე, მაშინ ადგილი აქვს 

ტოლობას 

5LII(ი) = /(%ს). (4.13.2) 

დამტკიცება.რადგან 
( 

MM (I) = / ნ,(თი.ს)ძს 
0 

ამიტომ თითქმის ყველა (–თვის (0, 8|–დან 

(V (0))/ = /(ი, 4) 
და 

ბ 

ი/ ჩ/(თი, ს) > 
ბ 

" = | თი 
0 

5Iჩ თ 
ძ 

ბ 
5Iჩ 5I”V142: 

·/1“·):0(") 'ი ძ“+/თ:„(") 'ძს 

0 

წ) ბ 
507 

= /თ;ე(“)81ი"“ქ·“+/თ:„(“) - “ ძ ლ1 + Iა. 

9 0 
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რადგან = (V) არის სასრული ვარიაციით (0, 6) სეგმენტზე, ამიტომ მისი C” (V) წარმოე– 

ბული ჯამებადია (0, #|–ზე (33, გვ. 205) და რიმან–ლებეგის თეორემის თანახმად (იხ. თავი 3, 

პარაგრაფი 3.9, თეორემა 3.9.2) 

Iთ I =0, (4.13.3) 
”-ი 

როგორც |– ჯ, XI-ზე ჯამებადი 

#(V) = აM.(V), როცა, ჯ C |0,2), 
/LV) = 0, როცა, V = |–ჯ,XI V |10,2) 

ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტი. 

ახლა ვაჩვენოთ 1ე: ინტეგრალის სწრაფვა ნულისკენ, როცა თ. –+ ი. შევნიშნოთ, რომ 

CI> (L) ფუნქცია უწყვეტია ჯ = 0 წერტილზე (რადგან (4.13.1) ტოლობა შეიძლება ასე ჩა– 

იწეროს. [![ჯ Cა = ი#ა(0)) და |0, ბ)1–ზე არის სასრულო ვარიაციის მქონე. ამიტომ, 

ჟორდანის თეორემით §5IL..)(0) = 0. ეს კი ნიშნავს, რომ 

ბ 

Iი [თ·:„(ი + V) + I»ა(0 – ?) – 2(·.):„(0)] 
76500 

0 

5Iი 77 ძს = 0 

ტოლობიდან (იხ. პარაგრაფი 4.8, ტოლობა (4.8.6)) გამომდინარეობს 

ზ 

ჩო / C0 + (–ს)) -''”“ის =0 (413.4) 
13 2C 

0 

ტოლობა. ამასთან ერთად, ც ცვლადის I3 #(2:0, C) ფუნქცია ლუწია, ამიტომ 

–! ' 0 

/1····[(:1:0,·“·) ძV = /?](I0,7·L) თს = – / #V/(თი, !) ძ 

0 –' 0 

და 

ლ
უ
 

ჯ 

1 

0 0 

MI”(—„ = MI"@)) ჯ 2 0. 

ე-ი.
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ამის გამო, (4.13.4)–დან გამომდინარეობს 

ბ 

Iი. / Cო»ა(#) საბეკაი M = 0. (4.13.5) 
აX თ 

(4.13.3) და (4·13·5) ტოლობების ძალით ვღებულობთ 

ი) 

Iო / #/,(2%ი, ს) 
” 0 

ეს კი ნიშნავს (4.13.2) ტოლობას, რადგან 4.8 პარაგრაფის (4.8.6)–ში / (, V)–ის ად– 

გილას ახლა გვაქვს I '/ (ჯ0. %) , საიდანაც იმავე პარაგრაფის თეორემა 4.8.1–ის ძალით 5I / | 

კრებადია »ი წერტილზე ?(:·:ი) მნიშვნელობისკენ. თეორემა დამტკიცებულია. L) 

51011წ 
ძVყ = 0. 

(7) 

414 ფურიეს მწკრივის კრებადობის იანგის, ლებეგის, 

ლებეგ–გერგენის ნიშნები და დამოკიდებულებანი 
კრებადობის ნიშნებს შორის 

ფურიეს მწკრივის კრებადობის უკვე დამტკიცებული დინის, ჟორდანის და ვალე–პუსენის 

ნიშნების გარდა არსებობს კიდევ რამდენიმე ნიშანი, რომელთა შესახებ ინფორმაცია აქ მო– 

ცემული იქნება დამტკიცების გარეშე, 

4.14.11 იანგის, ლებეგისა და ლებეგ–გერგენის ნიშნები 

დავიწყოთ იანგის თეორემით. 
თეორემა 4.14.1 (იანგი (1916წ.), (8, გვ. 249|). ვთქვათ, 

(1) ჯ·ჯ(თი,") –კ 0, როცა V -+ 0; 

(2) #C) = ## / (5ი, §) ფუნქციას სასრული ვარიაცია აქვს (0, გ) ინტერვალზე; 

(3) # ფუნქციის V, (#L) ვარიაციას (0, I) ინტერვალზე აქვს თვისება 
V. CII) = CCI). 

მაშინ 5(/| კრებადია >ი წერტილზე ;”(I[,) მნიშვნელობისკენ.
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თეორემა 4.14.2 (ლებეგი (1905წ.), |8, გვ. 254)). თუ 

ბ.ი 9 

Iი /,I···/(I·),“+II)—I?|(1·0.·“·) ძი =0, (4141) 

ჩ-–0+ V#+წჩ (/ 

” 

მაშინ 

51/1(5ი) = #(%ი). (414.2) 
ამასთან ერთად, (4.14.1) პირობა ეკვივალენტურია შემდეგი ორი პირობის (8, გვ. 2571: 

( 

/II:·|(I0, ?)| ძ = 0C(1), ( –0, 

0 

ბ.ი 9 

/ | წკ ით 9V+ჩ) – ჩ/0,%) | ძს = 0(1), M -> 0. (4.14.3) 
თ 

- 

თეორემა 4.14.3 (ლებეგი, გერგენი, 1930 წ., (8, გვ. 263)). თუ 

' 

/10···](1·0,11;) ძ = 0(L) 

0 

და შესრულებულია (4.14.3) პირობა, მაშინ ადგილი აქვს (4.14.2) ტოლობას. 

4.42 დამოკიდებულებანი კრებადობის ნიშნებს შორის 

1) გამოთქმა “კრებადობის „4 ნიშანი ძლიერია კრებადობის § ნიშანზე” ნიშნავს, რომ 

“4 ნიშანი ადგენს ყველა იმ მწკრივის კრებადობას, რომელიც კრებადია § ნიშნის მიხედვით 

და, ამავე დროს, არსებობს „ ნიშნით კრებადი მწკრივი, რომელიც არაა კრებადი ,§8 ნიშნის 

მიხედვით. 

2) გამოთქმა “კრებადობის /#/4 და 8 ნიშნები არასადარია” ნიშნავს ისეთი მწკრივის არ– 

სებობას, რომელიც კრებადია / ნიშნით, მაგრამ არაა კრებადი 8 ნიშნის მიხედვით და, 
გარდა ამისა, არსებობს 8 ნიშნით კრებადი მწკრივი, რომელიც არაა კრებადი / ნიშნით. 

1. დინისა და ჟორდანის ნიშნები არასადარია (8, გვ. 248|. 

2. ვალე–პუსენის ნიშანი ძლიერია დინისა და ჟორდანის ნიშნებზე |8, გვ. 248|.
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3. იანგის ნიშანი ძლიერია ჟორდანის ნიშანზე (8, გვ. 251). 

4. იანგისა და დინის ნიშნები არასადარია (8, გვ. 252|. 

5. იანგისა და ვალე–პუსენის ნიშნები არასადარია (8, გვ. 254). 

6. ლებეგის ნიშანი ძლიერია დინის, ჟორდანის, ვალე–პუსენისა და იანგის ნიშნებზე |8, 

გვ. 258|. 

7. ლებეგ–გერგენის ნიშანი ძლიერია ლებეგის ნიშანზე (8, გვ. 266|. 

415 ფურიეს მწკრივის წევრობრივი ინტეგრება 

თავი 3-ის პარაგრაფ 3.8-ში დამტკიცებული გვქონდა, რომ #?(V, ) სივრცეში სრული (ჩა– 

კეტილი) «V.(2)12 , სისტემის მიმართ / C #?(ი. ხ| ფუნქციის 

#ჩ 2 61-01(ჯX) + C2M22(>) + · ·· + C,ი2,(2) +:· · 

ფურიეს მწკრივის წევრობრივი ინტეგრება მართლზომიერია ნებისმიერ C, #01 C (ი, ს| სეგ– 
« ” 

მენტზე და ადგილი აქვს ტოლობას (ე.ი. “–+” შესაბამისობის ნიშანი იცვლება “=-” ტოლობის 

ნიშნით!) 

]·(”[ = CL I (2LL2) ძ:'. 

ახლა დავამტკიცებთ ლებეგის ანალოგიურ თეორემას როგორც ნამდვილი ისე კომპლექ– 

სური ფორმის ტრიგონომეტრიული მწკრივისთვის უკვე პერიოდზე ჯამებადი ფუნქციისთვის, 

თუნდაც ეს მწკრივი განშლადი იყოს ყველგან! პერიოდზე ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს 

ყველგან განშლადი მწკრივის არსებობა დაამტკიცა კოლმოგოროვმა. 

4.15..! ფურიეს ნამდვილი ფორმის მწკრივის წევრობრივი ინტეგრება 

თეორემა 4.15.1 (ლებეგი (1%:2წ.), (24, გვ. 1C1I, (8, გვ. 122), (13, გვ. 142)). ვთქვათ, / 

არის 2ჯ» პერიოდული და (0, 2» | მონაკვეთზე ჯამებადი ნებისმიერი ფუნქცია. განვიხილოთ 

# ფუნქციის შესაბამისი ფურიეს ნამდვილი ფორმის მწკრივი 

“2—0 + 2(@„ C052 + ხ, 5იოჯ), (4.15.1) 
7=1
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რომელიც შესაძლებელია განშლადიც კი იყოს ყველა ჯ C (0, 2»|) წერტილზე! მაშინ, (4.15.1) 

დამოკიდებულების მარჯვენა მხარის წევრობრივი ინტეგრებით ნებისმიერ (ი, ს| C |0, 2 

სეგმენტზე მიიღება კრებადი რიცხვითი მწკრივი, რომლის ჯამია ინტეგრალი Iთ, ხ) სეგმენ– 

ტზე (4.15.1)–ის მარცხენა მხარიდან: 

ხ ს = ხ ხ 

/](I) ძ = %9/ ძა + 2 ((1·„·/C0571:I: ძა + ხ„/ჭ"·]ო·უ ძ”·,) (4.15.2) 

ი ძ ო=L ი ი 

ამასთან ერთად, თუკი ინტეგრებას მოვახდენთ |0, ::| C - |0, 2») ცვლადსაზღვრიან სეგმენ– 
ტზე, მაშინ წევრობრივი ინტეგრებით მიღებული მწკრივი თანაბრად კრებადია I0, % სეგ– 

მენტზე და მას აქვს სახე 

/ #0) ძ.+ 2 (ი„ / C05 / ძ, + ხ, / §ი M,(#), (4.15.3) 
ო= 0 9 

ანუ, რაც იგივეა, 

/ =- ლ1 
/1(1)“=§:1შ+“—20·”+2;;(“”8|“”1—ს C0572:), (4.15.4) 
0 ?1= 71= 

სადაც 
ი% ს 1 2ჯ 

თ- = : 4.15.5 2:1 L 5; /]·(1:)(7[ ჯ) ძ-. ( ) 

ი- 0 

და მ ტკიცე ბა. განვიხილოთ აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია 

ჯ 

”თ) = / I/I0 – 7 (4.156) 
0 

სადაც 
2ჯ 2ჯ 

% = + / /6)ძ, 6 = 1 / /(6)695ი2ძ-, 
0 0 

7 

ხ = ჭ/·წ(უ) 5I” ოდ ძე. 

0
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ცხადია, რომ ” (0) = 0, ხოლო 

2ჯ 

L(C2») = / [/(L)—%] ძ 
0 

2ჯ 2ჯ 

=/]·(]··)(IL–%0/([!=7[ცი—929··2”=7ოი–”იი=0, 

0 0 

ე.ი. MC0) = #V(2») = 0. |0, 2») სეგმენტის გარეთ #” ფუნქცია გავაგრძელოთ 2» პერიო– 

დით: #(> + 2ჯ») = LL>;). 

ამრიგად, (4.15.6) ტოლობით მოცემული ფუნქცია არის 2» პერიოდული და აბსოლუტუ– 

რად უწყვეტი ყოველ სეგმენტზე (– 5, +9C)-დან. 
ჟორდანის თეორემის თანახმად (იხ. თავი4, პარაგრაფი 4.12, თეორემა4.12.2), (4.15.6) 

ტოლობით განსაზღვრული ჯ” ფუნქცია გაიშლება (0, 2»1–ზე თანაბრად კრებად 

( თ) 

”დ) = 140+ 9 )(4605>+ მ,ყიით) (4.157) 
”=1 

ფურიეს მწკრივად, სადაც 

2ჯ 2» 

4ი = ჭ/[·*(”ნ) ძი, #ა»ა= ჭ/?(ე·) C05 > ძ2:, 

ი 0 (4.15.8) 
2ჯ 

8. = ჭ/[···(:·) 5Iჩო27 ძა, 

0 

ნაწილობითი ინტეგრების მეთოდით ,4,, და 8, (» = 1,2, ...) კოეფიციენტები გამოისა– 

ხება ი, და ხ, კოეფიციენტებით შემდეგნაირად, რადგან არაინტეგრალური წევრები ნულის 
ტოლია, 

2ჯ 2ჯ» 

4ი = 1/1···(··:)C03"1·11I=·—–1— # (თ) 510 712; ძე; = —ხ—" 
ჯ ი ' ი. 

0 0 

2ჯ 2ჯ 
1 ' 

8, = –/I···(I) 5Iიოდ ძ = –L/](I)60="IქI =29%, 
(- 0 

0 

7
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4„ და 8, კოეფიციენტების ეს ნაპოვნი მნიშვნელობები ჩავსვათ (4.15.7) ტოლობაში და 

გავითვალისწინოთ (4.15.6) ტოლობა, მივიღებთ 

/](/ ) ძ = = /40 §+-99ე4 2 (იე 5ი იე; – ხ,, C0511დ). (4.15.9) 

9 

თუ (4.15.9) ტოლობაში ჩავსვამთ კერძო ;; = 0 მნიშვნელობას, მივიღებთ 

C 

_ 1 ხ, 
0 = 5 4 – 7 · 

2ს=1 

ანუ 
C 

პი- 1 /5 

1:=1 

ამის გამო 

–ხ _ / ხ ' = 90 4029% M ჯ-ბ /](1)(”— წ 1:+2 – 2—:( §Iი» = C057?,·1:) 

9520 

=“?01+2(—,;1 5M"I–%C0577·I+%) 

M ჯ7 ჯ 

= %/ (M+2 (ი.„/თ*#ჯჯყ+ს„_/5ო"ჯქ!,), 

0 0 0 
7ჯ1=1 

ე.ი. (4.15.3) ტოლობა მართებულია და იგი შესრულებულია თანაბრად (0, 2»I–ზე. 

გარდა ამისა, 
ხ ხ ი 

/ X(I) ძ = / X(C9) V – / X 0V 
( 0 0 

ტოლობის გამოყენებით (4.15.9)–დან მივიღებთ (გამოკლებისას 1 ,4ე გაქრება) 

' ხ 
ძი ხ = თ 5Iი თე: – ხ, C05 თ. 

/](I)(II=–2—I|“+2 

ძ ჯ=1 
L 

თ 

რაც ნიშნავს (4.15.2) ტოლობას.
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ახლა დავამტკიცოთ (4.15.5) ტოლობა. ამ მიზნით ვისარგებლოთ (4.15.6) ტოლობით და 

40ი კოეფიციენტის გამოსათვლელი (4.15.8) ტოლობით. გვაქვს 

2ჯ ჯ 

#40 = 71·”(:·:) ძ = / (/ [/(1) – %0] (I[) Vჩ 

0 ი. 0 

= ?[(0/1·]·0) ([I·) ძე; – “?ი 2[(0/· (I[) ძ–ა. (4.15.10) 

დირიხლეს ფორმულაში (იხ. (3, გვ. 330), (50, გვ. 158|) 

0/(0/90(17. ) ([:!/) ძ = 0/ (ჯ/ყჟ(თ·,?/) ქ:,;) ძ 

თუ ავიღებთ ი = 9 და (2(თ, ყ)) = /(V), მაშინ მივიღებთ 
2» ჯ 9ი 9 

(/(!/(ჯ)ქჯ)ქ1=ი/(/](6
)ძ1)41 

2ჯ 2» ი» ი 

=0/(/([)/ქI) ([L=0/(/([)[1·]?”) ქჭ:ი//ო(%—[)([[. (4.15.11) 

გარდა ამისა, 
2ჯ დჯ 2ჯ 2ჯ 

/(/ ძ!) ძ::/([[]წ) ქI=/1 ძ1·——:|:2| = 9ჯ?, (4.15.12) 

0 0 0 0 

ახლა (4.15.10), (4.15.11) და (4.15.12) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

0 1 / აე ა 00 1. უ? —–=2—·/.|·(ჩ)(2·”—ჯ 2 

0 

2ჯ 

=§1—/ (L)(27[–!)(1L—–—·II=—//(L)(27I—! ძბ———//ოქ! 
0 

2» 
1 1 =5;//(!)(27[—ჯ—7|·)(1ჯ=ჭ/ჯ(ჯ)(„_ჯ)ქჯ_ 

ი 9
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მაშასადამე, 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შედეგი 4.15.2. ყოველი / C #I0, 21 ფუნქციის ფურიეს ხ, კოეფიციენტებისგან შედ– 
გენილი 

ი 

ჯა (415.13) 
?ბ 

1L=1 

მწკრივი კრებადია და ადგილი აქვს (4.15.5) ტოლობას. 

შედეგი 4.15.3. ლებეგის 4.15.1 თეორემიდან (4.15.3) ტოლობა შეიძლება ჩამოყალიბ– 

დეს ასე: |0. 271|–ზე ჯამებადი / ფუნქციისთვის, თანაბრად I0, 2»1–ზე სრულდება შემდეგი 

ორი ურთიერთეკვივალენტური ტოლობა 

Iი /ვ„(];ჯ)ძჯ=//(ჯ)ძჯ (4.15.14) 

7·L—M,C0 0 

და 

Iთ / (5,(/;%) – /(0)| ძ( = 0. (4.15.14) 

"—"”ი 

სადაც 
L 

5.(/:0 = “2—0 + 2((„·· C05 #L + ხ,. 5(0#L). 
#=1 

შედეგი 4.15.4. თეორემა 4.15.1 საშუალებას იძლევა ვიპოვოთ ჯამებადი / ფუნქცია, 

თუ ცნობილია / –ის ფურიეს კოეფიციენტები ანუ, რაც იგივეა, ცნობილია / ფუნქციის 5((/ 

ფურიეს მწკრივი. მართლაც, უნდა დაიწეროს (4.15.1) დამოკიდებულება, ვიპოვოთ (4.15.3) 

ტოლობის მარჯვენა მხარის ჯამი და ამის შემდეგ გავაწარმოოთ ეს ჯამი. (4.15.3) ტოლო– 

ბის მარცხენა მხარის თანახმად, თითქმის ყველა ჯ C |0, 2ჯ) მნიშვნელობისთვის, ვიპოვით 

(/ (2) – 4 00)–ს. ამგვარად მიღებულ შედეგს დავამატოთ + «ი და გვეცოდინება / (=) თით– 
ქმის ყველა ჯ C (0, 2»| მნიშვნელობისთვის.
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შენიშვნა 4.15.5. (4.15.13) მწკრივის კრებადობა საშუალებას გვაძლევს მივუთითოთ 

არაფურიეს მწკრივი, რომლისთვისაც განშლადია (4.15.13) მწკრივი. 

მაგალითად, ფატუმ მიუთითა ყველგან კრებადი ჭ 5Iი I(> / III ტრიგონომეტრიული 

მწკრივი (იხ. პარაჭ:რაფი 4.17, შედეგი 4.17.4), რომეჰ·?—ი?ჭ არ არის ფურიეს მწკრივი იმ მი– 

ზეზის გამო, რომ 5. 1/L 10 # მწკრივი განშლადია” და, მაშასადამე, არ სრულდება აუცი– 
7:=2 2 

ლებელი (4.15.13) პირობა. 

ამასთან ერთად, (4.15.13) კრებადი მწკრივის გვერდით, ჭ ი/ მწკრივი შეიძლება 
7=1 

განშლადი იყოს. მართლაც, 5 , C05 #; / Iრო I; მწკრივი კრებადია ყველგან, გარდა ე; = 27 

წერტილებისა და ეს მწკრივ?)—წ"არმოადგენს არაუარყოფითი ფუნქციის ფურიეს მწკრივს 

(იხ. (8, გვ. 100, 102|), თუმც 

1 

იწითი 
ხაჭაა 
# ა

3
 

ს 
)8 

?%: 

მწკრივი განშლადია. 

შენიშვნა 4.15.6. განსხვავება § თი / და ჭ ხე /» მწკრივებს შორის მათი კრებადო– 
1 1 

ბის თვალსაზრისით ქრება, თუ ი, და ხ, წარმოადგენს #X7, » > 1, კლასის ფუნქციის ფურიეს 

კოეფიციენტებს: მაშინ ორივე ეს მწკრივი კრებადია (8, გვ. 216. 

შენიშვნა 4.,15.7. (4.15.4) ტოლობის მარჯვენა მხარე არ წარმოადგენს მისი მარცხენა 

მხარის გაშლას ფურიეს მწკრივად, რადგან მარჯვენა მხარეში დგას არაპერიოდული 499 ჯ 

ფუნქცია! თუკი (4.15.4) ტოლობის ორივე მხარეს დავაკლებთ 9 »-ს, მაშინ ასე მიღებული 

ტოლობის მარჯვენა მხარე იქნება მისი (]L #(() ძჯ – % ჯ) მარცხენა მხარის ფურიეს მწკრი– 

ვი· 9 

5რადგან =#> ფუნქცია კლებადია, ამიტომ 

ი”+1 

1 ძ 
–– > –-. 
თი»ი ჯიიჯ 

ი 

აქედან 

M M 

1 ძ>» 
_ 1ოI –იი2-) -) 2 "|M>/ > იი M – იIი? -+ % როცა V -> 00. 

2 
ჯი: 

ი=2
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შენიშვნა 4.15.8, (4.15.5) ტოლობის აქ მოყვანილი დამტკიცება განსხვავდება ცნობი– 

ლი დამტკიცებებისგან (იხ. (24, გვ. 120), |8, გვ. 217), (33, გვ. 276), (51, გვ. 53)). 

შენიშვნა 4.15.9. (4.15.14“) ტოლობასთან დაკავშირებით უნდა ითქვას: არსებობს 

I0,2>I–ზე ჯამებადი ისეთი ჯ> ფუნქცია, რომლის შეუღლებული C ფუნქციაც ჯამებადია 

(0, 2»I-ზე, მაგრამ ] II2(=) – 5ი (; 2:)| ი» და ] IC(ჯ) – 5» (; 2) | ძ2; სიდიდეებიდან არც 

ერთი არ ისწრაფვის ნულისკენ, როცა » –» % [8, გვ. 602|. 

4152 ფურიეს ექსპონენტური მწკრივის წევრობრივი ინტეგრება 

თეორემა 4.15.10 (ლებეგი (1902წ-)). 2» პერიოდული და (0, 2») სეგმენტზე ჯამებადი 

ნებისმიერი / ფუნქციის ფურიეს ექსპონენტური მწკრივის 

ჩ-თ+ 2, თი (4.15.15) 

წევრობრივი ინტეგრება ყოველ |0, >| C |0.2») სეგმენტზე მართლზომიერია, თუნდაც 

(4.15.15) მწკრივი განშლადი იყოს ყველა წერტილზე და ინტეგრების შედეგია ტოლობა 

C ” ჯ თ 00 – 1 2 ს /](?) ძ -1 2 ო (4.15.16) 

IოI21 IროI>1 

რომლის შემადგენელი მარცხენა მწკრივი თანაბრად კრებადია (0, 2»| სეგმენტზე და თ, კო– 

ეფიციენტებს გააჩნია თვისება 

2 
(ჩV) სოუ (415.17) 

Iჯ1 « ი=I " 
2ჯ 

1 _ ,1 _ 4151 = 22"/#)(" (1 ძL. (4.15.18) 
0 

დამტკიცება. განვიხილოთ ფუნქცია 

ჩ(დ) = / (I(0 - თIVI, 
0
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რომლისთვისაც ” (0) = 0 და 

2ჯ 2ჯ» 

I···(27|·)=/·|·(!)(I[—(:0/ძ!·=27|·Cი–27I·(·0–·0· 

0 9 

რადგან (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.2, ტოლობა (2.2.5)) 

2ჯ 

C0 = 21"_/](1:) ძ2. 

0 

(0, 2»|–ს გარეთ L გავაგრძელოთ 9» პერიოდულად: 

X#(დ + 2X») = MLCV). 

ამრიგად, 2» პერიოდული ჯ” ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია, კერძოდ, სასრული ვა– 

რიაციის მქონეა ყოველ სეგმენტზე (<–%. +C%)–დან. ამიტომ /' ფუნქციის 

L ––ძი + 2 ძდ 

Iი|21 

ფურიეს ექსპონენტური მწკრივი თანაბრად კრებადია (0, 2»|-ზე, ჟორდანის 4.12.2 თეორე– 

მის თანახმად. ამრიგად, თანაბრად (0, 2»1-ზე ადგილი აქვს ტოლობას 

ჯ(>) =ძი+ 2 ძეტლ , 

II>1 

სადაც 
2» 2ჯ 

ძი = ჭ / LV) ,, ძ = ჭ / ჩ()დ- ძ II >1. 
0 · 0 

ნაწილობითი ინტეგრებით მივიღებთ 

1 
ძ·" =<–Cთ, |?·|”| 2 1· 8ი 

ამიტომ თანაბრად (0, 9»| სეგმენტზე სრულდება ტოლობა 

1 ' 
#(C) =ძი+ 2 ი 06 , 

IიI>1
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აქ, კერძო ე; = 0 მნიშვნელობის ჩასმით მივიღებთ 

. 1 
ძი =1 2., -თ (4.15.19) 

III>1 

და, მაშასადამე, თანაბრად (0, 2»|) სეგმენტზე გვაქვს ტოლობა 

M C/- X(>) = ჯ|ჯ1 ი( - თ-) (4.15.20) 

(4.15.19) მწკრივის კრებადობის გამო, (4.15.20) ტოლობა შეიძლება ასე ჩაიწეროს 

წფ=:5ეთ- აე თიი, 
IიI>1 I2.I>1 

ანუ 
ჯ 

“ ოუ2=71% 2 -;% თგო I-· . ..- 
IიI>) III>1 0 

რაც ეკვივალენტურია (4.15.16) ტოლობის. 

ახლა დავამტკიცოთ (4.15.17) ტოლობა. ამ მიზნით უნდა განვიხილოთ სიმეტრიული კერ– 

ძო ჯამები 
--1 M M M 

ასაე ააა აო-ააოი. ხააულლლთ 
1<|ი|<M ი=- M 7)=1 –=1 1=>1 ი=1 

მაგრამ C, – C-, = –1ხ, და ხ, = 7(ძ, – C-) (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.4, ტოლობები 

(1.4.6)), ამიტომ 

ზ
 

M 

2 ა2 ს 
15|"I(ჩ 

რაც იწვევს (4.15.17)–ს, ხოლო (4.15.18) ტოლობა გამომდინარეობს (4.15.5)–დან. 

გარდა ამისა, (4.15.17 ) და (4.15.19) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

ძი = ხ—"· 
»=1 

პარაგრაფ 4.15–ის (4.15.5) ტოლობის გამოყენებით ვღებულობთ 

2» 

1 
ძი = 5;/](1:)(7!· – 2;) ძე;. 

0 

თეორემა დამტკიცებულია. LI
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4.15.3 ლებეგის 4.15.1 და 4.15.10 თეორემების შებრუნების შესახებ 

ბუნებრივია განვიხილოთ ლებეგის აღნიშნული თეორემების შებრუნების შესაძლებლობა, 

ანუ რაც იგივეა, გავარკვიოთ რამდენად არსებითადაა დაკავშირებული ტრიგონომეტრიუ– 

ლი მწკრივის წევრობრივიი ინტეგრების მართლზომიერება იმასთან, რომ აღებული ტრი– 

გონომეტრიული მწკრივი უნდა იყოს ფურიეს მწკრივი? ეს საკითხი განვიხილოთ ნამდვილი 

ფორმის ტრიგონომეტრიული მწკრივისთვის. 

თეორემა 4.15.11. რაიმე 

“?0 + 2(".„ C0591 + ხე 5107 2) (4.15.21) 
ი=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი რომ იყოს ფურიეს მწკრივი 2ჯ პერიოდული და (0, 2»| სეგ– 

მენტზე ჯამებადი რომელიმე /(7-) ფუნქციისთვის, აუცილებელი და საკმარისია (4.15.21) 
მწკრივის (0, »-) C |0, 2») სეგმენტზე წევრობრივი ინტეგრებით მიღებული 

29239 1 (V 9იით - ხ, C05 ით (4.15.22) 
2 

7=1 

მწკრივი იყოს (0, 2»| სეგმენტზე თანაბრად კრებადი [ #C,) # – 2 ხ« ფუნქციისკენ. 
1ს=1 

დამტკიცება. 

აუცილებლობაარის ლებეგის თეორემა 4.15.1. 

საკმარისობა.(4.15.22) მწკრივის თანაბრად კრებადობა (0, 2») სეგმენტზე ]·I #MC) « – 

2 ფუნქციისკენ იწვევს იმას, რომ (4.15.22) მწკრივი წარმოადგენს ·[ #(I) ი, – § ი 
ი<=1 

ფუნქციის ფურიეს მწკრივს, ანუ 

/ _ ხ ლ1 _ /·/(1,) ძ! – 21 3ი % ჯ+ X; = (ი ზითდ - ხე 605თი). (4.15.23) 
0 = M= 

რადგან (4.15.23) დამოკიდებულების მარცხენა მხარე წარმოადგენს აბსოლუტურად უწ– 
ყვეტ ფუნქციას, ამიტომ ამ დამოკიდებულების წევრობრივი გაწარმოება მართლზომიერია
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და შედეგში შენარჩუნებული იქნება -, სიმბოლო (იხ. თავი 3, პარაგრაფი 3.12, წინადადე– 

ბა 3.12.4), ანუ 
CC 

#- % + 2(@„ 605ო ჯ + ხე 51ი ოჯ). (4.15.24) 

2?L=1 

თეორემა დამტკიცებულია. I9 

416 აბელის გარდაქმნა. აბელის ლემა და თეორემები 

აბელის გარდაქმნას, ლემას და თეორემებს მრავალმხრივი გამოყენება აქვთ ფუნქციათა 

თეორიაში, კერძოდ, ფურიეს მწკრივებში. რიმან–ლებეგის თეორემით (იხ. თავი 3, პარაგ– 

რაფი 3.9), ფურიეს მწკრივის კოეფიციენტები კრებადია ნულისკენ. აქ დავადგენთ ისეთი 

ტრიგონომეტრიული მწკრივის არსებობას, რომელიც კრებადია ყველგან და მისი კოეფი– 

ციენტები ისწრაფვის ნულისკენ, მაგრამ ის არ არის ფურიეს მწკრივი! 

აბელის გარდაქმნა 4.16.1. ვთქვათ, გვაქვს ნამდვილ ან კომლექსურ რიცხვთა ორი 

თI.0იი.... და ს1,ხე,... სისტემა. შემოვიღოთ ჯამები 

8.=ხ)+ხ2+---+ს,. 

მაშინ ყოველი ი. > 1 და». > 7ი + 1 რიცხვებისთვის ადგილი აქვს ტოლობას 

ი ”1 

2 0ჯხ, = 2(“·/·· – 0L+1)8: + 0ძიზი - ით8ი-.1, (4161) 

#=»1 L–თი 

რომელსაც ეწოდება აბელის გარდაქმნა. ამასთან, ,8ე = 0, როცა » = 1. 

დამტკიცება(ინდუქციის მეთოდით). » = 7L+1 კერძო შემთხვევაში (4.16.1) ტოლობის 

მარცხენა მხარეა ი,,ხ,, + 0,+1ნ0თ+1, ხოლო მისი მარჯვენა მხარე კი 

(ია» – 0ას+1)3ი L 0ი-+15.+1) – 0ო33 ი-1 

= თი მ3 - Cი+173ი + 6თ+18ი+1 – თი ი -1 

= 0”1(8”1 _ ვ”!–1) + 0””[+1(ვო+1 = ვ”!) = 0ცხთ + 0თ+Iხთ+1.
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მაშასადამე, ამ შემთხვევაში (4.16.1) ტოლობა მართებულია. დავუშვათ (4.16.1) ტოლო– 

ბის მართებულობა რაიმე თ- > »1 + 2–თვის და ვაჩვენოთ მისი სისწორე ი L 1 მნიშვნელო– 

ბისთვის. ამ მიზნით, ცხადი 

ი+! ) 

2 თ,ხჯ = 2 თ,ხ, + თი+)ხ»+I 
L=7 L=ი 

ტოლღბის მარჯვენა ჯამისთვის გამოვიყენოთ (4.16.1) ტოლობა, გვექნება 

+LI ი-I 

2 ძ,ხ, = 2(“·1·· – რL+I) 8 + ია8, – 0ეი8,ი-I + რი+Iხი+I- (4162) 

სჯ=ი»ი M=7?/ს 

თუ (4.16.1) ტოლობა მართებულია (» + 1)–თვის, მაშინ 

ი+I ” 

2 0,ხ, = 2(“* – 0-+I)8C + ი,+I9»+) – 0 8ი-I. (4163) 

1.=7 M=ის 

ახლა შევამოწმოთ (4.16.2) და (4.16.3) ტოლობების მარჯვენა მხარეების ტოლობა. ამის– 

თვის საჭიროა შესრულდეს 

ძიმა - ით ს -1I + იი+1ხი+1 = (ე," _ “"+1)|3" +ი0ი+13ი+1 - თჰმო -1 

ტოლობა, ანუ უნდა შესრულდეს 

0,,8,, + იი+Iხი+I = 0ც8ვი – ი,+18ა + რა+115,+1 

და, მაშასადამე, 

ძა+Iხი+I = 6ი+1(8ი+) – ,8ი) 

ტოლობაც, რაც ასეა. C= 

შედეგი 4.16.2. თუ (4.16.1)-ში ავიღებთ თჯ = 1 და გავითვალისწინებთ 8ე = 0 ტო– 

ლობას, გვექნება 
( »-1 

2 თ,ხ = 2(0·1·· – 0იLLI)8L+იი„"ზიე, თ = 2,3,.... (4164) 

#=1 XM=1



148 თავიIV ფურიეს მწკრივთა კრებადობის საკითხები 

ლემა 4.16.3 (აბელი). თუ |I#3,.| < C(; = 1,9,...) და 

ი >02>·..0ი”>90, 

მაშინ 

(2 თ < 2თი:. (4165) 
#L=1 

დამტკიცება. (4.16.4) ტოლობის მარჯვენა წევრებისთვის გვაქვს 

ი-1 #-1 

I 2(“;·· – ი·|··.+1)ნ|.·| < 62(% – 0+1) 
#=1 L=1 

= C[((LI – ძი) + (მ0ი – ივ) +:.- + (ია-1 – (1„)] = C(C) – ი| < 00| 

და |ი„,9,„| < იიგ < 00|. ამით (4.16.5) დამტკიცებულია. ( 

თეორემა 4.16.4 (აბელი). თუ | 8L) < C(L = 1,2,...), 

ძუ >02>-...>0ა>08+41 >' (4.16.6) 

და 

Iო ი, = 0, (4.16.7) 

მაშინ 

პ თი. (4.16.8) 
XM=1 

მწკრივი კრებადია და 

I 2 ე.ჯ·ხ,:I < 400I. (4169) 

L=I 

დამტკიცება. (4.16.5) უტოლობის მტკიცების მეთოდით მივიღებთ, რომ ყოველი » და 

ძ > ჯ რიცხვებისთვის მართებულია უტოლობა 

| ჭ „„ხ„| < 29თ0», (4.16.10) 
#=ი
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სადაც 

ი| = 5Vნ |ხე+.·.-+ სა| = 5სჩ |(ხ| + · -- + ხა) – (M) + --· + ხა–1)| 
»<55<0 

= 5“9||·35 = მ”]I—1| < 5"9[|ცა·| + |81)·-I|] = 5“I:1||35| + ||3|) II < 20. 

ამიტომ, (4.16.10) უტოლობის ძალით, 

I ჭ (·,·.ო·| < 4იი/. (4.16.11) 
L=) 

თუ (4.16.11)–ში ავიღებთ » = L და ჟ = იი, მაშინ მივიღებთ (4.16.9)-ს. 

შემდეგ, (4.16.7)–დან გამომდინარეობს, რომ ყოველი § > 0 რიცხვისთვის არსებობს 

M(§) ისეთი, რომ ი < §/4C, როცა » > M. ამის გათვალისწინებით, (4.16.11)–დან ვღებუ– 

ლობთ, რომ ყოველი » > IV და ი > ჯ რიცხვებისთვის 
წ) 

1 2“|:II|·=I < 6, როცა 2–2> MV და ი >ჯ. (41612) 

M=ჯ# 

მწკრივის კრებადობის კოშის კრიტერიუმის თანახმად, (4.16.12)-დან გამომდინარეობს 

(4.16.8) მწკრივის კრებადობა. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თ ეორემა 4.16.5 (აბელის განზოგადებული თეორემა). თუ ||—C" თ, = 0, (8,) მიმ– 

დევრობა შემოსაზღვრულია და ჭ Iი, – იჯLLI| მწკრივი კრებადია, მაშინ 
L=1 

C 

პ ,იი (4.16.13) 
=1 

მწკრივი კრებადია. 

დამტკიცება.გვაქვს 
ი+ი ი+» 

2 ი,ხ = 2: C.5 – 8--1) 
ს=ი+1 ს=ი-+-1 

ი+» ი+ჯი »+ჯ 1+ი-1 

= 2 08 – 2 08 1 = 2 085 – 2 ი:+1. 
I=7L-+1 M=»ი +1 M=1141 ჯ=»# 

1+ი0+-1 

= 0–"+95"+9 – რიი+188 + 5 (ი – თL+1)8,.. 

ს=ი+1
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აქედან 

ი+» ი+»–-1 

I 2 “I··I”L··I < |ი+ · |,3+ი| + |6+II| · | 8» | + 2 (8L · |ის – თხ+1I. (4.16.14) 
L-=ჯ%-I1 #=ი+1 

ახლა, ვთქვათ, | 8,| < L (7 = 1,2, ... ) და6 > 0ნებისმიერად მცირეა, მაშინ არსებობს 

M(§) ნატურალური რიცხვი ისეთი, რომ 

7?+/--1 _ 

და 2 |რ – 0LL1| < 3—27 როცა » > M დაჯ > 1 ნებისმიერია, 

I:=1+1 

ამიტომ (4.16.14)–დან გამომდინარეობს 

?.+ჯ) 

I 2 01··1)1··| < C, 

#==IL+1 

(1 
Iიი| < 7 

ე.ი. (4.16.13) მწკრივი კრებადია. თეორემა დამტკიცებულია. L) 

აბელის განზოგადებულ თეორემას ზოგჯერ აყალიბებენ სხვა ფორმითაც, რისთვისაც 

დაგვჭირდება შემდეგი 
განსაზღვრა 4.16.6. (ი,) მიმდევრობას ეწოდება შემოსაზღვრული ცვლილების5, 

თუ 
(C ი) 

2,ი - C>)I < +C. (4.16.15) 
#:=1 

ახლა, აბელის განზოგადებული თეორემა ასე ჩამოყალიბდება. 

თეორემა 4.16.7 (აბელის განზოგადებული თეორემა”). თუ ნულისკენ კრებადი (ი„) 
მიმდევრობა შემოსაზღვრული ცვლილებებისაა და (,8,) მიმდევრობა კი შემოსაზღვრულია, 

6(4.16.15)-დან გამომდინარეობს 

(01 – 02) + (ძ2 – ძვ) + (ივ – თკ)+-·- = 0 – Iთ ძი 

მწკრივის კრებადობა. 
7თეორემა 4.16.5 არის 4.16.4 თეორემის განზოგადება რადგან, როცა (თ,,) მიმდევრობას აქვს (4.16.6) თვისება, 

მაშინ 

C - 

ნეIიი - 0.-+)|= 2 ,(6, -- 0,41) 
#=1 #=1 

=(“1–0–··)+((12—(L:,)+((L;|—(L·|)+···=(LI—"|1[“თ0"=!11—0=(11 

მწკრივი კრებადია, რაც წინა სქოლიოს კერძო შემთხვევაა.
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მაშინ - 

2 ძყხ,. 

IL=1 

მწკრივი კრებადია. 

აბელის 4.16.4 თეორემის დამტკიცებისას მიღებული (4.16.11) და (4.16.12) უტოლობების 

საფუძველზე მიიღება აბელის ამავე თეორემის გავრცელება ფუნქციურ მწკრივებზე. 

თეორემა 4.16.8 (აბელის თეორემა ფუნქციური მწკრივისთვის). ვთქვათ, |,8,(»)| < 

MI, როცა ჯ C Iთ, 8| და» = 1,2,... . თუ 

თI > C02 > .'' >20გ >20იი+1 >' 

და 

წIოი ძგ = 0I 
ი-–3296 

მაშინ ჭ იჯხჯ(2) ფუნქციური მწკრივი თანაბრად კრებადია (ი, /8| სეგმენტზე და მის § (:;) 
L=1 

ჯამს აქვს თვისება 

|5(=)| < 2MთI, თ < ჯ< ჩ. 

47 ზოგიერთი ტრიგონომეტრიული მწკრივის შესახებ 

ლემა 4.17.1. კრებადობის წერტილი არ გააჩნია 

ჭ+(:051:+ოჭ21:+·+თ§"თ+··· (4.17.1) 

მწკრივს და მხოლოდ » = X (# = 0, +1, +2,.... ) წერტილებზეა კრებადი მწკრივი 

§1ჩდ + 5ი2დ +...+5ითთ. +... (4.V.2) 

დამტკიცება.თუ(4.17.1) მწკრივი კრებადი იქნება რომელიმე ჯე წერტილზე, მაშინ 

მისი ზოგადი წევრი C05 ჯი –> 0, როცა ჯ –ს ი0. მაშინ 

§II> თი = 1 – 6052 დჯე -+ 1, როცა თ -3 ი0. 

მეორეს მხრივ, 
; 1 

§IრM2 ჯდე = ჭ–(] – C05271:0) –> წი
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მივიღეთ წინააღმდეგობა. 

თუ (4.17.2) მწკრივი კრებადია რაიმე ჯე წერტილზე, მაშინ 5Iი ჯი –» 0, როცა » –» C. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

5IM(ი + 1)ჯ0 –+ 0 და 5I – 1)დი – 0. 

მაშასადამე, 

5Iი + 1)>0 – 5IM(ი – 1)>0 > 0, როცა » -+ %. 

მაგრამ 

5IIX I + 1)ჯ0 – 5IIX0I; – 1)ე:ც = 2:5III ჯე C057120, 

ე.ი. 

5I02:0 C057X0 -+ 0, როცა » –» ი. 

(4.17.1) მწკრივის შესახებ მიღებული ინფორმაციით, C05 ი: არ ისწრაფვის ნულისკენ, რო– 

ცა თ –+ იი. მაშასადამე, 5I% :0 = 0 და 2:0 = M#. 

ლემა 4.17.2. მწკრივების 

C05ე; + C0597 + 6053ჯ; + ..- , 

5Iი დ + 5112დ + 5ივდ + ..· 

#ი(თ) = 3, 605Iჯ და ,3,(») = % ' 5Iი/:ჯ კერძო ჯამებს აქვს თვისება 
LM=1 #L=I 

1 
|4»(2)| < M· როცა ჯ » 9IV, 

1 
I8„(2)| < =–––––. ნებისმიერი ე;–თვის (– იC, -+Cდ)–დან, |5I0 8| 

დამტკიცება. ცხადია, რომ „4,,(::) და 8,,(ჯ) წარმოადგენს 

2 II __ აI(0+1)» 

აჯჯ–„–„ ––ო 
X=1 

ჯამის ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს. ამიტომ 

I#ი(2)| < |თ(=)| და |8»(2)| < |Iთ(თ)|, როცა C- #1 

LI 

(4.17.3) 
(4.17.4) 

(4.17.5) 

(4.17.6)
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ანუ, როცა ჯ # 2I:X (L = 0,+1, +29, ...). გვაქვს 

2 2 
< == - 

Iთ(2)I < 1- იი |(1 – C05ჯ7) +15'იჯ| 
_ 2 _ 2 
I259ი2 § +495I0 5 C058) |25M05||5I0 § + 1605 § 

1 1 

L | 908 (5Iი? § + C052 #)1/2 _ |5იჯ|) 
X» « 2. 

ამით (4.17.5) და (4.17.C) უტოლობები დამტკიცებულია, როცა ჯ # 2#7. 

თუკი > = 9I, მაშინ 8,,(2/:») = 0 და (4.17.6)–ის მარჯვენა მხარე იქნება +იი, ე.ი. 

(4.17.6) მართებულია ყველა ჯ–თვის. L) 

ლემა 4.17.3. თუ 

თ >CთC>ძ03>-->წ>-- და IIო ძ =0. (4.7.7) 

მაშინ 

2 ძი 605 დე; კრებადია ე; X 2/:;ჯ მნიშვნელობებისთვის 
7=1 

და 

Cლ 

2-,9.9ი» კრებადია ყველა დ C (–6, +00)-თვის, 
Iს=1 

დამტკიცება. შეგვიძლია გამოვიყენოთ აბელის 4.16.4 თეორემა 4.16 პარაგრაფიდან, 

რადგან ამ თეორემის (4.16.6) და (4.16.7) პირობები შესრულებულია (4.17.7)–ის ძალით, 

ხოლო | 8,.| < C პირობაც შესრულებულია (4.17.6) უტოლობის სახით, იმის გათვალისწი– 

ნებით, რომ 8,(2/:#) = 0. ლემა დამტკიცებულია. C) 

შედეგი 4.17.4. 

ა 5ი #2 5 ყის» 
2 / და 2 (Iის 

მწკრივები კრებადია ყველა ჯ C (–იC, +00)–თვის, ხოლო 
CC 299 
2 C05 ჯ ა C05 L» 

;3 დ Iი 
L=1 L=9 

მწკრივები კრებადია ყველა ჟ ჯ 2/:ჯ მნიშვნელობისთვის.
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ლემა 4.17.5(I33, გვ.275-276)). ყოველი ჯ C (–C, +C)–თვის და ყველა » = 1,2,... 

მნიშვნელობისთვის ადგილი აქვს უტოლობას 

· იიდ 
|2 I»·"· < 2/X. 
|C=1 

418 ფურიეს მწკრივად გაშლის მაგალითები 

ქვემოთ განხილულ მაგალითებში, ფურიეს შესაბამისი მწკრივის კრებადობას აღებული 

ფუნქციისკენ ადასტურებს ჟორდანის თეორემა (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.12). 

1. მართებულია ტოლობა 

· 2 C052; C053 
I2=%—4(C05I— 2·_,1+?””·—···)· -X<295<57%. 

ამ მიზნით |– ჯ, ჯ| სეგმენტზე განვიხილოთ /(:;) = ე:? ლუწი ფუნქცია. / ფუნქციას, ლუ– 

წობის გამო, შესაბამება კოსინუსების მწკრივი (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.3). « < –» და 

2 > # წერტილებზე / გავაგრძელოთ 2ჯ პერიოდულობის მიხედვით. (–20, +00)-ზე ასე 

განსაზღვრული ფუნქცია 2ჯ პერიოდულია და მისი გრაფიკი მოცემულია თავი 1-ს 1.2 პა– 

რაგრაფში –– ნახაზი 1. 

ჟორდანის თეორემის მიხედვით, 5(/1 მწკრივი კრებადია »2–კენ ყოველ ჯ C (–»,»| 

წერტილზე და პერიოდული გაგრძელებისკენ (–», »I–ს გარეთ (იხ. ნახაზი 1). 

ახლა გამოვთვალოთ /(») = 27 ფუნქციის ი, ფურიეს კოეფიციენტები ( /-ის ლუწობის 
გამო ს = 0,თ = 1,9,...). 

2 2 ყუპე§=” მ2ჯ? 

ა .ი 
0 

ნაწილობითი ინტეგრებით მივიღებთ 

ჯ” 2ჯ» 

2 4 · 
ძგ = “ | ე?605თ207 = – -- ! დ51ითე:ძთ 

ჯ 2717 

0 
ჯ# 

4 4 4 4 
= –-–-|(ე:C05 ეგ - –– | C05”თდძაე = –- C05,X = (–<1)“ --. 

"27·1·[ L თ?ჯ უო?2 (–1) უო? 
0
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2. ადგილი აქვს ტოლობას 

§ჩ 5წი3ვ» 

ვ 
I=2(5I"I– —·.·)· –ჯ <>ჯ<Xჯ. (4.18.1) 

#(2) = დ ფუნქცია კენტია და მისი 2» პერიოდული გაგრძელება გამოსახულია ნახაზ 2-ზე. 

17 

/ 

ჭ
 2 % 

–
-
–
 

- 
- 

–-
– 

–- 
- 

_ 

| ) 
=
<
=
-
-
/
«
–
-
-
 

ლ
 

-
-
-
 

-
 

–-
 

–-
 

- 
X
·
—
_
L
 

გაგრძელებული ფუნქცია წყვეტილია ჯ = (2L+ 1)X (L = 0.+1, +9,... ) წერტილებზე. 

წყვეტის წერტილებზე მარცხნიდან და მარჯვნიდან ზღვრები ერთიმეორეს აბათილებს და 

ფურიეს მწკრივი კრებადია ნულისკენ » = (2# + 1)# წერტილებზე. /–ის კენტობის გამო 

ი =0(»ი =0,1,2,...) და 

ჯჯ 

ხ, = 3/156""1·([1 
ჯ 

0 
ჯ 

2 2 
=-2 |2:C05 თX|გ + 2 /თჭ".··;([; = -“ C05იჯ = = (–1)5+). 

X ი» # » 
0 

შევნიშნოთ, რომ (4.18.1) ტოლობა შეიძლება ასე ჩაიწეროს 

ი0 
5Iჩ »>» 

= C0-9 „<§<». 
L' ა

8
 

»=1 

3.  გვაქვს ტოლობა 

59 ი?2ჯ 5I03ჯ 

ვ 
.·L·=7[—2(=I|·1:C+ + ··), 0<77<7
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ანუ 
# – 2 . §ჩ2,ე 5Iივე; 

= 507 + + _ + ., 0<თ<9. (4.18.2) 
გარეგნულად ეს შემთხვევა ჰგავს მე–2 შემთხვევას, მაგრამ იქ არის (–ჯ. ჯ) ინტერვალი, აქ 

კი – (0, 2»). ეს განსხვავება კარგად ჩანს ნახაზი 2–ის შედარებით ამ შემთხვევის 2ჯ პერი– 

ოდულ გაგრძელებასთან ნახაზ 3–ზე (იხ. თავი 2, 2.1 პარაგრაფის დასასრული). 

“ 
%წ "1 

), 

–
>
–
>
>
”
 

6X X 

ნახ. 3 

2ჯ პერიოდით გაგრძელებულ ფუნქციას წყვეტა აქვს :; = 9X; (# = 0, +1, +2, . .. ) წერ– 
ტილებზე. ამ წერტილებზე ფურიეს მწკრივი კრებადია მარცხნიდან და მარჯვნიდან ზღვრე– 

ბის არითმეტიკული საშუალოსკენ, ე.ი. , მნიშვნელობისკენ. (0, 2ჯ) ინტერვალზე / (ე;:) = ჯ 

ტოლობით განსაზღვრული / ფუნქცია არც კენტია და არც ლუწი. 

ახლა გამოვთვალოთაამ ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები 

2ჯ იი 

1 1 (ჯ“)“? 
“0=—/·1:ძ·1·=—[უ—] = 2X, 

ჯ X L210 
0 

2ჯ 2ჯ 

1 . · 
ძ, = – /·L·C057·|1·(11,·=L [·1:5"17],·?]3" = L/5I"7·I,:L·(II =0 (I”, =1,2,... ), 

ჯ აX »X 
0 0 

2ჯ 2ჯ» ი 

ხგ = 1/23"·]”1:(1;]: = —L [IC08".I]ჰ" + –1–/C057·LI(1I =–--. 
ჯ »I 7 ? 

0 0 

4ჭ. მართებულია ტოლობა 

ქუ? < 6052 _ ითწ (4 18.3) 
2._. 190 = · · ,18. დჯ“ = 3 +4X; 9 4”2] = 0<:1<% 

»= 7#ჯ=
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მაშასადამე, (0, 2#) ინტერვალზე ვიხილავთ / (ჯ) = ჯ2 ფუნქციას. ეს შემთხვევა ჰგავს პირ– 

ველ შემთხვევას, ოღონდ განსხვავებულ ინტერვალზე. ამ ფუნქციის 2ჯ პერიოდულ გაგრძე– 

ლებას (0, 2»)–ს გარეთ აქვს წყვეტა 27/; წერტილებზე (; = 0, +1, +2, . „.). გაგრძელებუ– 
ლი ფუნქციის ფურიეს მწკრივი წყვეტის წერტილებზე კრებადია მარცხნიდან და მარჯვნიდან 

ზღვრების არითმეტიკული საშუალოსკენ ანუ ჯ I(2»)? + 0| = # · 477 = 272 რიცხვისკენ. 
#(2:) არ მიეკუთვნება არც ლუწების და არც კენტების კლასს. ახლა გამოვთვალოთ ფურიეს 

კოეფიციენტები 
2ჯ 

1 1 წევე? 8უ? 
ძთ0 = – 1:2(1·I=—[–] =-–, 

ჯ ჯ L3.10 L) 
0 

2ჯ 2ჯ 

1 2 . 
იგ= - 2C057:0დ = – -- | ჯ5Iი იე: ძ 

ჯ » 
0 0 

2ჯ 

2 Iთ C05 ]?“ 2 / ინაძ 4 = --- |უC605ჯ.| . – X CI» = –>, 
უ2ჯ ბ ჯბ უ? 

0 
2ჯ 2» 

1 · 1 2 2 
ხე = —/I? 5ჩ აჯ ძ = --- [I? C05",I] ე” +-- ო!| 1C605იXVI» 

ჯ თჯX იჯ 
0 0 

2» 

4ჯ 1 · 4X = 5Iი 1)თ. Iდ7 = – -. 
7 

0 
ო?ჯ ” 

ამიტომ 

= ქჯ? +4 ( C% ყი, + 95 2 ჯ5Iიმე: 0007 #5I01X + ) 
==> – 7[ I აახხეაეუადXა:::იუ-–- ... – ... 

ვ M 22 2 ა? თ 

4ჯ?2 = „ი05ი- #L5იოდა 42 < 6052 = §1 იუ 
=– 44 ( - —) =– 44 = 

ვ + 21 ა2 ი ვ 2; 72 X; ი. ' 
7ხ%= Iს= ;ს= 

როცა 0 < ჯ < 7%. 
ეს შემთხვევა გრაფიკულად გამოსახულია ნახაზ 4-ზე. 

5. ადგილი აქვს ტოლობას 

» 4 C053 C055 
|I|=5—7—|_(C051·+—32—·+?—+···)· -» <2<%. (4.18.4)
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-
-
-
 - 

= 

–
-
–
-
 

ი
 

-
-
 

–-
 

- 
ი-

 
-
-
 

კ–
- 

-
>
 

| ' 

1 II 

? ? 
' ' | 

| ' II/ 

ი 2 4: 6 8 10 12X X 

ნახ. 4 

I–-#. X| სეგმენტზე განსაზღვრული / (») = |=| ფუნქცია ლუწია. ეს ფუნქცია თავის 2» პერი– 
ოდულ გაგრძელებასთან ერთად გრაფიკულად გამოსახულია ნახაზ 5–ზე. რადგან |>| = , 

)I 

C
-
-
-
 -
 

როცა ჯ > 0, ამიტომ 

L 

2 
ცი=ჯ/1··ძ:|:=— 

7 7 

0 
ჯX 

2 / 2 „ 
ჯ6052 ძ2 = --- | 5ი. ძდ = –– |(C05ი2X18 

აX ო2ჯ 
0 0 

პ3
Iლ
 

C» = 

2 2 ი =–=> (C05 ი» – 1| = ჯ[(—ი –1I. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ლუწი »–თვის ი, = 0 და კენტი თ–თვის კი ი, = =-» 

დაბოლოს, ხ, = 0 (ი = 1,9, . .. ), რადგან / ლუწი ფუნქციაა. 

ნ. ყველა > C (–იC, +0-)–თვის გვაქვს ტოლობა 
2 4 (C052I +C0541: C05 6ჯ +) 

|ზიდ|=>–>L“53 15 ' 35 
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#() = | §Iიოდჯ| ფუნქციის პერიოდია » (იხ. თავი1, პარაგრაფი 1.2). რადგან | 5Iი ჯ| 

როცა 0 < « < » და, როგორც ვთქვით, ამ ფუნქციის პერიოდია ჯ, ამიტომ ყ 

5Iჩ2, 

5Iჩ1: 

ფუნქციის გრაფიკი გავაგრძელოთ ამ სეგმენტიდან ორივე მხარეს » პერიოდით. გაგრძე– 

ლებული ფუნქციის გრაფიკი წარმოდგენილია ნახ. 6-ით. 

M 

–2X –ჯ |0 ჯ 21 3X 4X 5X X 

ნახ. 6 

ფურიეს კოეფიციენტებისთვის გვაქვს 
ჯ 

2 · 4 
ძი = – | 5I02:ძ0 = –. 

7 7 

0 

თუთ» #1, მაშინ 

7 

2 · 
ძ, = —/5![1:[;C057I:L· ძ. 

7 

(!) 
ჯ 

= ჭ/ [ჯ·ი("+ 1)2; – 5IM(#ჯ – 1):7··] ძუ = _ჭ [C05(!L + 1):; _ C05(» – ·I·)I]"· 

ჯ+1 ო -1 0 
0 

1 [(—1)"+I –1 (–1)”—1 = 1] (–1)” +1 
=–- 

= 
– —2 

! 
ჯ თ +1 ი -1 #7CI2-I) 

ი = 1შემთხვევისთვის 

» 
7 

")1Xჯ 

ძ = 2·/51[1:L·C05I(1:·C = 1/5"121:“1·””: = -. [C0521] =0. 
> 

= 
ჯ 2 0 

წ) 
0 

ამავე დროს, ხ,, = 0 (ი = 1,9,.. . ), რადგან ყ/ = | 5Iრ ,| ლუწი ფუნქციაა. 

7. ფუნქცია /(>) = 1, როცა 0 < ჯ < » გავშალოთ სინუსების მწკრივად, რაც ნიშ– 
ნავს, რომ / უნდა გავაგრძლოთ კენტობით (–X,0| სეგმენტზე. ასეთი გაგრძელებით მივი– 

ღებთ » = 0 წერტილზე წყვეტის მქონე ფუნქციას. ამის შემდეგ კი უნდა გავაგრძელოთ 2» 
პერიოდით (|–»., X1–ს გარეთ. გრაფიკულად ეს ასე გამოისახება ნახაბ 7–ის სახით.
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ჯ 

–
-
-
+
.
-
.
–
-
_
 

-
-
 

--
.-
-.
-–
--
 

-
-
 
-
.
-
-
-
 

|| 

I 

4- 
–ჯ” 0 2ჯ ,5X 

) 

L ' ღდ ' ,!,"'' 

ნახ.7 

1 [ 
წყვეტის /; წერტილებზე ფურიეს მწკრივი კრებადია ნულისკენ, რადგან მარცხნიდან და 

მარჯვნიდან ზღერების 1–ისა და –-1–ის არითმეტიკული საშუალო ნულია. სხვა წერტილებზე 

მწკრივი კრებადია 1–კენ. ახლა ვიპოვოთ ფურიეს კოეფიციენტები. 

ფუნქციის კენტობის გამო ი,, = 0 (ი = 0,1,2,...), 

იჩ . 2 . 9 „ 
ს, = ;/]· · 5Iი თ: ძდ = = [—C05":L·]0 == [1 – (–-1) ] 

0 

ამრიგად, 0 < ჯ: < ჯ» ინტერვალზე ადგილი აქვს ტოლობას 

§აივ» 5ი527 
+ +-' |. 1—4(56[1 + 

ჯ 9 5



თავი 5 

ფურიესა და რიცხვითი მწკრივების 
შეჯამებადობის საკითხები 

50 შესავალი 

ვთქვათ, / ფუნქცია ჯამებადია 9ჯ სიგრძის სეგმენტზე, კერძოდ, |0, 2»|-ზე ან |–», »1|–ზე და 

2# პერიოდულადაა გაგრძელებული (- , +6)-ზე. 
511 იყოს ჯ ფუნქციის ფურიეს მწკრივი, სიმბოლურად 

C0 #- 5 + 2(@„ C05 ჯ + ხ, 5Iი ჯ), – ნამდვილი ფორმის 

1:=1 

ან 
-“-ი%C 

#(-“ 2 C|:61·|”··1·· = კომპლექსური ანუ ექსპონენტური ფორმის· 

ნ=-ლ% 

სადაც 

2ჯ» 

თ. = ჭ//(·ფ) C05 LX C1, 

0 

2ჯ 

ხ, = 1/](I)5IMCI ძა, 
ჯ 

0 

2ჯ 

1 L '. 

ი. = 5ჯ/ჯ(:·:)წ M5 ძე;, 

0 
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/#.. 5I / I–ის წერტილოვანი კრებადობის შესახებ გვქონდა 

(1) თავი 4-ის პარაგრაფ 4.8-ში თეორემა 4.8.1. რაიმე » წერტილზე .5| /|–ის კრებადო– 

ბისთვის / (») მნიშვნელობისკენ, აუცილებელი და საკმარისია 

ბ 

Iთ / #MM(29:,V) 
?1-:% 

0 

5Iწ თI% 
ძ = 0 

% 

ტოლობის შესრულება, სადაც 4 > 0 რაიმე ფიქსირებული რიცხვია და 

MC.V) = /(<+9) + / C- 9) – 2/(C). 

(2) თავი 4–ის პარაგრაფ 4.10-ში თეორემა 4.10.1. თუ ჯამებად / ფუნქციას გააჩნია გლუ– 
ვობის რაიმე ჯე წერტილი, მაშინ 5(/|(<0) = / (5ი). 

ამ თეორემის კერძო შემთხვევაა 

შედეგი 5.0.1. თუ / ფუნქციას რაიმე --ც წერტილზე გააჩნია სასრული /”(ჯც) წარმოე– 

ბული, მაშინ 5L/I(<0) = / (დი). 

(3) თავი 4–ის პარაგრაფ 4.11-ში დინის ნიშნის შედეგი 4.11.3. თუ / ფუნქცია უწყვეტია 

რაიმე :ი წერტილზე და რომელიმე ტ > 0 რიცხვისთვის არსებობს ინტეგრალი 

ბ 

წესილ 
17 

0 

მაშინ 51/1(>ი) = / («0)- 

(4) თავი 4–ის პარაგრაფ 4.12-ში ჟორდანის ნიშანი. თუ # ფუნქციას რაიმე სეგმენტზე 

Iთ,ხ) C |0, 2»| გააჩნია სასრული ვარიაცია, მაშინ (ი, ხ) ღია ინტერვალის ყოველ ჯი 

წერტილზე 5/ კრებადია 2 (/ (X0 + 0) + / («ი – 0)1 რიცხვისკენ, კერძოდ, / (ჯი) 
მნიშვნელობისკენ, თუ ჯე არის / ფუნქციის უწყვეტობის წერტილი. 

ზ. რამდენიმე ფაქტი 5/ |–ის განშლადობის შესახებ 

(1). I8, გვ. 97). არსებობს (–», »|–ზე თანაბრად კრებადი § | / |, რომელიც არაა აბსოლუ– 

ტურად კრებადი |–», »1-ზე.
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(2) (8, გვ. 128|) – დიუბუა–რეიმონის მაგალითი (1876 წ.). არსებობს უწყვეტი /7(ჯ) 

ფუნქცია, რომლის ფურიეს 5I/?) მწკრივი კრებადია ყველგან, გარდა » = 0 

(« = 2ჯ) წერტილისა. ასეთ შემთხვევას ეწოდება განშლადობის “დიუბუა–რეიმონის 

განსაკუთრებულობა”. §'(/7) მწკრივი თანაბრად კრებადია |«, 2ჯ- – «| სეგმენტზე (იხ., 

აგრეთვე, |50, გვ. 5C1I). 

(3) |8, გვ. 129-132| – ლებეგის მაგალითი (1906 წ.). არსებობს უწყვეტი /,(>) ფუნ– 

ქცია, რომლისთვისაც 5I#) მწკრივი კრებადია ყველგან და ჯ = 0 (# = 2X») წერტი– 

ლის მიდამოში კრებადია არათანაბრად. ასეთ შემთხვევას ეწოდება “არათანაბრად 

კრებადობის ლებეგის განსაკუთრებულობა” (იხ., აგრეთვე, |50, გვ. 501-502,, |24, 

გვ. 4731). 

(4) |46, გვ. 426-428|) – ფეიერის მაგალითი (1910 წ.). არსებობს უწყვეტი #(::) ფუნ– 

ქცია, რომლის 5I#LI მწკრივი განშლადია ე; = 0 წერტილზე და მისი კერძო ჯამები 

ერთობლივ შემოსაზღვრულია. 

(5) (8, გვ. 129|. არსებობს უწყვეტი / (ჯ) ფუნქცია, რომლისთვისაც § | / | მწკრივი განშლა– 

დია |I0,9»|) სეგმენტზე ყველგან მკვირივი სიმრავლის წერტილებზე (კონტინუუმის 

სიმძლავრის სიმრავლეზე) (იხ., აგრეთვე, (50, გვ. 5021). 

(6) |8, გვ. 129). არსებობს უწყვეტი დ(ჯ) ფუნქცია, რომლისთვისაც 5|C| მწკრივი კრე– 

ბადია ყველგან, მაგრამ მას არ გააჩნია თანაბრად კრებადობის ინტერვალი (იხ., აგ– 

რეთვე, |L24, გვ. 473)). 

(7) (8, გვ. 222). თუ ჭ თ), C05 ჯ ფურიეს მწკრივში, სადაც ი, = 7|1"=ჯ· , ხულებით ჩა– 
#=2 

ვანაცვლებთ ყველა ი,, კოეფიციენტს, როცა L ჯ 2”, მაშინ ამგვარად მიღებული 

9 იეი C05 27ე; მწკრივი უკვე აღარ იქნება რაიმე ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს მწკრი– 

ვი. 

(8) |8, გვ. 319). არსებობს უწყვეტი / ფუნქცია, რომლისთვისაც § (/ | განშლადია კონტი– 

ნუუმის სიმძლავრისა სიმრავლეზე. 

(9) |8, გვ. 321|. არსებობს უწყვეტი / ფუნქცია, რომლის §(/) განშლადია მოცემულ 

თვლად ჯ; სიმრავლეზე და კრებადია (0, 2»| V #--ზე. 

(10) (8, გვ. 323). არსებობს უწყვეტი / ფუნქცია, რომლისთვისაც §'/| კრებადია თანაბ– 
რად და §I#?|) კი განშლადია კონტინუუმის სიმძლავრისა სიმრავლეზე.
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(11). I8, გვ. 327). არსებობს უწყვეტი / ფუნქცია ისეთი, რომ § მწკრივის კერძო ჯამე– 

ბის ყოველი ქვემიმდევრობა განშლადია ერთ წერტილზე მაინც (ფეიერის მაგალითის 

გაძლიერება). 

(12). |8, გვ. 3271. ყოველი უწყვეტი ფუნქცია შეიძლება წარმოდგენილ იქნას ისეთი ორი 

უწყვეტი ფუნქციის ჯამის სახით, რომ თითოეულის ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამების 

მიმდევრობა შეიცავს თანაბრად კრებად ქვემიმდევრობას. 

(13). (8, გვ. 329). ყოველი უწყვეტი ფუნქცია შეიძლება წარმოდგეს ისეთი ორი უწყვეტი 
ფუნქციის ჯამის სახით, რომ თითოეულის ფურიეს მწკრივის კრებადობის წერტილთა 

სიმრავლეს აქვს დადებითი ზომა ყოველ Iი, ხ| C |0, 2»| სეგმენტზე. 

(14) |8, გვ. 615), არსებობს აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია, რომლისთვისაც 5I /1-ს არ 

აქვს აბბსოლუტურად კრებადობის წერტილი. 

(15–) . (8, გვ. 635). 51 /I–ის აბსოლუტურად კრებადობისთვის აუცილებელი და საკმარისია 

შესრულდეს 
» 

I() = 2—1”— / M – )ე0)ი 
–” 

ტოლობა, სადაც / C ს2I–», » და 0 C L2(–»,»I. 

C. 5I / I–ის თითქმის ყველგან კრებადობის შესახებ 

/X განყოფილებაში აღნიშნული ფაქტების დადგენიდან გავიდა ერთ საუკუნეზე მეტი და მას 

შემდეგ იყო ბევრი მცდელობა გადაჭრილიყო 5I/I–ის თითქმის ყველგან კრებადობის 

პრობლემა, რაც აღმოჩნდა ძალიან ძნელი გადასაწყვეტი. ლუზინმა თავის გახმაურებულ 

სადოქტორო დისერტაციაში “ინტეგრალი და ტრიგონომეტრიული მწკრივი” (1915 წ.) 
ჩამოაყალიბა შემდეგი პიპოტეტური თეორემა: თუ ჯ ფუნქცია ეკუთვნის ჯ2|0, 2»| კლასს 

ანუ, თუ ] #2(3) ძთ ინტეგრალი სასრულია, მაშინ 5I/>) კრებადია #(ჯ) მნიშვნელობისკენ 

თითქმის ყველა ჯ C |0, 2»|–თვის. 

იყო ბევრი მცდელობა, ლუზინის ამ თეორემის დამტკიცების ან უარყოფის, მაგრამ უშე– 

დეგოდ. ამასობაში კოლმოგოროვმა დაამტკიცა ისეთი V( (:) ჯამებადი ფუნქციის არსებობა, 
რომლის ფურიეს ,5ICI მწკრივი განშლადია ყოველ წერტილზე (8, გვ. 412), (24, გვ. 488|!
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#? პრობლემის ვერგადაწყვეტამ და კოლმოგოროვის ამ შედეგმა უარყოფითად იმოქ– 
მედა აღნიშნული პრობლემით დაინტერესებულ მათემატიკოსებზე და სიტყვიერად კიდევაც 

აცხადებდნენ (მაგალითად, ზიგმუნდი, ულიანოვი, მენშოვი, სტეჩკინი), რომ ალბათ არსე– 

ბობს /ი უწყვეტი ფუნქცია, რომლისთვისაც 5( /6| განშლადი იქნება დადებითი ზომის სიმ– 

რავლეზე. და აი, 1966 წელს, დღესაც მოქმედმა კარლესონმა დადებითად გადაწყვიტა 

L2–ის ანუ ლუზინის პრობლემა (იხ. |62); დაწვრილებით VMII, I 23, იი. 6, L968). 

სადღეისოდ ცნობილია კარლესონის ამ თეორემის შემდეგი გაუმჯობესება (59I: 

თუ / C LI0,2») და 

/ I/ (თ)| (ი (1 + | /()I) IიIიIი (20 + | I(2)I) ძჯ < +იი, 
0 

მაშინ 5I/) კრებადია თითქმის ყველგან |0,2»I სეგმენტზე, კერძოდ, როცა / C #”, 

>1 IV/5I. 

ჩ. გაგრძელება 

ყოველივე ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს პრობლემა: შესაძლებელია თუ არა / ჯამე– 

ბადი ფუნქციის 5 / | მწკრივი როგორმე გამოყენებულ იქნას / (ჯ) მნიშვნელობების მისა– 

ღებად, თუნდაც კოლმოგოროვის მაგალითის შემთხვევაში. 

ამ პრობლემის ერთ–ერთი გადაწყვეტა ჩვენთვის ცნობილია §' /|–ის წევრობრივი ინტეგ– 

რებით (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.15). 

არსებობს ამ პრობლემის უფრო მრავალფეროვანი გადაწყვეტა, რაც უკავშირდება 

5L/I-ის სხვადასხვა მეთოდით “შეჯამებადობა”–ს. შეჯამებადობის მეთოდში მითითებულია 

ის ოპერაციები, რაც უნდა შესრულდეს 5( / |–ზე რომ მივიღოთ /. 

საკითხისადმი ასეთი მიდგომა აღმოჩნდა ძალიან შედეგიანი არამარტო ფურიეს მწკრი– 

ვის მიმართ, არამედ სხვა სახის მწკრივებისთვისაც. ამასთან სასურველია, რომ მწკრივის 

“განზოგადებული” ჯამი, რაც შეესაბამება შეჯამებადობის მოცემულ მეთოდს, იძლეოდეს 

მწკრივის ჩვეულებრივ ჯამს, როცა ეს უკანასკნელი არსებობს. თუ შეჯამებადობის მოცემულ 

მეთოდს გააჩნია ეს თვისება, მაშინ ამ მეთოდს ეწოდება რეგულარული. უნდა ითქვას, რომ 

არსებობს შეჯამებადობის არარეგულარული მეთოდიც, რაც იმას ნიშნავს, რომ მწკრივის 

წევრებს მოეთხოვება დამატებითი თვისება, რათა აღებულმა მეთოდმა შეაჯამოს კრებადი 

მწკრივი თავისი ჯამისკენ.
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ჩვენი უახლოესი ამოცანაა, რიცხვითი მწკრივების შეჯამებადობის განხილვა სხვადასხვა 

მეთოდით. შემდეგ კი გადავალთ ფურიეს მწკრივების შეჯამებადობის განხილვაზე, რასაც 

შორს მიმავალი გაგრძელება აქვს ჰოლომორფულ და ჰარმონიულ ფუნქციებთან კავშირში. 

5. რიცხვითი მწკრივის შეჯამებადობა ჩეზაროს 
(C, 1) მეთოდით 

ვთქვათ, მოცემულია რიცხვითი მწკრივი 

V0 + II + ··· +1ი +“-/:· (5.1.1) 

და განვიხილოთ მისი კერძო ჯამების მიმდევრობა 

5ა = 10+V) +-.- + Vი, 11=0,1,9,.... (5.1.2) 

როგორცვვიცით, (5.1.1) მწკრივს ეწოდება კრებადი §–კენ, თუ სრულდება ტოლობა 

Iო 5 = §. (5.1.3) 

ასეთ შემთხვევაში წერენ 

2 VI- = §. 

L=0 

შეიძლება მოხდეს, რომ (5.1.1) მწკრივი არ იყოს კრებადი ანუ, რაც იგივეა, არ არსებობ– 

დეს (5.1.3) ზღვარი, მაგრამ ზღვარი გააჩნდეს შემდეგ მიმდევრობას 

1 
ლ 1+1 » = 51.4 თ "+1(ვი+5|+ +5,), #=0,1,9,..., (5.1.4) 

რომელსაც ეწოდება არითმეტიკული საშუალოების მიმდევრობა (§,)9% ე მიმდევრობის– 

თვის. 

რადგან 

(ი+1)იი =50+5)+.··:+5, და იოთე-) =50+51) +:+ 5ი-1, 

ამიტომ 

(L+1)თ, – ითე-) = 5წ. (5.1.5) 

შემოვიღოთ შემდეგი
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განსაზღვრა 5.1.1. თუარსებობს 

Iი ძგ =C (516) 
·--XC 

ზღვარი, მაშინ ჩებაროს აზრით თ-–კენ კრებადი ეწოდება როგორც (5.1.1) მწკრივს, ისე 

(5-)89.ე მიმდევრობას და, შესაბამისად, წერენ 

2“;·· = თ(C,1) (5.1.7) 

L=0 

და 

II—,[“ 5ი =თ(C)1). (5.1.8) 

(5.1.7) ტოლობას გამოთქქვამენ ასე: (5.1.1) მწკრივი (C, 1)–შეჯამებადია თ–კენ. ანალო– 

გიურად, (5.1.8) ტოლობა გამოითქმის: თ არის (5„)%.ე მიმდევრობის (C;, L) ზღვარი. 

მაგალითი 5.1.2. განვიხილოთ მწკრივი 

1-1+1-1+1-..., (5.1.9) 

რომელიც განშლადია, რადგან მისი კრებადობის შემთხვევაში ზოგადი წევრის ზღვარი უნ– 

და იყოს ნული, რაც ასე არ არის. (5.1.9) მწკრივის კერძო ჯამების მიმდევრობაა §ე = 1. 

51 = 0,.9ი = 1,... , რომლისთვისაც (5.1.4) ტოლობით განსაზღვრული თე მიმდევრობა 

ასეთია: თი = +1; და თ-1 = ჭ. ამიტომ "|—I–»";9 თ, = 1. ამრიგად, (5.1.9) მწკრივი 

(C, 1)–შეჯამებადია 1–კენ, ანუ 

1—1+1—1+...=ჭ((;,1)· (5.1.10) 

მაშასადამე, არსებობს მწკრივი, რომელიც არაა კრებადი, მაგრამ არის (C, 1)-შეჯამე– 

ბადი. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ მწკრივის შეჯამებადობის (C, 1) მეთოდი არის რეგულარუ– 
ლი, ანუ მართებულია 

თეორემა 5.1.3. თუ(5.1.1) მწკრივი კრებადია რაიმე სასრული § რიცხვისკენ, მაშინ 
იგივე მწკრივი (C", 1)–შეჯამებადია იმავე § რიცხვისკენ.! 

|შემთხვევა § = +0C განხილული იქნება ქვემოთ.
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დამტკიცება.რადგან ადგილი აქვს (5.1.3) ტოლობას, ამიტომ ყოველი § > 0 რიცხ– 

ვისთვის არსებობს ისეთი V ნატურალური რიცხვი, დამოკიდებული მხოლოდ C-ზე, რომ 

სრულდება უტოლობა 

I5ა – §5| < ჯ ყველა » > M რიცხვისთვის. (5.1.11) 

მეორეს მხრივ, ყოველი »–თვის გვაქვს დამოკიდებულებანი 

1 
(7„—5=—(·5·ი+·5·]+···+5„)—8 

7 1 ” 

"+]2 ( 7+12 *—"+1|·_ 8—"+1§(5“—8)· 

ახლა ავიღოთ (5.1.11) უტოლობაში მონაწილე » > M ანუ » > V + 1 და დავწეროთ 

1 V 1 ი 

თ -8=--:2 (9%-9+-–--> 2, (9–9), 
= §=M+1 

საიდანაც 

|ი„—ვ|(——–2|ვჯ— |+— 2 |5L – §| = 4„ + 8ა. 
=MV+1 

M 

რადგან 3,15. – 5 ფიქსირებულ V-ზე დამოკიდებული სასრული რიცხვია, ამიტომ 
M=0 

4ი – 0, როცა თ –» ილ. ეს ნიშნავს ისეთი M#, > M რიცხვის არსებობას, რომ უკვე აღე– 

ბული C > 0 რიცხვისთვის შესრულდება ,, < § უტოლობა ყველა ». > V, რიცხვისთვის. 

გარდა ამისა, (5.1.11) უტოლობის ძალით გვაქვს 

7 

1 § 1 (2 § 
< .- .-–-.71< -, 
= -. L"5 2”;11("# 2 2 

მაშასადამე, 

)თ – §| < C ყველა» > V, რიცხვისთვის, 

ანუ ადგილი აქვს ტოლობას 

Iო თ, = §. 
7-20:C-% 

თეორემა დამტკიცებულია. LI
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წინადადება 5§.1.4. მწკრივის შეჯამებადობის (C, 1) მეთოდი სავსებით რეგულარუ– 
ლია ანუ, თუ 

Iთ 5, = +C, (5.1.12) 
716% 

მაშინ 

IIო თ, = +CC. (5113) 
2-63065 

დამტკიცება. ნებისმიერად დიდი #/ რიცხვისთვის არსებობს ისეთი ნატურალური / 

რიცხვი, რომ ყველა » > IV რიცხვისთვის შესრულდება §,, > #/ უტოლობა, რაც გამომ– 

დინარეობს (5.1.12) ტოლობიდან. ასეთი »–თვის გვაქვს ტოლობა 

1 1 
= (5 + 5I +---+ 9) + – -; (9M4) +-- 4 5ა). (5.1.14) თი = 

M რიცხვი ფიქსირებულია და ამიტომ პირველი შესაკრები ისწრაფვის ნულისკენ, როცა 

M –> C0; მეორე შესაკრებისთვის კი გვაქვს 

ი – V 

>»+1 
(5V+) +:. :+ 5ი) > M 

1 II .- 
».ი +1 > 27 

როცა თ > 2V +1, ანუ მეორე შესაკრები ისწრაფვის +ი--კენ, როცა თ –» C. 

ამრიგად, (5.1.14) ტოლობის მარჯვენა მხარე ისწრაფვის +ი0-–კენ, როცა ი -> «% 

((5.1.14) ტოლობის პირველი შესაკრები ვერ ჩააქრობს მისი მეორე წევრის სწრაფვას 

+%C-კენ!). მაშასადამე, ადგილი აქვს (5.1.13) ტოლობას. C) 

წინადადება 5.1.5. თუ(5.1.1) მწკრივი (C, 1)–შეჯამებადია სასრული რიცხვისკენ, 

მაშინ ადგილი აქვს ტოლობებს 

"ო%=თ (5.I.15) 
71-3% 

"ო%=ი (5.1.16) 
7-3>6%CL ?, 

დამტკიცება.ვთქვათ, (5.1.1) მწკრივი (C, 1)–შეჯამებადია რაიმე თ სასრული რიცხვის– 
კენ. მაშინ 

” +1 
ძი 3თ თი-1-3ძთ 

და, ამიტომ, 
»+1 

» 
თი - წი-1->0,
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ანუ 

C+1)ლ– »ით- ->+0, როცა »ი - C. 
» 

ეს კი ნიშნავს (5.1.15) ტოლობას, ტოლობა (5.1.5)–ის ძალით. 

ახლა, (5.1.15) გამოვიყენოთ 

ტოლობის მიმართ, მივიღებთ ი --0-1-0=0, როცა ი, –» 00- ეს კი არის (5.1.16) 

ტოლობა. 9 

როგორც ვნახეთ, (5.1.1) მწკრივის §,, კერძო ჯამების „ არითმეტიკული საშუალოები 

განსაზღვრულია (5.1.4) ტოლობით. იგივე თ, საშუალოები შეიძლება გამოისახოს თვით 

(5.1.1) მწკრივის წევრებით. 

წინადადება 5.1.6. (5.1.4) ტოლობით მოცემული თ, მიმდევრობისთვის მართებულია 

ტოლობა 

თ, = 2": 0- "ჭ -)ი- (5.117) 
#L=0 

დამტკიცება. (5.1.4) ტოლობიდან გვაქვს 

(ი+1)თი =50+51+525+-·::+5ი-1+ 5» 

= (IVი)+(ძ0+V1)+(V0+V1+V2)+ ··· +(V0+V1+ ·· +?ი-1)+()0+%I+ ··· +V,) 
L/I 

=(71+1)"ი+"“1+···+("·+1–I:)“*+···+“„=2("+1–I;)IL,„ 

1X=0 

ამიტომ 

” 2+1-# I L 

”"=2 #»+1 “ჩ—2(1—"+1)·”*· 
L=0 #XL=0 

წინადადება დამტკიცებულია. LI 

შედეგი 5.1.7. (5.1.1) მწკრივის (C, 1)–შეჯამებადობა რაიმე თ–კენ ნიშნავს ტოლობას 

L=0 
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შენიშვნა 5.1.8. თუ შემოვიღებთ რიცხვებს 

ჩ 
ა0 )1 აI ცა 0<#5<». 

0, როცა L >7, 

მაშინ სრულდება ტოლობა 

Iთ 00 = 1 ყოველი /;-თვის 
I-55% 

და (5.1.18) ტოლობა მიიღებს სახეს 

ი0 

Iთ 5 ი·#·)თ··=ე· 
ი”-–C- 

#L=0 

ამრიგად, (5.1.1) მწკრივის (C, 1)–შეჯამებადობა თ-კენ ნიშნავს: 

(1) (5.1.1) მწკრივის “შეშფოთებას” მისი ჯ,. წევრების გამრავლებით, თ პარამეტრზე და– 

მოკიდებულ ი ” სიდიდეებზე; 
(2) თ არის შეშფოთებით მიღებული მწკრივის ჯამის ზღვარი, როცა » პარამეტრი ისწრაფ– 

ვის თავის +ილ ზღვრისკენ. 

დასკვნა 5.1.9. (5.1.1) მწკრივის (C, 1)–შეჯამებადობა თ–კენ მოიცემა ურთიერთეკვი– 

ვალენტური (5.1.6) და (5.1.18) ტოლობებით. 

წინადადება 5.1.10. (5.1.2) და (5.1.4) ტოლობებით განსაზღვრული , და თ, მიმ– 

დევრობებისთვის მართებულია ტოლობა 

]· I 

შ-თ=-- ;2; III (5.1.19) 

დამტკიცება.(5.1.2) და (5.1.4) ტოლობების თანახმად გვაქვს დამოკიდებულებანი 

5გ - თი =10+9%?V +:. .+?ი 

-ი+ ნ- 3 »+0- რეთთი+0- შ ე V –”+1 1 თ +1 V # +1 I 
2 

II/ ++ = 

»+·1.7 +1 1 თ.+1 1+ (იI +2ყ9+ -.. +»სი), ––-” 
ი +1 

რაც ადასტურებს (5.1.19) ტოლობის მართებულობას. L
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წინადადება 5.1.11, თუ(5.1.1) მწკრივი კრებადია, მაშინ მისი V, წევრები აკმაყოფი– 
ლებენ პირობას 

Iო 1 ["·1 + 2V9 + 3Vვ +-..+ 7"1·„] = 0. (5.1.20) 
ი–3ი0 7 

დამტკიცება.თუ(5.1.1) მწკრივის ჯამია ჯ, მაშინ ამ მწკრივის 5, კერძო ჯამების ზღვა– 

რია ჯ. მეორეს მხრივ, იმავე მწკრივისთვის შედგენილი თ, მიმდევრობა კრებადია იგივე 

§–კენ თეორემა 5.1.3-ის თანახმად. მაშასადამე, 9,, – თგ მიმდევრობა კრებადია ხულის– 

კენ. ამიტომ (5.1.19) ტოლობიდან გამომდინარეობს ტოლობა 

>–_– ” 67 
რადგან 

1 1 2 . 
=–=. Iი =1, 

.+I 1 1?1-+1 ი- 1 + 1 

ამიტომ (5.1.20) გამომდინარეობს (5.1.21) ტოლობიდან. IM 

5.2 რიცხვითი მწკრივის შეჯამებადობის აბელ–პუასონის 
(4) მეთოდი 

განვიხილოთ რიცხვითი მწკრივი 

ყ0ი +V) +V +- 4მ +... (5.2.1) 

და მასთან ასოცირებული ხარისხოვანი მწკრივი 

V0 + VIIX 4 წე7? 6 . + ც + .-. (5.2.2) 

(5.2.1) მწკრივის მეშვეობით განისაზღვრება (5.2.1) მწკრივის შეჯამებადობის გარკვეუ– 

ლი მეთოდი, რომელთანაც სხვადასხვა გზით მივიდნენ პუასონი და აბელი. 

მწკრივის (C. 1) მეთოდით შეჯამებადობის ურთიერთეკვივალენტური ორი ფორმის არ– 

სებობის ანალოგიურად, აქაც მოცემულ იქნება მწკრივის აბელ–პუასონის მეთოდით შეჯა– 

მებადობის ორი ფორმა და იქვე დადგენილ იქნება მათი ურთიერთეკვივალენტურობა. 

განსაზღვრა 5.2.1. (5.2.1) მწკრივს ეწოდება აბელ–პუასონის მეთოდით შეჯამე– 

ბადი, მოკლედ (,4)–შეჯამებადი, .5–კენ, თუ (5.2.2) მწკრივი კრებადია ყველა »; C (0,1) 

წერტილზე და მისი ჯამი აკმაყოფილებს პირობას 
თ 

Iი Vჯე;% = §. 
ჯ-1- 

#L=0
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განსაზღვრა 5.2.2. (5.2.1) მწკრივს ეწოდება აბელ–პუასონის მეთოდით შეჯა– 

მებადი, მოკლედ (.4)–შეჯამებადი §-კენ, თუ (5.2.2) მწკრივი კრებადია ყველა » C (0.1) 
წერტილზე და სრულდება ტოლობა 

Iყვ (1 – 1)25“” = 8, (523) 
ჯ-1- 

=0 

სადაც 5; = Vი + V) + --. + V- 

თეორემა 5.2.3. განსაზღვრებები 5.2.1 და 5.2.2 ურთიერთეკვივალენტურია. 

დამტკიცება. ამ განსაზღვრებათა ეკვივალენტურობის დამტკიცების მიზნით დავად– 

გინოთ, რომ (5.2.2) მწკრივის კრებადობა (0, 1) ინტერვალზე იწვევს ტოლობას 

(ი ი) 

21[*1·* = (1 – 2) 25·1:1:·?, 0<27<1, (5.2.4) 

#=0 M=0 

და, მაშასადამე, ჭ 5/ მწკრივის კრებადობას (0, 1) ინტერვალზე. ამისთვის გამოვიყე– 
#=0 

ნოთ აბელის გარდაქმნა (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.16, შედეგი 4.16.2) 

»-1 

2“/·1”· = 2 (ი, – თჯ+I)8 + ი, 8», 
ი=0 

X L 
რომელშიც ახლა ავიღოთ ი,, = ჯ»", ხ, = « და 8 = 5. ხ; = %, I; = 5L. გვექნება 

კ=0 . 1=მ 
7L- I 

2“#· = 2(”6 დო%1) 6 + 5ეჯ" 

მაგრამ 

ჯ-1 

2(·; – უM%1) 9, = 21·*·5·,: – ·(2 უV5, = (1 – 1)2·51:[ 

მაშასადამე, 
11 

2 ”“·|::·[;|C =(1 –27) 2 ·5·|:1:|C + 5აგ#". (5.2·5) 

#X=0 X=0
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ახლა დავამტკიცოთ, რომ ყოველი ფიქსირებული ჯ C (0, 1)–თვის ადგილი აქვს ტოლო– 

ბას 

Iი 5,2” = 0. (5.2.6) 

მართლაც, აღებული ჯ C (0, 1)–თვის არსებობს ისეთი „ რიცხვი, რომ ჯ; < » < 1. რად– 

გან (5.2.2) მწკრივი კრებადია ღია (0, 1) ინტერვალის ყოველ წერტილზე, ამიტომ კრება– 

დია § V:+ მწკრივიც. ამიტომ ამ მწკრივის ზოგადი წევრი ჯ,,,7#” –» 0, როცა L –» იC. 
L>0 

ეს ნიშნავს, რომ არსებობს ;--ზე დამოკიდებული ი, მუდმივი ისეთი, რომ |V,7'”| < C- ყვე– 

ლა # = 0,1,2, ... მნიშვნელობისთვის. უკანასკნელიდან გამომდინარეობს |Vჯ| < C.(1)V 

უტოლობა ყველა /; = 0,1,9,.. „ მნიშვნელობისთვის. 

მეორეს მხრივ, 

” ” ] L 

I5%I< 2,IMI<2. (=) 
L=0 IL=0 

1. .1 1 » 0 1 
=C"(1+7—·+?·—2+···+7·—") =თ .( ++-40< .:-. 

ამრიგად, 

_ ” |ზიზ”| = |8აI2" < -.--- = --- (=) +0, .5 თ. 

ხადია, რომ (5.2.4) გამომდინარეობს (5.2.5) და (5.2.6) ტოლობებიდან (5.2.2) მწკრი– ცხად გ დ ე დ ტოლობებიდ 

ვის კრებადობის გამო. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

ახლა დავამტკიცოთ შეჯამებადობის ( 4) მეთოდის რეგულარულობა. 

თეორემა 5.2.4. თუ (5.2.1) მწკრივი კრებადია სასრული § რიცხვისკენ, მაშინ (5.2.2) 

მწკრივი კრებადია ყოველ ჯ C (0, 1) წერტილზე და ადგილი აქვს ტოლობას 

Iთ 2“|*IL· = 8 (527) 

L=0 
ჯ-1- 

ანუ, რაც იგივეა, (5.2.1) კრებადი მწკრივი (,4)–შეჯამებადია თავისივე § ჯამისკენ. 

დამტკიცება. (5.2.1) მწკრივის კრებადობა ნიშნავს (5.2.2) მწკრივის კრებადობას 
ჯ = 1 წერტილზე. ამიტომ (5.2.2) ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსი არაა ნაკ– 

ლები 1–ზე, ანუ (5.2.2) მწკრივი ნამდვილად კრებადი (0, 1) ღია ინტერვალის ყოველ წერ– 

ტილზე – აბსოლუტურადაც კი, აბელის პირველი თეორემის ძალით L3, გვ. 73|.
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მეორეს მხრივ, ყოველ « C (0, 1) წერტილზე ადგილი აქვს 1 = (1 – >) > » «+ ტოლობას 
-0 

ანუ, §–ის სასრულობის გამო, მართებულია ტოლობა 

C 

ვ=(].—·უ)2ვ·1·*·, 0<27<1. (5.2.8) 
M=0 

(5.2.8)–დან (5.2.4)–ის წევრობრივი გამოკლება მოგვცემს ტოლობას 

21”·1: =(1-2?) 2(9 – 5-) (5.2.9) 

M=0 

(5.2.1) მწკრივის §–კენ კრებადობის გამო § – 5 –» 0, როცა L –» C. ამიტომ ყოველ 

C > 0 რიცხვს შეესაბამება ისეთი /V ნატურალური რიცხვი, რომ |ა – 5/ < 5 ყოველი 

L > M რიცხვისთვის. ახლა (5.2.9) ტოლობის მარჯვენა მხარე წარმოვადგინოთ შემდეგი 

სახით „ 

(1(- 22 (§- 5)=+(1 –2) >, (- – §)#". (5.2.10) 
#=0 C=MV+I 

(5.2.10)-ის მეორე შესაკრების აბსოლუტური სიდიდე არ აღემატება სიდიდეს 

(1-2) >, (- 5. 
#L=/V +1 

—(1—1) 2 ჯ (—(1—1:2: §1–.L· 11—I=§ (5.2.11) 

L=V-+1 #=C> 

(5.2.10)-იის პირველი შესაკრების აბსოლუტური მნიშვნელობა არ აღემატება 

(1 = ) >; |§ – 5. სიდიდეს; ეს კი შეგვიძლია გავხადოთ ნებისმიერად მცირე (1 – ) 
სხვაობი[ჯ·წვმცირის ხარჯზე, ანუ არსებობს «-ზე დამოკიდებული გ > 0 ისეთი, რომ 

(I—I)ჭის—მ*II*( § როცა 1 – ბ <1<1. (5.2.12) 

(5.2.11) და (5.2.12) უტოლობების საფუძველზე ვასკვნით, რომ (5.2.9) ტოლობის მარ– 
ცხენა მხარისთვის მართებულია უტოლობა 

= 

I.·; = 5 .დ' 

#L=0 

< 5, როცა 1–ი6<17<1, 
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ეს კი ადასტურებს (5.2.7) ტოლობის მართებულებას. L) 

უკანასკნელ თეორემას ზოგჯერ აყალიბებენ შემდეგი სახით 

თეორემა 5.2.5 (აბელის მეორე თეორემა ხარისხოვანი მწკრივის ჯამის უწყვეტობაზე). 
თუ (5.2.1) მწკრივი კრებადია, მაშინ (5.2.2) მწკრივი კრებადია ღია (0, 1) ინტერვალში და 

მისი ჯამი მარცხნიდან უწყვეტია ჯ = 1 წერტილზე. 

მაგალითი 5.2.6. დავამტკიცოთ, რომ 

1- 1+1-–-1+... (5213) 

განშლადი მწკრივი („4 )–შეჯამებადია –-კენ ანუ ადგილი აქვს ტოლობას 

–
 

1-1+1-1+..:.= - (4). (5.2.14) 
ღ
 

მართლაც, (5.2.2) სახის მწკრივი (5.2.13) მწკრივისთვის არის 

1 
'., როცა დჯ –+1-–. 1- ფ+ყ+ ეე L. = 1 

'“1-(2) 1+2 · 32' 

(5.2.14)ტოლობიდან და პარაგრაფი 5.1-ის (5.1.10) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

(5.2.13) მწკრივი შეჯამებადია 1–კენ როგორც (C, 1) მეთოდით, ისე (,4) მეთოდით და ეს 

ფაქტი არაა შემთხვევითი. 

წინადადება 5.2.7. მწკრივის შეჯამებადობის (4) მეთოდი სავსებით რეგულარუ– 
ლია, ე.ი. თუ (5.2.1) მწკრივი კრებადია +იი–კენ, მაშინ (5.2.7) ტოლობის მარჯვენა მხა– 

რეში გვექნება +იი. 

დამტკიცება.ნებისმიერად დიდი #/ რიცხვისთვის არსებობს ნატურალური ჯ რიცხ– 

ვი ისეთი, რომ 5, > M/ ყველა L > ჯ რიცხვისთვის. მაშინ (5.2.3) ტოლობის მარცხენა 

მხარისთვის გვექნება 

(1 – 2) 25;·1 > ( 1—[)25;„1 + M(1 – 2) 2 ფ' 

#ჯ=ჯი+1 

Cლ 
+1 

> M(1-2) >, 2#=VM(I —I)II = 
#=»ჯ1-1 



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 177 

ე:ი. 

(1- 7X) 2·”5·)··1;|C > MIVIXVII, 0<X<1. (5.2.15) 
L=:0 

რადგან ჯი+1 -» 1, როცა » –» 1– , ამიტომ (5.2.15)-დან ვღებულობთ, რომ 

C 

(1—:)25*თ”>ჭ|№|, როცა 1 – ბ <>2<1I. 
#X-=0 

ეს კი ნიშნავს ტოლობას 

Iთ (1 – 2) 25;··:61·· = +C, 
ჯ-01-– + 

რაც (5.2.7)–ის ეკვივალენტურია, რომელშიც ახლა § = +%. L 

5:3 მიმართება (C, 1) და (4) მეთოდებს შორის 

თეორემა 5.3.1 (ფრობენიუსი, (8, გვ. 28|)). თუ 

?0 + II + """ + 1გ + ..- (531) 

მწკრივი (C, 1)–შეჯამებადია თ სასრული რიცხვისკენ, მაშინ (5.3.1) მწკრივი (,4)–შეჯამება– 

დიცაა იგივე თ რიცხვისკენ. 

დამტკიცება. (5.3.1) მწკრივის („1)–შეჯამებადობაზე რომ შეგვეძლოს საუბარი, აუცი– 

ლებელია (5.3.1) მწკრივთან ასოცირებული 

V0 + II + Vედ? - ...- C ყედი + ... (5.3.2) 

ხარისხოვანი მწკრივი კრებადი იყოს ყველა ე; C (0,1) წერტილზე. ამის დასადგენად ვი– 

სარგებლოთ პარაგრაფ 5.1-ის (5.1.16) ტოლობით LI Iი § = 0, საიდანაც გამომდინარე– 

ობს ისეთი V ნატურალური რიცხვის არსებობა, რომ L# < 1 ანუ|IV,| < # უტოლობა 

შესრულდება ყველა # > M რიცხვისთვის. 

ახლა (5.3.2) მწკრივს მივცეთ სახე 

M თ 

2 “1·1··* + 5 ILL·:C*. 

#M=0 Xს=IV-+1
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M 
ცხადია, რომ სასრული რაოდენობის წევრებისგან შედგენილი %_ V,ჯ” ჯამი სასრულია 

M=0 
ყველა ჯ C (0. L) წერტილზე. გარდა ამისა, 

I 2 ·ILL·:I:|···|5 2 Iთ.I>X < 2 #M2%, 
M=M+! ს=M+1 ს=V+1 

ხოლო § L1M მწკრივის კრებადობის რადიუსია 1 (იხ. (3, გვ. 841), ე.ი. ეს მწკრივი კრე– 
L=V+1 

ბადია ყველა ჯ C (0,1) წერტილზე. მაშასადამე, (5.3.2) მწკრივი კრებადია (0, 1) ღია ინ– 

ტერვალზე და მისი ჯამი აღვნიშნოთ /(ჯ)-–ით, ე.ი. 

#M(=) = 90 + %)თ + წე»?2 +-.- + დი +-.- , (5.3.3) 

რის გამოც 5.2 პარაგრაფის (5.2.4) ტოლობა მიიღებს სახეს 

M(<) =(1- %2) > ,5->", 0<2<1. (5.3.4) 
L=0 

როგორც ვნახეთ, პარაგრაფ 5.2–ის (5.2.4) ტოლობის დამტკიცება ემყარება იმ ფაქტს, 

რომ § ჯ" მწკრივი კრებადია (0, 1) ინტერვალზე. იმავეტოლობიდან გამომდინარეობს, 
L=0 

როგორციიქვე ითქვა, რომ ჯ 517' მწკრივიც კრებადია (0, 1) ინტერვალზე და ამ შემთხვე– 
L=0 

ვისთვის (5.2.4) ტოლობის გამოყენებით მივიღებთ, რომ 

ი«C Lა ) 

პ,5ა"=(L-2)% (9%+5,+---+ 5)დს. 
LL=0 #=0 

მაგრამ 50 + 51 + ··· + 51 = ( + 1)თ, (იხ. პარაგრაფი 5.1, ტოლობა (5.1.4)). ამიტომ 

გვაქვს 
2 5.2” = (1 – ) 2(1: + 1)თდ”. (5.3.5) 
M=0 #=0 

(5.3.4) და (5.3.5) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

#(2) = (1 – 2)?> (L+1)თ-თ", 0 < < <1. (5.3.6) 
#=0
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მეორეს მხრიე, 

11უ=21:|:, 0<17<1. 

L=0 

ტოლობის წევრობრივი გაწარმოებით, რაც მართებულია (3, გვ. 87|, მივიღებთ ტოლობას 

1 = (1 – კ)? 2(1·· -+ 1)Cჩ, 0<+#<I. 

#=0 

უკანასკნელი ტოლობა გავამრავლოთ სასრულ თ-ზე და ასე მიღებულ ტოლობას წევრობრივ 

დავაკლოთ (5.3.6) ტოლობა, გვექნება 

თ% 

თ – /(=) = (1 – 2)? > ,CL+1)(თ -- თ.)»". (5.3.7) 
L=0 

რადგან (5.3.1) მწკრივი (C, 1)–შეჯამებადია თ–კენ, ამიტომ ყოველ « > 0 რიცხვს შეესაბა– 

მება ნატურალური რიცხვი # ისეთი, რომ 

Iთ – თ|< 16, როცა . > #. (53.8) 

ამის შესაბამისად, (5.3.7) ტოლობის მარჯვენა მხარეს მივცეთ სახე 

L C% 

(1 – 7)? 2(/: + 1)(თ – თ.)ი” + (1 – 2)? 2 (I + 1)(თ – თ,)2". (5.3.9) 

L=0 M=L+1 

ცხადია, რომ (0, 1) ინტერვალზე ჯ" < 1 და 

L L 

I(]· – )% (-+1)(თ – თ)ჯ" <(1 –2)2% (L+1)I – თ. 
L=0 L=0 

უკანასკნელი გამოსახულება, შესაკრებთა სასრული რაოდენობის გამო, შეგვიძლია გავხა– 

დოთნებისმიერად მცირე (1–) სხვაობის სიმცირის ხარჟზე. ამიტომ უკვე აღებულ§ რიცხვს 
მოეძებნება ისეთი ტ > 0 რიცხვი, რომ 

L 
(1—თ)2§(|;+1)|”—თ·| < ჭ როცა 1–6<>2<L 

ამიტომ 

- 1 I(I—I)22(1C+1)(0–0„)1*| <35, როცა 1-6<#<1. (5.3.10) 
#=0
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ამასთან ერთად, (5.3.8) უტოლობის გათვალისწინებით გვექნება 

I(I – დ) ჯ: (L+1)(C – ”L·)I*| < § (1 – 2? ჭ (L+1)ჯ" 
#X#=ჩხ+1 M=1L,-+1 

<30 –2)22 ,(#+1)2 = : (1 – დ)25 ,(თ1+))/ 
X=0 #=0 

= ჭ(]· = I)2(§IL·+1), = §(1 _ I)2(1: აფ +... )/ 

= 3(1 = I)?[(XI* – 1], = –;– (1 – :1:)?·(21:,··), 

X=0 M=0 

=ჯ@—IწC11ჯ=§"—Iწ(13ქ2=§ 
ამრიგად, 

|(1 – ჯ2 *—XL;I(I·.· +1)(თ– ო.).ო·*[ < 2, როცა 0<=<1. (5.3.11) 

(5.3.3), (5.3.7) და (5.3.9)-(5.3.11) დამოკიდებულებათა საფუძველზე გვაქვს 

|X",····L·|C–0| <§, როცა 1– 6<ჯ<1. 

IL=0 

ეს კი ნიშნავს (5.3.1) მწკრივის (/4)–შეჯამებადობას C რიცხვისკენ. თეორემა დამტკიცებუ– 

ლია. L 

შედეგი 5.3.2. (5.3.1) მწკრივის არა მხოლოდ კრებადობა, არამედ მისი (C, 1)–შეჯა– 

მებადობაც კი სასრული რიცხვისკენ იწვევს (5.3.2) მწრივის კრებადობას (0, 1) ღია ინტერ– 

ვალზე. 

მაგალითი 5.3.3, მწკრივი 

1-2+3-4+... (5.3.12) 

არაა (C, 1)–შეჯამებადი, რადგან ის არ აკმაყოფილებს ამისთვის აუცილებელ (5.1.16) პი– 

რობას პარაგრაფი 5.1–დან 
= 
Iიი <% =0. 

»-ი0ი ?პ
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მეორეს მხრივ, (5.3.12) მწკრივთან ასოცირებული ხარისხოვანი 

1-27+3:? – კე3+... 

მწკრივი კრებადია (0, 1) ღია ინტერვალში და მისი ჯამი 

1-27+3ე? - 4მ +...+- = (დ - დ2 §მ ერ ...» 

=|-(1-თ=+22-.--.)+1| = -(1-25+272-.../ 
_ 1 V  0-–(1+2/ _ 1 

——(1+:L·) ' 14 (+სო2? 

აკმაყოფილებს ტოლობას 

Iი 1 · 
და1 (1+7)2 4 

ე.ი. (5.3.12) მწკრივი არის (,4)–შეჯამებადი ჭ–კენ· 

ფრობენიუსის 5.3.1 თეორემისა და 5.3.3 მაგალითის საფუძველზე გვაქვს 

შედეგი 5.3.4. მწკრივის შეჯამებადობის (,4) მეთოდი ძლიერია შეჯამებადობის (C. 1) 
მეთოდზე, ე.ი. (,4) მეთოდი აჯამებს უფრო ფართო კლსსის მწკრივებს, ვიდრე (C,, L) მეთო– 

დი. ამასთან ერთად, ორივე მეთოდი თანხვედრილია, როცა ორივე გამოყენებადია. 

შენიშვნა 5.3.5. როგორც ვნახეთ, V, წევრებიანი მწკრივის (7,4)–შეჯამებადობა §–კენ 

ნიშნავს: 

(1) მწკრივის “შეშფოთებას” მისი ჯ, წევრების გამრავლებით (0, 1) ინტერვალზე ცვა– 

ლებად ჟ პარამეტრის თ-ურ ჯ” ხარისხზე; 

(2) § არის შეშფოთებით მიღებული მწკრივის ჯამის ზღვარი, როცა ჯ პარამეტრი ისწრაფ– 

ვის თავის ზღვარ 1-კენ და, მაშასადამე, «” მამრავლი ყოველი ფიქსირებული »–თვის 

ისწრაფვის 1–კენ, როცა ჯ ისწრაფვის 1–კენ. 

5.ე4 ზღვარზე გადასვლა მწკრივში 

აქ მოცემული იქნება ის საკმარისი პირობები, რომელნიც უზრუნველყოფს მწკრივში წევ– 

რობრივ ზღვარზე გადასვლის მართებულობას.
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თეორემა 5.4.1. განვიხილოთ დაგროვების წერტილის მქონე /V სიმრავლეზე განსაზ– 

ღვრულ ფუნქციათა (,,,,(+))29., მიმდევრობა, > C #.. 
L სიმრავლის დაგროვების წერტილი იყოს ი, სასრული ან ნიშნიანი უსასრულო, რომე– 

ლიც შეიძლება არცკი ეკუთვნოდეს /ი-ს. 

დავუშვათ, რომ ყოველ :, (ჯ) ფუნქციას გააჩნია სასრული ზღვარი ი წერტილზე. 

თუ 

2 თი (თ) (5.4.1) 

#1=1 

მწკრივი თანაბრად კრებადია ჯ; სიმრავლეზე, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

|ლ 29·9"(·1:) = –2 |ლ იი (2:), (542) 

ით=1 11=1L 

რაც ასე გამოითქმის: თანაბრად კრებადი მწკრივის ზღვარი რაიმე წერტილზე იმავე წერ– 

ტილზე მისი წევრების ზღვრების ჯამის ტოლია. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ჯ« 
ი)-% თ, ოთრ =C, 6- ბეთ. 

ი=1 2ს=1 

L სიმრავლეზე (5.4.1) მწკრივის თანაბრად კრებადობის გამო ყოველ « > 0 რიცხვს 

შეესაბამება ისეთი „ = 7V(«) ნატურალური რიცხვი, რომ უტოლობა 

I·;IM I(+) + ა ი--9(+) +-.- ·»·”:"·I·I)(·I·)I < (543) 

შესრულებულია ყოველი ;; > M რიცხვისთვის, ყოველი ჯ; C L წერტილისთვის და ყოველი 
) = 1.2.... რიცხვისთვის. 

(5.4.3) უტოლობაში ზღვარზე გადასვლით, როცა » -> ი, მივიღებთ 

Iწრ 4რა2+'.:.+0, | < §. 

ამრიგად, ჭ ი, რიცხვითი მწკრივი კრებადია (მწკრივის კრებადობის კოშის კრიტერი– 
11=21 

უმით), რომლის /ჯ–ური კერძო ჯამი და 7ჯ–ური ნაშთი იყოს C”, და <,,, ანუ 

C = C» +ე». (544)
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ასევე, >_ თ2„(ჯ2) მწკრივის თ–ური კერძო ჯამი და ;;–ური ნაშთი იყოს §,,(>) და ი„(+), 
თ=1 

შესაბამისად, ანუ 

'2(2:) = 5”(>) + ბე(2). (5.4.5) 

თუ (5.4.5) ტოლობიდან წევრობრივ გამოვაკლებთ (5.4.4)-ს, მივიღებთ 

99(1:) - (·9 (1) C") + 6"( ) -) 

საიდანაც 

I-2(2) -- CI < |5ი(X) – Cი| + |0ი(1)| + |2»I. (5.4.6) 

(5.4.1) მწკრივის თანაბრად კრებადობის გამო, ყოველი § > 0 რიცხვისთვის შეგვიძლია 

დავასახელოთ და დავაფიქსიროთ » ნატურალური რიცხვი ისეთი, რომ ყოველი 

ჯ C L–თვის შესრულებული იქნება უტოლობები 

LXC3) ( ; II ( (5.47) 

რადგან 

(/: ( ) 

ე!ჩ_უ·წ"(·”ნ) = ·!ლჯჯღხ@:) = ჯ![ღ·დ|·(1) = 2(·1· = Cი, 

#=I 

ამიტომ, თუ შემოვიფარგლებით სასრული ი-ს შემთხვევით, გვექნება 

|5–(თ) – Cი| < § როცა |; – ი| <6, 26 #. (5.4.8) 

ახლა, (5.4.6)–(5.4.8) შეფასებებიდან გამომდინარეობს უტოლობა 

Iი(>) – CI < §, როცა |L–ი|<ბ8, >CX. 

მაშასადამე, ( სიმრავლის გასწვრივ ადგილი აქვს ტოლობას 

Iდ თ(9) = 

რაც ეკვივალენტურია (5.4.2) ტოლობის. თეორემა დამტკიცებულია. C
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55 შეჯამებადობის ზოგადი შემთხვევა და 

ბორელის თეორემა 

ვთქვათ, გვაქვს 
?0+9V)+?12+-·: +1გ +-.- (5·5·1) 

რიცხვითი მწკრივი და განვიხილოთ (ი„(>))% ე ფუნქციათა მიმდევრობა, რომელიც განსა– 

ზღვრულია რაიმე #; სიმრავლეზე, რასაც გააჩნია დაგროვების რომელიმე ჯე წერტილი და 

+0 შეიძლება არცკი ეკუთვნოდეს /§–ს. 

დავუშვათ, რომ (ი„(2))%_ე მიმდევრობას გააჩნია შემდეგი ოთხი თვისება: 

(1) 0 < ი„(X) < 1 ყოველი »–თვის და ყოველი ჯ C I=-თვის; 

(2) »–ის ზრდისას ი, (X) არ იზრდება, როცა ჯ» C ( ფიქსირებულია; 

(3) ყოველი ფიქსირებული »-თვის ი,,(X) ფუნქცია ისწრაფვის 1–კენ, როცა » C ; ის– 
წრაფვის თავისი ჯე ზღვრისკენ; 

(4) (5.5.1) მწკრივთან ასოცირებული 

V000(+) + 1101 (თ) + V209(2) + ··· + Vგრ (2:) + · - · (5.5.2) 

მწკრივი კრებადია ყველა ჯ C (- წერტილზე. 

ახლა შემოვიღოთ შემდეგი 

განსაზღვრა 5.5.1. როცა არსებობს ზღვარი 

(IV) ჯ სინ(>) = «, (5.5.3) 
#=0 

მაშინ (5.5.1) მწკრივს ეწოდება (ი„(ჯ))9,ე ფუნქციათა მიმდევრობით განსაზღვრული მე– 

თოდით შეჯამებადი ვ რიცხვისკენ, ხოლო ჯ–ს კი ეწოდება (5.5.1) მწკრივის განზოგადებული 

ჯამი –– ამ მეთოდის შესაბამისი. 

მწკრივის განზოგადებული ჯამის ცნება, საზოგადოდ, იქნებოდა უსარგებლო, გარდა ზო– 
გიერთი გამონაკლისისა, თუ უმრავლეს შემთხვევაში მართებული არ იქნებოდა ბორელის 

შემდეგი
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თეორემა 5.5.2 (ბორელი). თუ (5.5.1) მწკრივი კრებადია § რიცხვისკენ, მაშინ იგი 
(თ»(>))% ე მიმდევრობის შესაბამისი მეთოდითაც შეჯამებადია იგივე § რიცხვისკენ, ანუ 

ადგილი აქვს (5.5.3) ტოლობას. 

დამტკიცება.რადგან IIო ი„(ჯ) = 1 ყოველი ო–თვის, ამიტომ თეორემის დასამტკი– 

ცებლად საკმარისია | 

(ი ი) თ 

თ. 20 შირი(დ) 2 თ. მირი(თ) 
ჯ= #=0 

ტოლობის მართებულობა. ამ ტოლობის დასამტკიცებლად საკმარისია დავადგინოთ, პა– 

რაგრაფ 5.4–ის თეორემა 5.4.1–-ის თანახმად, (5.5.2) მწკრივის თანაბრად კრებადობა 

ჯ C IV-ის მიმართ, რასაც ახლა მოვახდენთ. 
რადგან (5.5.1) მწკრივი კრებადია, ამიტომ მისი „–ური ნაშთის 

I = ი + Vი+1 + 160+2 +-.- 

აბსოლუტური სიდიდე ნაკლები იქნება ნებისმიერად აღებულ§ > 0 რიცხვზე, როგორც კი » 

გადააჭარბებს «–გან დამოკიდებულ გარკვეულ V = VV(<) ნატურალურ რიცცხვს, ე.ი. 

IIგ | < 6 ყველა» > I რიცხვისთვის. (5.5.4) 

ახლა განვიხილოთ (5.5.1) მწკრივთან ასოცირებული (5.5.2) მწკრივის „–ური ნაშთი 

ჩი(თ) = სიძმთ(2) + V„+10»+1(%) + ·· · (5·5·5) 

და დავამტკიცოთ, რომ უკვე აღებული § > 0 რიცხვისთვის არსებობს ჯ, > /V–ზე ნატურა– 

ლური რიცხვი ისეთი, რომ თანაბრად ჯ C ##-ის მიმართ სრულდება უტოლობა 

|ი„(თ)| < 6 ყველა თ > # რიცხვისთვის, (5.5.6) 

ამ მიზნით განვიხილოთ (5.5.5) მწკრივის ჯ–რი კერძო ჯამი (წერის გამარტივების მიზ– 
ნით, ჯ არგუმენტს არ დავწერთ) 

1 
5·;(; ) = სშამი + Iი+10ი+1 + ი+20+2 + '. + 1ი+ი-10+ი-1 + V+ი0ი+ი, 

რომელიც ს = 12 – #+L ტოლობების, L = ».ი + 1,. .. , გამოყენებით ასე ჩაიწერება
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·5·;()" = 0ი (/ – #·+1) + 0ა+1(#/%ი+) – I+2) + 0»+2(/M+2 – I2ი+3) + ··· 

+ ე·"+9—1(|?·"+1;–·1 = 1?ი+1)) + 0·"+1)(1?ი+]1 “ ჩ”+9+1)· 

ამასთან ერთად, განვიხილოთ ჯამი 

5;()2) < იI + (“" 1 0")1?”"·!–1 + ((1·"+2 = ე·"+1)ჩ”+2 დ-..· 

+ (“”—I–])–I _ CL"·+II-—2)1?·"+;)—1 + ((L"-I·;) _ 0··",-!-9–1)13"-!–])· 

აქედან, (1), (2) თვისებებისა და (5.5.4) უტოლობის გათვალისწინებით, გვაქვს დამოკიდე– 
ბულებანი 

(2) 
|5I··I | < 5[“" + (იე – ძი+1) + (ძთი+I – ძიე+2) +-.- 

+ (0"-!·9–2 – 0"+11––1) + (“"+;)—1 – (I·"+;·)] 

= 5|ზიც – იი+ი) < 260 < 25, როცა » > #. 

ამრიგად, 
|ვ,(,2) (»)| < 2%. როცათ > V, ჯ ნებისმიერია. 

მეორეს მხრივ. 

5,(,"(1·) = 5,(;2)(1·) – მი+ა!ი+ი-I. 

ამიტომ 

|5/'(+)| < 22 +4 = 3:, როცა» > V და» ნებისმიერია, 

მაშასადამე. მართებულია (5.5.6) უტოლობა, ანუ (5.5.2) მწკრივი თანაბრად კრებადია 
LC-ზე. თეორემა დამტ, კიცებულია. LI 

შედეგი 5.5.3. თუ 

Iცს+ II +V2+..- (5·5·7) 

მწკრივი კრებადია, მაშინ 

V + III 4 ი ნათი (5.5.8) 

ხარისხოვანი მწკრივი თანაბრად კრებადია |(). 1| სეგმენტზე. 

დამტკიცება. კერძოდ, თუ ბორელის 5.5.2 თეორემაში ავიღებთ ჯც = 1. #- = (0.1), 
ძი(I) = 7970 < „ < - 1, მაშინ ამ თეორემის (1), (2) და (3) პირობები შესრულებულია.
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გარდა ამისა, ამავე თეორემის მე–(4) პირობაც შესრულებულია აბელის 5.2.5 თეორემის 

ძალით პარაგრაფი 5.2–დან. 

როგორც ბორელის 5.5.2 თეორემის მტკიცების პროცესი გვიჩვენებს, ოთხივე ეს პირო– 

ბა (5.5.7) მწკრივის კრებადობასთან ერთად უზრუნველყოფს (5.5.8) მწკრივის თანაბრად 
კრებადობას (0, 1) ღია ინტერვალზე. 

ამასთან ერთად, (5.5.8) მწკრივი კრებადია ე: = 1 წერტილზე, (5.5.7 ) მწკრივის კრება– 

დობის გამო. მაშასადამე, (5.5.8) მწკრივი თანაბრად კრებადია მარცხნიდან ღია და მარ– 

ჯვნიდან ჩაკეტილ (0, 1| ინტერვალზე და, ამიტომ, (0, 1| სეგმენტზეც. C) 

შედეგი 5.5.3 შეიძლება ასეც გამოითქვას: 

შედეგი 5.5.4. თურაიმე ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსი / > 0 და 

ეს მწკრივი კრებადია » = /? წერტილზეც, მაშინ აღებული მწკრივი თანაბრად კრებადია 

L– 8 + C, ჯII სეგმენტზე, როცა 0 < § < 9/?. 

ამ ფაქტთან დაკავშირებით აღვნიშნოთ 

შედეგი 5.5.5. თუ რაიმე ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსი ჯ > 0 და ეს 

მწკრივი არაა კრებადი ჯ = 7· წერტილზე, მაშინ იგი ვერ იქნება თანაბრად კრებადი (0. I' 

სეგმენტზე! 

დამტკიცება.I0,») სეგმენტზე თანაბრად კრებადობის შემთხვევაში შეგვეძლო მწკრივ– 

ში ზღვარზე გადასვლა, როცა » –» » (პარაგრაფი 5.4–ის თეორემა 5.4.1-ის თანახმად) და 

მივიღებდით ჯ; = ჟ· წერტილზე კრებად მწკრივს, რაც ეწინააღმდეგება დაშვებას. L) 

5.ნ ტაუბერის ტიპის თეორემები შეჯამებადობის 

(44) და (C, 1) მეთოდებისთვის 

თუ მწკრივი შეჯამებადია (C,, 1) ან (/4) მეთოდით, მაშინ ასეთი მწკრივი შეიძლება კრებადი 

არ იყოს (იხ. პარაგრაფები 5.1 და 5.2). ამიტომ ბუნებრივია კითხვა: მწკრივის წვერების რა 

თვისება უზრუნველყოფს მის კრებადობას, თუკი ეს მწკრივი შეჯამებადია რომელიმე მეთო– 

დით? 

1. ასეთი შინაარსის პირველი თეორემა შეჯამებადობის აბელ–პუასონის (,4) მეთოდის– 

თვის ტაუბერმა დაამტკიცა 1897 წელს. ამიტომ მას ეწოდება ტაუბერის ტიპის, თუ რომელიმე
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მეთოდით შეჯამებად მწკრივზე მითითებულია პირობა, რომელიც უზრუნველყოფს მის კრე– 

ბადობას. 

თეორემა 5.6.1 (ტაუბერი, (8, გვ. 889|). თუ 

V0 +V1+.:.-+ში + 

მწკრივი (.4) შეჯამებადია რაიმე § რიცხვისკენ, ე.ი. თუ ადგილი აქვს 

Cლ 

წი 2·[1#:1:,·· = § 
ჯ5–31-– 

L=0 

ტოლობას და, გარდა ამისა, შესრულებულია პირობა 

|··"–>"ი1·ი MM = 0, 

მაშინ (5.6.1) მწკრივი კრებადია და ადგილი აქვს ტოლობას 

CC 

ჭ 1IL = §. 

L=0 

დამტკიცება. თუშემოვიღებთ აღნიშვნას 

6"· = [11287)1( ||I"“|··I·I 

მაშინ მონოტონურად კლებადი (გ,„)% ე მიმდევრობა კრებადია ნულისკენ. 
I1=0 

ყოველი ნატურალური ” რიცხვისთვის ადგილი აქვს ტოლობას 

M 

211;–8—21#1–:[”·)— 2 07% » +[2·“|·I —ჯ] 

L=0 სხ=M+1 X=0 

გარდა ამისა, 0 < ჯ < 1 შემთხვევაში მართებულია დამოკიდებულებანი 

1-7=(1 - 2)1+თ2+272?+---+I"“ ) < (1 – 2), 
MV+1 1 აა ჯ ს _ + 

21 I—I(I—:L·· 
ს=MV+1 

უკანასკნელი უტოლობები გამოვიყენოთ (5.6.5) ტოლობის მიმართ, გვექნება 

(5.6.1) 

(5.6.2) 

(5.6.3) 

(5.6.4) 

(5.65)
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M M იი IL·/“. IIL· ი0 

|2 I 2 IMVL.I(1 – თ) + ——;·”—+|2“*I*—·9 

#:=0 #=0 M=MV+1 #=0 

9+§1 ს ი- ჯ. (5-66 5(1–I)M60+№+|2·“|_·I –8. ( .ხ. ) 

ნებისმიერად მცირე § > 0 რიცხვთან ერთად განვიხილოთ ; = გ-=– + რიცხვი და ავიღოთ 

ჯ = 1 – #, ანუ (1 – ჯ)/V = /. მაშასადამე, ჯ –+ 1, როცა V -+ იი. ახლა IV ავიღოთ 

ისეთი, რომ: 

(1) შესრულდეს უტოლობა ი+; < »?; 
(2) ამ V-–ის შესაბამისი ჯ იყოს ისე ახლოს 1–თან, რომ შესრულდეს უტოლობა (ეს შე– 

საძლებელია (5.6.2) ტოლობის ძალით) 

ლ 

I ჭ ”“„„·1:*· –5 

L=0 

ამიტომ (5.6.6) უტოლობიდან ვღებულობთ, რომ 

IX”[M:—8I (2 + ბი)უ = 

თეორემა დამტკიცებულია. LI 

შევნიშნოთ, რომ მართებულია უფრო ძლიერი 

თეორემა 5.6.2(ტაუბერი). თუ (5.6.1) მწკრივი (,4) შეჯამებადია რაიმე § რიცხვისკენ 

და, გარდა ამისა, შესრულებულია პირობა 

Iი 1) +2I2 +:.- + MM 

--% L 

მაშინ ადგილი აქვს (5.6.4) ტოლობას. 

< წ. 

=0, (5.6.7) 

თეორემა 5.6.2-ის სიძლიერე 5.6.1 თეორემასთან შედარებით გამოიხატება იმით, რომ 

(5.6.7) სუსტი მოთხოვნაა (5.6.1) მწკრივზე, ვიდრე (5.6.3) პირობა. მართლაც, (5.6.3) პი– 

რობა ნიშნავს ( MIს)ლ., მიმდევრობის კრებადობას ნულისკენ, ხოლო (5.6.7) პირობა ნიშ– 

ნავს, რომ ნული არის (C, 1) ზღვარი იგივე (MV)ჯ., მიმდევრობის (იხ. 5.1.1 განსაზღვრის 

ბოლო წინადადება). მაგრამ ვიცით, რომ (C, 1) ზღვრის არსებობა გამომდინარეობს ჩვე– 

ულებრივი ზღვრის არსებობიდან შებრუნების გარეშე (იხ. 5.1.3 თეორემა მიმდევრობის– 

თვის).
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თეორემა 5.6.3. თუ+/,. > 0 და(5.6.1) მწკრივი („4)–შეჯამებადია ან (C, 1)–შეჯამებადი 

რაიმე სასრული რიცხვისკენ, მაშინ (5.6.1) მწკრივი კრებადია იგივე რიცხვისკენ. 

დამტკიცება.თუ(5.6.1) მწკრივი არ იქნებოდა კრებადი, მაშინ გვექნებოდა 

C 

აა 
#L=1 

ტოლობა, როგორც ზრდადი კერძო ჯამების ზღვარი. აქედან გამომდინარე (5.6.1) მწკრივი 

იქნებოდა ( 4)–შეჯამებადი ((C, 1)-შეჯამებადი) +-კენ, ამ მეთოდთა სავსებით რეგულა– 

რულობის გამო (იხ. წინადადებები 5.2.7 და 5.1.4), რაც ეწინააღმდეგება თეორემის პირო– 
ბას, L) 

შედეგი 5.6.4. დადებითწევრებიანი (უარყოფითწევრებიანი) მწკრივებისთვის შეჯამე– 
ბადობის (7/4) და (C', 1) მეთოდები კრებადობის ეკვივალენტურია. 

2. რადგან მწკრივის (C, 1)–შეჯამებადობა რაიმე თ რიცხვისკენ იწვევს ამ მწკრივის 

(4)-შეჯამებადობას იმავე თ–კენ (იხ. ფრობენიუსის 5.3.1 თეორემა), ამიტომ ტაუბერის 

5.6.2 თეორემა შეჯამებადობის (C, 1) მეთოდისთვის მიიღებს სახეს. 

თეორემა 5§.6.5, თუ (5.6.1) მწკრივი (C, 1)–შეჯამებადია რაიმე თ რიცხვისკენ და თუ 

შესრულებულია (5.6.7) პირობა, კერძოდ, (5.6.3) პირობა, მაშინ (5.6.1) მწკრივი კრებადია 

და ადგილი აქვს (5.6.4) ტოლობას, რომლის მარჯვენა მხარეშია თ. 

ჰარდიმ დაამტკიცა, რომ ტაუბერის 5.6.5 თეორემა ძალაშია, თუ (5.6.7) და (5.6.4) პი– 

რობები შეცვლილია |ILV,.| < C პირობით (ი = C0M5L; L = 1,9, 3, . . . ), ხოლო უკანასკნელი 

პირობის შეცვლის სამართლიანობა #L,, > –6 პირობით (C = C0115L!; ი) = 1,2,...) და– 

ადგინა ლანდაუმ. 

ფეიერის ლემა 5.6.6. თუ(5.6.1) მწკრივი (C, 1)–შეჯამებადია რაიმე § რიცხვისკენ 

და, გარდა ამისა, % #IV/,|2 მწკრივი კრებადია, მაშინ ადგილი აქვს (5.6.4) ტოლობას. 
#M=1 

გაფრთხილება! 5.6.7. მწკრივში ნულების ჩამატება არ ცვლის მისი კრებადობის 
ხასიათს, მაგრამ ცვლის შეჯამებადობის ხასიათს.
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57 ფურიეს მწკრივის შეჯამებადობა ფეიერის მეთოდით 

როგორც ვიცით: 

(1) არსებობს უწყვეტი ფუნქცია, რომლის ფურიეს მწკრივს გააჩნია განშლადობის წერ– 

ტილი –– ფეიერის მაგალითი; 

(2) არსებობს უწყვეტი ფუნქცია, რომლის ფურიეს მწკრივი განშლადია დასახელებულ 

თვლად სიმრავლეზე და კრებადია ყველა სხვა წერტილზე; 
(3) არსებობს უწყვეტი ფუნქცია, რომლის ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამების ყოველი ქვე– 

მიმდევრობა განშლადია ერთ წერტილზე მაინც. 

გარდა ამისა, ჯამებად ფუნქციათა კლასში არსებობს ისეთი ფუნქცია, რომლის ფურიეს 

მწკრივი განშლადია ყველა წერტილზე -–– კოლმოგოროვის მაგალითი. 

ყოველივე ამის ფონზე ბუნებრივად ჩნდება კითხვა: კი მაგრამ, მოცემული ფუნქციის 

მნიშვნელობების მისაღებად ვარგისია თუ არა მისი ფურიეს მწკრივი? 

ამ მიმართულებით უნდა მოისინჯოს განშლადი რიცხვითი მწკრივის შეჯამებადობის ცნო– 

ბილი მეთოდები, სახელდობრ, (C, 1) და (/1) მეთოდები. უნდა ითქვას, რომ ამ თვალსაზრი– 

სით მიღებულია საკმაოდ კარგი შედეგები, რომელთა შესახებაც ქვემოთ გვექნება საუბარი. 

1.  განვიხილოთ 2ჯ» პერიოდული და პერიოდზე ჯამებადი / ფუნქციის ფურიეს მწკრივი 

]· – 0"30 + ჯ(ე* C05 |··.I + ხ|·· 5Iჩ IC··L·)· (571) 

რომლის კერძო ჯამების 

50(ჯ) = -- , 51(თ) = ? + 01 C052 + ხ15Iი2, 

·5*?(1) = შ· + 01 C05 +ხ) 510 ე; + ძე 6059X + ხე 5ი 22 + -.» , 

9»(2) = % + 2 ,(00C05/2 + ხს5I0/2),..., 
ჯ=1 

მიმდევრობისგან შევადგინოთ მათი შესაბამისი (C, 1) საშუალოები 

თ.(2) = 2 9.(» (5.7.2)
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რომელთაც ფურიეს მწკრივთან მიმართებაში ეწოდება ფეიერის საშუალოები ფურიეს 

(5.7.1) მწკრივისთვის. ეს სახელწოდება მომდინარეობს იქიდან, რომ ფეიერმა პირველმა 

აღმოაჩინა (თ„(ჯ))%.ე მიმდევრობის ის შესანიშნავი თვისება, რაც მოცემული იქნება ქვე– 
მოთ ფეიერის თეორემაში – 1905 წ. 

რადგან 5; (X) კერძო ჯამის ინტეგრალური წარმოდგენაა (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.4, 
ფორმულა (4.4.4)) 

5„(:1:) = ;1_·/]·([)1)"(!· _ 1·) V/2 

ამიტომ (5.7.2) ფორმულით განსაზღვრული ფეიერის თ,,(>) საშუალო მიიღებს სახეს 

თი) = ჭ / წი # 20,·.@ – )ი = ჭ / ICსM,(0 – თ)ძ, 
ს L=0 ი 

სადაც 
1 / 

M =-- § MI(V) (57.3) 

წარმოადგენს დირიხლეს /#,,(V) გულების (C, 1) საშუალოს. 
ამრიგად, 

თ»(2) = ჭ / I(2+ ს)M„(ს) ძს. (67.4) 

Xგ ფუნქციას ეწოდება ფეიერის გული, იგი არაა დამოკიდებული / ფუნქციაზე და არც 
#-ის შესაბამის (57.1) მწკრივზე! 

ზოგჯერ, (5.7.4) ტოლობის მარჯვენა მხარეს ეწოდება ფეიერის ინტეგრალი / ფუნქცი– 
ისთვის. 

პირველ რიგში დავადგინოთ ფეიერის , გულის რამდენიმე მნიშვნელოვანი თვისება: 

) 

IV (V) 
· 1 42 - 2(0L+ 1) §9ი# V 

მართლაც, 

ჩინ) = 5თ + ) _ 9იდ + 1)V.50ი 2% _ C058ს – 605(0 +1)V 

25901% 25021 ს 450219% 
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ტოლობიდან (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.4, ტოლობა (4.4.3)) ვღებულობთ 

[ L 

ღ––_-->.>.>»>.”·· 2 C05 I:1| – C05(I/; + 1)1 "(”“) 4(·”· + 1) 5|ი2 % M ,·=0[ ( ) ] 

5Iი + I)?-“] 1 

1 4Cიო+1) 5"12%"[] – 905 +1)VI = „ +1) [ §ი1V 

ხოლო #2,(2I») = L + 1 ტოლობის ძალით (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.4, ტოლობა 

(4.4.9)) გვაქვს 

IMი(2IX) = % 2 ( ) 

1_ . "(" +1) 

ამრიგად, 

1 აით+1)39)? „ეს 
' 2I, 

2(ი + 1) [ §9ი1V ] ; როცა C7 2I# (5:7.5) 

"·;1 , როცა ც = 2I», 

IXLLV) = 

(=0,4+1.3+2..... 

კანასკნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს მომდევნო თვისება 

(2) IC,(«) > 0 ყველა V-თვის და ყველა »-თვის, ანუ ფეიერის /, გული არაუარყო– 

ფითია! –– ეს თვისება არ გააჩნია დირიხლეს #0,, გულს. 

(3) ჟორდანის ! 

995> ჭ როცა 0 < |Iი| <». 

უტოლობის გამოყენებით გვექნება 

1 ( როცა 0 < |VI < ». I("(“) – ი(”, + ]·) 5|ი 2(7·L+ 1)“2 ' 
(57.6) 

აქედან ვღებულობთ 
1 

MXი-(V) = 0(#) როცა 0 < III <»
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და 

M»(V) < > როცა 0 < ბ < IVI <». (5.7.7) 
ჯ 

(რ +1)ბ?” 

თუ შემოვიღებთ მიმდევრობას 

Mს(ბ) =  CმX . /CV(%), როცა 0 < ბ <X», 
<IVI 

მაშინ (5.7.7) უტოლობიდან გამომდინარეობს ტოლობა 

იი M (ტ) = 0. (5.7.8) 
156% 

ჯ 

ჭ/ე„(“)ქ"=1 (L=0,1,2,...) 

–ჯ 

ტოლობის (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.3, ტოლობა (4.3.3)) გამოყენებით (5.7.3)–ის 

მიმართ მივიღებთ 

ჯ 

ჭ_/](·„(") ძს=1 (რო=0,1,2,...). (5.7.9) 

-” 

(5) (5.7.8) და (5.7.9) ტოლობებიდან მიიღება 

#?#-–9% 

ბ 

= 
Iთ ;/1(„(“)(1" =1, 0<ბ2ბ6<X7. 

–გ 

2. 27ჯ პერიოდული და პერიოდზე ჯამებადი / ფუნქციის ფურიეს მწკრივი, ანუ (5.7.1) და– 

მოკიდებულების მარჯვენა მხარე აღვნიშნოთ, როგორც ყოველთვის, §' / |–ით. მაშინ ადგი– 

ლი აქვს შემდეგ მტკიცებულებებს. 

ფეიერის თეორემა 577.1((8, გვ. 1391). 

(1) თუ / ფუნქცია უწყვეტია :: წერტილზე, მაშინ 51 /| შეჯამებადია ფეიერის მეთოდით 
ამ ჯ წერტილზე /(>) მნიშვნელობისკენ;
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(2) თუ / ფუნქციას ჯ წერტილზე გააჩნია | გვარის წყვეტა, მაშინ ,5(/ ) შეჯამებადია ფეიე– 

რის მეთოდით ე: წერტილზე % I/I ( + 0) + /(ჯ – 0)| მნიშვნელობისკენ; 

(3) თუ / უწყვეტია რაიმე (ი, ხ) ღია ინტერვალზე, მაშინ § / | თანაბრად შეჯამებადია ფე– 

იერის მეთოდით ყოველ Iი, | C (ი, ხ) ქვესეგმენტზე; 
(4) თუ / ფუნქცია უწყვეტია (–%ი, +იC)-ზე, მაშინ §' / | თანაბრად შეჯამებადია ფეიერის 

მეთოდით |–X., X| სეგმენტზე. 

დამტკიცება.(5.7.9) ტოლობა გადავწეროთ შემდეგი სახით 

0 ჯ» 

L=1 / წე0)V+4 / ათთ = 7—1· ! X"( ) ; "(· (L. 

-” 0 

ჯ = –» ცვლადის გარდაქმნით და /C, ფუნქციის ლუწობის გათვალისწინებით (იხ. ტოლობა 

(5.7.5)) გვექნება 

ი 0 ი _ 

—·4 I("(1·)(11·=”/IX"(—1—)(—
(1?)=—”/IX„(?-)ქ1–=0/ჩ?L

(?)(|·,· 

ამიტომ 
ჯ# 

/ M() ი (C7.10) 
0 

/ M,.0) V = 

0 

(5.7.10) ტოლობის გამრავლებით 1 |/(=+0)+ /(>–0)| მუდმივზე (საინტეგრაციო1 ცვლა– 

დის მიმართ მუდმივზე) მივიღებთ 

1 = 

C
9
8
 X 

საიდანაც 

(57.1I) 

(
1
I
)
 

ჯ 

ჭ[/(თ+0)+/(ო—ი)] = ჭ/ (/(C+0) + /(დ – 0)|IM-(სი.  (57.12) 
L 

გარდა ამისა, (5.7.4) ტოლობა ჩავწეროთ ასე 

0 # 

0·71(·7:) = ჭ /./(1· + ჯ)ს·"(ჯ) ძ.L+ ჭ / !·(:L· + ჯ)ს·"(ჯ) თL 

” 9



19% თავიV ფურიესა და რიცხვითი მწკრივების შეჯამებადობის საკითხები 

პირველ ინტეგრალში (/ = –+ ცვლადის გარდაქმნით და IV, გულის ლუწობის გამო მივი– 

ღებთ 
0 0 ჯ 

M(C+!)Iი(I)ძ! = | I/(ი – „)I(ი(–7”)(–-ძ») = | /(2 – »)Mა(7) ძ». 1 / / 
ამიტომ 

” 

თი(») = ჭ / I/I(=+L) + /(9 – M)| IV(,) თ. (5.7.13) 

0 

ახლა (5.7.13) ტოლობას წევრობრივ დავაკლოთ (5.7.12), მივიღებთ 

თა(2) – ჭ III =+0)+ /(2 – 0)| 

- ჭ/ (I(+#0+/(, – 9 – /(თ+0) – / (დ – 0)) MV(8) ი. (5-7.14) 
0 

ვაჩვენოთ, რომ (5.7.14) ტოლობის მარჯვენა მხარე ისწრაფვის ნულისკენ, როცა ი. –» ი. 

ამასთან, ეს მისწრაფება არის თანაბარი ყოველ (C, ) C (0, ხ) სეგმენტზე, როცა / ფუნქცია 

უწყვეტია (ი. ხ) ღია ინტერვალზე. ამ მიზნით, ნებისმიერად აღებული § > 0 რიცხვისთვის 

შევარჩიოთ ბ > 0 რიცხვი ისეთი, რომ შესრულდეს უტოლობები 

I/I(დ+L) – I(> +0)| < §, 

IIIდ –1) – #(8 – 0)| < § 

ეს შესაძლებელია ყოველი ფიქსირებული ჯ-თვის, თუკი > წერტილზე / ფუნქცია განიც– 
დის I გვარის წყვეტას ანუ, რაც იგივეა, #/–ს გააჩნია / (დ + 0) და / (ჯ – 0) სასრული ზღვრები 
მარჯვნიდან და მარცხნიდან, შესაბამისად. 

თუკი / ფუნქცია უწყვეტია (ი, ხ) შუალედზე, მაშინ იგი თანაბრად უწყვეტია ყოველ V, / 
სეგმენტზე, როცა ი < თ < /8 < ხ. ასეთ შემთხვევაში გ შეიძლება შეირჩეს ისე, რომ იგი არ 

იყოს დამოკიდებული -ზე (თ, #1-დან; ამით მიიღწევა თანაბარი შეფასება. 

ახლა (5.7.14) ტოლობაში ინტეგრალი დავანაწილოთ /) და /; ინტეგრალებად (0, 6| და 
|8,წ) სეგმენტებზე, შესაბამისად. (5.7.1=) უტოლობებისა და (5.7.11) ტოლობის გათვალის– 
წინებით გვექნება 

]· როცა 0 < ( <4. (5.7.15) 

ჯ ი) 

I11I(26·ჭ/!(„(!)ძ!(26ჭ/1(„(!)ძ8=2(·:·—·–=6, 

0 0
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ხოლო 

I6I < MI9 / |I/თღ+91I+IVC-0|+VC-0I+VC-0I #. . 67.6) 
ბ 

ფიქსირებული ჯ»-თვის უკანასკნელი ინტეგრალი სასრულია, ხოლო მასთან მდგომი 

#,,(თ) მამრავლი ისწრაფვის ნულისკენ, როცა თ. –» ი, ე.-ი. / –+ 0, როცა » –> იი და 

ე; ფიქსირებულია. 

თუ / ფუნქცია უწყვეტია (ი, ხ) შუალედში და ჯ C |C.0| C («,ხ), მაშინ ინტეგრალი 
(5.7.16) უტოლობაში არ აღემატება ჯ I/0)I ძ/ + 9»I / ()| რიცხვს. რადგან / შემოსა– 

ზღვრულია (თ, #| სეგმენტზე, ამ სეგმეჰტზე უწყვეტობის გამო, ამიტომ /; –+ 0 თანაბრად 

IC, 8)-ზე, როცა »; – . 
დასამტკიცებელი თეორემის ოთხივე მტკიცება გამომდინარეობს (5.7.14) ტოლობიდან, 

ზემოთ მიღებული დასკვნების საფუძველზე. ამასთან, თანაბრად შეჯამებადობა ფეიერის მე– 

თოდით რაიმე ჯ- სიმრავლეზე რომელიმე ,4 სიდიდისკენ ნიშნავს, რომ სხვაობა 

თან2) – -” -> 0 თანაბრად #--ზე, როცა ი -) C. 

ამით ფეიერის 5.7.1 თეორემა დამტკიცებულია. CI 

ვ. _რადგან მწკრივის შეჯამებადობის (C, 1) მეთოდი რეგულარულია (იხ. თეორემა5.1.3), 

ამიტომ ფეიერის ახლახან დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი მნიშ– 

ვნელოვანი 

წინადადება 5.7.2. თუ / ფუნქციას გააჩნია უწყვეტობის ჯ; წერტილი და მისი ფურიეს 

5(I| მწკრივი კრებადია ამ წერტილზე, მაშინ 5( / | კრებადია სწორედ / (2) მნიშვნელობის– 

კენ! ანალოგიურად, თუ 5' / | კრებადია / –ის | გვარის წყვეტის » წერტილზე, მაშინ 

5I/1C) = ; II(=+0) +/C –0)). 
წინადადება 5.7.3. / ფუნქციის ფურიეს (5.7.1) მწრივის ,, (/: >) კერძო ჯამისა და 

იმავე მწკრივის ფეიერის თ, (/; დ) საშუალოს §5,,(/; >) – თ, (; 2) სხვაობა » წერტილზე 
და თვით თ. (/' ; 2), გამოისახება (5.7.1) მწკრივის ი,, C05 ); + ხ,, 5Iრო წევრებით შემდეგ– 

ნაირად: 

5ი(#/;2) – თა(I/;:2:) = ”#·M 2 ს(0. C05 /დ + ხს 5Iი#2), 
M=1
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II 

: )(ე,·. C05 ჯ + ხ/, 5ILI2;). ”“0·;:”)=2(1··"5–I 

ეს ტოლობები გამომდინარეობს 5.1 პარაგრაფის (5.1.19) და (5.1.17) ტოლობებიდან, შესა– 

ბამისად. 

შენიშვნა 5.7.4. შეჯამებადობის ფეიერის მეთოდის გამორჩეულობა ფურიეს მწკრი– 

ვებისთვის კარგად ჩანს ფეიერის 5.7.1 თეორემიდან (1) მტკიცების შედარებიდან ფეიერის 

იმ უწყვეტი ფუნქციისთვის, რომლის ფურიეს მწკრივი განშლადია რომელიღაც წერტილზე 

(იხ. თავი =-სადმი შესავლიდან 3 განყოფილების მე–(3) პუნქტი). 

შენიშვნა 5.7.5. ფეიერის 5.7,1 თეორემიდან მე–(4) მტკიცება იძლევა |–»., »| სეგ– 

მენტზე უწყვეტი და 2» პერიოდული, ანუ წრეწირზე უწყვეტი, ფუნქციის ტრიგონომეტრიუ– 
ლი პოლინომებით თანაბრად მიახლოების შესახებ ვაიერშტრასის კლასიკური თეორემის 

ერთ–ერთ ვარიანტს. 

528 ფეიერ–ლებეგის თეორემა 

როგორც ვნახეთ, ფეიერის 5.7.1 თეორემა იძლევა / ფუნქციის ფურიეს მწკრივის (C, 1)– 

შეჯამებადობას /(ჯ) ან 1 1 I/(დ + 0) + /(§ – 0)) 0)) მნიშვნელობებისკენ, შესაბამისად, თუკი 

ჯ არის /–ის უწყვეტობის წერტილი ან ამ წერტილზე მას გააჩნია | გვარის წყვეტა. 

ასეთი წერტილი ჯამებად ფუნქციას შეიძლება არც კი გააჩნდეს. ამიტომ საჭირო იყო ამ 

ზოგადი შემთხვევის გამოკვლევა, რაც 1905 წელს მოახდინა ლებეგმა. ლებეგის მიერ მო– 
ძებნილ საკმარის პირობას ყოველი ჯამებადი ფუნქცია აკმაყოფილებს თითემის ყველა წერ– 

ტილზე და ასეთია ამ ფუნქციის ლებეგის წერტილი. 

ამავე დროს, ლებეგის ეს პირობა შესრულებულია ფუნქციის უწყვეტობისა და | გვარის 

წყვეტის წერტილებზე. მაშასადამე, ლებეგის თეორემა წარმოადგენს ფეიერის თეორემის 

განზოგადებას და, ამიტომ, ეწოდა მას ფეიერ–ლებეგის თეორემა. 

ფეიერ–ლებეგის თეორემა 5§.8.1 ((8, გვ. 143)). ჯამებადი / ფუნქციის ფურიეს § / 
მწკრივი შეჯამებადია ფეიერის მეთოდით /(ჯ) მნიშვნელობისკენ ყველა იმ ჟ წერტილზე, 

რომელიც წარმოადგენს ლებეგის წერტილს / ფუნქციისთვის, ე.ი. |0, 2»I–ის თითქმის ყვე– 

ლა წერტილზე.
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დამტკიცება. ვთქვათ, დ C |0,2»| არის ლებეგის წერტილი? / ფუნქციისთვის და 

განვიხილოთ ჯ ცვლადის და ჟ პარამეტრის ფუნქცია 

( 

L:(!)=/II·”|(I,")I([IL. 

0 

სადაც გამოყენებულია აღნიშვნა (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.8, ტოლობა (4.8.5)) 

MC,%) = /(CC+9) + /(2– ) – 2/(ფ. 

რადგან ჯ არის ლებეგის წერტილი /-თვის, ამიტომ გვაქვს 

L+.(I) = X(), (<30+. (5.8.1) 

თგ(თ)–ის ინტეგრალური გამოსახვა (იხ. პარაგრაფი 5.7, ტოლობა (5.7.4)), IC, გულის 

ლუწობის გათვალისწინებით, გადავწეროთ შემდეგი სახით 

თა(>) = ჭ / II (2 +1) + /C> – ()1MV(I) ძL. (5.8.2) 

0 

მეორეს მხრივ, ისევ #,,–ის ლუწობის გამო, 5.7 პარაგრაფის (5.7.9) ტოლობა მიიღებს 

სახეს 
# 

2 
; / 1(„,(!) თL = 1, 

0 

რომლის გამრავლებით / (ჯ)–ზე მივიღებთ 

#(>) = ჭ / 29/(2)IM,(1) ძI. (5.8.3) 
0 

2ე:-ს ეწოდება ლებეგის წერტილი ჯამებადი « ფუნქციისთვის, როცა ადგილი აქვს 

V 
I 1 

„M0, + / I2(=+4) – «(9)|ძ! =0 
0 

ტოლობას.
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ახლა, (5.8.2) ტოლობას წევრობრივ დავაკლოთ (5.8.3), გვექნება 

თ) – /(0) =1 / M 0MეV0) . (5.84) 
) 

მაშასადამე, თეორემის დასამტკიცებლად აუცილებელი და საკმარისია ტოლობა 

I1 

Iთ / M(>,,)MV(I) ძ( = 0. (5.8.5–) 7-–% 

0 

პარაგრაფ 5.7–ის (5.7.3) ტოლობის ძალით 

7 

MIV(0 = – L 12ე0( 
L#=0 

და ასევე ყველა ჯ–თვის (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.3, ტოლობა (4.3.1)) 

II2L(,)| < X +% < 2», როცა # < ». 

ამიტომ, ყველა /–თვის მართებულია უტოლობა 

IM0VI)I <2», 2 > 1. 

ტოლობა (5.8.1)–ის ძალით, ყოველ C > 0 რიცხვს შეესაბამება ტ > 0 რიცხვი ისეთი, 

რომ შესრულდება უტოლობა 

L>(1) – . როცა 0 <ჯ<4. (5.8.6) 

აღებული ტ6–თვის ავიღოთ / ნატურალური რიცხვი ისეთი, რომ შესრულდეს ჭ < ბ უტო– 

ლობა. ამის შემდეგ, ყოველი », > IV რიცხვისთვის ინტეგრალი (5.8.4) ტოლობიდან წარ– 

მოვადგინოთ (0, 1/), (1/თ, გ) და (ბ, ») ინტერვალებზე I1 , 2 და Iვ ინტეგრალების ჯამად. 
შესაბამისად, გვექნება 

1/ი 

1 1 –IMI = I— XM(=,0IVI Cთ ძ:| ! 7 

7 

1/» 

< 2 / I--(თ,#)| ძ, 2·"[@(1) < 2 1. 6 <6. (5.8:7) 
X ” 7 I(” 

9
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შემდეგ, პარაგრაფი 5.7–დან (5.7.6) უტოლობის თანახმად, გვექნება 

წ) 

/ M(ი,0)IVთ() (ILI 

წ) 

1 უ? (I! 
< -. _ <1 -ე | 1რC9|8<7 / (M(თ0| 8 

1/» L/” 

უკანასკნელი ინტეგრალის ნაწილობითი ინტეგრებით და (5.8.6) უტოლობის გათვალისწი– 

ნებით, მივიღებთ 

ჩ) ბ 

! 1 1 / L»C) 4I /ო(.,„ჯ)ს[ჯ·ჯჯ—L,(·ჯ)·–ჯჯ|1/"+2/ იბალ 
1/? 1/ი 

რ 0/ი) / ; 1 ს I”>.(1/» ი 1 ( 1| ) 
. 2 I – 2 ჩ 2 17თ 1 + 26 LI( 6+6"+ > 

1/» 

1 1 
=5+6"+26("––·) (5·+5"+2წ·"=ვ·–:"+6–-·(4:—·”· 

(/) ბ ბ ბ 

რადგანჭ· < V < ჯ. 

მაშასადამე, 

1 II9| < _ .§ი = 97§. (5.8.8) 
ჯ 2» 

დაბოლოს, პარაგრაფი 5.7–ის (5.7.6) უტოლობის ძალით, გვაქვს შეფასება 

1 

». 2("+1)/|?| 

12/ #(2,M)| < ჭ.კჰ,_,·:!/!](თქ:(წ, (58.9) 

9 

ჯ# 

» 

1 IC 1 I,I < 1/|1·",(ო,ჯ)|1(„(ჯ)ძჯჭ |1 
ჯ VI8 

ბ 

;
I
I
M
 

თუკი » საკმარისად დიდია. ახლა, (5.8.5) ტოლობა გამომდინარეობს (5.8.7)-(5.8.9) 

უტოლობებიდან. თეორემა დამტკიცებულია. L)
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წინადადება 5.8.2. / ჯამებადი ფუნქციის 5( /| ფურიეს მწკრივი თუ კრებადია რა– 

იმე #; სიმრავლეზე, მაშინ 5| /I კრებადია /(5:) მნიშვნელობისკენ თითქმის ყველა ე:–თვის 

#-დან. 

დამტკიცება. რადგან შეჯამებადობის (C, 1) მეთოდი რეგულარულია, ამიტომ 5 (/ 

მწკრივი კრებადი უნდა იყოს იმ მნიშვნელობებისკენ, საითკენაც აჯამებს მას (C, L) მეთო– 

დი. მაგრამ, ფეიერ–ლებეგის თეორემით, §' /| მწკრივი (C, 1)–შეჯამებადია / (ჯ) მნიშვნე– 

ლობისკენ თითქმის ყველგან. ამრიგად, 5I/| მწკრივი კრებადია /(ჯ) მნიშვნელობისკენ 

თითქმის ყველა ე: C # წერტილზე. L 

წინადადება 5.8.3. არარსებობს ისეთი ჯამებადი (2 ფუნქცია, რომლის 5I2|) ფურიეს 

მწკრივი კრებადი ან (C, 1)–შეჯამებადი იქნება +იC–კენ ან – =--კენ დადებითი ზომის რაიმე 

L სიმრავლეზე. 

დამტკიცება. მწკრივის შეჯამებადობის (C, 1) მეთოდის სავსებით რეგულარულობის 

გამო, .5|2) იქნებოდა ფეიერის მეთოდით შეჯამებადი +ლ%C-კენ ან –-–კენ # სიმრავლეზე. 

მაგრამ ფეიერ-ლებეგის თეორემის ძალით, §' I21–ის (C) 1)–ჯამი უნდა იყოს (-(ჯ) მნიშვნე– 

ლობანი თითქმის ყველა »–თვის #–დან. ეს გამოიწვევდა ჯამებადი « ფუნქციის მნიშვნე– 

ლობების ტოლობას +CC–თან ან – Cი–თან დადებითი ზომის სიმრავლეზე. ეს კი შეუძლებე– 

ლია, რადგან ჯამებადი ფუნქცია სასრულია თითქმის ყველგან. C) 

შენიშვნა 5.8.4. ფეიერ-ლებეგის თეორემის თანახმად, ჯამებადი / –ის ფურიეს 5(/) 

მწკრივი ჯამებადია ფეიერის მეთოდით / (X) მნიშვნელობისკენ, როცა ჯ არის ლებეგის წერ– 

ტილი ]·-თვის. 

აქ ჩნდება ბუნებრივი კითხვა: ფეიერ–ლებეგის თეორემა ხომ არ არის მართებული იმ ჯ 

წერტილზეც, რომლისთვისაც /(ჯ) მნიშვნელობა წარმოადგენს /-–ის განუსაზღვრელი ინ– 

ტეგრალის წარმოებულს ჯ წერტილზე? 

ამ კითხვას უარყოფითი პასუხი გასცა (1905 წ.) ლებეგმა და დაადგინა მისი მართებულო– 
ბა (C= 2) მეთოდისთვის, რომელიც ძლიერია (C, 1) მეთოდზე. 

შენიშვნა 5.8.5. წინა შენიშვნაში დასმულ კითხვაზე არსებობს დადებითი პასუხი, 

ოღონდ მწკრივის შეჯამებადობის აბელ–პუასონის (,4) მეთოდისთვის, რაც ერთხელ კი– 

დევ ადასტურებს (4) მეთოდის სიძლიერეს (C, 1) მეთოდთან შედარებით (იხ. პარაგრა– 
ფი5.17).
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599 პუასონის ინტეგრალი 

1. თუ / ფუნქცია 2» პერიოდულია და ჯამებადი 2» სიგრძის რომელიმე სეგმენტზე, 

ვთქვათ, (–7,, »I–ზე ან (0, 2»|-ზე, მაშინ მას შეესაბამება ფურიეს მწკრივი 

(10 
#1%-–-+ 2(“" C0577 + ხე 5I""1:)· (591) 

11=)1 

სადაც /-თვის ფურიეს ი, და ხ, კოეფიციენტები მოცემულია ფურიეს ფორმულებით 

თ,, = ჭ/](:[)თხ·".·წძ:: (ი =0,1,...). 

- (5.9.2) 

=ჰ/](1)5|ი71IქI (ი = 1,2....). 

ახლა, ი და ხც კოეფიციენტების მეშვეობით, შევადგინოთ კომპლექსური » = ჯ + Iყ 

ცვლადის 
+ 2(@„ –?ხი) (5.9.3) 

ხარისხოვანი მწკრივი, რაც პოლარულ » და 0 კოორდინატებში, > = 6წ ტოლობის გათვა– 

ლისწინებით, მიიღებს სახეს 

(ი ი) 

აუუუ (5.94) 

რადგან ი, და ხ,, წარმოადგენს ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს, ამიტომ რი– 

მან–ლებეგის თეორემის ძალით ი, –» 0 და ხე –» 0, როცა თ –» C (იხ. თავი 3, პარაგ– 

რაფი 3.9). ამის გამო, „4/19–ის მიმართ ხარისხოვანი (5.9.4) მწკრივის კრებადობის 

_ 1 

_ Iი ა/ ძგ – 1ხი| 
2-523C% 

რადიუსი კოში–ადამარის ფორმულის თანახმად, არ იქნება 1–ზე ნაკლები ანუ #? > 1. ეს 
ნიშნავს, რომ (5.9.4) მწკრივის ჯამი #/(-6'9) ანალიზური ფუნქციაა ერთეულოვან წრეში
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|2| < 1 და ოილერის (ეილერის) 6'მ = C05 0-L1 5I 0 ფორმულის გათვალისწინებით გვაქვს 

ტოლობა 
და 

#ჯC05) = ფ' + 2 ,(9 – 20ი)2%(5050 +4900)”. 
ი»=1 

მაგრამ მუავრის ფორმულით3 

(C050 + 15I00)” = C050 +15Iი#0, M”=1,9,... (5.9.5) 

და, ამიტომ, 

#/0-09) = ? + X—;(“„· – ხ,)1M(605»ი0 + ? 5Iით0). (5.9.6) 

თუ (5.9.6) მწკრივში მოვახდენთ აღნიშნულ გამრავლებას და ასე მიღებულ მწკრივში გა– 

მოვყოფთ ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს და, გარდა ამისა, (5.9.6)–ის მარცხენა მხა– 

რეს ჩავწერთ დ, = V/ + 1ს/ სახით, მივიღებთ ტოლობებს 

(2 თ) 

V/(-C 9) = “—20 + 2 1'(თე C0570 + ხე 5Iით0), (5.97) 
= 11=1 

1)/(76”··9) = 2 » "(თე 5I0თ0 – ხე C05»0). (5.9.8) 

21=1 

#/(2) ფუნქციის ანალიზურობიდან |ჯ| < 1 წრეში გამომდინარეობს მისი ჰარმონიულო– 

ბა იმავე წრეში. ეს ნიშნავს, რომ #/ ფუნქცია ამ წრეში აკმაყოფილებს ლაპლასის განტო– 

ლებას 
2 '.1 1 მ? 11მ 
მ»9 ' „2 მ0? ' » მ» 

რადგან ამ განტოლებაში ფიგურირებს კერძო წარმოებულები ნამდვილი » და 0 ცვლა– 

=0, ჯ « 0. 

დების მიმართ, ამიტომ კომპლექსური #ჯ ფუნქციის ჰარმონიულობა ეკვივალენტურია დ, 

დას, ფუნქციების ერთდროული ჰარმონიულობის. 

3(5.9.5) ფორმულა მართებულია უარყოფითი მთელი თ-თვისაც იმის გათვალისწინებით, რომ 2” = 1/ 2I”'I, როცა 

2 # 0დამთელირიცხვი თ < 0. მართლაც, თ = – |ი| და 

; ი = –თძ 1 
[7·((:089+1·5"10)] = [7·(!:050 + 15"·!9)] |ჭ) = M 

= 1 = -. 1 
»IMI(C05 |11:10 +- ? 5I% I11|0) C0570 – 15Iით0 

= » (C05»0 + 15ი-0).
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ამრიგად, (5.9.7) და (5.9.8) ტოლობებით მოცემული ს , (:·C'9) და ს , (#6'9) წარმოადგენს 
ერთეულოვან | 2| < 1 წრეში ჰარმონიულ ფუნქციებს, ამასთან, ჯ |-ს ეწოდება # |-სადმი 

ჰარმონიულად შეუღლებული ფუნქცია. 

2. ჩვენი უახლოესი მიზანია ჰარმონიული დ/ და >, ფუნქციები წარმოვადგინოთ ინტეგ– 

რალების სახით, რაც საშუალებას მოგვცემს მათი თვისებები დავაკავშიროთ (5.9.1) მწკრი– 

ვის წარმომქმნელი / ფუნქციის თვისებებთან. 

ამ მიზნით, (5.9.7)-ში ჩავსვათ ი,, და ხ, კოეფიციენტების გამოსახვა (5.9.2) ფორმულე– 

ბით, მივიღებთ 

ჯ X ჯ# 

ს/(-09) = ჭ//(ჯ) ი + ჭჯ/](ჯ)[თჭ ი0 C057 L 51ი»0 51ი ," , 
ი-=21 “ 

= ,1—,/·/(!) [ჭ + ჭ?" C05»(0 – L)] ძI. (5.9.9) 

აქ მწკრივშიგა ინტეგრალი გამოტანილია მწკრივის წინ. ეს მართლზომიერია (5.9.9) 

მწკრივის თანაბრად კრებადობის გამო საინტეგრაციო / C (–», »| ცვლადის მიმართ, რაც 

გამომდინარეობს ჯ–ს მიმართ თანაბარი შეფასებიდან 

ილ C 

2 ,5Cთ§(0 –0|<2 " 
ი=1 7=1 

და ფუნქციური მწკრივის თანაბრად კრებადობის “ვაიერშტრასის ნიშანი”–დან: თუ 

§ს0 I#„(ჯ)| = თ, მიმდევრობისთვის რიცხვითი ჭ თგ მწკრივი კრებადია, მაშინ ფუნ– 
თ6ჩ »=1 

ქციური § 4„ (=) მწკრივი თანაბრად კრებადია ჯ; სიმრავლეზე (აქ თანაბრად კრებადობა 
ი=1 

არის მხოლოდ და მხოლოდ საკმარისი პირობა. მართლაც, გვქონდა (იხ. თავი 4, პარაგრა– 

ფი 4.15) ფურიეს ნებისმიერი მწკრივის წევრობრივი ინტეგრების მართლზომიერება, თუმ– 

ცა ზოგიერთი მათგანი შეიძლება ყველგან განშლადიც კი იყოს, თანაბრად კრებადობა კი 
არა!). 

ტოლობის 

: 1 
2,·"6!?10: 1 2' 0<7<1 

#»=0
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მარცხენა მხარე ოილერისა (ეილერის) და მუავრის ფორმულების ძალით მიიღებს სახეს 

C- 

2 ,''(60520 +2510), 
თ=0 

ხოლო მარჯვენა მხარე გარდავქმნათ ასე 

1 _ 1_7·გ–1·0 

1- 700 (1 – ;-610)(1 – ჯ6–10) 
_ 1 –<»76050+1500 _ 1 – >»C050 + > 5100 
' 1 – „(90+6-0) 2 1 – 27:C050 + 72 

ამ( )იგად» 

· 1 C05 0 ჯ5I 5 » C05 ; 5III = 
2 ჯ | 

Iი ( 710 +? „0) ] I)„. C05 0 | ჯ'“ _ 2·,· C05 0 +?' ' 

ამ ტოლობაში ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილების გატოლებით გვექნება 

% 
1–7X7C6050 

თ ი= '' “““_ 5.9.10 2;· C0570 1 = 27:C050 L2' ( ) 

ი=0 

2 »5Iი0 
2 7 § =254:5:ს(4'|7'''·)" "' 5.9.11 

” მმო 1 – 20050 + 12 ს ) 
Mი=LI 

(5.9.10) ტოლობის ძალით, 

) 1 – C050 
% C05 –იიიეენეე 1+27 ინ L 2-C050-:6:3' 

7L=1 

ამიტომ 

ს 2 1–7ჯC050 1 1-7 
__–_“ „ (59.9 + 2 , 00520 = -- 2-C50+77 “ 2 2(1 – 26050 + ;2) აიიი ღს

აე
|)
 
- 

#=1 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით (5.9.9) მიიღებს სახეს 

“ _ 1 / ჯ 1-” % “[(7·6)—; /()2(1—27·C05(0—···)+72) | 
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ანუ 

M,დდი) = 1 / I0თ 0 - 0თ, (5913) 

სადაც 

ნC,») = 1- 7 0<»<1 (5.9.14) 
, 2(1 – 22C05»+7»2)' . “ | 

C.' 7)-ს ეწოდება პუასონის გული. 
ანალოგიური მსჯელობით მივიღებთ ტოლობას 

1·](7·81·9) = ჭ—·/: ICI) [ჯ?·" 5Iიი(0 – I)] ი, 

რომლის მიმართ (5.9.11) ტოლობის გამოყენება მოგვცემს 

თ/(.ვ9) = ჭ / Iი -––- ;"L(((;—_?) -5% 

ანუ ' ! 

ი/რი9) = = / I(00C 0 –MV, (5.9.:5) 

სადაც ·"· 
0Cთ7) = ქ%;კჯ—?ჯ 0<+<1. (5.9.16) 

C(. 7)-ს ეწოდება პუასონის შეუღლებული გული. 
პუასონმა (5.9.13) და (5.9.15) ფორმულები დაამტკიცა 1820 წელს. 

(5.9.10), (5.9.11) და (5.9.14), (5.9.16) ტოლობებიდან ჩანს, რომ /-(„. 0) და C(», 0) ფუნ– 

ქციები წარმოადგენს ერთეულოვან | ჯ| < 1 წრეში ანალიზური ჭ ჯ9600 ფუნქციის ნამ– 
ი=0 

დვილ და წარმოსახვით ნაწილებს. ეს ნიშნავს, რომ /(;, 0) და C(+. 0) გულები წარმოად– 

გენს ერთეულოვან | 2| < 1 წრეში ჰარმონიულ ფუნქციებს და მათ აქვთ ყველა რიგის კერძო 

წარმოებული ისევე, როგორც « , (>4'9) და V, (+6'9) ფუნქციებს. ამასთან ერთად, აღნიშნუ– 

ლი ყველა კერძო წარმოებული ჰარმონიულია იმავე წრეში გარკვეული შესწორებით. სა– 

ხელდობრ, ჰარმონიულია ფუნქციები: 

მ მ მ მ მ მ ჩ) მ 
2ნ “ 80' ·მ—მ?· რ@· შუ:ში უუმ ?ჭ?· ?·ჭ@·
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შენიშვნა 5.9.1. შვარციმ 1872 წელს დაამტკიცა, რომ (– 090, +0C)–ზე უწყვეტი და 2ჯ პე– 

რიოდული / ფუნქციისთვის (5.9.13) ინტეგრალს ყოველ (1, ძი) წერტილზე გააჩნია / (00)– 
ის ტოლიზღვარი, როცა წრის (;,, 0) შიგა წერტილი ისწრაფვის საზღვრის (L, 0ი) წერტილის– 

კენ რაიმე შეზღუდვის გარეშე (ეს შედეგი გამოქვეყნდა 1890 წელს). ამის შემდეგ ეწოდა 
(5.9.13) ინტეგრალს პუასონის ინტეგრალი / ფუნქციისთვის და (5.9.15)–ს კი – პუასო– 

ნის შუღლებული ინტეგრალი იგივე / ფუნქციისთვის. 

ერთი და იგივე / ფუნქციით წარმოქმნილ (5.9.13) და (5.9.15) ინტეგრალებს გააჩნია 

საკმაოდ განსხვავებული თვისებები. 

5.0 /#> და C გულების თვისებები 

1. პარაგრაფ 5.9-ის (5.9.12) და (5.9.14) ტოლობების თანახმად, პუასონის I>(ჯ, ») გუ– 

ლის გამწკრივებაა 

#C,I) = ჭ + 2?” C05ი»7, 0<»<1. (5.10.1) 
ი=1 

ასევე, 

რთფ») = 2 ლ ყით, 0<»<1. (5.10.2) 
72=1 

2. რადგან » = 0 მნიშვნელობას შეესაბამება C = (0,0) კოორდინატთა სათავე, ამი– 

ტომ ამ C წერტილზე /# ფუნქციის მნიშვნელობაა, (5.10.1) ტოლობის ძალით, />(0, 0) = 8 

ან მეორენაირად /X0,>) = # ყოველი » C (–0, +%)–თვის. ამიტომ 5.9 პარაგრაფის 

(5.9.13) ტოლობიდან ვღებულობთ 

V/(0,0) = /] (#) ი = —. (5.10.3) 

ამრიგად, 5.9 პარაგრაფის (5.9.7) ტოლობა მიიღებს სახეს 

C 

ს/(-9) = V/(0,0) + > ,»"(იუ C05-0 + ს, §რო0), 0 <7 <1. 
7L=1
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ასევე, (5.10.2) ტოლობიდან C/(0, 0) = 0 და, ამის გამო, 5.9 პარაგრაფის (5.9.15)–დან 

გამომდინარეობს #/(0, 0) = 0. სწორედ ამ ტოლობის გამო არის მიღებული შეთანხმება, 

რომ ჰარმონიული ს , ფუნქციისადმი ჰარმონიულად შეუღლებული V, ფუნქცია, რომელიც 

V/-ით განისაზღვრება მუდმივი შესაკრების სიზუსტით, აკმაყოფილებდეს »/(0.0) – 0 პი– 
რობას და ამით », განისაზღვრა ცალსახად. 

ვ. (5.10.1) ტოლობიდან გამომდინარეობს /-(;., >) ფუნქციის ლუწობა »-ს მიმართ: 

1”(I, –») = IXV 0: ამიტომაც გვაქვს ტოლობა 
# ჯ 

/1”(·", ') (||·=2/1?(7·,|·)(I[· 
% 4 

ასევე, (5.10.2) ტოლობა გვიჩვენებს C2(», ჯ) ფუნქციის კენტობას »–ს მიმართ: 

0დრ -ი = -0ი, 

/(2(7·, ) ი( = 0. 

4. თუ ავიღებთ /(!) = 1 კერძო შემთხვევას ყველა /(–თვის, მაშინ პარაგრაფ 5.9-ის 

ამის გამო 

(5.9.2) ტოლობებიდან გამომდინარეობს იგივური 1-იანის შესაბამისი ი, და ხ, კოეფიციენ– 

ტების ნულობა თ–ის 1,2, 3,.. . მნიშვ6ნელობებისთვის (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3, ტოლო– 

"ბები (1.3.3)), ამიტომ იგივური 1–იანის შესაბამისი მარჯვენა მხარე 5,9 პარაგრაფის (5.9.7) 

ტოლობაში იქნება 90 , რაც (5.9.3) ტოლობის ძალით არის ] 1· «/ = 1 რიცხვი. მაშასა– 

დამე, იგივური 1–იანის შესაბამისი მარცხენა მხარე (5.9.7) ტოლობისა, 5.9პარაგრაფიდან, 

არის 1. ეს კი (5.9.13) ტოლობით ნიშნავს, რომ 

ჯ ჯ 

1—1/1 უთ ჯ)ქჯ—ჰ/?(;·,ჯ)([ჯ. 
ლ 0 

მაშასადამე, 
# ჯ 

1 1 1 

ხლ 0
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5. მართებულია დამოკიდებულება 

1-276057+»7=(1-7)2+4» 5Iი? ჭ »X>0, IC(-=,+C), 0<»<1. (5.10.5) 

ნ6. უკანასკნელი უტოლობიდან და (5.9.14) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ #(ჯ, >) 

პუასონის გული დადებითია. /”(”-. ჯ) გულის ეს თვისება ასე გამოისახება 

ჩ0-,1) >0, #C(-–=,+C), 0<»ჯ<1. 

7. აგრეთვე, 

0C,.0) >0, როცა 0<ჯ<7», 0<X<1. 

8. ვთქვათ, 0 < 8 < ». შემოვიღოთ აღნიშვნა თ+(-,6) = ნ[·??X LC.,ჯ). მაშინ ადგილი 
<|Iხ<»X» 

აქვს ტოლობას 

I—I[II— »%(1', ბ) = 0. 

ეს ტოლობანნიშნავს, რომ /-C'-, ჯ) ფუნქციის სწრაფვა ნულისკენ, როცა1: –» 1-–-, თანაბარია 

(--ჯ. –ბ| L) (8,ჯ| გაერთიანებაზე ყოველი 6 > 0 რიცხვისთვის. მართლაც, როცა # < |L| < 
ჯ, მაშინ 1 – 2 C05# + 72 > 1 – 21:C050 + 12 და, ამიტომ, 

1-17? 

ჟჯ?ჯ" ”იი < 2(1 – 2-C050 + 12) =რმ 30, როცა >-+1- , (5.10.6) 

9. (5.10.6) შეფასების გაუმჯობესებაა 

ლოიX C) < 1-7->. (5.107) 
ბ<II<.. '” ” “ 25Iი2გ 

მართლაც, XC-) = 1 – 2ჯ C056 + „2 ფუნქციის X (ჯ-) = 2» – 2 C05 ტ წარმოებული ნული 
გახდება ” = C05 გ წერტილზე, რომელზეც XV(ჯ) = 2(» – C05 6) წარმოებული »–ის ზრდისას 

უარყოფით ნიშანს იცვლის დადებითზე. ამიტომ X(») ფუნქციას მინიმუმი აქვს » = C0546 

წერტილზე და ეს მინიმუმი ტოლია 1 – 2 C05 გ C05 ტ + C052 ტ = 1 – C052 ტ = 5Iი? გ რიცხვის, 

აქედან გამომდინარეობს (5.10.7). 

მაშასადამე, 
თი (1 – 27605 + »?) = 5M-2 6. (5.10.8) 

ბ<|.<7» 
0<»<1



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 211 

1ბ. გვაქვს დამოკიდებულებები 

1-72 1+ = = _ 510.9 ჩVC.ძ) 21- 07 - 90- / - +ი, როცა » -+ 1 ( ) 

და 

ჩო)=-1-:- = 1-” ,ც0, როცა „531- (5.10.10) 
” 2(1+1)? 2(01+?) ' | 

1I.. თუ0 < 4 < ჯ»,მაშინ 

ბ 

Iო 1 / ი ი0 =1 (5.10.11) 
ჯ-1- ჯ | 27 

0 

წრ / (5-0)თ =0. (5.10.12) 
ჩა1- 

ბ 

მართლაც, (5.10.4) ტოლობებიდან მეორე ინტეგრალი ჩავწეროთ ასე 

ბ ჯ 

1 1 1 
5-> / #C6',L) ძ! + ;/1·?(7·, ) ძI, 

0 ბ 

რომლის მეორე შესაკრები არ აღემატება –_1? ო(;·· 6) · (?1· = ა·) 3-0 სიდიდეს, როცა '- 1. 

! _მართებულია ორმხრივი შეფასებები 

ჭ· 1;; < #C-,ჯ) < ჭ 1”: 1C(-–C9%.,+C), 0<71<1. (5.10.13) 

ამასთან ერთად, ეს შეფასებანი ზუსტია, რადგან ;· = 0 მნიშვნელობისთვის მისი განაპირა 

წევრები ემთხვევა (5.10.1)–დან გამომდინარე #(0,») = # ,» C (–<C%, +ი) ტოლობას. 
(5.10.13) დამოკიდებულებების საჩვენებლად შევნიშნოთ, რომ ფიქსირებული »-–თვის 

#C”, L) ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი და მინიმუმი / = 0 და / = » წერტილებზე, შესაბამისად. 

13. პარაგრაფ 5.9–ის (5.9.13) ტოლობა ვაინტეგროთ 0 ცვლადით |–», »| სეგმენტზე და 

ამგვარად მიღებული ტოლობის მარჯვენა მხარეში მოვახდინოთ ინტეგრების რიგის შენაც– 

ვლება ფუბინის თეორემის თანახმად. შემდეგ გამოვიყენოთ (5.10.4)–ის პირველი ტოლო– 

ბა, მივიღებთ 
ჯ 

/ოოტM=/№ML (.10.14) 
–.
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კერძოდ, თუ აქ ავიღებთ 7· = 0, მაშინ გვექნება 

V/(0,0) · 27 = //(L) თ, 

რაც სრულ შესაბამისობაშია (5.10.3) ტოლობის მარცხენა მხარესთან. 

მაშასადამე, (5.10.14) ტოლობის მარცხენა მხარე არაა დამოკიდებული »–ზე. 

5.I)I ფურიეს მწკრივის შეჯამებადობა (,4) მეთოდით 

5.9 და 5.10 პარაგრაფების საფუძველზე შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ 

თეორემა 5.11.1. 27 პერიოდულ და |– »-, »| სეგმენტზე ყოველ ( ჯამებად ფუნქციას, 
მისი ფურიეს მწკრივის 

#1-–- % + 2((1„ C05 ე; + ხე 5Iი თX) (5111) 

11-=1 

თი და ს, კოეფიციენტების მეშვეობით შეესაბამება ერთეულოვან ღია წრეში |»| < 1 ანა– 

ლიზური ფუნქცია 

თ;(?—ვ“”) = %0 + ჯ(თ„ – ზხე)”'(C951)0 + 1 5Iი»ი 0), 

რომლის ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები – იმავე წრეში ჰარმონიული ფუნქციები 

Cლ 

11.](7"61·0) = %0 + 2?·”(@„ C05110 + ხ, 5I00) (5.11.2) 

#=1 

და 
· C6 

ს/(-ი9) = 27·"(0·„ 5I710 – ხ,, C0570) 
7I2=1 

შეიძლება ჩაიწეროს / ფუნქციის შესაბამისი პუასონის ინტეგრალის და პუასონის შეუღლე– 

ბული ინტეგრალის სახით შემდეგნაირად: 

#/(70'9) = ჭ//(!)]”(?·,მ –L)თI,
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' დი) = 1 / /(00C.0 – /)4I, 

სადაც 
1572 

”( = ც - 3 C057 +79) ლ.13) 
და ! 

ი,უ = -ეი (5.11.4) 

იმავე წრეში ჰარმონიული ფუნქციები, წარმოადგენს პუასონის გულს და პუასონის შეუღ– 

ლებულ გულს. 

ცხადია, რომ (5.11.2) ტოლობის მარჯვენა მხარე წარმოადგენს (5.11.1) მწკრივთან ასო– 

ცირებულ, 7-–ის მიმართ ხარისხოვან მწკრივს (იხ. პარაგრაფი 5.2) ანუ პუასონ–აბელის 

საშუალოს / ფუნქციის ფურიეს (5.11.1) მწკრივისთვის. 

თავი 5–ის პარაგრაფ 5.3-ის თეორემა 5.3.1–ის ძალით, მწკრივის (C, 1)–შეჯამებადობა 
რაიმე § რიცხვისკენ იწვევს იმავე მწკრივის (.4) შეჯამებადობას იგივე §–კენ. 

მეორეს მხრივ, ფეიერის თეორემის თანახმად (იხ. პარაგრაფი 5.7), / ფუნქციის (5.11.1) 

ფურიეს მწკრივი (C, 1)-შეჯამებადია /(ჯ) რიცხვისკენ /-ის უწყვეტობის ჯ წერტილზე, 
ჯ II (დ + 0) + 1 / (დ – 0)) რიცხვისკენ /-–ის | გვარის წყვეტის ჯ წერტილზე და არის თა– 
ნაბრად (C, 1)–შეჯამებადი / (ჯ»)–კენ /–ის უწყვეტობის ჩაკეტილ ინტერვალზე. 

უფრო ზოგადად, ფეიერ-ლებეგის თეორემის ძალით (იხ. პარაგრაფი 5.8), (5.11.1) 

მწკრივი (C, 1)–შეჯამებადია / (>) მნიშნელობისკენ ყველა იმ -: წერტილზე. რომელიც წარ– 

მოადგენს ლებეგის წერტილს / ფუნქციისთვის, ე.ი. თითქმის ყველა X C |– ». ») წერტილ– 

ზე. 

მაშასადამე, გვაქვს 

თეორემა 5.11.2. / ფუნქციის ფურიეს 5' /| მწკრივის პუასონ–აბელის საშუალოების 
კავშირი თვით / ფუნქციასთან გამოისახება შემდეგი ტოლობებით: 

იო II % / #()#6C-,0 – §) ძ! = /(0) /-ის უწყვეტობის 0 წერტილზე; 

(2) თანაბრად 0-ს მიმართ, (1) ტოლობას ადგილი აქვს /–ის უწყვეტობის ჩაკეტილ ინ– 

ტერვალზე;
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(3) Iი – // 0ჩC0 – 0ძ! = > [/(0 + 0) + /(მ – 0)| /-ის | გვარის წყვეტის 0 
731- ჯ 

წერტილზე; 

(4 ,Mე 1 / /(0ჩC0 – 04 = /(0) / ფონქციის ლებეგის 0 წერტილზე. 

(11-(4) მტკიცებულებებში ზღვარი განხილულია რადიუსის გასწვრივ ანუ, რაც იგივეა, 

ერთეულოვანი ღია წრის შიგა (;, 0) = 7-6'9 წერტილი ისწრაფვის ერთეულოვანი წრეწი– 

რის (1, 0) = 6'9 წერტილისკენ. ასეთ შემთხვევაში ლაპარაკობენ რადიალურ ზღვარზე. 

ცხადია, რომ შეიძლება (;, 0) = 7-ი'9 წერტილი ისწრაფვოდეს საზღვრის რაღაც (1, მი) = 

დ'0ს წერტილისკენ, რომლის პოლარული 0ი კუთხე განსხვავებულია 0–გან, ე.ი. („, 0) = »6% 

ისწრაფვის (1, 0ი) = 6'%ი–კენ ნებისმიერი გზით (ბილიკით) სიმბოლურად (». 0) –> (1,0ი). 

ასეთ მისწრაფებას ეწოდება თავისუფალი, ოე.ი. (;', 0)–ის სწრაფვა (1, 0ე)–კენ არაა შეზღუ– 
დული რაიმე პირობით. 

თუკი მისწრაფება ისეთია, რომ (;, 0) მუდმივად რჩება იმ კუთხეში, რომელიც შედგენი– 

ლია (1, 0ი) წერტილიდან გამომავალი ორი ქორდით და ამ კუთხისთვის რადიუსი კი წარ– 

მოადგენს ბისექტრისას, მაშინ ამბობენ, რომ (ჯ, 0) ისწრაფვის (1, 0ე)–კენ კუთხურად, ან 

სხვაგვარად, წრეწირისადმი არამხები გზით (არამხები ბილიკით) და წერენ 

60.0) –“ს (1L,0ყ0). 

მაშასადამე, კუთხური ზღვარი არის შებღუდული, არათავისუფალი ზღვრის კერძო სახე– 

ობა. 

ძირითადად, განვიხილავთ პუასონის ინტეგრალის თავისუფალ, კუთხურ და რადია– 

ლურ ზღვრებს. 

ცხადია, რომ თავისუფალი ზღვრის არსებობა იწვევს მისივე ტოლი კუთხური ზღვრის არ– 

სებობას და ეს უკანასკნელი კი იწვევს რადიალური ზღვრის არსებობას და მათ ტოლობას. 

მაგალითი 5.11.3. პუასონის L(-,>) გულის ზღვარი (თავისუფალი) ნულია ყველა 

ი'მ წერტილზე, როცა 0 < 0 < 9»-. ეს გამომდინარეობს მისი წარმოდგენიდან (იხ. პარაგ– 

რაფი 5.9, ტოლობა (5.9.14)) და 5.10 პარაგრაფის (5.10.5) უტოლობიდან. როცა (», 0) -> 

(1, 0)–კენ, მაშინ I-, 0) –> +% (იხ. პარაგრაფი 5.10, ტოლობა (5.10.9)) და C.,») -3 0, 

როცა (», X) –> (1, »)–კენ (იხ. იქვე, (5.10.10) დამოკიდებულება).
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5.2 უწყვეტი ფუნქციის პუასონის ინტეგრალის ზღვარი 

2ჯ» პერიოდული და 2» სიგრძის რაიმე სეგმენტზე ჯამებადი და, მაშასადამე, 2;; სიგრძის 
ყოველ სეგმენტზე ჯამებადი, რომელიმე » ფუნქციის პუასონის ინტეგრალს აღვნიშნავდით 

V (;'C'9) სიმბოლოთი. ამიერიდან, წერის გამარტივების მიზნით, იმავე ინტეგრალს აღვნიშ– 

ნავთ V(»-. -) სიმბოლოთი. გარდა ამისა, ყოველ ფუნქციას, რომლის პუასონის ინტეგრალ– 

საც განვიხილავთ, ვიგულისხმებთ 2» პერიოდულს და ჯამებადს |–», »| ან |0, 2»| სეგმენ– 

ტებზე. 

ახლა დავამტკიცოთ ფატუს შემდეგი 

თ ეორემა 5.12.1 ((8, გვ. 154), I711). თუ / ფუნქცია უწყვეტია რაიმე ჯე წერტილზე, მა– 

შინ /-–ის პუასონის / („-, ჯ:) ინტეგრალს (1. «ი) წერტილზე გააჩნია / (70)–ის ტოლი ზღვარი 

(თავისუფალი), ანუ მართებულია ტოლობა 

Iთ _ #(0, 9) = /(+Xი), (5.12.1) 
(”.3)-3(1,ჯი) 

კერძოდ, რადიალური ზღვარი 

III ·/(“,·V :C0) = ·/(I0)· 
(,7)–+(1,ჯი0) 

სადაც 

/რ =1 / წყეებლი (5.122) 

არის / ფუნქციის პუასონის ინტეგრალი. 

დამტკიცება. პარაგრაფი 5.10-დან (5.10.4) დამოკიდებულებების პირველი 

ჯ 

ჭ/?(ქ)ქ!ქ 

ტოლობა შეიძლება ასეც ჩაიწეროს" ნებისმიერი უ:–თვის, 

1-1 / ხი.თ - V. (5.12.3) 
–-X
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მართლაც, (5.12.3)–ის ინტეგრალში მოვახდინოთ ცვლადის გარდაქმნა დჯ – # = დ, მი– 

ვიღებთ გამოსახულებას 

—ჭ / #>0.-,%) ძს. 

ჯ7+ჯ 

მაგრამ, C-, V) არის 2» პერიოდული ფუნქცია ს ცვლადის მიმართ (იხ. პარაგრაფი 5.10, 

ტოლობა (5.10.1)) და, ამიტომ, უკანასკნელი ინტეგრალი ტოლია 

წ 

1 1 
—;/1”(],“·)(1“·—;/?(7,1[)([":1 

ჯ” –ჯ 

(იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.3, ტოლობა (1.3.6)) ინტეგრალის, ანუ ადგილი აქვს (5.12.3) ტო– 

ლობას. 

ახლა, (5.12.3)-ის ორივე მხარე გავამრავლოთ /(ჯი) რიცხვზე, რომელიც სასრულია 

#-–ის უწყვეტობის გამო ე· წერტილზე. მიღებული ტოლობა წევრობრივ დავაკლოთ (5.12.2) 

ტოლობას, მივიღებთ 

#C9) – /(50) = / (/C0) – /(%0))>C 2 –#)X. (5.12:4) 

# ფუნქციის ჯ:ი წერტილზე უწყვეტობის გამო, ნებისმიერად აღებულ § > 0 რიცხვს შეე– 

საბამება ტ > 0 რიცხვი ისეთი, რომ შესრულდება უტოლობა 

I/(0) – /(9ი)| < 2 ,. როცა =ი – 6 < < 2ი +8. (5.125) 

ახლა, (5.12.4) ტოლობის ინტეგრალი წარმოვადგინოთ ასე 

»  თ044 

= + = 1)(ოთ7) + 1295(0 ჯ). 

-> თი-წ |(–»,IV(2ი--ბ,=ი+გ) 

(5.12.3) და (5.12.5) დამოკიდებულებების ძალით გვაქვს უტოლობა 

ჯთ0+ბ 0 
8 

II1(,, 2)| < ჭ / ნც,დ – 1)თ < ;/?(7· ჯ – 1)თ= 

ჯთი–ბ - 

=
1
|
ო
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ამრიგად, ნებისმიერი ჯ–თვის და ნებისმიერი ;-თვის, 0 < » < 1, გვაქვს 

Iი0 2)| < § 0<»<1, –I<2<7. (5.12.6) 

ვინაიდან, შემდეგ ეტაპზე ჯ; უნდა მივასწრაფოთ ჯე–კენ (იხ. (5.12.1) ტოლობა), ამიტომ ბუ– 

ნებრივი იქნება /5(+, ჯ) ინტეგრალში ჯ- ვიგულისხმოთ (+Xი – 2 /2, 2ი + 0 /2) ინტერვალში, 

ე-ი. ჯ C (20 – ბ/2, 20 + ბ/?2). 

რადგან 75(», :) ინტეგრალში საინტეგრაციო ჯ ცვლადი არ ეკუთვნის (+Xი –- ბ. +-ი -I- ბ) 

ინტერვალს, ამიტომ |ჯ – 1| > ჭ· , 

ახლა გამოვიყენოთ 5.10 პარაგრაფის (5.10.7) უტოლობა, მივიღებთ 

1-7” 
2 1 ჯ 1—,· #”# 

ა 2' ე: .- ' , 5.12.7 IIა(-, 2-)| < უღლუუთ "/I)”(!)I(M( ვ·ი·ჭკ/ჯ/#(ზ)ს” (5.12.7) 

რადგან უკანასკნელი ინტეგრალი სასრულია (/-ის ჯამებადობის გამო |–#, »| სეგმენ– 

ტზე) და ბ > 0 არაა დამოკიდებული 7-–ზე, ამიტომ (5.12.7) უტოლობის მარჯვენა მხარე 

შეგვიძლია გავხადოთ ნებისმიერად მცირე »–ის 1–თან მარცხნიდან სიახლოვის ხარჯზე. ეს 

ნიშნავს, რომ უკვე აღებული ჯ« რიცხვისთვის არსებობს ისეთი ჟ > 0 რიცხვი, რომ (5.12.7) 

უტოლობის მარჯვენა მხარე ნაკლები აღმოჩნდება « /2-ზე, როცა ;· აკმაყოფილებს პირობას 

1-–-უ<Xჯ<1. 

ამრიგად, ადგილი აქვს უტოლობას 

გ ბ 
|I5(+, ჯ)| < ჭჯ როცა ე; C (1:0 -5 120 L 5) 1-»<1<1. (5.12.8) 

(5.12.6) და (5.12.8) უტოლობებიდან ვღებულობთ 

I/I(= ჯ) – /(თ0)| < , როცა 2ი – ბ <<<20+ბ, 1-–7<7X<1. (5.12.9) 

ზემოთ ჩატარებული მსჯელობიდან ჩანს, რომ უ და გ რიცხვები დამოკიდებულია მხო– 

ლოდ და მხოლოდ § რიცხვზე. ამიტომ (5.12.9) უტოლობა შესრულებულია ამ უტოლობაში 

მითითებული თვისებების მქონე ბ. > 0 და ი > 0 რიცხვებისთვის, რომელიც დამოკიდე– 

ბულია მხოლოდ C<–ზე! ეს ნიშნავს, რომ უტოლობა · / ( :) – #/(«0)| < § შესრულებულია 

(1, -0) წერტილის მიდამოს ერთეულოვან ღია წრესთან თანაკვეთაში და ეს თანაკვეთა და– 
მოკიდებულია მხოლოდ (5.12.9) უტოლობაში მონაწილე § რიცხვზე. ეს კი, ზღვრის განმარ– 

ტების თანახმად, ნიშნავს (5.12.1) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს შვარცის მიერ დამტკიცებული
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თ ეორემა 5.12.2 (შვარცი (1872 წ.), |85)). თუ 27 პერიოდული / ფუნქცია უწყვეტია 

(–=%, +იი)–ზე, მაშინ მის პუასონის /(», «) ინტეგრალს ერთეულოვანი წრეწირის ყოველ 

(1, «ი) წერტილზე გააჩნია თვისება 

სუ /C29) = /(6ი), 

კერძოდ, 

სო /C4ი) = /(%)). 
შვარციმ ეს თეორემა დაამტკიცა შემდეგი ფორმით (|35, გვ. 28): პირველი სასაზღვრო 

ამოცანა უწყვეტი ს ფუნქციისთვის იხსნება პუასონის ინტეგრალით 

( 1·0) ]· _ ?·2 (I0 

-) ი 1+12 – 2:C0500– 2) .· 
0 

V(I'6'”) = 

LL
 

5.3 დირიხლეს პრობლემა წრისთვის 

1. " დირიხლემ 1850 წელს დასვა შემდეგი პრობლემა 

დირიხლეს პრობლემა §5.13.1. ერთეულოვანი ღია ჯე წრის C' საზღვარზე მოცე– 

მული უწყვეტი / ფუნქციისთვის (ე.ი. / არის 2 პერიოდული და უწყვეტი (– , +09)-ზე) 
არსებობს თუ არა ერთეულოვან ჩაკეტილ 8 = # 0 C წრეზე უწყვეტი და ღია ) წრეში 

ჰარმონიული C„ ფუნქცია თვისებით 

CI(1, ჯ) = I(თ). 

თეორემა 5.13.2. ფუნქცია 

ად ) = 1405 როცა 0 <><1, 5.93.) 
] (1:), როცა ჯ= 1 

დირიხლეს პრობლემის ამოხსნაა. 

დამტკიცება.V/(,ჯ) ფუნქციის უწყვეტობა და ჰარმონიულობა ღია / წრეში ნიშნავს / 

ფუნქციის /(», ჯ) პუასონის ინტეგრალის იმავე თვისებებს, რაც გარანტირებულია (იხ. პა– 

რაგრაფი 5.11).
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ი(ო 2) ფუნქციის უწყვეტობის დასადგენად ერთეულოვანი C წრეწირის ყოველწერტილ– 
ზე, ავიღოთ C-ს ნებისმიერი (1, «ი) წერტილი. 

ცხადია, რომ (1, «ი) წერტილი წარმოადგენს როგორც #? სიმრავლის, ისე C' სიმრავლის 

დაგროვების წერტილს. 

პირველ შემთხვევაში, /2-ს გასწვრივ (+(,,2>) = /(I, X) ფუნქციის უწყვეტობას (I, „'ი) 
წერტილზე ადასტურებს 5.12 პარაგრაფის (5.12.1) ტოლობა. 

მეორე შემთვევაში კი, C(1, >) = /(«) ფუნქციის უწყვეტობას C წრეწირის გასწვრივ 
უზრუნველოფს თვით / ფუნქციის უწყვეტობა C'-ს ყველა წერტილზე (მოცემულობის თა– 
ნახმად), სახელდობრ, (1, ე:ც) წერტილზე. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ (5.13.1) ტოლობით მოცემული ფუნქცია ერთადერთია. დავუშვათ, 

რომ არსებობს კიდევ სხვა C,, (, დ) ფუნქცია იმავე თვისებებით. მაშინ CV(+. -) – V („. ) 
სხვაობა უწყვეტია 72–ზე და ჰარმონიულია /2-ში. ამიტომ ეს სხვაობა მაქსიმუმსა და მინი– 

მუმს მიაღწევს მხოლოდ C საზღვარზე (I1, გვ. 130|. მაგრამ C საზღვარზე ეს სხვაობა ნულია. 

მაშასადამე, შიგნით ეს სხვაობა ვერ მიიღებს ვერც დადებით და ვერც უარყოფით მნიშვნე– 

ლობას. ამგვარად, ეს სხვაობა ნულია /2-ში. 

როგორც ვნახეთ, C-ზეც ნულია ეს სხვაობა. 
მაშასადამე, ეს სხვაობა ნულია /3-ზე, ანუ ჯV (ჯ-, 2') = ხ(I', «) ყველა I- C |0. 11-თვის და 

ყველა §: C (–იC, +ი0)–თვის. 
ამრიგად, C, (2) = «V(>) ყველა > C 1 წერტილზე. თეორემა დამტკიცებულია. = 

2. რადგან დირიხლეს პრობლემის გადამჭრელი ს»(C”-, :) ფუნქცია, რომელიც მოცემუ– 

ლია (5.13.1) ტოლობით, წარმოადგენს # ჩაკეტილ წრეზე უწყვეტ ფუნქციას, ამიტომ L(». ჯ) 

ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია 72–ზე და, მაშასადამე, #2-შიც. ამიტომ გვაქვს 

წინადადება 5.13.3. ერთეულოვან C წრეწირზე უწყვეტი ფუნქციის პუასონის ინტეგ– 

რალი თანაბრად უწყვეტია ერთეულოვან ღია / წრეში. 

მართებულია შებრუნებული თეორემაც (იხ. თეორემა 5.13.6). 

წინადადება 5.13.4. თუ პუასონის ინტეგრალი თანაბრად უწყვეტია ერთეულოვან 

ღია #2 წრეში, მაშინ შესაძლებელია ამ ინტეგრალის უწყვეტად გაგრძელება /2-ზე. მაშასა– 

დამე, ასეთ შემთხვევაში პუასონის ინტეგრალი წარმოადგენს (–C. +C)–ზე უწყვეტი და 
2# პერიოდული ფუნქციის პუასონის ინტეგრალს. 

ამ წინადადებათა ძალით გვაქვს
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თ ეორემა 5.13.5. პუასონის ინტეგრალის უწყვეტი გაგრძელება რომ შეიძლებოდეს 

ღია I წრიდან ჩაკეტილ # წრეზე, აუცილებელი და საკმარისია ამ ინტეგრალის თანაბრად 

უწყვეტობა #)-ში. 

წინადადება 5.13.4 კი შემდეგი თეორემის კერძო შემთხვევაა. 

თეორემა 5.13.6 ((36, გვ. 29XI). თუ არაჩაკეტილ #/| სიმრავლეზე განსაზღვრული 

# ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია ,4-ზე, მაშინ არსებობს /–ის ერთადერთი გაგრძელება 

4 სიმრავლიდან „#4/,4 სიმრავლეზე ისეთი, რომ ამგვარად მიღებული ფუნქცია უწყვეტია 

#4-ზე. 

ადვილი მისახვედრია, რომ 5.13.5 თეორემა ეკვივალენტურია შემდეგი თეორემის. 

თეორემა 5.13.7. პუასონის ინტეგრალით მოცემული ჰარმონიული ფუნქციის ზღვარი 

ერთეულოვან წრეწირზე იქნება ამ წრეწირის მიმართ (გასწვრივ) უწყვეტი, როცა ეს ინტეგ– 

რალი თანაბრად უწყვეტია ერთეულოვან ღია წრეში. 

5.14 პუასონის ინტეგრალის წარმოებულის ზღვარი 

პარაგრაფ 5.12–ში დავადგინეთ, რომ /(-, >) პუასონის ინტეგრალს გააჩნია / (ჯი) ზღვარი 

(1, ი) წერტილზე, როცა / ფუნქცია უწყვეტია ამ »ი წერტილზე, ანუ ადგილი აქვს ტოლობას 

Iთ /(-9) = /(>). 
(7·II)—?(1 +20) 

პუასონის ინტეგრალს, როგორც ღია ერთეულოვან წრეში ჰარმონიული ფუნქციას (იხ. 

პარაგრაფი 5.11) გააჩნია +- /(;, დ) კერძო წარმოებული ნებისმიერი 2» პერიოდული და 

I–ჯ, » | სეგმენტზე ჯამებადი / ფუნქციისთვის. ჩვენი მიზანია დავადგინოთ კავშირი ამ კერ– 

ძო წარმოებულის ზღვარსა და / ფუნქციის წარმოებულს შორის. ამასთან დაკავშირებით 

მართებულია 

თეორემა 5.14.1 (ფატუ, (71), |8, გვ. 156|). თუ / ფუნქციას სასრული წარმოებული გა– 
აჩნია რაიმე (ი, ხ) ინტერვალში და თუ ეს წარმოებული უწყვეტია (თ, ხ)–ს რომელიმე ჯე ში– 

გა წერტილზე, მაშინ /”(ჯი) წარმოადგენს ;?-/ (-, დ) კერძო წარმოებულის ზღვარს (1, ჯ«ი) 
წერტილზე, ანუ ადგილი აქვს ტოლობას 

' მ 
II §) სოლ 

(C,თ)-+(1,თი) მჯ 
#C.5) = #'(%0), (5.14.1)
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რომლის კერძო შემთხვევაა რადიალური ზღვარი 

Iი (კ% ჯC I))|(.·L·0) = /”Cიე). 
231 – 

დამტკიცება. როგორცვიცით, / ფუნქციის პუასონის ინტეგრალს აქვს სახე (იხ. პა– 

რაგრაფი 5.12, ტოლობა (5·12·2)) 

/თ9=1 | /0ჩღ+-04, 

სადაც პუასონის გული 

1 1-177 ღ„ა__–_–უ–უკ–უკუკ>კუკუ–უ3აVიი <», 0<»<1I. C' V) 2 L 2-C-:12' »ჯ<ს<7, 0<7<1 

აქედან 
მე, . 21 -7,2ე)5იცს 6142 

მს 9 = ' I = 26050 +1212 5.44.2) 
და 

41401 – ”) 

< _8 C5> 4720' (5.14.3) მ 
|მ—“·1?(7·? ?) 

მაგრამ |--»,»I-ზე გვაქვს 1 – 27 C05 +»2 > 1 – 27 +#? = (1 – ;)7. ამიტომ 

:% -0 ქ : 5144 |ე“1>(წ,")|5 მაოლენი ლლთს 0<7<1. ( ) 

(5.14.4) შეფასების საფუძველზე შეგვიძლია გამოვიყენოთ ინტეგრალის პარამეტრით გა– 

წარმოების წესი“, გვექნება ტოლობა 

ე% #C, თ) = 71?//(!) შმ; ჩხი., დ - 1) ძI. (5.14.5) 

თუ ვ—წჭ_· ძ4(!, ) კერძო წარმოებული შემოსაზღვრულია C = |ი < | <ხ,C<»ჯ<ძ4 მარკუთხედზე და L"(() 

ფუნქცია ჯამებადია (ი, ხ|-ზე, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას (76, გვ. 356| 

ხ ხ 

ჭ / »#()4(.=) ძ, = / ქ·([)ჭ·;··(:,ჯ)(”. 

ჩვენს შემთხვევაში თ = ი = –»ჯ,ხ = ძ = »,თ((.2) = #(-,= – ) (- ფიქსირებულია), # = / და ფიქსირებული 
»-თვის ქ—შ:? ჯ#C,. დ –- L) კერძო წარმოებული შემოსაზღვრულია (5.14.6) ტოლობისა და (5.14.4) უტოლობის ძალით.
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გარდა ამისა, 

3·1”(7·2—!)=3?(7·“) #=8ჯ7-#L (5.14.6) 
მ» ) მV 'ი | _ 

რადგან ჯი არის (ი, ხ) ინტერვალის შიგა წერტილი და წარმოებული /' უწყვეტია ჯე წერ– 
ტილზე, ამიტომ არსებობს ტ > 0 რიცხვი ისეთი, რომ (უ;ი – ტ, ჯი + 8) C (C, ხ) და /” შემო– 

საზღვრულია (>ი – 0, Xი + 6) ინტერვალზე: | //(დ) | < M/, როცა ჯე – ბ < = < «ი +4. 
ამის შემდეგ, ვიგულისხმოთ » C (>ც–0/2, >ი+ბ /2) და ინტეგრალი (5.14.5) ტოლობაში 

დავშალოთ /! (”, ») და /2(-, ») ინტეგრალების ჯამად (Xი -- 6, «ი + 6) და |–»,»| V («ი – 
ბ. 70 + ტ) ინტერვალებზე, შესაბამისად. 

ჯ5(ჯ, 7)-ში I2 – L| > ჭ და (5.14.3) უტოლობის მიმართ 

იი (1 – 9-605V + „?) = 5Iრ24 
ბ<IV|<X 
0<»”<1 

ტოლობის გამოყენებით (იხ. პარაგრაფი 5.10, ტოლობა (5.10.8)), მივიღებთ შეფასებას 

41-–»უ 

5IM0 გ/2 
|ჭ 1”(7·.“)| < -3+0, როცა »-+1–-, ბ <IVს <X», (5.147) 

რომელსაც ადგილი არ აქვს ფეიერის გულისთვის. 

ამრიგად, ნებისმიერი ჯ C (20ი – ბ/2. >ი + 6/2)–თვის და ყოველი » C |0, 1)–თვის მარ– 
თებულია უტოლობა, (5.14.6) ტოლობისა და (5.14.7)-ის გამო, 

მ _ 41-–».ო ') |(ვ”რთ-0 < 5. როცა I- #> დ, 

და, ამიტომ, 

1 41–- / ბ ბ 
II2(C>, 2)| < = ქ(ი·1 6/?2) /II(M·”· ჯ C (···:ი – 3)90+ 5)· (5.14.8) 

) (,,2:) ინტეგრალისთვის გამოვიყენოთ (5.14.6)–დან გამომდინარე 

მ მ - _/= --. 809 : 5.14.9 3- V, –1) მ 0, – '), 0<1<1, ( )
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ტოლობა და შემდეგ მოვახდინოთ ნაწილობითი ინტეგრება, მივიღებთ 

თ0+ბ 

IL C25 %) = —ჭ / I(0) ჯ ჩMCI, 2 – I) თ 

10–6 

2თ0+ბ 

—1:0 ბ 

' +> / #I(0)M(,თ – 0 V. (5.14.10) 
Lხ=ჯ0 – -ბ 

=–—·/(! M -) 

წელი) 

თუ შემოვიღებთ დამხმარე XV(L) = /”(ჯ) ფუნქციას, როცა L C (+Xი – ბ.ი + ბ) და 

LIC). = 0, როცა (C(ჯი – 4, დე + ტ), მაშინ პარაგრაფი 5.12–ის ტოლობა (5.12.1)–ის გა– 

მოყენებით /”–თვის გვექნება 

თი+ბ 

წოი 1 / II(0) C. 5» – 0) ძI = /(ჯ%ი). (5.14.11) 
C,9:)-3(1,2ს) # 

20 -ბ 

გარდა ამისა, 

(==დ0+ბ 

= ჭ /(ს–თო. -ი 

< ჯ [||”(7·=·”” – (20 + ))| + | ”(ო > – («ი – ა·))|]. (5.14.12) 
(=ჯ–-ბ 

რადგან | 2 – (=0+4)| > 6/2 და|C– (#0–2)| > ბ/?2, ამიტომ პარაგრაფი 5. 10–დან (5.10.7) 

უტოლობის ძალით 

< 1-– – 

|8C, დ – (2:0 + ბ))| < 53' 
ჭწ ' 2 (5.1413) 

' - 7 ავევე” 
ახლა, (5.14.1) ტოლობა გამომდინარეობს (5.14.8), (5.14.12), (5.14.13) უტოლობებიდან და 

(5.14.10), (5.14.11) ტოლობებიდან. თეორემა დამტკიცებულია. (5 

515 კუთხური (არამხებითი) მისწრაფების დახასიათება 

5.15. კუთხური (არამხებითი) ზღვრის ცნება 

ერთეულოვან # ღია წრეში |>| < 1 ავიღოთ უსასრულო რაიმე #; სიმრავლე, რომელსაც 

C წრეწირზე |>| = 1 გააჩნია დაგროვების რაიმე (ი წერტილი. ჯ) წრეში განსაზღვრული
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რაიმე #' ფუნქციის ზღვარი დ'%ი წერტილზე I> სიმრავლის გასწვრივ ეწოდება ზღვარს 

Iთ ), 
2;»6·:;1) 

როცა ეს ზღვარი არსებობს სასრული ან უსასრულო. 

თუ L არის დ'#ი წერტილზე გამავალი რადიუსი, ქორდა ან სხვა რაიმე წირი, მაშინ ლაპა– 

რაკობენ V- ფუნქციის რადიალურ, ქორდულ ან წირით ზღვარზე I5ი წერტილზე, შესაბა– 
მისად. 

ახლა განვიხილოთ კუთხური ზღვრის ცნება. ზემოთ აღნიშნულ / სიმრავლედ მივიღოთ 

§I%0 წერტილიდან გამომავალი ორი ქორდის მიერ შედგენილი 20 გაშლილობის კუთხე დ50 

წერტილის გარეშე, სიმბოლურად V/ი(>0), რომლისთვისაც ბისექტრისას წარმოადგენს ი+5ი 

წერტილზე გამავალი რადიუსი და 0 < 0 < #. 

თუკი არსებობს V; ფუნქციის ზღვარი დ750 წერტილზე /ი (::0) კუთხის გასწვრივ, სიმბოლუ– 

რად, 

Iო V(2) = 4(%0) (5.15.1) 

226?;(·:0) 

და ,1(«0) არაა დამოკიდებული 0–ზე, 0 < 0 < 7 , მაშინ ამბობენ, რომ # ფუნქციას (- 

წერტილზე გააჩნია კუთხური „4(ჯი) ზღვარი და წერენ 

Iთ V = 4C%). (5.15.2) 

ურთიერთეკვივალენტური (5.15.1) და (5.15.2) ტოლობები ნიშნავს, რომ #(2) მნიშვნე– 

ლობების სწრაფვას ,„4(ჯ0)–კენ ადგილი აქვს ყოველი ფიქსირებული Vი(ჯXი),0 < 0 < 9, 
კუთხის გასწვრივ > წერტილის სწრაფვისას დ15ი წერტილისკენ. ეს უკანასკნელი კი ნიშნავს, 

რომ V (ჯ0) კუთხეში მდებარე ჟ წერტილი საკმარისად ახლოს უნდა იყოს დI5ი წერტილთან. 

ეს ყველაფერი შეიძლება გამოითქვას ასე: #(>) მნიშვნელობები ნებისმიერად ახლო– 

საა /((ჯ0)–თან, როცა ჟ იმყოფება % (+0) კუთხისა და იმ ღია წრის თანაკვეთაში, რომლის 
ცენტრია 4170 და რადიუსი კი საკმარისად მცირე. აქედან ჩანს, რომ უკანასკნელი წრის რა– 

დიუსად შეიძლება თავიდანვე ვიგულისხმოთ C0§0, 0 < 0 < 3, რიცხვი. 

ამ უკანასკნელი წრის თანაკვეთა Vხ(2ი) კუთხესთან აღვნიშნოთ V8.,-ი 0(>0) სიმბოლო– 

თი. 
ამრიგად, > = »6'5, 0 < » < 1, წერტილი ისწრაფვის «'5ი წერტილისკენ ისე, რომ 

მუდმივად რჩება Vი C=0(>%0) სიმრავლეში, 0 < 0 < #.
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ამიტომ ტოლობა (5.15.1) გახდება უფრო ინფორმაციული, თუ მას ჩავწერთ შემდეგი სა– 

ხით 

Iწო V =/, (5.:15.3) 
2361% 

2CV90,C=6(7ი) 

რომელიც უფრო გამჭირვალეს ხდის (5.15.2) ჩანაწერს, 

აქედან ჩანს, რომ ,4(0) იქნება # ფუნქციის კუთხური ზღვარი ი/”ი წერტილზე მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა (5.15.3) ტოლობა შესრულებულია »ჯ-ზე ნაკლები 20 გაშლილობის 

ყველა იმ კუთხისთვის, რომლისთვისაც (0, ი'%| მონაკვეთი -–– რადიუსი არის ბისექტრისა. 

ხშირად, კუთხური ზღვრის ნაცვლად ამბობენ არამხებით ზღვარს იმის ხაზგასასმელად, 

რომ დთი წერტილისკენ სწრაფვისას > = ;” წერტილები ეკუთვნის 20, 0 < 0 < 9, 

გაშლილობის კუთხეს წვეროთი იდ””ს წერტილზე, რომლის ბისექტრისას წარმოადგენს ი'7ი 

წერტილზე გამავალი რადიუსი. 

#-–ში აღებული რაიმე უსასრულო / სიმრავლე იქნება C წრეწირისადმი მხები სიმრავ– 

ლე (5ი წერტილზე, თუ იI#ი წერტილიდან გამოსული ყოველი ორი ქორდით შედგენილი 
კუთხის გარეთ რჩება / სიმრავლის „6I2 წერტილების უსასრულო სიმრავლე, C'”ს წერტი– 

ლის ნებისმიერ მახლობლობაში. 

მაგალითად, |>| = 1 წრეწირისადმი (1; 0) წერტილზე მხები სიმრავლეა |> – 1I = 1 

წრეწირი და, აგრეთეე, ამ წრეწირებს შორის მოქცეული სიმრავლეც. 

515.2 წერტილის კუთხური (არამხებითი) მისწრაფების პირობები 

შემდგომში უმეტესად ლაპარაკი გვექნება კუთხური (არამხებითი) ზღვრის არსებობის შესა– 

ხებ. ამიტომ, ჯერ უნდა დავადგინოთ წერტილის არამხებითი (კუთხური) მისწრაფების გან– 

მსაზღვრელი პირობა. ასეთი გვექნება ორი პირობა: მიმსწრაფი » = »C'” წერტილის მეშ– 

ვეობით და ამ წერტილის ჯ არგუმენტით. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია განვიხილოთ ერთეულოვანი / ღია წრის ჯ წერ– 

ტილის კუთხური მისწრაფება (1; 0) წერტილისკენ. ეს ნიშნავს, რომ > C /2 ისწრაფვის 

I-(1; 0) წერტილისკენ ისე, რომ » მუდმივად რჩება Vი - 0(0) სიმრავლეში, რომლის ბი– 

სექტრისაა C დიამეტრი. ნახაზზე 20 გაშლილობის კუთხის შემქმნელი ქორდებია /2//, 

CV და დაშტრიხულია V8 «თ6(0) სიმრავლე, რომლის გასწვრივაც მიისწრაფვის 2–ის შესა– 

ბამისი 8 წერტილი ჯ(1; 0) წერტილისკენ, />,4 = #,4/ = C050. 
სკოლის გეომეტრიიდან კარგად ცნობილი თეორემის თანახმად, წრის გარეთ მდებარე 

წერტილიდან წრისადმი გავლებული ყოველი მკვეთის ნამრავლი თავისსავე გარე ნაწილზე
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ნახ. 8 

ერთი და იგივე რიცხვია, ე.ი. გვაქვს ტოლობა #8 · /; = ##ჩ · C" ანუ წ;–წ– = წ,—წ· · 
მაგრამ 

@_II—;I> II – 2| _ I1– 2 

ნს ჩ . ნხნ8§ 1-12 
და 

?C _ ჩ0 _ ჩ0 _ 2.0ჩ _ 2-0ნ _ _2 
ნხ ჩხს წ ჩნხ. 00950 C050“ 

ამიტომ 
I1 – 2| 2 2 _ 
112 < =5წ' ანუ I1 – 2| < ლი (1 – I2). 

ეს უკანასკნელი ჩაიწერება სახით 

I1 – 7| < M(1 –I2)), (5.15.4) 

სადაც შემოღებულია აღნიშვნა VI = 92/ C050, 0 < 0 < »/?. 

აშკარაა, რომ #/ დამოკიდებულია 0–ზე, მაგრამ ამის შესახებ მინიშნება არ არის. საქმე 

ისაა, რომ კუთხური ზღვრის არსებობის შესახებ ნებისმიერი ფაქტის დადგენის პროცესში 

ჯ-ზე ნაკლები 20 გაშლილობის კუთხე ფიქსირებულია და იმ მსჯელობაში #/ მუდმივია.
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ანალოგიურ მდგომარეობასთან გვაქვს საქმე ქვემოთ დამტკიცებულ (5.15.7) პირობაში 

მონაწილე C მუდმივის მიმართაც. 

გ = ჯ601 წერტილის /-(1; 0) წერტილისკენ კუთხური სწრაფვის (5.15.4) პირობა შეიძ– 

ლება გადაიწეროს ჯ–ზე პირობის სახითაც. ამ მიზნით შევნიშნოთ, რომ (იხ. ნახაზი 8) 

II – 21> 3C =0 8527 = | -5(იჯ. 

ამიტომ, (5.15.4)–ის ძალით, || · 5ი> < V/(1 – |2|). მაგრამ 2 I»| < | 5(ი«I, როცა 0 < 

|=| < 3 . ამრიგად, 

9 : # 1 - |2 = |2|I>I < M/(1 – I>I),. ანუ II < M > (515 

მეორეს მხრივ, 1 – |»| < |1 – | და, აქედან, 

I>I- I- :I (5.15.5) 

რადგან 2 წერტილი (/ი ,-% 6(0) სიმრავლის ფარგლებში მიისწრაფვის />(1; 0) წერტილისკენ, 

ამიტომ, ზემოთ აღნიშნულის ძალით (იხ. |>– 6/5ს| < C05 0 პირობა), გვაქვს |1 – 2| < C050. 

ამის გათვალისწინებით (5.15.5)–დან ვღებულობთ 

I2I > 1 – C0§0. 

მაშასადამე, 

ს ) 1-II _ 2 # 1-IM% - _ 41-I5 5.15.6 
( <M53-1-C%6  C0§6 91- C06 “ C05.0(1 – C050) · 659 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

4 .0(0(51· 
# = C0560(1 – C050) 2 

მაშინ » = ჯ-ი' წერტილის კუთხური სწრაფვის (5.15.6) პირობა #(1; 0) წერტილისკენ მიი– 
ღებს სახეს 

I< < X(I – I2)). (5.5:7)
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5.15.3 შენიშვნა კუთხური ზღვრის შესახებ 

როცა ვიხილავთ ჯ = ჯC C 12 წერტილის არამხებურ (კუთხურ) სწრაფვას #17ი წერტი– 

ლისკენ, მაშინ (5.15.4) და (5.15.7) პირობები ასე შეიცვლება: 

|გ'8ი _ >| < M/(1 – |2)). 

| – თ0| < IC(1 – |2I). (5.15.8) 

ამ შემთხვევაში > = »ი'> წერტილი ეკუთვნის V-ი (>0) კუთხეს, რომლის იI%ი წვე– 
როსკენ ისწრაფვის » წერტილი. Vი C= 6(>0) კუთხის წვერო 2159 არ ეკუთვნის, საზოგადოდ, 

იმ ფუნქციის განსაზღვრის არეს, რომლის კუთხური ზღვარიც განიხილება 720 წერტილზე, 

თუმც 6'”ს არის ფუნქციის განსაზღვრის არის დაგროვების წერტილი. 

შენიშვნა 5.15.4. (5.15.2) და (5.15.3) ტოლობის რეალიზაციისთვის აუცილებელია 

V6.+6(+0) სიმრავლეში მდებარე » წერტილი აკმაყოფილებდეს |ი'5ი -- »| < C050 პი– 
რობას, რომელიც არაა საკმარისი იმისთვის, რომ |V(>2) – #(«0)| გახდეს ნებისნიერად 

მცირე, ვთქვათ, მოცემულ C > 0 რიცხვზე ნაკლები. ამასთან, კუთხის გაფართოვება იწ– 

ვევს 6'7ი წერტილის იმ კუთხური მიდამოს დავიწროვებას, რომელზეც უნდა შესრულდეს 

II(>) – 4(2ი)| < _ § უტოლობა. ამ ინფორმაციას შეიცავს Vი -«6(+ი) აღნიშვნა: როცა 

0 –+ #–, მაშინ C050 –» 0+ და ამიტომ V- C: 0(«0) მიისწრაფვის სიცარიელისკენ! ამიტო– 

მაცაა, რომ კუთხური ზღვრის არსებობა არ იწვევს, საზოგადოდ, ზღვრის (თავისუფალის) 

არსებობას! –– ეს ფაქტი საჭიროებს სათანადო ყურადღებას! 

აქ თქმული და მომდევნო პარაგრაფებში გადმოცემული მასალა გვიჩვენებს, რომ კუთხუ– 

რი ზღვარი წარმოადგენს ზღვრის კარგ მიახლოებას. 

5.1ნ პუასონის ინტეგრალის წარმოებულის 
კუთხური ზღვარი 

თეორემა 5.16.1 (ფატუ, (71I, I(24, გვ. 167)). ვთქვათ, 2» პერიოდულ და |–», »I-ზე 
ჯამებად / ფუნქციას რაიმე ე:იე წერტილზე გააჩნია /”(ჯ0) სასრული წარმოებული. მაშინ / –ის 

#(,, ) პუასონის ინტეგრალის »–ით - / (-, ჯ) კერძო წაროებულს დ50 წერტილზე გააჩნია 
#(7ი)–ის ტოლი კუთხური ზღვარი, ანუ ადგლი აქვს ტოლობას 

თ --/რ 2) = / (5ი), (5.6.) 
(,,=) 4რ20 2+
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რომლის კერძო შემთხვევაა რადიალური ზღვარი 

Mო (>- /C.2)) (-ი) = /'(=ი). (5.16.2) 
”ა1– 

დამტკიცება5, შემოვიღოთ #(») = /(#) – /(+0) -- 51I -- «ი)/”(+0) დამხმარე 
ფუნქცია. მაშინ 

4(«0) =0, «/(X0) = /”(20) – C05(ჯე – ::0) I (+0) = / (#0) – „ (ჯ0) < 0. 

მაგრამ 

#I(>ი) = Vი =–-– (6C) – 4(%ი)). 
თუ გავითვალისწინებთ წინა ტოლობებს, მივიღებთ 

IIო[ 1 ტ(ჭ,·)]=ი. 
თ–260 L> – 2:0 

ეს ნიშნავს, რომ ყოველ « > 0 რიცხვს ეთანადება გ = ბ(ჯი,§) > 0 ისეთი, რომ ადგილი 

აქვს |–-I-– (=) | < § უტოლობას, ანუ 

|ტ(2)| < Cთ – ჯი|, როცა 1 C (X0 – ბ.20 +4). (5.16.3) 

5|8| წიგნში მოცემული (5.16.1) ტოლობის დამტკიცება არაკორექტულია, გვ. 158-ზე (56.7) ტოლობითგგანსაზღვრუ– 
ეღმ·"ყა?·ებ:ავ“ჰღ"·წ»ზ“) ფუნქციის შემოსაზღვრულობის დადგენის მცდელობა, როცა –4 < ! < 4 და II < C(1 – »”), 

_ _ 289 -) 
|0) = 2ი(1 – » )|ვ··| = ჯ6212 

ბას. 
აქ მნიშვნელში უნდა იყოს |6'' – ჯ-6'“|!. იგივეა გამეორებული წიგნში: V. M,. წითუ;I, წCიაპლეგაიაალხი# ღიდ 

რVIIXIIIIII ი . M.. 1966. C-ს. 170. 

უფრო ზუსტად, C2,, (/. L/) ფუნქცია აღნიშნულ პირობებში არ არის შემოსაზღვრული. მართლაც, 

(5MXI – V) 

I(I1 = 1)? + 4ი- §Iი? - =12 
C,((,0)) = 2-(1 – »?) 

ტოლობიდან, როცა 0 < ( < 6 გამომდინარეობს 
ჯ5IM 

C.(ჯ.0) = 271 – 7·?) M 

L-L/2 2 
221·(1—7·2) ი =!·(1+7·)(1–7·)M· 

– L)2? + L/212 

ვთქვათ, 0 < („ –ს 0, როცა ო –» Cი და ავიღოთ ”- = 1 – #„. მაშინ 

” 
1- ' 

უ 
!I 

=1 და C,,(Iგ,0) > „გ(1+ი) M –536+%X%, ი 3 . 
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რადგან: 

(1) მუდმივის გაშლა ფურიეს მწკრივად არის თვით ეს მუდმივი; 

(2) 5Iო» ფუნქციის გაშლა ფურიეს მწრივად არის §1 ;; 

(3) 5I0ჯ ფუნქციისთვის პუასონ–აბელის საშუალოა ჯ 5Iი ჯ; 

(4) C5)ით ფუნქციისთვის პუასონ–აბელის საშუალოა C- 510 , 

ამიტომ 

I(«) = 4(2) + /(ჯი) + 5Iჯ – «0) ” (>0) 

ტოლობის შესაბამისი პუასონის ინტეგრალებისთვის გვექნება ტოლობა 

#(.>) = #(ო ) + / (§0) + » 5Iდ – <0),/ ' (+0), 

საიდანაც 

> /C2) = = ძლთ) +7 0% – +ი) /'(>ი). 
რადგან 

Iთ _ C05(ჯ – «0) / ”(20) = „”(+0), 
(”,=)–პ6'50 

ამიტომ (5.16.1) ტოლობის დასამტკიცებლად აუცილებელია და საკმარისი შესრულდეს ტო– 

ლობა (იხ. პარაგრაფი 5.15, უტოლობა (5.15.8)) 

! მ 
(„=|)"I"№·=0 წუ #(X, .) = 0. (5.16.4) 

|2-–-ჩX0|<C(1 –1') 

გვაქვს . 

დ(”, ჯ) = –71;/45(!)?(7·,# – ე:) ი 

და „ 

მ #(C», თ) = 1 წე(2) L4 90 - 2») #. 
მი9 ” '' ჯ მ» , 

მაგრამ, 
მ _ მ ი, , 
შ;?(?,ჯ—:წ)— მ' 13(?·! ·ჩ)·
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ამიტომ 

მ 17მ 
ჯძ)(?”,ქ = —;/;ა(ი ე—[?(უ[—:[:)# 

=-= / თ(: +?)— ჯC „) ძ» = –—/(])([+I) ?LI·”(I·:I)(”. (5.16.5) 

წერის გამარტივების მიზნით და ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 

რომ ჯე = 0. ამის გამო, (5.16.3) უტოლობა მიიღებს სახეს 

(6ო| <9=. C (=6.ჰ). (.66) 
(5.16.5) ტოლობის ბოლო ინტეგრალი წარმოვადგინოთ ასე 

/@5(.1; +1) ძჭჯ Xი0.6ხ) # 

' ბ/2 | 

= / #(2 + ჯ)ჯ C-. L) იI + / #(2 +!) ჭ C.) ძI. (5.1677) 

–ბ/2 L–X.XIV( –ბ/2.6/2) 

უკანასკნელი ტოლობის ბოლო ინტეგრალის აბსოლუტური მნიშვნელობა, 5.14 პარაგრაფის 

(5.14.7) უტოლობის თანახმად, არ აღემატება სიდიდეს 

) ძ როცა I. ჯ|ი·1კ/9/|ქ”77·|7·—)0 ოცა ” 

რადგან ე; უნდა მივასწრაფოთ ჯე = 0-კენ, ამიტომ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ჯ- C 

(–გბ/2. 6/2). ამასთან ერთად, (5.16.7) ტოლობის მარჯვენა მხარის 

ბ/2 

V(1?, ჯ) = / Cდ(ჯ +1) ჭ—[?(;·, ) ძ 

–ბ/2 

პირველ ინტეგრალში ( C (–ტ/2, 6/2). ამის გამო, :: + L C (–ბ, ტ). ამიტომ (5.16.6)–დან 

გვაქვს უტოლობა 
|6(= +1)| < §(=+V). (5.16.8)
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(5.16.8)–ის გათვალისწინებით მივიღებთ 

6/2 

IV(I. 2)| < § / [|1:| + III] |§ #C, L)I ძ 

–გ/2 
ი ა/2 

=წ/ (|.·|:|+|L|)|ჭ1>(;·,;)|ქL+··:/(|:·;|+|L|)|01”7 *)|ქ; 
–გ/2 9 

= 5- L)/) + ჰი). (5.16.9) 

), ინტეგრალში –6/2 < L < 0, ამიტომ, პარაგრაფ 5.14–ის (5.14.2) ტოლობის ძალით, 

2»(1 – ჯ2)|– §IM) 27(1 – 2) 5Iიჯ 
(1 – 2>605( +12)2. _ ' (1–< 27605(+;2) მL 

| 2050 = მ ნდხ. 

ასევე, /ჩ ინტეგრალში 0 < ჯ < § და 

„ა)  21-72)50ML. _ მ 
|შ?(?·ჯ)| ' (1- 2605ჯ4:22 მ' წთსხ. 

ამიტომ 

0 0 0 
მ მ მ 

) = /(III–L)ჟI”(?,L)ქჯ–#L·I /· ჟ?(“)·“— / ჯ·ჯ]”(ქ)ძზ, 

–6/2 –ბ/2 –ტ/2 

ბ/2 –ი/2 –წ/2 
მ მ გ »-= - /09+07წო0=-MI / 7 წრ0#%- / (- წო04. 

0 0 0 

აქედან 

0 ბ/2 

I +/#2= III[ / ჯ?(?··ჯ)ძჯ – / –ჯ I”(?·,L)(IL] 

0 

0 ბ/2 

= [ / L·ჭI:(M)ძM/L· ჭ[”(ო)] = |«|4 – 8. (5.16.10) 

–ტ/2 0
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პარაგრაფ 5.14–ის (5.14.2) ტოლობიდან ჩანს, რომ #. /X(,, () არის კენტი ფუნქცია, ხო– 

ლოჯ. უმ? #ნC,1) – ლუწი. ამის გათვალისწინებით მივიღებთ 

ბ/2 

,4——2/3]”(·[ | = –9/0C- L)I _ მL “ '' ” 
0 

გ/2 ტ/2 

ვ=2/ « დ, L)(I[—2[L1:· L)]· M //)(,·,[)(“]. 
0 0 

მაგრამ პარაგრაფ 5.10-ის (5.10.9) ტოლობით 

+: = ! 
21 –7) 1-”7 

თუ ვისარგებლებთ იმავე პარაგრაფის (5.10.5) ტოლობით, მივიღებთ 

ბ 1-72 1-7 

1”(·”” 5) < 2 ქი§ი? ბ/4 აალ–= ბ/+. 

გარდა ამისა, პარაგრაფ 5.10–ის (5.10.11), (5.10.12) ტოლობებიდან 

§/2 

/ ნსCთ,0თ# = ჭ +00) =00). 
0 

(=ბ/2 

ა
წ
ლ
 

) 2[/”(·?, 0) – I)(;·· 

#C”,0) = 

ამრიგად, 

ქ—")[ 1 127 ]— - ჯი 
ს (1-»  „§ი2გ/4 1-» ' 

1-– 

M4 C(1I) = ი(1) + CX(1) = 0(1) 

და (5.16.10)–დან ვღებულობთ 

3) ა ი II 
II + #2 < 21_—_7·+0(1)+0(1) —2–1–7·+0(])· 

როცა (ჯ, 2:) –?ს 1, მაშინ 1|=—L < IC (იხ. პარაგრაფი 5.15, უტოლობა (5.15.7)) და / + 

/ = C(1). ახლა (5.16.9)–დან ვღებულობთ 

/(” 2) = <· C(1), როცა ( თ) -> 1. 

ეს კი «–ის ნებისმიერი სიმცირის გამო იწვევს (5.16.4) ტოლობას, რომელიც ტოლფასია 

(5.16.1) ტოლობის. თეორემა დამტკიცებულია. L)
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შედეგი 5.16.2. თუ2» პერიოდულ და |–», » | სეგმენტზე ჯამებად /' ფუნქციას რაიმე ჯი 

წერტილზე გააჩნია სასრული /”(ჯი) წარმოებული, მაშინ ადგილი აქვს 

ჯ» 

Iთ 1//([)])(?,.1· –0.0((2 – ) = –ჭ L”(%0) 
(იჰ)ი/ი #. 

ტოლობას, რომლის კერძო შემთხვევაა 

· 1 
Iთ – 

(=,70) –პC%0 7 
/ /ფMღ% – 0-0რ2ი – 0% = –1 //Cდი) 

რადიალური ზღვარი. 

დამტკიცება. პარაგრაფ5.14-ის (5.14.2) ტოლობა გადავწეროთ ასე 

1572 08311 მ 
- (- ყ) = –9. ' 

თ» 1-27605V +:?2 1 – 2):C05ჯ + 72 მს 

და გამოვიყენოთ პარაგრაფ 5.11-ის (5.11.3), (5.11.4) ტოლობები, მივიღებთ 

მ—მ·“· LC.V) = –-<4#M(,V%) · C( 7). 

ამიტომ პარაგრაფ 5.14–ის (5.14.5) ტოლობა მიიღებს სახეს 

ე% I(.2) = ჭ / / –4–ითფთ.-0.0Cლ5თ – 01 « 

ახლა საკმარისია გამოვიყენოთ თეორემა 5.16.1. C) 

517 პუასონის ინტეგრალის კუთხური ზღვარი 

წინა პარაგრაფის 5.16.1 თეორემის გამოყენებით მტკიცდება 

თ ეორემა 5.17.1 (ფატუ, (71I, |8, გვ. 1601, (24, გვ. 168)). ვთქვათ, / ფუნქცია ჯამებადია 

|–X,») სეგმენტზე და მის გარეთ გაგრძელებულია 2ჯ პერიოდით. თუ ჯი C |–»,»| წერ– 
ტილზე /(ჯ0) მნიშვნელობა სასრულია და იგი ტოლია #–ის განუსაზღვრელი ინტეგრალის
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წარმოებულის ჯე–ზე, მაშინ ყველა ასეთ ჯე წერტილზე ანუ თითქმის ყველა ჯე–ზე, კერძოდ, 

1-ის ლებეგის წერტილებზე, ადგილი აქვს ტოლობას 

Iი. / %) = /(20). (5.17.1) 
(„,ჯთი)-%6!70 

ე.ი., ადგილი აქვს რადიალურ ტოლობას 

Iთ _ /(5 #0) = //(50), 
(-,ჯ0)–ა6'50 

რაც ნიშნავს / ფუნქციის შესაბამისი §(/| ფურიეს მწკრივის („4)–შეჯამებადობას „-ე წერ– 

ტილზე / (ჟ0) მნიშვნელობისკენ. 

დამტკიცება.შემოვიღოთ / = / /(L) ი( რიცხვი და (/ – /4) ფუნქციის 

ნ6) = / II() – 4I 

განუსაზღვრელი ინტეგრალი, მაშინ 

](7·,1:)—;4=7]·—[/]([)17(7·,2—ჯ)ძ1—/!=ჭ/](!)?(?,]:—!)ძ! 

– 1//41?(7··I –1)ძს= 1/I!·(!) – #ჩ(.» – :) თ; 
ჯ # 

აქ გამოვიყენეთ პარაგრაფ 5.10-ის (5.10.4) ტოლობის პირველი ნაწილი. 
მაგრამ, თითქმის ყველა L C L–», #I–თვის, #”(,) = /(1) – #. ამიტომ უკანასკნელი 

ინტეგრალი მიიღებს სახეს 

1 "1···|(ჯ)?(7 თ- )ძი#=+.ნც). C I—;)|1=" _1 ";(:)31”(? >- 0« 
ჯ ' ( ' (=–» ჯ მ ' | 

მაგრამ #C– ჯ) = 0 = #"(»). ამიტომ აღნიშნული ჩასმა ნულია, ხოლო 5.14 პარაგრაფის 

(5.14.9) ტოლობის ძალით უკანასკნელი ინტეგრალი თავისივე ნიშნით ასე ჩაიწერება 

17/ .მ მ 
;/?(ჯ)ნ;?(?·:··—ჯ)ძჯ—ჯ[?(?·:[) 

–ჯ»
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უკანასკნელი წარმოებულის კუთხური ზღვარი 6170 წერტილზე ტოლია /”(დ0) = / (20) – 4 
რიცხვის, პარაგრაფ 5.1C–ის (5.16.1) ტოლობის ძალით. 

მაშასადამე, /(ჯ, ) – „4 სხვაობის კუთხური ზღვარი ('2ი წერტილზე ტოლია /(ჯი) – „4 

რიცხვის. ეს კი ეკვივალენტურია (5.17.1) ტოლობის. L) 

5.8 დირიხლეს განზოგადებული პრობლემა 

პარაგრაფ 5.13-ში გადაწყვეტილი იყო დირიხლეს პრობლემა წრისთვის: ერთეულოვან 

C წრეწირზე მოცემული ყოველი უწყვეტი / ფუნქციისთვის არსებობს ერთეულოვან /2 ღია 
წრეში ჰარმონიული და ჩაკეტილ X წრეზე ისეთი უწყვეტი /(„, დ) ფუნქცია –– / ფუნქცი– 
ის პუასონის ინტეგრალი, რომლის ზღვარი /2-ს გასწვრივ ყოველ #'2ი წერტილზე ტოლია 

#M(ჯ0)-ის, ე.ი. /(„,თ) არის წრეწირზე უწყვეტი / ფუნქციის ჰარმონიული გაგრძელება 

1-ში. 

წინა პარაგრაფში დამტკიცებული 5.17.1 თეორემა იძლევა დირიხლეს განზოგადებული 

ამოცანის ამოხსნას: ერთეულოვან C წრეწირზე მოცემული ყოველი ჯამებადი ჯ2 ფუნქცი– 

ისთვის არსებობს /2–ში ჰარმონიული «-(», ჯ) ფუნქცია– -თ ფუნქციის პუასონის ინტეგრალი, 

რომლის კუთხური ზღვარი თითქმის ყველა დI5ი წერტილზე ტოლია „-(ჯი)–ის. 

დირიხლეს განზოგადებულ ამოცანასთან დაკავშირებით ისმის კითხვა: რა შეიძლება ით– 

ქვას იმ შემთხვევაში, როცა ერთეულოვან C' წრეწირზე მოცემული # ფუნქცია არაა ჯამე– 
ბადი? 

ამ კითხვაზე პასუხი დამოკიდებულია იმაზე, V ფუნქცია თითქმის ყველგან სასრულია, თუ 

მას შეუძლია გახდეს +იი ან – % დადებითი ზომის რაიმე ქვესიმრავლეზე C-–დან. 

1. “ თითქმის ყველგან სასრული ფუნქციების შემთხვევაში პასუხს იძლევა ლუზინის შემდე– 

გი თეორემა. 

თეორემა 5.18.1 (ლუზინი (1915 წ.), (30, გვ. 87)). ყოველი ზომადი, 2 პერიოდული 

და თითქმის ყველგან |–», »1-ზე სასრული # ფუნქციისთვის არსებობს ერთეულოვან ღია 

# წრეში ჰარმონიული C+(ჯ, ::) ფუნქცია ისეთი, რომლის კუთხური ზღვარი, კერძოდ, რადი– 

ალური ზღვარი, თითქმის ყველა «ი C (–», »| წერტილზე ტოლია #I(>0)–ის. 

დამტკიცება. ლუზინის ერთ–ერთი ძირითადი თეორემის თანახმად, #, ფუნქციის– 

თვის არსებობს (–», »| სეგმენტზე ისეთი უწყვეტი V ფუნქცია, რომ V/(>) = #(ჯ) ტოლობა 

სრულდება თითქმის ყველა » C |–», » წერტილზე |30, გვ.78).
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ახლა განვიხილოთ V ფუნქციისთვის პუასონის VI(», ჯ) ინტეგრალი. პარაგრაფ 5.1C-დან 

(5.16.1) ტოლობის ძალით, ”- VI (;, >) კერძო წარმოებულის კუთხურიზღვარი თითქმის ყვე– 

ლა ჯი წერტილზე არის VI/(>ი) = VI(დი). 
მეორეს მხრივ, კერძო წარმოებული ჟმჯ («, >) ჰარმონიული ფუნქციაა /) ღია წრეში (იხ. 

პარაგრაფი 5.9), რომელიც გამოდგება თეორემაში აღნიშნული,(„, «) ფუნქციად. თეორემა 

დამტკიცებულია. L) 

რადიალური ზღვრის შემთხვევისთვის, თეორემა 5.18.1 შეიძლება ასეც ჩამოყალიბდეს. 

თეორემა 5.18.17 (ლუზინი). ყოველი ზომადი, 2» პერიოდული და თითქმის ყველგან 

L–», თI-ზე სასრული ჯ) ფუნქციისთვის არსებობს 

“·?0 + ჯ](ე„ C05 »; + ხ, 510 72>) 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი, რომელიც („/4)–შეჯამებადია #(ჯ0) მნიშვნელობისკენ თით– 

ქმის ყველა »ი C |–, ) წერტილზე, ანუ ადგილი აქვს რადიალურ ტოლობას 
(ი ი| 

II·ფ [“?0 + 2:(;;„ 605 ი 20 + ხე 51ჩ ””1·0)1·"] = V(:0ს). M 
»=I1 

ბუნებრივია კითხვა: რა შეიძლება ითქვას თეორემა 5.18.1-ში ხსენებული ჰარმონიული 

CI(C–, ) ფუნქციისადმი ჰარმონიულად შეუღლებული ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობე– 

ბის არსებობის შესახებ? 

თეორემა 5.18.2 (პრივალოვი (1919 წ.), |8, გვ. 605|). ერთეულოვან ღია წრეში რო– 

მელიმე _ 

%LC7, ჯ) = ·;—0 + ჯ(ი„ C057> + ხე 51ი თ ჯ)”” 

ჰარმონიულ ფუნქციას სასრული კუთხური ზღვარი თუ გააჩნია რაიმე ზომად #; C |– ». > I 

სიმრავლეზე, მაშინ შეუღლებულ 

V(I, თ) = 2(@„ 5Iჩ თე: – ხე C05 I>»)»" 

ი=1 

ჰარმონიულ ფუნქციასაც გააჩნია სასრული კუთხური ზღვარი, ოღონდ თითქმის ყველგან 

#; სიმრავლეზე.
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2. „განსაკუთრებული შემთხვევაა, როცა ერთეულოვან C წრეწირზე მოცემული ნამდვი– 

ლი ფუნქცია შეიძლება გახდეს +იი ან – ი დადებითი ზომის რაიმე ქვესიმრავლეზე C-დან. 

ამასთან დაკავშირებით, აუცილებელია აღინიშნოს ლუზინ–პრივალოვის (1925 წ.) თე– 
ორემა. 

თეორემა 5.18.3 ((38, გვ. 292)). არ არსებობს ერთეულოვან / წრეში ანალიზური (მე– 

რომორფულიცკკი) ფუნქცია, რომლის კუთხური ზღვარი იქნება იი დადებითი ზომის რაიმე 

ქვესიმრავლეზე C-დან. 

რადიალურ ზღვართან დაკავშირებით მართებულია, ისევ ლუზინ–პრივალოვის 

(1925 წ.) შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 5.18.4 ((38, გვ. 309, 316|). არსებობს ერთეულოვან ღია ჯ) წრეში ანალიზური 

VI(=) ფუნქცია და 2» ზომის პირველი კატეგორიის #2 C |0, 2»| სიმრავლე ისეთები, რომ /» 

სიმრავლის ყოველ ი: წერტილზე სრულდება რადიალური ტოლობა 

Iთ თC2%) = ი. 
ამიტომ, ჩვენი უახლოესი საუბარი შეეხება რადიალურ ზღვარს. 

ამ თემას აქვს ხანგრძლივი ისტორია და სათავეს იღებს ვაიერშტრასის კლასიკური თეო– 

რემიდან, რომლის თანახმად I0. 11 სეგმენტზე უწყვეტი ყოველი ფუნქციის თანაბრად მიახ– 

ლოება შეიძლება პოლინომებით. 

ვაიერშტრასის ეს თეორემა უსასრულო ინტერვალზე გაავრცელა კარლემანმა. 

თ ეორემა 5.18.5 (კარლემანი (1927 წ.), IC11). ვთქვათ, /(5:) და <(X) > 0 ფუნქციები 

უწყვეტია (–5C, +იი)-ზე და (0, +Cი)-ზე, შესაბამისად. მაშინ არსებობს გ = « + §ყ კომ– 

პლექსური ცვლადის C(2) მთელი ფუნქცია ისეთი, რომ მისი C() შეზღუდვა (– C, +59) 
ნამდვილ ღერძზე აკმაყოფილებს პირობას 

IC(ჯ) – #(>)| < 6(I(>I), –ლ% < § < +Cდთ. 

ამ თეორემის განზოგადებაა შემდეგი 

თეორემა 5.18.6 ((82)). ვთქვათ, ჯ C |0, 2») ჩაკეტილი არსად მკვრივი სიმრავლეა, 

/(2) კი არის 2 = > + #ყ ცვლადის უწყვეტი კომლექსური ფუნქცია ღია წრეში |2| < » 
(0 < » < +C–),ხოლო§(I) > 0 უწყვეტია მარჯვნიდან ღია 0 < ( < » ინტერვალზე. მაშინ 

არსებობს | >| < » წრეში ანალიზური ჯ"(>2) ფუნქცია ისეთი, რომ ყოველ »; C # წერტილზე 
ადგილი აქვს უტოლობას 

II (იი'”) – #(ი6'-)| < 6(ი), როცა 0 < ი <».



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 239 

ამ თეორემის შემდეგი გასრულება ეკუთვნით ბეიდჟმილს და ზეიდელს |CCI, რომლის 
კერძო შემთხვევაა რუდინის |84) შემდეგი 

თეორემა 5.18.7 ((60, §31). ვთქვათ, მოცემულია ერთეულოვან / ღია წრეში ნებისმი– 
ერი უწყვეტი კომპლექსური ე(ჯ) ფუნქცია და ჯL ტიპის პირველი კატეგორიის I» C I0.2»| 

სიმრავლე, შესაძლოა 2» ზომის მაშინ არსებობს /2–ში ანალიზური /(2) ფუნქცია ისეთი, 

რომ ყოველ ჯ« C ჯ; წერტილზე სრულდება რადიალური ტოლობა 

Iო (/(-ი'%) – ყ(-M)| = 0. (5.18.1) 
ჯა1 – 

უკანასკნელი თეორემის მტკიცებიდან გამომდინარეობს 

თეორემა 5.18.8((37, გვ. 138)). I) წრეში ნებისმიერი უწყვეტი კომპლექსური ი (2) 

ფუნქციისთვის და 2ჯ-ზე ნაკლები დადებითი ყოველი ჟ რიცხვისთვის არსებობს /2 წრეში 

ანალიზური / (>) ფუნქცია და (0, 2»| სეგმენტზე არსად მკვრივი ჩაკეტილი § სიმრავლე ისე– 

თები, რომ 2ჯ» – უ < |6| < _ 2» და 6 სიმრავლეზე თანაბრად სრულდება რადიალური 

ტოლობა 

„თ. I/CCC”) – 9(-6')| = 0. 

ზემოთ აღნიშნული 5.18.7 თეორემიდან მიიღება 

თეორემა 5.18.9((60, გვ. 191I, I37, გვ. 138)). ერთეულოვან ღია წრეში არსებობს 

#(2) = #V(2) + 7C(2) ანალიზური ფუნქცია ისეთი, რომ თითქმის ყველა ;; C (0. 2»| წერ– 

ტილზე ადგილი აქვს რადიალურ ტოლობებს 

Iი “(7·@“”) = 0. I–I[?— [)(I·(–:I·:) = +C%. (5182) 
ჯ01- 

დამტკიცება. #,-ით აღვნიშნოთ |0,2»| სეგმენტზე არსად მკვრივი სრულყოფილი 

სიმრავლე, რომლის ზომაა 2» – 1 (იხ. (I, გვ. 349|). მაშინ « = L] #, სიმრავლე არის ს> 

ტიპის და პირველი კატეგორიის, რომლის ზომაა 2». თუ 5.18.7 თეორემაში ავიღებთ 

1 9C0%) = , 
1-7ჯ» 

მაშინ 

ჩრ ყე(»ით) = 0 და Iთე(»დი) ს +%, როცა » -+1, « C #. 

აქედან, (5.18.1)–ის ძალით, მივიღებთ (5.18.2) ტოლობებს. თეორემა დამტკიცებულია. - LI 

უკანასკნელ თეორემაზე ზოგადია შემდეგი თეორემა.
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თეორემა 5.18.10 ((60, თეორემა7!|, |37, გვ. 141|). ვთქვათ, V- და ჯ/ ნებისმიერი ზომადი 
ნამდვილი ფუნქციებია (0, 2ჯ| სეგმენტზე. მაშინ არსებობს ერთეულოვან ღია ჯ) წრეში ანა– 

ლიზური / = +1წ ფუნქცია ისეთი, რომ თითქმის ყველა ჯ: C (0, 2») წერტილზე სრულდება 

რადიალური ტოლობები. 

„ი სდ =ით), ,Iდ სდ% =%C). 
ცხადია, რომ თავი 1–დან პარაგრაფ 1.5–ის (1.5.3) და (1.5.4) ტოლობების მარჯვენა მხა– 

რეები წარმოადგენს (1.5.6) და (1.5.7) ტრიგონომეტრიულ მწკრივებთან ასოცირებულ (იხ. 

თავი 5, პარაგრაფი 5.2) მწკრივებს, შესაბამისად. ამიტომ 5.18.10 თეორემა შეიძლება გან– 

ხილულიქნას, როგორც (5.18.3) და (5.18.4) მწკრივების (,4)–შეჯამებადობის შესახებ მტკი– 
ცება, ანუ მართებულია 

თეორემა 5§.I18.11. (0,2») სეგმენტზე ზომადი ნებისმიერი ნამდვილი ჯ; და წ ფუნქციე– 

ბისთვის არსებობს 

% + 2((]·"_ C05 თ: + ხ,, 5Iი 71.:[:) (5183) 

7+=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი ისეთი, რომ თითქმის ყველა ე; C I0, 2») წერტილზე (,4)–შე– 

ჯამებადია: ;2(ჯ)–კენ (5.18.3) მწკრივი, ხოლო #(=)–კენ შეუღლებული ტრიგონომეტრიუ- 
ლი მწკრივი 

2(0„ C05,2 – ხე 5Iჩ ო_·!;), (5184) 

MI=1 

ანუ ადგილი აქვს ტოლობებს 

ჯ31-– 

C 

წოი 929 + 2(@„ C05 7ჯ + ხე 51ი "ვ:),"] = (X2), 

#=)1 

ა1– 
Iთ [2(@„ 5Iი ოთ – ხე C05 "··L·)M] = V(2). 

»=1 

შენიშვნა 5.18.12. ამ პარაგრაფის მასალა გვიჩვენებს, რომ 

C 

V(I6'C) = “·2—0 + 2(@„ C0587 + ხე 5Iი ოთ)»”, (5.18.5) 
#X=1 

ზ(»დ'”) = 2(0,„ 5ი ოდ – ხე C05 ჯ2)? (5.18.6) 

M=1
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ტოლობების ორივე მხარის მიმართ შეგვიძლია განვიხილოთ ზღვეარი, როცა »6'” წერტილი 

ისწრაფვის 6I#ი-–კენ რომელიმე აზრით: თავისუფლად, კუთხურად თუ რადიალურად. 

ამასთან ერთად, » = 1 მნიშვნელობის პირდაპირი ჩასმის მიმართ გამოუსადეგარია 

(5.18.5) და (5.18.6) ტოლობების მარცხენა მხარეები, ხოლო მათი მარჯვენა მხარეები მი– 

იღებს (5.18.3) და (5.18.4) ფორმებს, შესაბამისად. 

როგორც ვნახეთ, (5.18.3) და (5.18.4) მწკრივების მიმართ კი შეგვიძლია ვილაპარაკოთ 

კრებადობაზე ან შეჯამებადობაზე. ამიტომაა ეს მწკრივები უფრო მოხერხებულია იმ ფუნ– 

ქციების წარმოსადგენად, რომელთაც არ გააჩნია გამორჩეული დიფერენციალური თვისე– 

ბები (იხ. შესავალი). 

519 პუასონის ინტეგრალის წარმოებულის 

რადიალური ზღვარი 

1 27 პერიოდული და | –», თ| სეგმენტზე ჯამებადი / ფუნქციის 

%0 + 2(“" C057 + ხ, 510 ჯ) (5.19.1) 

7=1 

ფურიეს მწკრივს (ე.ი. ი„ და ხ, წარმოადგენს / ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს – იხ. 

თავი 2, პარაგრაფი 2.2, ფორმულები (2.2.2)) შეესაბამება მასთან ასოცირებული (იხ. პა– 

რაგრაფი 5.2) „–ის მიმართ ხარისხოვანი მწკრივი 

C6 

00 ; 

9 + ჭ (თე C05 ი:; + ხე 5Iჩ ოჯ7),”. 
7=1 

რომელსაც (5.19.1) მწკრივისთვის შედგენილი პუასონ–აბელის საშუალო ეწოდება და 

აღინიშნება /(ჯ, :) სიმბოლოთი. ამრიგად, 

#(ოთ?) = ? + 2(0„ C0511 + ხე 5სითო»7)I", 0 <ჯ<1, (5.19.2) 

»=L 

პარაგრაფი 5.11–დან ვიცით ტოლობაც 

ყლ= ჭ / /0)06. თ – I)ძI, (5.19.3)
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რომლის მარჯვენა მხარეს / ფუნქციის პუასონის ინტეგრალი ეწოდება (იხ. 5.9 პარაგრა– 

ფის დასასრული). 

მაშასადამე, პუასონ–აბელის /'(-, >) საშუალოსთვის გვაქვს (5.19.3) ინტეგრალური 

წარმოდგენა და (5.19.2) მწკრივით წარმოდგენა. 

აქამდე, #- / ,, >) კერძო წარმოებულს ვაკავშირებდით (5.19.3) ტოლობის მარჯვენა 
მხარის ინტეგრალის შესაბამის 

ჭ/ #0) ჭ ნ–C,თ2- )ი 

წარმოებულთან და ვადგენდით . / („, დ)–ის კავშირს / ფუნქციის /” წარმოებულთან. 
მეორეს მხრივ, ჟ% #C- დ) კერძო წარმოებული შეიძლება დავაკავშიროთ (5.19.2) ტო– 

ლობის მარჯვენა მხარეს მდგომ მწკრივთანაც. მართლაც, გვაქვს ტოლობა 

მ მ ”ი0 < ! 
ჭ #(ოთ) = ჭ [%0 + 2(0·„ C0571 + ხი 5"1711:)7·"], 

11=1 

ანუ 

მ მ « : 5- I(> :) = 5> ჯ(ე·„ C05 ჯე; + ხე 51ი იჟ)ჯ?, (5.19.4) 

რადგან ე დახ, ფურიეს კოეფიციენტები შემოსაზღვრულია (იხ. თავი 3, პარაგრაფი 3.9) 
და ტრიგონომეტრიული სისტემაც შემოსაზღვრულია, ამიტომ არსებობს M > 0 მუდმივი 
ისეთი, რომ 

Iი, C05ო დ + ხე 5Iი ოთ) < M, >C(--%,+C), = =0,1,2,.... 

ამრიგად, 
C 

ჭ (ი C05»ჯ + ხე 5Iი ით)»” 
»–=1 

მწკრივის მაჟორანტი (მეტობითი) მწკრივია § »”, რომელიც თანაბრად კრებადია ყო– 
ჯ=-L 

ველ I0,!| C |0,+) სეგმენტზე, L < »; ასევე თანაბრად კრებადია ყოველ (0,!| C |0,») 
სეგმენტზე, / < „, მისი ნებისმიერ რიცხვჯერ წევრობრივი გაწარმოებით მიღებული მწკრი– 

ვებიც. ამიტომ (5.19.4) ტოლობის მარჯვენა მხარის გაწარმოება შეგვიძლია მოვახდინოთ
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მწკრივის შიგნით, რაც მოგვცემს 

2 »(ხ,, C05 > – ი,, 5ი ჯ) (5195) 

#=I 

მწკრივს. მაგრამ, ეს მწკრივი შეიძლება მოვიაზღოთ ასეც: ჯერ წევრობრივ, ფორმალურად, 

გავაწარმოოთ (5.19.1), რაც მოგვცემს ჭ (ხ, C05ჯ – თ, 510 ი) მწკრივს. ამ უკანასკნე– 

ლისთვის შევადგინოთ პუასონ–აბელის"ნჯჯშუალო, მივიღებთ 

2 1L(ხც C0572 – ძე 5101Iჯ)I”. (5. 19.6) 

Mი=1 

რადგან (5.19.5) და (5.19.6) ერთი და იგივეა, ამიტომ (5.19.1) მწკრივისთვის წევრობრივი 

წარმოებულის პუასონ–აბელის საშუალო და პუასონ–აბელის საშუალოს »-ით წარმო– 

ებული ერთი და იგივეა. 

მაშასადამე, / ფუნქციის პუასონის ინტეგრალის ჯ–ით წარმოებულის შესახებ ყოველი 

მტკიცებულება ეკვივალენტურია /–ის ფურიეს მწკრივის წევრობრივი, ფორმალურად, გა– 

წარმოებით მიღებული მწკრივის პუასონ–აბელის შესახებ მტკიცებულების. 

ამიტომ პარაგრაფ 5.16-ის (5.16.2) ტოლობა შეიძლება განხილულ იქნას როგორც .5 /| 
მწკრივის წევრობრივი გაწარმოებით მიღებული მწკრივისთვის პუასონ–აბელის საშუალოს 

თვისება: მისი რადიალური ზღვარი ტოლია /”(ჯი)–ის, როცა /”(+0) სასრულია. 

მაგრამ უკანასკნელი ფაქტისთვის აუცილებელი არ აღმოჩნდა /”(ჯ0) წარმოებულის არ– 

სებობა. 

ფატუმ დაადგინა, რომ ამისთვის საკმარისია სასრული სიმეტრიული /“”(10) წარმოებუ– 

ლის არსებობა. 

სიმეტრიული წარმოებულის შესახებ იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.9. 

2  ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 5.19.1 (ფატუ, (71I, (8, გვ. 1611). ვთქვათ, 27 პერიოდულდა | –X, >| სეგმენტზე 

ჯამებად / ფუნქციას რომელიმე ჯე წერტილზე გააჩნია სასრული სიმეტრიული / (ჯე) = | 

წარმოებული. მაშინ პუასონის / (», -) ინტეგრალის -. / („, ჯ:) კერძო წარმოებულს C79 

წერტილზე გააჩნია /–ის ტოლი რადიალური ზღვარი: 

. ?) Iი (;—1 #C- ჯდე) = I. (5.197) 
7-5–-1-–
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დამტკიცება. პარაგრაფ 5.14–ის (5.14.5) და (5.14.6) ტოლობების ძალით გვაქვს 

7[%](7···1”·)=/·|(|·)§;I)(?II—I*)M=—/·/(I—“)5·8“?(7·»“)(1“ 

ჯ+ჯ 

>+Xჯ # 

/ / //(I–IL)—I”(? V ქ“·+/](ე,—“) ჩC.V) ძი. 

აქ პირველი ინტეგრალის მიმართ გამოვიყენოთ - L(-,V) ) ფუნქციის კენტობა (იხ. პა– 

რაგრაფი 5.14, ტოლობა (5.14.2)), გვექნება 

0 

/(ფ-9) = ჩრი)ძ 2-V) - ჩრ ძს 

–” 

0 

= /]·(I + ლ) [ – –ე% I-X, ც)] (–ძა) = – /" #I(<+7>) ჭ #C,71) ძ». 

0 ჯ 

ამიტომ 

- /თ2) = / /C- )გ ჩრმ / /C+% გე რირ 
ი 

0 

ანუ გვაქვს 

მ L / 
ჯ–](;·,·:) = —;/ []·(I +1) – ჩ(>– ] 3უ #C'.ს) ძი. (5.19.8) 

0 

პარაგრაფ 5.14–ის (5.14.3) უტოლობის მიმართ თუ გამოვიყენებთ პარაგრაფ 5.10-ის 

(5.10.8) შეფასებას, მაშინ ყოველი ტ > 0 რიცხვისთვის ადგილი აქვს უტოლობას 

3 ?(?·”“)I < 4(1 –1) 
რ 5199 

18“ §ი4ტგ ოცა ბ < IVI < #. ( ) 

ბ ჯ 
ახლა (5.19.8) ინტეგრალი წარმოვადგინოთ /, = | და I = | ინტეგრალების ჯამად. 

0 ბ 

(5.19.9) უტოლობის ძალით 

8(1 I 
12 კ?) / I/(0IV, IIXVI <
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ხოლო 

წ) 

_ _1 /I(0+9) /I2-–90) აე მ ე ., 
11 = 7[/ 2ც · 2 წუთ I0'.#) ძ 

0 
წ წ) 

_ 1 /'წI+V)-/(> -) აამ ა Iწმ L 
= 7|_/[ 5, —ბ]·—"რ?(ც“)([“ ” 2უ M0-, V) ძ 

ი 
0 

= V) + #. 

რადგან (5.19.9) უტოლობა სრულდება ყველა ბ > 0 რიცხვისთვის, ამიტომ შეგვიძლია შეს– 

რულებულად ჩავთვალოთ შემდეგი უტოლობაც 

0-9., 
§0II6.. ” |·]1|53·2ნ· 

# 

სადაც ნებისმიერად აღებული « > 0 რიცხვისთვის გვაქვს 

I·/·(—1:+·“) –I(1 – ) _ 

2V 
II < <, როცა ს C (0,4). 

ახლა განვიხილოთ „/; ინტეგრალი, რომლის ნაწილობითი ინტეგრებით მივიღებთ 

ბ 

2' მ 
“ » I შ8უ #C, V) ძ”! 

0 

წ ბ ბ 
V= ' 2 

= —2—[„ · 6C-,2) + 2 #C”, V) თ = —2—113(,·, ბ) +[[–/1>(I·.")(["]· 
7L #=0 7 ჯ% 7 

5.10 პარაგრაფიდან (5.10.7) უტოლობის ძალით />,ბ) < ჭ,;—·—·% - 0, როცა7: -+ 1–, 

ხოლო 5.10 პარაგრაფის (5.10.11) უტოლობის თანახმად 

ბ 

/1”(1·· )ძს -+1, როცა » +1-–. 

0 

25
 

I 
ა 

(5.19.7) გამომდინარეობს მიღებული შეფასებებიდან. თეორემა დამტკიცებულია. 8 

3,  სასურველია 5.19.1 თეორემა ჩამოვაყალიბოთ მისი ეკვივალენტური სახით.
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თ ეორემა 5.19.2 (ფატუ, (71I, I8, გვ. 161, 163)). თუ 2» პერიოდულ და |–#, »I სეგ– 

მენტზე ჯამებად / ფუნქციას რაიმე ;;ი წერტილზე გააჩნია სასრული სიმეტრიული / C/ (ჯ0) 

წარმოებული, კერძოდ, თუ მას გააჩნია სასრული ჩვეულებრივი /”(ჯე) წარმოებული, მაშინ 

# ფუნქციის 
ლ 

5I/) = %0 + 2(@„_ C05 7ე; + ხ,, 5I თ X) 

ი=1 

ფურიეს მწკრივის წევრობრივი გაწარმოებით მიღებული 

Cთ 

2 ,M(წელ0§თ: – ი, 5Iით») 
ი=1 

მწკრივი არის („4)–შეჯამებადი ჯე წერტილზე /(0(ჯე) რიცხვისკენ, ანუ ადგილი აქვს ტო– 
ლობას 

( 9) 

III? ·ჭ· თე'“(ხ,, C05 ჯე – რე 5Iი ოი) = /(დე). 
ი–1- 

#=1 

შენიშვნა 5.19.3. ფატუს 5.19.2 თეორემის (და, აგრეთვე, მისი ეკვივალენტური 

5.19.1 თეორემის) განზოგადება ცნობილია ბორელის სიმეტრიული 

, 

13| 00)—|| 71_/·]”00—%·1L (მი–ჯ)კჯ 

|!) 

წარმოებულისთვის (78|წ. აქვე მტკიცდება, რომ ფატუს 5.19.1 თეორემას ადგილი არ აქვს 

აპროქსიმატული წარმოებულისთვის. შემდეგ, ავტორს შემოაქვს ი, > 1 რიგის აპროქსიმა– 

ტული წარმოებულის ცნება /' (00) და ამბობს, რომ ფატუს 5.19.1 თეორემა ძალაშია, როცა 

თ > 4. მაგრამ შემდეგ გაირკვა |88), რომ აქ საჭიროა პირობა თ, > 5. 

წბორელის წარმოებულია 

მ/(მ)—სო /M,” 

ჩ 
ორივე შემთხვევაში ინტეგრალი გაგებულია II"?) # აზრით. 

ლლ I3
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5.20 ფურიეს ნამდვილი ფორმის მწკრივის შეჯამებადობა 

ლებეგის #, და L"” მეთოდებით 

#. ნამდვილი ფორმის ტრიგონომეტრიული მწკრივის შეჯამებადობა 

# და L" მეთოდებით 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე ტრიგონომეტრიული მწკრივი, საზოგადოდ, არა ფურიეს მწკრი– 

ვი 
C 

“? + 2 ი,, C05 112 + ხ,, 510 /2-). (5.20.1) 

»=1 

! _შემოვიღოთ შემდეგი 

განსაზღვრა 5.20.1 ((24, გვ. 505), |8, გვ. 486)).. (5.20.1) მწკრივს ეწოდება ლე– 

ბეგის მეთოდით შეჯამებადი, მოკლედ #L-შეჯამებადი, რომელიმე ჯე წერტილზე რაიმე § 

რიცხვისკენ, თუ 

51877 
+ 2(0„ 605 ჯ + ხ, 510 IMX0) ;: ' (5.20.2) 

11=1 

მწკრივი კრებადია ყველა #–თვის რაიმე (0, უ) ღია ინტერვალიდან” და ადგილი აქვს ტო– 

ლობას 9 

, 
Iი [ + 2(@„ C0570 + ხა 510 თ2:0)-– ჯი” 1] = 5. (5.20.3) 

ჩ- '-0+ -1 

(5.20.3) საშუალებას იძლევა შემოვიღოთ რაიმე 

40 + 2 4, (5.20.4) 
1=1 

7მწკრივი (5.20. 2) არის /|–ის ლუწი ფუნქცია და ამიტომ საკმარისია (0, 1)) შემთხვევა. 

8თვით 9) + 2 (ი, 605თ2:0 + სე 5Iი იჯი) მწკრივის კრებადობა არ მოითხოვება. სწორედ ასეთ შემთხვევასთან 

გვექნება საქმე ფურიეს მწკრივებისთვის.
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რიცხვითი მწკრივის /-–შეჯამებადობა § რიცხვისკენ ტოლობით?,9 

Iი I4 +§,4 5"”"”] § 
|·–·ი+[ 0 : ჟგ « 

შენიშვნა 5.20.2. მწკრივის შეჯამებადობის / მეთოდი არაა შედარებადი ამავე მწკრი– 

ვის კრებადობასთან. კრებადობა ეკვივალენტურია #-შეჯამებადობის, თუ თ. /4, –+ 0, როცა 

ი = ი (ფატუ, |8, გვ. 487), (24, გვ. 506)). 

2. თუკი(5.20.1) მწკრივის ფორმალურად წევრობრივი ინტეგრებით მიღებული 

%0 ჯ+ 2 ჭ (ი 5Iი»დ – ხე C05 ი2:) (5.20.5) 
»=1 

მწკრივი'' კრებადია ::ე წერტილის მიდამოში რაიმე I(») ფუნქციისკენ, რომელსაც ეწოდე– 

ბა (5.20.1) მწკრივის ლებეგის ფუნქცია და, თუ ჯე წერტილზე არსებობს /(>) ფუნქციის 
სასრული სიმეტრიული წარმოებული (იხ. პარაგრაფი 5.19) IV (ჯი), მაშინ 

ICX0 + ჩ) – I(«0 – M) = იიM+2 2(4„ C0572 + , 5(როჯი) -ეი 
»=1 

და 

I(ჯ0 + M) – 1(თ0 – I·L) 90 5I 7:/, 
ლ 51+ 21(0„ 905თ20 + ხი 5ქითჯი) –-–- 

»ჯ= 

ტოლობებიდან გამომდინარე, (5.20.3) ტოლობა მიიღებს სახეს 

0 = 5Iჩწ ოჩ 
,·I—I·[I;+ [—29 + 2:1("" C0571ჯ0 + ხე 5I” ოჯი) ”“· ] = |C0(ჟი). (5.20.6) 

»= 

მაშასადამე, ამ შემთხვევაში (5.20.1) მწკრივი # შეჯამებადია »ი წერტილზე IV (ჯი) 
რიცხვისკენ. 

?მწკრივი (5.20.4) შეიძლება არ იყოს კრებადი. 
%(5 .20.1) და (5.20.4) მწკრივები “შეშფოთებულია” მათი »–ური წევრის გამრავლებით წ·"",· –ზე, რომლის ზღვარი 

M = 0 წერტილზე არის 1 ყოველი ფიქსირებული ნატურალური თ-თვის (ანალოგიური იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.1, 
შენიშვნა 5.1.8; პარაგრაფი 5.3, შენიშვნა 5.1.5). 

"ე·ი· (5.20.1) მწკრივი მიიღება (5.29.5) მწკრივისგან ფორმალურად წევრობრივი გაწარმოებით. 
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3. _ ლებეგის /(ჯ) ფუნქციას ჯე წერტილზე შესაძლებელია გააჩნდეს 
, ყი 1 , (თი) = ||··I12> 2; IIC2ი + 2M) – I(-0) | 

ჩვეულებრივი წარმოებულიც კი. მაშინ 

59 ! 5Iი / 
I(<ი + 2ჩ) – IC20) = ძ0M + 2 X _ |თ, C057(X0 + ჩ) - ხც. 5IM(##0 +4 ) " 

11==1 

ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

1184 %(%0· + 2 [ი" C0571(2:0 + #) + ხ,, 5IM11(თ0 + /I·)] ზი” ჯ = 7(70). (5207) 
ჩ–30 / 

?ს=1 

განსაზღვრა 5.20.3. (5.20.1) მწკრივს ვუწოდოთ ლებეგის ინტენსიური მეთოდით 
შეჯამებადი, მოკლედ /,'–შეჯამებადი, ჯე წერტილზე ვ რიცხვისკენ, როცა ადგილი აქვს ტო– 

ლობას 
= · 

' თ0 = 5IMII/ L _ 
,!·ჭბ [წ +? · |თც C057(+0 + /) + ხე 510 7I(>ე + /!)| ოარ 

11= 

(5.20.6) და (5.20.7) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

წინადადება 5.20.4. თუ (5.20.5) მწკრივის I(§) ჯამს +ი წერტილზე გააჩნია /'(1-ი) 

წარმოებული, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობებს 

I(-0ი) = ,II"—I?) [929 + 2(“„ C05 712:0 + ხე 5Iი ».I0) 5"2;””] (5.20.8) 

და 11=1 

, · იი «<- · 5IMII/ 
I(20) = ||;|—?>"ბ %ჯ + 21 Iთე C05 %(ჯე + ) + ხე 51ი7I(.-0 + ,)| - ჯ (5.20.9) 

ზ. ფურიეს ნამდვილი ფორმის მწკრივის შეჯამებადობა 

# და L" მეთოდებით 

თავი 4–ის პარაგრაფ 4.1=-ში დამტკიცებული ლებეგის 4.15.1 თეორემა გვეუბნება, რომ 2ჯ 
პერიოდული და | – ჯ, »| სეგმენტზე ჯამებადი ყოველი / ფუნქციის ფურიეს ნამდვილი ფორ– 

მის მწკრივის 

1I- “2—0 + 2(“·" C05 ე' + ხ, 51011X) (52010) 

ი=1
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წევრობრივი ინტეგრება ნებისმიერ (0, | C (0, 2») სეგმენტზე მართლზომიერია, თუნდაც 

(5.20.10) მწკრივი განშლადი იყოს ყველგან. ლებეგის ეს თეორემა, (4.15.4) ტოლობიდან 
გამომდინარე, ასე გამოიყურება 

ჰიი[·-·-2 (იგ 5სით» – ხე 605 >) = /]([)([L– I;I—" (5.20.11) 
1 =1 ი=1 

სადაც % 'უ8 5 რიცხვითი მწკრივი კრებადია და 
"–1 

*”– =1+ / 70 C - 04 
” 

> 

(5.23.11) ტოლობის მარცხენა მხარე წარმოადგენს ლებეგის I(+») ფუნქციას (5.20.10) 
მწკრავისთვის და რადგან იგი (5.20.11)-ის მარჯვენა მხარის ტოლია. ამიტომ თითემის ყვე– 

ლა »ა < |–=. =, წერტილზე ადგილი აქვს V/(X0) = /(X0) ტოლობას. 
ამგკვარად, (5.20.8) და (5.20.9) ტოლობების მარცხენა მხარეში გვაქვს /#(ჯკ!). მაშასა– 

დამე. მართებულია შემდეგი 

თ ე ორემა 5.20.5 (ლებეგი. (8. გვ. 486|. |24, გვ. 506)). ყოველი # C. L'0.2>) ფუნ– 
ქციისთვის მისი (5.20.10) ფურიეს მწკრივი ჯ და L" შეჯამებადია /(ჯი) მნიშვნელობისკენ 

თითემის ყველა +ს C 10. 221 წერტილზე ანუ. ადგილი აქვს ტოლობებს 

#(XიV = ||თ [“" 2((]"C05”I—|–I)„5I|1] )5 "I”] (5.20.12) 
"–I 

5Iწ 717 #C>ი) = ||ო [“" 2 |იც C05 #(+ი + ) + ხ, 5IრII(-0 + II)] 
»-1 

]· (5.20.13) 

შენიშვნა 5.20.6, (5.20.12) და (5.20.13) ტოლობებს ადგილი აქვს / ფუნქციის ლე– 

ბეგის ”ი წერტილებზე, კერძოდ, /–ის უწყვეტობის ყველა »ც წერტილზე, თუკი /-ს გააჩნია 
უწყვეტობის წერტილი. 

შენიშვნა 5.20.7. ცნობილია ისეთი # უწყვეტი ფუნქციის არსებობა -- ფეიერის მა– 
გალითი (8, გვ. 132), რომლის 5(/- | ფურიეს მწკრივი განშლადია ერთ მაინც »კ წერტილზე. 
მაგრამ /#--ის უწყვეტობის ყოველი წერტილი არის /-–თვის ლებეგის წერტილი და შენიშ– 

ვნა 5.20.6-ის ძალით უწყვეტობის »ც წერტილზე § | არის / და L" მეთოდებით შეჯამება– 
დი L (»ს) მნიშვნელობისკენ. ამავე დროს, 5(I-'I განშლადია »ი წერტილზე!
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5.2, ექსპონენტური მწკრივის # და #” შეჯამებადობა 

#. _ნამდვილი ფორმის 

2—0 + ჯ(ი" C05 ?1ე: + ხე 5Iი თ>) (5.21.1) 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი შეიძლება ჩაწერილ იქნას ექსპონენტური ფორმით (იხ. თა– 

ვი 1, პარაგრაფი 1.4) 
+% 

> , თი"”, (5.21.2) 
ი=-ეC 

სადაც 

1 1 . 1 ” 
თ=ე0ს, ძ = (ი ), 0- = 2 (ი +2ხ,), როცა თ > 1. 

(5.21.1) ფორმიდან (5.21.2) ფორმაზე გადასვლას ზოგჯერ უწოდებენ “ტრიგონომეტრი– 

ული მწკრივის გაექსპონენტურებას”. ასეთი გადასვლისას (5.21.1) მწკრივის 

: ! I 
5ი(2) = ჭ თ0 + ჯ(ც* C05 ო,დ + ხ.5I0#>), 50(>) = 2 9% 

ო–ური კერძო ჯამის ექსპონენტური ფორმაა 
--. 

5»(2:) = 2 თ.ი' , > 1. 50(2) = ძი. 
L=-ი 

ასეთ შემთხვევაში, ლებეგის თეორემას ფურიეს ექსპონენტური მწკრივის წევრობრივი 

ინტეგრების შესახებ აქვს სახე (იხ. თავი 4, თეორემა 4.15.10). 

თეორემა 5.21.1 (ლებეგი (1%2 წ.)). 27 პერიოდული და (0, 2»| სეგმენტზე ჯამებადი 

ნებისმიერი / ფუნქციის ფურიეს ექსპონენტური 

·[ რ 00 + 2 C„CL"··: (5·21.3) 

IოI>1 

მწკრივის წევრობრივი ინტეგრება ნებისმიერ |0, «) C (0, 2») სეგმენტზე მართლზომიერია, 

თუნდაც (5.21.3) მწკრივი განშლადი იყოს ყველგან და ინტეგრების შედეგს აქვს სახე 

თთ -9 იო / /0#-:3, -. (5.21.4) 
|"|>1 IMI>1
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რომელშიც მწკრივი თანაბრად კრებადია ნებისმიერ (ი, | C |0,2») სეგმენტზე და 

ი» ხ 
/ —"=—·2 M 

(#V) » ' 03 
(ოI>1 ო= 

2ჯ 

(-V) 9- , ჭ / #()Cთ – 0)ძ! 
|რI>1 0 

ზ. (5.21.4) ტოლობის მარჯვენა მხარე განსაზღვრულია ყველგან და, მაშასადამე, ყველ– 

გან განსაზღვრულია მისი მარცხენა მხარეც 

L(5:) = ძიდ – ? 2 = .. (5.21.5) 
|ი)>1 

მეორეს მხრივ, (5.21.5) ტოლობის მარჯვენა მხარე წარმოადგენს (5.21.3) მწკრივისგან 

ფორმალურად წევრობრივი ინტეგრებით მიღებულ გამოსახულებას ანუ, (5.21.4) ტო– 
ლობის თანახმად, (5.21.5) ტოლობით ყველგან განსაზღვრული #(:;) ფუნქცია წარმოად– 

გენს, პარაგრაფ 5.20-ში მიღებული ტერმინის შესაბამისად, ლებეგის ფუნქციას (5.21.3) 

მწკრივისთვის. (5.21.4) და (5.21.5) ტოლობებიდან ვღებულობთ 

L(2) = / /)ი- 1% .=, (5.21.6) 
IMXI>1 " 

შემდეგ, (5.21.5) ტოლობიდან გამომდინარეობს 

ჩ(2ი + ჩ) – L(20 – ჩ) = 200M + 2 2 = - 51ი 7ჩ, , 

7 

I> 

L(ჯი + 2ჩ) – L(ჯ0) = 200ჩ + 2 2 C„CI·”I:·C?··”“ 

IM|>1 

(11117/) 
ული 

აქედან 

#(20 + ჩ) – L(20 – ) _ ჯითე =I/171/1 
2ჩ =0+ 2 რწ (7)) 

Iო|>1 

#(თი + 2ჩ) – L(IC) _ ჯითი _წჩ 5ჩ ». 

2 =0თ+ 2 თ: C ». · 
I(იI>1
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ამ ტოლობების მარცხენა მხარეთა ზღვარია / (ჯი), ჩ –» 0, თითქმის ყველა ჯე–თვის, 

(5.21.6) ტოლობის თანახმად. ამრიგად, გვაქვს 

თეორემა 5.21.2 (ლებეგი). 27 პერიოდული და (0. 2»| სეგმენტზე ჯამებადი ყოველი / 
ფუნქციის ფურიეს (5.21.3) ექსპონენტური მწკრივი თითქმის ყველა »ი C |V). 27| წერტილზე 

შეჯამებადია /, და #" მეთოდებით /(+ი) მნიშვნელობისკენ ანუ, ადგილი აქვს ტოლობებს 

#(დი) = Iთ [თ + 2 თი5ი 
ჩ-560 

IიI>1 

.[(I0) _ ,!უბ [C0 + 2 C”CI·"··II(181·"|I 

IMI>1 

5 "/I] 

07/) 

5Iჩ ი/ ] 

ი. 

5.22 რიმან–შვარცის მეორე წარმოებული 

ჯ წერტილის მიდამოში განსაზღვრული / ფუნქციის სიმეტრიული წარმოებული + წერ– 

ტილზე, სიმბოლურად /' (ჯ:) ან , / (X), ეწოდება 

ჯ/ით = )ო #01+#M#-#L-# (522) 

ზღვარს, როცა ეს ზღვარი არსებობს და ის სასრულია. 
უკვე ვიცით, რომ ჩვეულებრივი /”(ჯ) წარმოებულის არსებობა იწვევს მისივე ტოლი სი– 

მეტრიული /V(ჯ) წარმოებულის არსებობას (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.9). 

#(თ + ჩ) – /(თ – ) სხვაობას ეწოდება / ფუნქციის სიმეტრიული (ზოგჯერ პირველი 

სიმეტრიული) სხვაობა ჯ წერტილზე და აღინიშნება /"/ / (») სიმბოლოთი. 

ახლა განვიხილოთ /", / () ფუნქციის სიმეტრიული სხვაობა იმავე ჯ წერტილზე იგივე 
M-თვის, სიმბოლურად „"? / (1:), რომელსაც ეწოდება / ფუნქციის სიმეტრიული მეორე 

სხვაობა დ» წერტილზე. 

რადგან 

ტ,/(+7) – ბ/,(თ – ჩ) = (/(=+#M+ჩ) – /(=<+ ჩ – 1))| 

– I/Iთ-M#+7) – /დ8-ჩ-ჩ)| = /(C+ 2ჩ) + / (დ – 9ჩ) – 2/(C), 

ამიტომ ადგილი აქვს ტოლობას 

რ##M(2) = /(დ + 2ჩ) + /(დ – 9ჩ) – 9/(ჯ). (5.22.2)
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ამრიგად, / ფუნქციის სიმეტრიული მეორე სხვაობა ჯ: წერტილზე /; ნაზრდისთვის მოიცე– 

მა (5.22.2) ტოლობით. 

განსაზღვრა 5.22.1 ((8, გვ. 185), |24, გვ. 441). ; წერტილის მიდამოში განსაზღვრული 

/' ფუნქციის რიმან–შვარცის მეორე წარმოებული ჟ წერტილზე, სიმბოლურად /-/ (:;) ან 

IX-L (2), ეწოდება 
__ MC+ჩ)+IMICდ– 8) – 2/(2:) V)/.. = | 

019 სლ] ჩ? 

ზღვარს!?, როცა ეს ზღვარი არსებობს და ის სასრულია. 

შევნიშნოთ, რომ რიმან-შვარცის მეორე წარმოებული არ არის მეორე რიგის სიმეტრიუ– 

ლი წარმოებული, ანუ არ არის სიმეტრიული წარმოებულის სიმეტრიული წარმოებული. 

(5.22.3) 

წინადადება 5.22.2. თუ L ფუნქციას - წერტილზე გააჩნია მეორე რიგის ჩვეულებ– 

რივი წექ(63) წარმოებული, მაშინ იმავე ჯ წერილზე L-–ს გააჩნია რიმან–შვარცის მეორე 

წარმოებული LV”) და ადგილი აქვს ტოლობას 

( = L”Cწ). 
?შევნიშნოთ. რომ მათემატიკურ ლიტერატურაში გვაქვს ამ ტერმინის, ანუ (5.22.3) ზღვრის სხვადასხვა სახელწო– 

დება: 

(1)- |34, გვ.280| – (5.22.3) ზღვარს ეწოდება შვარცის მეორე წარმოებული, ხოლო იქვე, გვ. 279-ზე, შვარცის წარ– 
მ(ბ·)ებული ჰქვია (5.22.1) ტოლობით განსაზღვრულ სიდიდეს, რომელიც ყველგან იწოდება სიმეტრიულ წარმო– 

ეხულად. 

(2) (8. გვ. 185| – (5.22.3) ზღვარს ეწოდება შვარცის მეორე წარმოებული და არ აქვს შვარცის პირველი წარმო– 
ებული, რომლის ნაცვლად ახსენებს სიმეტრიულ წარმოებულს; 

(3). (43, გვ. 30| – (5.22.3) ზღვარს ეწოდება მეორე სხვაობითი სიმეტრიული წარმოებული, რაც მართებულია. 
საქმე ისაა, რომ მეორე რიგის წარმობულისგან, ე.ი. წარმოებულის წარმოებულისგან, განსხვავებით არსებობს 

სხვაობითი მეორე წარმოებულის ცნება. იქვე, გვ. 29-ზე, სიმეტრიულ წარმოებულს ჰქვია შვარცის წარმოებუ– 

ლი, 

(4) |24, გვ. 44) – (5.22.3) ზღვარს ეწოდება “შვარცის (ან რიმანის) წარმოებული”. 

სხვების მიერ ამ საკითხთან დაკავშირებით დავიწყებული რიმანი, (241-ში მართებულად არის ციტირებული. საქ– 
მე ისაა, რომ (5.22.3) ზღვარი პირველად განიხილა რიმანმა (42, გვ. 30), რომლისთვისაც მას რაიმე სახელწოდება 
არ მიუნიჭებია. მოგვიანებით კი, (42)-ში განთავსებულ რიმანის შრომებზე, რედაქციის მიერ კომენტარებში (5.22.3) 

ზღვარს ჰქვია “რიმანის განზოგადებული მეორე წარმოებული” (42, გვ. 5041. 

სხვათაშორის, რიმანის მიერ ყოფილა დამტკიცებული (42, გვ. 29-30), ვაიერშტრასზე ადრე, რომ უწყვეტი ფუნ– 
ქციებისგან შედგენილი თანაბრად კრებადი მწკრივის ჯამი უწყვეტი ფუნქციაა, თუმცა, ამ თეორემას ყველგან მინიჭე– 

ბული აქვს ვაიერშტრასის სახელი. 
ვფიქრობ, ტერმინი “შვარცის წარმოებული” გაჩნდა მას შემდეგ, რაც ვაიერშტრასმა დაამტკიცა თეორემა 

(1890 წ.): თუ (ი, ხ| სეგმენტზე უწყვეტი #' ფუნქციისთვის (5.22.3) ზღვარი ნულია (ი, ხ) ინტერვალში, მაშინ # არის 

წრფივი ფუნქცია (ი, ხ) ინტერვალზე. 
ტერმინების ამ სიჭრელიდან მეტ–ნაკლებად მისაღებია “რიმან–შვარცის მეორე წარმოებული”. მით უფრო, რომ 

I32I-ში, გვ. 995-ზე, (5.22.3) ზღვარს ეწოდება რიმანის (შვარცის) წარმოებული, ხოლო (31, გვ. 887|-ში ნათქვამია: 
(5.22.3) ზღვარი პირველად შემოიღო ბ. რიმანმა (1854 წ.), რომელიც ჰ. შვარცმა განიხილა 1890 წელს. 
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დამტკიცება. როგორცვიცით, #”(ჯ) მეორე რიგის წარმოებული ეწოდება /#”(ჯ) 

ფუნქციის წარმოებულს იმავე ჯ წერტილზე: #”(<) = (/ )/(ჯ). 
თუ შემოვიღებთ #-–ის ფუნქციას (ჯ ფიქსირებულია) 

(0(I) = ML(C2 + M) + (დ – ), 

მაშინ გვექნება ტოლობა 

M(X + M) + #CX – ს) – 2MC(2) _ «X/) – „(0) 

/ც? ჩ? , 

რომლის მარჯვენა მხარის მიმართ კოშის თეორემის (იხ. (2, გვ. 295|) გამოყენებით მივი– 

ღებთ 
C(M) – C(0) _ ჯ' (0”) 

72 = “იწ ) 0<0<1. 

მაგრამ 

#/(M) = MMCC+#) -1+ IIდ – ჩ) -(–1) = C+ 7#) – I(> – /). 

ამიტომ 

#CV +M) + CC – ჩ) – 2წ დ) _ LICC+ 0ჩ) – Lდ – 0ს) · 624) 
#? 20/ 

სიმეტრიული წარმოებულის განსაზღვრის თანახმად (იხ. ტოლობა (5.22.1)) 

იი #7(თ + 0ჩ) – #”(2: – 07) 

ჩ-30 20ჩ 

= (ორ(უ. (5.22.5) 

რადგან ჩვეულებრივი წარმოებულის არსებობა იწვევს მისივე ტოლი სიმეტრიული წარ– 

მოებულის არსებობას, ხოლო პირობის თანახმად არსებობს ( #”)/(ჯ.), ამიტომ (5.22.5) ტო– 

ლობის მარჯვენა მხარე ტოლია (#V7)/(ჯ) =  /”(ჯ) რიცხვის. ამის გათვალისწინებით, 

(5.22.4) ტოლობიდან გამომდინარეობს /-/ (ჯ) = #”(ჟ). L) 

ამით წინადადების პირველი ნაწილი დამტკიცებულია, ხოლო მეორე ნაწილის საილუს– 

ტრაციოდ განვიხილოთ მაგალითები. 

მაგალითი 5.22.3. ფუნქციისთვის 

ჯ5102 1 ,. როცა +#0, 
22(ჯ) = « 

0, როცა ჯ- = 0
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გვაქვს 
#(I) + 6(–ჩ) – 20(0) = CX7I) – «2X(/,) – 2-0 =0, 

ე.ი. ,2(M(0) = 0. ამავე დროს, « (0) არ არსებობს და მით უფრო არ არსებობს (/ (0). 

მაგალითი 5.22.4. თუ 
ჯ 

#8 = / (5იჯ2, 
0 

მაშინ 

V(ი) + V(–7) – V(0) 
ჩ –ჩ ჩ ჩ 

1 _ 1 1 
/ჯყი ძჯ+/ჯ=|ი?([ჯ–0=/ჯყიჯძჯ–/ჯჭოჯძჯ:ი· 

0 0 0 

ამიტომ #(0) = 0. ამასთან ერთად, როცა » » 0, მაშინ #/(დ) = 5Iო 1 და #”(0) არ 
არსებობს. 

უნდა აღვნიშნოთ, რომ წინადადება 5.22.2-ის შებრუნებული მტკიცება მცდარია, საზო– 

გადოდ, მაგრამ მართებულია თითქმის ყველგან. ამას ადასტურებს შემდეგი 

თეორემა 5.22.5 ((791). თუ ზომად ჯ სიმრავლეზე არსებობს რიმან–შვარცის IV (::) 

მეორე წარმოებული, მაშინ თითქმის ყველგან #-ზე არსებობს მეორე რიგის #” (დ) ჩვეუ– 

ლებრივი წარმოებულიც და 

XVIC,) = L”Cჟ). 

ამასთან ერთად, კითხვაზე: შესაძლებელია თუ არა /-/ (ჯ) იყოს +ილ0 ან – ი% დადებითი 

ზომის სიმრავლეზე, პასუხს იძლევა შემდეგი 

თ ეორემა 5.22.6 ((I16, გვ. 137-142|). რიმან–შვარცის მეორე წარმოებული ვერ გაუ– 

ტოლდება უსასრულობას დადებითი ზომის რაიმე სიმრავლეზე. ამასთან ერთად, მისი უსას– 
რულობასთან ტოლობა რეალიზებადია ნული ზომის ნებისმიერ სიმრავლეზე. 

5.:223 მწკრივის შეჯამებადობის რიმანის I22 მეთოდი 

1 _რიმანის მიერ შეწავლილ მრავალ პრობლემათა შორისაა ტრიგონომეტრიული მწკრი– 

ვით ფუნქციის წარმოდგენის პრობლემა. რიმანის თანამედროვენი: დირიხლე, ლიპშიცი და
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სხვანი იძიებდნენ ფუნქციის იმ საკმარის თვისებებს, რომელნიც უზრუნველყოფდა მის წარ– 

მოდგენას ტრიგონომეტრიული მწკრივით. რიმანი კი იკვლევდა ფუნქციის იმ აუცილებელ 

თვისებებს, რომელნიც გამოწვეული იქნებოდა მისი ტრიგონომეტრიული მწკრივით წარ– 

მოდგენისას (იხ. |19, გვ. 22–90|, რიმანის ამ შრომისადმი ჰენრიხ ვებერის მინიშნებებით). 

ამ პრობლემასთან დაკავშირებით რიმანიმ განიხილა 

%0· + 2(([.„ C05 ი: + ხ,, 5I 1) (5.23.1) 

##=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი ერთადერთი მოთხოვნით: ი, –» 0 დახე –> 0, როცა » -> 

(თუმცა, საკმარისია (ი„) და (ს„) მიმდევრობების შემოსაზღვრულობა). 

რიმანიმ მოახდინა (5.23.1) მწკრივის ფორმალური წევრობრივი ინტეგრება ორჯერ და 

მიიღო ყველგან უწყვეტი 

#L(2) = “?ი უ? ჯ ”12 (ი, 605 112 + ხ, 5I6712:) (5.23.2) 

ფუნქცია!ჰ, რომლის ფორმალურად წევრობრივი ორჯერ გაწარმოებით მიიღება (5.23.1) 

მწკრივი –– სწორედ ამას ნიშნავს ფორმალური ინტეგრება. /- ფუნქციის ყველგან უწყვე“ 

ტობა გამომდინარეობს (5.23.2) მწკრივის აბსოლუტურად და თანაბარად კრებადობიდან. 

(5.23.2) ტოლობით განსაზღვრულ /” ფუნქციას ეწოდება რიმანის ფუნქცია (5.23.1) 

მწკრივისთვის. 

2 (5.23.2) ტოლობით განსაზღვრულ /- ფუნქციასთან დავაკავშიროთ 

M(ე0 + 2)) + I···(,”L _ 2ჩ) – 2ჩ(ა) (5.23.3) 

4ჩ? 

ტოლობით განსაზღვრული C (>, #) ფუნქცია, რომელიც (5.23.1) მწკრივს უკავშირდება ტო– 

ლობით 

C(2, ჩ) = 

ი0 59 , 5"12 –ა7/) (5 23 4) 
C(?, .) = 51 2(@„ C057 + ხე 51ით!) -5: ·2პ. 

#=L 

უკანასკნელი ტოლობის დასამტკიცებლად უნდა გამოვთვალოთ (5.23.3)-ის მარჯვენა 

მხარე (5.23.2) ტოლობით განსაზღვრული # ფუნქციისთვის და, ამავე დროს, ვისარგებ– 

ლოთ ტოლობებით 

C05ი(5 + 2ჩ) + C05 ი(2 – 9) – 2605ი“ = –46057» 5ი” ი, 

139(5.23.2) ტოლობის მარჯვენა მხარეს უნდა ემატებოდეს /4 + 87 წრფივი ფუნქცია, რაც გავლენას ვერ ახდენს 
(5.23.3) და (5.23.4) ტოლობების მარჯვენა მხარეებზე.
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5077 + 2ჩ:) + 5Iი #(2 – 2#) – 25იოფ = –45Iიოდ 5ი? თჩ. 

ახლა შემოვიღოთ (5.23.1) მწკრივის რიმანის მეთოდით შეჯამებადობის, ორი ურთიერ– 

თეკვივალენტური განსაზღვრება. 

განსაზღვრა 5.23.1 (I8, გვ. 187), |24, გვ. 5021). ტრიგონომეტრიულ (5.23.1) მწკრივს 

ეწოდება რიმანის /:2 მეთოდით შეჯამებადი §(ჯ)–კენ, როცა რიმანის ” ფუნქცია აკმაყოფი– 

ლებს ტოლობას 

#ICM() = §(3)). (5.23.5) 

განსაზღვრა 5.23.2 ((8, გვ. 187|, (24, გვ.502)). ტრიგონომეტრიულ (5.23.1) მწკრივს 

ეწოდება რიმანის #? მეთოდით შეჯამებადი §(ჯ)–კენ, როცა ადგილი აქვს ტოლობას 

§) = Iთ I>+ 2((;" ლ05ო2 + ხ„ო=) (წ·""”) I. (5.236) 

ამ განსაზღვრებათა ურთიერთეკვივალენტურობა გამომდინარეობს (5.23.3) და 
(5.23.4) ტოლობებიდან. 

(5.23.6) ტოლობა საშუალებას იძლევა განვიხილოთ რიცხვითი მწკრივის /22–შეჯამება– 
დობის ცნება. 

განსაზღვრა 5.233. ი5 + ჭ თ, რიცხვით მწკრივს ეწოდება /:2–შეჯამებადი C 
#=1 

რიცხვისკენ, როცა ადგილი აქვს ტოლობას 

||ო !·0+20"(5|""”) ] =C (5.23.7) 

შენიშვნა 5.23.4. (5.23.6) და (5.23.7) ტოლობებიდან ჩანს, რომ რაიმე მწკრივის 

I2?-შეჯამებადობის განხილვა ნიშნავს ამ მწკრივის »-ური წევრის გამრავლებას 

(L;·;,;!)?-%, რომლის ზღვარი #–ის მიმართ ჩ = 0 წერტილზე 1–ის ტოლია ყოველი ფიქსი– 

რებული თ–თვის. ამრიგად, /22–შეჯამებადობა ნიშნავს მწკრივის წევრების “შეშფოთებას” 

(591M)2? მამრავლებით. 

შენი შვნა 5.23.5. ზოგიერთ საკითხთან დაკავშირებით განიხილება /2M-შეჯამებადო– 

ბაც ( = 1,2,3, . .. ), რაც ნიშნავს მწკრივის წევრების გამრავლებას ( 5=##)M-ზე. ამ თვალ– 

საზრისით, მწკრივის /29–შეჯამებადობა ნიშნავს ამ მწკრივის კრებადობას. როცა I; = 1, მა– 
შინ გვაქვს მწკრივის შეჯამებადობის ლებეგის მეთოდი, რომელიც არ არის რეგულარული 

(იხ. პარაგრაფები 5.20 და 5.21), თუმცა მაგალითი 5.23.6-ის შემთხვევაში რეგულარულია. 
მწკრივის შეჯამებადობის /7M მეთოდი რეგულარულია, როცა #: > 1.
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მაგალითი 5.23.6((48, გვ. 262)). ადგილი აქვს ტოლობას 

CC წ 

მიყია? # 1 

აესესბ.. .'' 
7:= 

მაშასადამე, +CC–კენ კრებადი მწკრივი ჯ 1 არის /?2–შეჯამებადი -+-კენ. 
#=1 

524 შეჯამებადობის /:1? მეთოდის რეგულარულობა 

მწკრივის შეჯამებადობის ყოველ მშეთოდს წაეყენება ორი ძირითადი მოთხოვნა: 

(1) აჯამებს თუ არა ეს მეთოდი ყოველ კრებად მწკრივს ამ მწკრივის ჯამისკენ; 

(2) რამდენად ფართოა განშლად მწკრივთა კლასი, კერძოდ, შედის თუ არა ამ კლასში 

ფურიეს ყველა მწკრივი, რომელთაც აჯამებს განსახილველი მეთოდი. 

დადებითი პასუხი გაეცემა (1) კითხვას აქვე, ხოლო 5.26 პარაგრაფში -- (2) კითხვას. 

თეორემა 5.24.1 (რიმანი, (19, გვ. 56-60|“, |8, გვ. 188, 189), (24, გვ. 502, 503), (33, 

გვ. 290, 291I, (42, გვ. 2421). მწკრივის შეჯამებადობის #ჯ2 მეთოდი რეგულარულია, რაც 

ნიშნავს, რომ კრებად მწკრივს /22 მეთოდი შეაჯამებს იგივე ჯამისკენ ანუ, რაც იგივეა, 

00+“·1 —|- ვ? —I—··· =3 (5·24·1) 

კრებადი მწკრივის შესაბამისი /ჯ2–საშუალო 

ჩჩა2 5I09#+X? 

ი+ი (- “) +-(=, ) +“--=50) (5212) 
კრებადია ყველა #, # 0 მნიშვნელობისთვის და მის § (7#.) ჯამს აქვს თვისება 

Iი 5(ჩ) = §. 
ჩ–ი0 

Mაქ განხი: ია 
ქგანხილულ ყით §0ი/49 ზი2ც 5023 

ი+ , თ ნ0ი “ 53 
ზოგადი შემთხვევაც, იმ პირობით, რომ C/ / შეფარდება შემოსაზღვრულია. რიმანის ეს სტატია ძალზედ საინტერესოა 

იმითაც, რომ იქ ავტორი საუბრობს მომიჯნავე პრობლემებზე მომუშავე კოლეგების მიღწევებზე და უზუსტობებზეც, რაც 

დღევანდელ პრაქტიკაში მიუღებელია, და ინტეგრალის ცნების ფორმირებისა და მათემატიკის მოსაზღვრე დარგებში 
მისი გამოყენების შესახებ. რიმანის ამ სტატიას ერთვის ჰენრიხ ვებერის შენიშვნები სტატიისადმი (გვ. 86-90). ვებერმა 
გადაამუშავა რიმანის ლექციები მათემატიკურ ფიზიკაში და 1900-1901 წლებში გამოსცა “მათემატიკური ფიზიკის დი–
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დამტკიცება.(5.24.1) მწკრივის კრებადობიდან გამომდინარეობს, რომ Iთ„| < M 

ყველა თი = 0,1,2. . .. მნიშვნელობებისთვის (რადგან ი, –+ 0, როცა თ, –+ CC), ე.ი. 

> 5097 
"2=; IიI ( (V 

(5.24.1) და (5.24.2) მწკრივების „–ური ნაშთებისთვის, შემოვიღოთ აღნიშვნები 

= = /#5ი/ჩ§ა? 
4 = 2“#, 5ი(,) = 2“*(?) · 

:=1L ჯ= 

2 % 

) < MM ? X"—2 < + ყოველი/, ჯX 0-თვის. 
#=L 

(5.24.1) მწკრივის კრებადობის გამო, ყოველი § რიცხვისთვის არსებობს ისეთი » = »-(6) 

ნატურალური რიცხვი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას 

I4/.|I < C ყოველი I; > „ რიცხვისთვის, (5.24.3) 

ამის შემდეგ, ეს 7 = 1I(C) რიცხვი აღარ შეიცვლება მთელი მსჯელობის განმავლობაში. 

რადგან ი,. = /1, – 4L+1, ამიტომ 5, (7) ასეც ჩაიწერება 

9500 = 3 4 – 4) (- ბბ) (5.244) 
#=ჯ 

რადგან კრებადი მწკრივის წევრების დაჯგუფებით მიიღება იმავე ჯამისკენ კრებადი 

მწკრივი (იხ. |3, გვ. 15|), ამიტომ (5.24.4) ტოლობა შეიძლება ასეც გადაიწეროს 

9=00=# (ჭ!:;):)2 1 ;:2„ 2, [(ქ;;·.]ჯ)2 _ (5!?]5!1–1)1|2|L)2]· 

მაგრამ 

(% -(C -) 
ჩჩ ! M ! 

“ -.. 
(#–1)ჩ ” (L-I) 

ამიტომ 
Lჩ 

(9,(M)I <I4აI+ %' I4 / 4+(5-)1« 
#=#+1 (-1)ხ
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აქედან, (5.24.3) უტოლობის გათვალისწინებით, ვღებულობთ 

+Cლ% · ” 

I9 (ჩ)| 56[1+ / %(#) ქ.?] (5.245) 
/ჩ 

შეფასებას თანაბრად /–ის მიმართ. 

ახლა დავადგინოთ 
+% 

ძ /5იფჟა? 
= ლილი 5.24.6 

I- / |ძI( # ) ( ) 

0 
ინტეგრალის სასრულობა. ტოლობიდან 

ძ /5იფჯა? §5ით ჯ6057 - 5იჯ 

თ C62 )-. 2 
ჩანს, რომ (5.24.6) ინტეგრალის არსებობისთვის აუცილებელი და საკმარისია, (5.24.6) 

ინტეგრალი არსებობდეს ნულისა და +იC–ის მიდამოში (სხვაგან ეს ინტეგრალი არსებობს). 

როგორც ვიცით, არსებობს გ > 0 ისეთი, რომ 5Iი = ჯ, როცა 0 < # < ბ. ასეთი ჯ-თვის 

ით ჟC05ე: – 2 2:(C05 7 – 1) –95IM >/2 დ _ 

2 დ2 უ2 ე; 49 

ე·ი. 

ი) 
§Mი 

/ 1 I |(I <6? 
ძჯ 

0 
და, მაშასადამე, არსებობს. 

როცა ; > 1, მაშინ 

5Iსე; დ26057 – 5027 

გ-. ჟ ჯ2 | > : 1 – 
| 5Iი დ) ჯ| C05 X:| + | 5I0 ჯ დ+ 2+9 ,9? _ /ი. 

<2 დ. უ2 <2 ყპ §2 ეჰ ებ. ჟ 

ამიტომ 

( 

/ 
1 

I 2 1 (ჭო·–წ) ძ 

Cჯ ე; 

, 

I—2(·II=—4[–] =—4(ჭ—1)=4—§—»4, როცა ჯ -> +ი, <4 

·
·
"
X
·
—
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/ალ 
და ამით დადგენილია (5.24.6) ინტეგრალის სასრულობა, 

ახლა, (5.24.5) უტოლობა მიიღებს სახეს 

|5ა(I)| < §(1+7) 

თანაბრად #–ის მიმართ. ეს ნიშნავს 

ლ /5ისჩ+? 2“”( 1. ) (5.247) 
#=ს 

მწკრივის თანაბრად კრებადობას /–ის მიმართ, ანუ 

ჰეეწში 
I„ოთი ( ) ,„„„2“* 

ზღვრის არსებობას თანაბრად /–ის მიმართ. 

ადვილი შესამოწმებელია ტოლობა 

2 [(წ·“№) = ]] +3ა0) – 4 

მაშასადამე, 

ძღ <4 

საიდანაც 

I56) – 9|(2|„| ](წ"”””“) -1 +(2+7/+. 

ამასთან ერთად, ყოველი ფიქსირებული L–თვის IIო(=·" |C|L)2 = 1. ამიტომ ადრე აღე– 

ბული გ–თვის არსებობს გ > 0 ისეთი, რომ ყველა I/?,I ( გ მნიშვნელობისთვის, სასრული 
რაოდენობის შესაკრებების მქონე ჯამი შეფასდება შემდეგი სახით 

#-1 
5II#/ 

XIC;_I |( L) —1I(6· 

ამრიგად, 

I95(ჩ) – §| < (3+7)§, როცა |»| < §. 
თეორემა დამტკიცებულია. L) 

თეორემა (5.24.1)-დან გამომდინარეობს
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რიმანის პირველი თეორემა 5.24.2 ((24, გვ. 502)). თუ 

(ი ) 
((/ —22 + 2((;„ C05 ი» + ხი 5Iი>) (5.24.8) 

7=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი, ნულისკენ კრებადი ი, და ს, კოეფიციენტებით, კრებადია 

რომელიმე ჯე წერტილზე §(ჯი) მნიშვნელობისკენ, მაშინ (5.24.8) მწკრივი /72–შეჯამება– 

დია იმავე ჯე წერტილზე იგივე §(X0) მნიშვნელობისკენ. 

525 მწკრივისთვის რიმანის ფუნქციის გლუვობა 

განვიხილოთ 
C 

%0 +3 (რ C5ი +ხ, 5ი) (5.25.1) 
II=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი ნულისკენ კრებადი ი, და ხ, კოეფიციენტებითა და 

ჯდე = 28 ე? _ 2 (ითე C05712 + ხე 5Iი »2:) (5.25.2) 
11=1 

რიმანის ფუნქციით (იხ. პარაგრაფი 5.23) (5.25.1) მწკრივისთვის. 

ჩვენი მიზანია დავადგინოთ (5.25.2) ტოლობით განსაზღვრული /- ფუნქციის გლუვობა 

(იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.9). 

რიმანის მეორე თეორემა 5.25.1(I19, გვ. CCI, (24, გვ. 503|), (42, გვ. 245), (46, 

გვ. 440)). როცა (5.25.1) მწკრივის ი, და ხ, კოეფიციენტები კრებადია ნულისკენ, მაშინ 

ამ მწკრივისთვის რიმანის ჯ ფუნქცია გლუვია ყველა » C (–იC, +00) წერტილზე, ანუ 

აკმაყოფილებს ურთიერთეკვივალენტურ ტოლობებს 

იი #C, + 2ჩ) + #LC2 – 2ს) – 2”(») _ ი, (5.25.3) 

ჩ-30 4 

__ იი = ! §Iი2 იჩ 524 
,!ლ) [წ ჩ+ ჯ(ი·„ 0052 + ხე 5ით2) –– -- ] = 0. (5.25.4) 

დამტკიცება.(5.25.3) და (5.25.4) ტოლობების ეკვივალენტურობა გამომდინარეობს 

ტოლობიდან (იხ. პარაგრაფი 5.23, ტოლობები (5.23.3) და (5.23.4)) 

#M(Cდ-+2ჩ)+#(Cდ - 2ს) – 2#(დ) _ 00 , 

4 -9 

(4 ი) 

M+ 2(“„ C05 2:+ხ, 5Iი "1:) 

I=1 

”/1 
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ახლა დავადგინოთ (5.25.4) ტოლობის მართებულობა ყველა ჯ C (–იC, +C%) წერტილ– 

ზე, რაც, თავის მხრივ, ეკვივგალენტურია ტოლობის (% /; -» 0, ჩ –+ 0) 

9C :-2 

წოი 2 (თც C05»2 + ხე 5Iი )5|" » C) 0% 712: = 
სუამოთ · V ?1=/, 

98L= 

(5.255) 

თეორემის პირობით ი, -» 0 და ს, -» 0, როცა თ –» ი. ამიტომ არსებობს 4 > 0 
მუდმივი ისეთი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას 

IიI + I,I < 4 (=1.2,...). (5.25.6) 

ამასთან ერთად, მართებულია უტოლობა 

Iი, C05 > + ხე 5Iი ჯ| < |ი„| + |ხიI, თ C(–<=%,+C%), »- =1,2,.... (5.25.7) 

ახლა, (5.25.6) და (5.25.7) უტოლობებიდან, ვღებულობთ 

|ი,, C05712 + ხ, 5Iი თ>7| < 4, =C(-%,+C), X =1,2,.... (5.25.8) 

ისევ ი - 0, ს –> 0, როცა » –+ იი, პირობის გამოყენებით და (5.25.7) უტოლობის 

გათვალისწინებით ვადგენთ, რომ ყოველ# > 0 რიცხვს ეთანადება ისეთი M = /V(§), რომ 

|იუ C0511 + ხ, 5Iჩ ოჯ| < §, როცა ი > M, დ C (–<=%,+0იC). (5.25.9) 

ავიღოთ ნებისმიერად მცირე /; > 0 და (5.25.5) ტოლობის მწკრივი დავშალოთ ასე 

M 

პ,+ , + 2, =59()+5M)+ 53(ჩ). 
ითს M#<ი<I/ »თ>1/ჩ 

ცნობილი | 5IVჯ| < IL| უტოლობის გამოყენებით გვაქვს 

§Iო? 7 < უბჩ?, (52510) 

51 (ჩ) ჯამის მიმართ თუ გამოვიყენებთ (5.25.8) და (5.25.10) უტოლობებს, გვექნება 

Iფ (ჩ)| < 4Mჩ. 

რადგან 55(ჩ) ჯამში თ > IMV, ამიტომ შეგვიძლია გამოვიყენოთ (5.25.9) უტოლობა და მას– 

თან ერთად, ცხადია, (5.25.10) უტოლობაც. მივიღებთ შეფასებებს!5 

|§2(I)| < §M 2 < 6ჩ. (ჭ · 1) = 6. 
MV<ი<1/” 

5აქ შესაკრებთა რაოდენობა არ აღემატება #5ს. 
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ახლა, 53 (/1) ჯამში გამოვიყენოთ §5IV? »/, < 1 უტოლობა და (5.25.9) შეფასება, გვექნება 

1 6 1 
|53(I!)| < 2 5-3: = + 2 = 

ი>1/” ი>1/ჩ 

ბ, ვ1, მწკრივის ჯამის შესაფასებლად გამოვიყენოთ მაკლორენ–კოშის უტოლობები (იხ. 
ი>IL/:. 

I49, გვ. 286)) 

//(ჯ ) ძ < 2; ი = 2 ICI 7](;)(“ 
თ»+1 IX=1ს+1 #M=7+1 

გვექნება 
1 ჩ 

2:"2–/ - -131-- X 
»>1 1-1 

რადგან /; –„· 0, ამიტომ თავიდანვე შეგვიძლია ვიგულისხმოთ / < % და1 – M > ჭ , ე.ი. 

ჯ5; < 9ჩ. ამგვარად, 

5. -ე <92ჩ და |93(ჩ)| < > -2ს = -. 
0V) „ 

»>1/ჩ 

მაშასადამე, 

| 51 (IM)| + |52()| + |53(I)| < 4M# + § + 29. 

აღებული § > 0 რიცხვისთვის განვიხილოთ ტ = –ჯე რიცხვი. მაშინ 4M#, < «, როცა 

0 < # < ტ. ამგვარად, გვაქვს უტოლობა 

|91(ჩ)| + 55(ჩ) + ყვ(ჩ)| < 4§, როცა 0 <ჩ <ბ, 

რაც ნიშნავს (5.25.5) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. L) 

5.რ2ნ ფურიეს მწკრივის შეჯამებადობა რიმანის 
I? მეთოდით 

ჩვენ დამტკიცებული გვქონდა, რომ / ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს 5(/| მწკრივი თითქმის 
ყველგან შეჯამებადია /-–ის შესაბამისი მნიშვნელობისკენ: ჩეზაროს (C, 1) მეთოდით (იხ.
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თავი 5, პარაგრაფი 5.7), აბელ–პუასონის (,4) მეთოდით (იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.11) და 

ლებეგის ჯ, და L” მეთოდებით (იხ. თავი 5, პარაგრაფები 5.20, 5.21). 

ანალოგიურ ფაქტს დავადგენთ შეჯამებადობის /22 მეთოდისთვისაც. 

თეორემა 5.26.1 ((8, გვ. 190), |30, გვ. 235), |33, გვ. 292)). 27 პერიოდული და (0, 2»I 

სეგმენტზე ჯამებადი ყოველი / ფუნქციის 
თ 

'2 % + 2(“·" C05 7)ე; + ხე 510 72>) (5.26.1) 
»=1 

ფურიეს მწკრივი შეჯამებადია რიმანის /2 მეთოდით / (ჯ) მნიშვნელობისკენ თითქმის ყვე– 

ლა 1 C |0, 2») წერტილზე. 

დამტკიცება. თავი4-დან პარაგრაფ 4.15–ის (4.15.4) ტოლობის ძალით, ანუ ლე– 
ბეგის თეორემით ფურიეს მწკრივის წევრობრივი ინტეგრების მართლზომიერების შესახებ, 

ყველა ჯ C |0, 2»–თვის გვაქვს ტოლობა 

// ბ. უ” – %0 7 = ბ. ჭ (ი, 5 ითდ – ხე 605„ჟ). (5.26.2) 

თუ შემოვიღებთ ფუნქციას 

თ(2) = / #(0 % – 2 M (5.26.3) 

მაშინ (5.26.2) ტოლობა მიიღებს სახეს 

ძ(2) – %0 ჯ = ჯ ჭ (იუ 5Iი ჯ – ხე C05 ი2:). (5.26.4) 

უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა მხარე წარმოადგენს ფურიეს მწკრივს ამავე ტოლობის 

I6#(=) – % ჯ:) მარცხენა მხარისთვის. 

ლებეგის იმავე თეორემის თანახმად, მართებულია (5.26.4) ტოლობის წევრობრივი ინ– 

ტეგრება და ადგილი აქვს ტოლობას 

CC 

/ტ(ზ) V% – “”" – =- 21 "% (იც C05» ჯ» + ხე 5Iი თ2), (5.26.5) 

21=1 ჯ=
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(5.26.5)-–ს მივცეთ სახე 

C% % 
1 . 

/ტ([) თV – 2 –;—”;· = (;—01:2 – 2უ (იგ C05»ჯ + ხე 5ჩიჯ). 
ღ
 -) II ჩა

ბ 

L-
 I - 

რომლის მარჯვენა მხარე წარმოადგენს (5.26.1) მწკრივისთვის რიმანის /- ფუნქციას (იხ. 

პარაგრაფი 5.23, ტოლობა (5.23.2)). ამრიგად, 

10 =/4”(1M—22—·:—:· 
9 ი=1 

თეორემის დასამტკიცებლად საჭიროა 

#CMC) = /(ჯ) (5.26.6) 

ტოლობის დადგენა (იხ. პარაგრაფი 5.23, ტოლობა (5.23.5)) თითქმის ყველა » C 

I0, 2»1-თვის, სადაც წV”) აღნიშნავს # ფუნქციის რიმან–შვარცის მეორე წარმოებულს 
(იხ. პარაგრაფი 5.22, ტოლობა (5.22.3)). უფრო მეტი, ახლავე დავამტკიცებთ ტოლობას 

M”(ჯ) = /(თ) თითქმის ყველა ჯ C |0, 9»I-თვის, (5.26.7) 

მართლაც, ლებეგის თეორემის თანახმად ცვლადსაზღერიანი ინტეგრალის გაწარმოების 

შესახებ, ყველა « წერტილზე ადგილი აქვს ტოლობას 

C) = ძ(2), (5.26.8) 

რადგან « არის ყველგან უწყვეტი ფუნქცია, ამიტომ ყველა წერტილი მისი ლებეგის წერტი– 
ლია. 

მაგრამ, (5.26.3) ტოლობით მოცემულ # ფუნქციას თითქმის ყველა წერტილზე გააჩნია 

წარმოებული ლებეგის იმავე თეორემის თანახმად, ე.ი. თითქმის ყველა ჯ-თვის გვაქვს 

#/(2) = /C1). (5269) 

ახლა ტოლობა (5.26.6) გამომდინარეობს (5.26.7)-(5.26.9) ტოლობებიდან. თეორემა 

დამტკიცებულია. 8
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527 მწკრივის შეჯამებადობის რიმანის /1? მეთოდთან 
დაკავშირებული ორმაგი ზღვრის შესახებ 

5.27., რიმანის /2?2(ჩ) მწკრივისთვის ორმაგი ზღვრის არსებობის 
პირობა 

რიმანის თეორემის თანახმად (იხ. პარაგრაფი 5.24, თეორემა (5.24.1)) 

Cთ 

უ (5.27.1) 
IX=0 

მწკრივის კრებადობა სასრული ჯ–კენ იწვევს (5.27.1) მწკრივის #2–შეჯამებადობას §–კენ, 

ანუ (5.27.1) მწკრივის კრებადობა იწვევს რიმანის 

ღფაCა 
#=0 

მწკრივისთვის ტოლობას 

წო 5 'ი (2იჩა? _ (5.27.2) 
|;—>02“|··(წ) “ _ 

რაც შეეხება (5.27.2) ტოლობის ზღვარშიგა მწკრივის კრებადობას ყოველი /#, ჯ ი მნიშ– 

ვნელობისთვის, რაც აუცილებელი პირობაა (5.27.2) ტოლობის რეალიზებისთვის, გამომ– 

დინარეობს იჯ –+ 0 დამოკიდებულებიდან, როცა ჯ –» იი (იხ. თეორემა 5.24.1-ის დამტკი– 

ცების დასაწყისი). ამიტომ (5.27.2) ეკვივალენტურია ტოლობის 

თ Iთ 3% ი, (წ·" I”I)2 =§. (5.27.3) 
ჩაიი-–= '7 

ამრიგად, (5.27.1) მწკრივის #2–შეჯამებადობა § რიცხვისკენ ეკვივალენტურია განმეო– გად კოივ ეჯაძებად ცხვისკენ ეკვივალენტურია გახძე 
რებითი (5.27.3) ზღვრის §-–თან ტოლობის. 

თუ, რიმანის /77(/;) მწკრივის »–ური კერძო ჯამისთვის, შემოვიღებთ აღნიშვნას 

4»0) = ჭ ” (წ·” M)2, (5.274) 
'7/) 

#=0
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მაშინ (5·27.·3) ტოლობა მიიღებს სახეს 

Iი. Iო 4ი(ჩ) = §. (5.27.5) 
ჩ-ა0ი–-% 

მაშასადამე, მართებულია შემდეგი 

წინადადება 5.27.1. (5.27.1) მწკრივის /ჯ2–შეჯამებადობისთვის § რიცხვისკენ, აუცი– 

ლებელი და საკმარისია ადგილი ჰქონდეს (5.27.5) ტოლობას. 

მეორე განმეორებითი IIო IIო 4ი (M) ზღვრის არსებობა და მისი ტოლობა რაიმე ს 

რიცხვთან, ჩაიწერება ასე – 
Iი. Iთ 4ტე(M) = (5რ.27.6) 

»-3% ჩ–-63>0 

რადგან (5.27.4) ჯამი შედგება სასრული რაოდენობის შესაკრებებისგან, ამიტომ 

2 იინსა? < 
Iნი 4 (ჩ) = Iი ( ) = : ოარ = 2 ,თო (–ე=) =2,ძ 

M=0 IL=0 

მაშასადამე, (5.27.6) ეკვივალენტურია ტოლობის 

IIო 2(# = 20* = CV. 

სდ M=0 

ამრიგად, მართებულია შემდეგი 

წინადადება 5.27.2. (5.27.1) მწკრივის კრებადობისთვის ჯ„ რიცხვისკენ, აუცილებე– 

ლია და საკმარისი ადგილი ჰქონდეს (5.27.6) ტოლობას. 

ახლა განვიხილოთ კავშირი (5.27.1) მწკრივის კრებადობასა და 

ჩო #ად) 
-0 
ი»->Cი9 

ორმაგი ზღვრის არსებობას შორის. 

ამასთან დაკავშირებით, მართებულია 

თეორემა 5.27.3 ((70|). (5.27.1) მწკრივის კრებადობა სასრული § რიცხვისკენ, ანუ 

Cთ 

2,%=5 (5.277) 
#=0
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ტოლობის შესრულება, არის აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ ადგილი ჰქონ– 

დეს 
,II"ჯ 4»(M) = § (5.27.8) 

ტოლობას, ანუ მოკლედ, (5.27.7) და (5.27.8) ტოლობები ურთიერთეკვივალენტურია. 

დამტკიცება. 

საკმარისობა.წინადადება5.27.2-ის ძალით, (5.27.7) ტოლობიდან გამომდინარეობს 

"II—?;C II)[[I) #ი(M) = (5.27.9) 

რაც იწვევს 
სო თ (5.27.10) 

სასსრული ზღვრის არსებობას ყოველი »–თვის. 

მეორეს მხრივ, (5.27.7) ტოლობა იწვევს (5.27.1) მწკრივის /12–შეჯამებადობას და, მა– 

შასადამე, (5.27.5) ტოლობას, წინადადება 5.27.1-ის თანახმად. 
ამრიგად, (5.27.7) იწვევს ტოლობას 

Iი Iთ 4ც(ჩ) = (5.27.11) 
ჩსჩანი-–6% 

(5.27.9) და (5.27.11) გვიჩვენებს, რომ ამ ტოლობებში მონაწილე ორივე განმეორებითი 

ზღვარი ურთიერთტოლია და მათი საერთო მნიშვნელობა არის (5.27.7) მწკრივის § ჯამი: 

Iთ Iთ 4ი(ჩ) = III”([I) Iი ი 4ი(ჩ) = (5.27.12) 
2?59ჩ–->0 

ახლა მოვიგონოთ, რომ რიმანის პირველი თეორემის დამტკიცების პროცესში დადგინდა 

მნიშვნელოვანი ფაქტი იმის შესახებ, რომ (5.27.7) მწკრივის კრებადობა იწვევს 

= 9ი M 
23ეთ(–უ“ ) 
#=0 

მწკრივის თანაბრად კრებადობას ჩ#–ის მიმართ (იხ. პარაგრაფი 5.24, (5.247), 

I48, გვ. 4401), ეს ნიშნავს, რომ 

II8-C (5.27.13) 
ზღვარი არსებობს, თანაბრად #–ის მიმართ, (5.27.4) ტოლობის გამო.
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მაშასადამე, სასრული (5.27.10) ზღვარი არსებობს ყოველი »–თვის, ხოლო (5.27.13) 

ზღვარი არსებობს თანაბრად #–ის მიმართ. 
ეს ინფორმაცია საკმარისია იმისათვის, რომ (5.27.12) ტოლობებს მივუერთოთ (5.27.8) 

ტოლობაც. ამის საშუალებას გვაძლევს ორმაგი ზღვრის შესახებ მუურ–ოსგუდის თეორემა5 

(იხ. (77, გვ. 180|, მოდიფიცირებული უწყვეტი ” პარამეტრისთვის). 

ამრიგად, (5.27.7) გამომდინარეობს (5.27.8) ტოლობიდან. 

აუცილებლობა. თუ შესრულებულია (5.27.8) ტოლობა, მაშინ შესრულებულია, 

კერძოდ, 

IIო #»(0) = § 

ტოლობაც. მაგრამ I|ო #4»(0) = 2 თ, = §, ე.ი. ადგილი აქვს (5.27.7) ტოლობას. თეო– 
#=0 

რემა დამტკიცებულია. L) 

5.277.2 თეორემა 5.27.3-ის გამოყენება კოლმოგოროვის ფუნქციის 
ყველგან განშლადი ფურიეს მწკრივისთვის 

როგორც ვიცით, არსებობს კოლმოგოროვის ჯამებადი IV (ჯ) ფუნქცია, რომლის 

ეი (- 4ი + 2(·„· C05 > + ხ,, 5I0/:?) (5.27.14) 

ხ=1 

ფურიეს მწკრივი განშლადია ყველა « C (0, 2»| წერტილზე (იხ. თავი 5, შესავალი 5.0, პუნ– 

ქტი C). 
ამავე დროს, (5.27.14) მწკრივი #22–შეჯამებადია თითქმის ყველა ჯ C (0,2»| წერტილზე 

X (ე;) მნიშვნელობებისკენ (იხ. თავი 5, თეორემა 5.26.1). 
ამ ფაქტების გათვალისწინებით, თეორემა 5.27.3-დან გამომდინარეობს 

რ··:;უიურ*”სგუდის თეორემა ორმაგი ზღვრის შესახებ. თუ ( X„ჯ), ორმაგი მიმდევრობისთვის შესრულებულია პი– 

(1) ყოველი თ-თვის სასრულია #I"“ X ზღვარი; 
ი–ლილ 

(2). ყოველი X-თვის სასრულია IIი X ზღვარი; 
(3) არსებობს L|I|·" X თანაბრად თ-ის მიმართ ან არსებობს IIო X, თანაბრად L:-ს მიმართ, 

პი »იი–“C 

მაშინ ადგილი აქვს ტოლობებს 

Vწი Iი X.= Iი ჩწო Xგ = I"·" Vი 
ი-3C00 Lს-–+00 სათი 3ი 

"–·თ
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თეორემა 5.27.4 (I(701). (5.27.14) მწკრივისთვის ადგილი აქვს შემდეგ მტკიცებულე– 

ბებს: 

(1) თითქმის ყველა ჯ C |0. 2»|I წერტილზე სრულდება 

Iი Iი [“ +2(ე|· C05 » + ხ,. 5II·I|(I)( ი M) ] = MIC(=) 
520 9-% 

L— 

ტოლობა; 

(2) არ არსებობს რომელიმე :: C (0, 2») წერტილი, რომლისთვისაც იარსებებს 

! თი 5ი MMX2 ფამ თთითისაით(უ)”! 
»”»–+C 

ორმაგი ზღვარი ან მეორე 

· · 5III ##. 

""—»"ჰი;!!ჯზ[ +ჯ:(“* ოწ“”“ს*წ·"/·“)( ხჩ )] 

განმეორებითი ზღვარი. 

შენიშვნა 5.27.5. ესაა პირველი მაგალითი ისეთი შემთხვევისა, როცა ერთ–ერთი გან– 

მეორებითი ზღვარი არსებობს თითქმის ყველგან, ხოლო მეორე განმეორებითი ზღვრის და 

ორმაგი ზღვრის არსებობის წერტილთა სიმრავლე ცარიელია. აქამდე ცნობილი იყო ისეთი 

მაგალითები, როცა ანალოგიური კავშირი დარღვეულია მხოლოდ ცალკეულ წერტილებზე. 

5.28 ფუნქციათა წარმოდგენის პრობლემა 

აქამდე განხილულ საკითხთა უმრავლესობა ემსახურება მათემატიკური ანალიზის უმნიშ– 

ვნელოვანეს მიზანს –- ფუნქციათა წარმოდგენის პრობლემას. 

მაგრამ ეს წინადადება ორი მიმართულებით საჭიროებს დაზუსტებას: 

(1) რა შინაარსი დევს სიტყვაში “წარმოდგენა”; 

(2) რა საშუალებებით ხორციელდება წარმოდგენა.
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საკმარისად კარგი თვისებების მქონე ჯამებადი ფუნქციები წარმოდგება თავისი ფურიეს 

მწკრივით წერტილოვანი კრებადობის თვალსაზრისით. 

მაგრამ არის ისეთი ჯამებადი ფუნქციაც, რომლის ფურიეს მწკრივი განშლადია ყველა 

წერტილზე – კოლმოგოროვის მაგალითი. 

აქვე ისმის კითხვა: ნუთუ არ შეიძლება კოლმოგოროვის / :) ჯამებადი ფუნქციის წარ– 

მოდგენა, რაიმე აზრით, თავისი ფურიეს §IICI მწკრივით? 

ამ კითხვაზე პასუხს, კერძო სახით, შეიცავს ფურიეს მწკრივის სხვადასხვა მეთოდით შე– 

ჯამებადობა, რომელთაგან უმნიშვნელოვანესია: ჩეზარო–ფეიერის (C", L) მეთოდი, პუა– 

სონ–აბელის (/+) მეთოდი და რიმანის /ჯ2 მეთოდი. 

ჩვენ ვნახეთ, რომ თითოეული ამ მეთოდით შეიძლება მიღებულ იქნას ნებისმიერი ჯამე– 

ბადი ფუნქციის მნიშვნელობები თითქმის ყველა წერტილზე (იხ. თავი 5, პარაგრაფები 5.7, 

5.11, 5.17, 5.20, 5.21, 5.26). 

1. არაჯამებადი, მაგრამ თითქმის ყველგან სასრული, ფუნქციებისთვის ადგილი აქვს შემ– 

დეგ თეორემებს. 

პარაგრაფ 5.18–ში დამტკიცებული ლუზინის 5.18.V თეორემის სრულყოფაა შემდეგი, აგ– 

რეთვე, ლუზინის თეორემა. 

თ ეორემა 5.28.1 (ლუზინი, |30, გვ. 2361). ზომადი და თითქმის ყველგან (–».,»| სეგ– 

მენტზე სასრული / ფუნქციისთვის არსებობს ტრიგონომეტრიული მწკრივი ისეთი, რომე– 

ლიც თითქმის ყველგან / () მნიშვნელობისკენ შეჯამებადია, როგორც პუასონ–აბელის (/?) 

მეთოდით, ისე რიმანის 2 მეთოდით. 

თეორემა 5.28.2 ((40, გვ. 3241).17 ზომადი და თითქმის ყველგან |–»,»| სეგმენტზე 

სასრული / ფუნქციისთვის არსებობს ტრიგონომეტრიული მწკრივი ისეთი, რომელიც /(X) 

მნიშვნელობისკენ შეჯამებადია რიმანის, პუასონ–აბელისა და (C, L) მეთოდებით, L > 1, 

თითქმის ყველა ჯ C |-–#, »1|–თვის. 

მაგრამ, ამ მეთოდთა განსხვავება თავს იჩენს მაშინ, როცა განიხილება +იი ან – იდ მნიშ– 

ვნელობების მქონე ფუნქციების წარმოდგენის საკითხი დადებითი ზომის რაიმე სიმრავლე– 

ზე, 

ასეთი ფუნქციების წარმოდგენის საკითხს წარმატებით წყვეტს პუასონ–აბელის (.4) სა– 

შუალოები (იხ. თავი =5, პარაგრაფი 5.18, თეორემა 5.18.11). 

V (8, გვ. 8521-ში აღნიშნული (C,, 1)-ის ნაცვლად უნდა იყოს (C" I:), # > 1.
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რიმანის /72 მეთოდით კი შეუძლებელია ისეთი ფუნქციის წარმოდგენა, რომელიც და– 

დებითი ზომის რაიმე სიმრავლეზე ხდება უსასრულო. ამასთანავე, ეს რეალიზებადია ნული 

ზომის ყოველ სიმრავლებზე (იხ. (8, გვ. 865), II6, გვ. 137, 142)). 

ეს გამოწვეულია იმით, რომ შეჯამებადობის /ჯ2 მეთოდი დაკავშირებულია წარმოებულ– 

თან და, ლუზინის თეორემის თანახმად, წარმოებული არ შეიძლება იყოს +იი დადებითი 

ზომის რაიმე სიმრავლეზე (30, გვ. 285|. 

აქვე უნდა აღინიშნოს “უცნაური” მოვლენა: კოლმოგოროვის /V(2:) ფუნქციისკენ არ იკ– 

რიბება მისი ფურიეს 5I მწკრივი, მაგრამ არსებობს ტრიგონომეტრიული მწკრივი ისეთი, 

რომელიც კრებადია / (:;) მნიშვნელობისკენ თითქმის ყველა ჯ–თვის. უფრო მეტი, მართე– 

ბულია მენშოვის თეორემა. 

თ ეორემა 5.28.3 (მენშოვი, |8, გვ. 852)). ზომადი და თითქმის ყველგან (–», »| სეგ– 

მენტზე სასრული / ფუნქციისთვის არსებობს ტრიგონომეტრიული მწკრივი ისეთი, რომე– 

ლიც კრებადია / (») მნიშვნელობისკენ თითქმის ყველა ;; C |–», ») წერტილზე. 

2. თავი5–დან პარაგრაფ5.18-ის თეორემა 5.18.10 გვეუბნება, რომ ნებისმიერი ორი ჯი და 

V ზომადი ფუნქციისთვის, შესაძლოა +ი მნიშვნელობის მქონე დადებითი ზომის სიმრავ– 

ლეებზე, არსებობს ერთეულოვან / ღია წრეში ანალიზური / = #; + 1 ფუნქცია, რომლის 

შ ნამდვილი და უ წარმოსახვითი ჰარმონიული ფუნქციების რადიალური ზღვარი თითქმის 

ყველგან ემთხვევა ჯ; და # ფუნქციების მნიშვნელობებს. 

აქ ხაზი უნდა გაესვას ჯ> და # ფუნქციებს შორის რაიმე კავშირის არარსებობას. ამა– 

ვე დროს, ს და » ჰარმონიული ფუნქციები, როგორც ანალიზური ფუნქციის ნამდვილი და 

წარმოსახვითი ნაწილები, დაკავშირებულია ერთიმეორესთან კოში–რიმანის V. = ზ, 

V, = –%, პირობებით! 

ამგვარად, ნებისმიერ ორ «ი და ჯ ზომად ფუნქციას გვაძლევს ორი ურთიერთშეუღლებუ– 

ლი პარმონიული ფუნქციების (ს, ;) წყვილის რადიალური ზღვარი. 

ამ ფაქტის განხორციელება შეიძლება ერთი ჰარმონიული ფუნქციით, თუ გამოვიყენებთ 

ამ ფუნქციის კერძო წარმოებულებს. 

თეორემა 5.28.4. (–», | სეგმენტზე ნებისმიერი ორი : და 7 ზომადი ფუნქციისთვის, 

შესაძლოა +იი მნიშვნელობების მქონე დადებითი ზომის სიმრავლეებზე, არსებობს ერ– 

თეულოვან ღია /) წრეში ჰარმონიული V(>) ფუნქცია ისეთი, რომ თითქმის ყველა 0–თვის 

I–», #I-დან ადგილი აქვს რადიალურ ტოლობებს 

· მ" ჯ0ა _ ' 93 IVX) - __ 10 1[ფჯ(ო ) =V2(0), ჯუ ეწ (»ი'”) = V(0), > +1) = 2 = 76".
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დამტკიცება.5.18.10 თეორემის ძალით, ( და – ჯ ფუნქციებისთვის არსებობს ანა– 
ლიზური /((>), | 3| < 1, ფუნქცია ისეთი, რომ თითქმის ყველა 0–თვის |– », #|-დან ადგილი 

აქვს რადიალურ ტოლობას 

Iო #(თ2'6) = V(0) – ?V'(0). 

ახლა განვიხილოთ / ფუნქციის 

M(>2) = %(=) + LV(2) 

პირველადი ფუნქცია. მაშინ 

V – 2 = V, + 9 = (ს + 1V)> = L"(C2) = /(5) -) #(9) – ##(0). როცა » -) 1. 
ე.ი. 

M - ი(0) და დ7 - V(0), როცა » -» 1. 
თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა 5.28.5. თეორემა 5.18.10-ში მითითებული / (>) ფუნქცია შეიძლება დავუქ– 

ვემდებაროთ | /()| < /+(|21) პირობას, სადაც (0, 1) მარჯვნიდან ღია ინტერვალზე მოცემუ– 

ლი ნამდვილი /ჯ(ჯ) ფუნქციას გააჩნია თვისებები 0 < //(ჯ) 1 +ი0, როცა! -+ 1 (27). 

3. _მენშოვის 5.28.3 თეორემით დადგინდა, ზომადი და თითქმის ყველგან სასრული ფუნ– 

ქციის წარმოდგენის შესაძლებლობა თითქმის ყველგან კრებადი ტრიგონომეტრიული 

მწკრივით. 

თავი 5–ის წინადადება 5.8.3-დან ვიცით, რომ არ არსებობს ფურიეს მწკრივი, რომლის 

კერძო ჯამების ზღვარი იქნება +იი ან – ი, დადებითი ზომის რაიმე სიმრავლეზე. 

დიდხანს პასუხგაუცემელი იყო კითხვა (30, გვ. 239): არსებობს თუ არა ერთი ტრიგონო– 

მეტრიული მწკრივი მაინც, რომლის კერძო ჯამების ზღვარი იქნება +ი0 ან – თ; დადებითი 

ზომის სიმრავლეზე? 

სადღეისოდ ცნობილია (29|, რომ ასეთი თვისების ტრიგონომეტრიული მწკრივი არ არ– 

სებობს. ამჟამად ცნობილია ისიც, რომ არ არსებობს ასეთივე თვისების ორმაგი ტრიგონო– 

მეტრიული მწკრივი მართკუთხედებით კრებადობის თვალსაზრისით |74). 

ამგვარად, ჯერჯერობით ვერხერხდება ასეთი ფუნქციების წარმოდგენა, ამგვარი აზრით, 

უსასრულობისკენ კრებადი ტრიგონომეტრიული მწკრივებით. ამ ამოცანის გადაწყვეტაში
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ვერ დაგვეხმარება ის ფაქტი, რომ არ არსებობს +ი0–კენ ან –9%-–კენ #2 მეთოდით შეჯა– 

მებადი ტრიგონომეტრიული მწკრივი (იხ. (8, გვ. 865), I16, გვ. 137, 142)). ვერ დახმარების 

მიზეზია ის, რომ რიმანის ჯ2 მეთოდი რეგულარული კი არის, მაგრამ არაა სავსებით რე– 

გულარული, ე.ი. ვერ აჯამებს უსასრულობისკენ კრებად მწკრივს, საზოგადოდ (იხ. მაგა– 

ლითი 5.23.6). 

მართებულია შემდეგი 

თ ეორემა 5.28.6 (მენშოვი, |8, გვ. 876)). |– ჯ, »|–ზე ზომადი ყოველი / ფუნქციისთვის 

შესაძლოა, +-ი–ის ტოლი დადებითი ზომის სიმრავლეებზე, არსებობს 

% + ჯ(ოC C05 > + ხ, 5Iი L>) (5.28.1) 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი, რომელიც ზომით კრებადია /#/–კენ (– ჯ, » სეგმენტზე. 

ეს ნიშნავს, რომ (5.28.1) მწკრივის 5, (+) კერძო ჯამები შეიძლება წარმოდგეს 

5ი(+) = ძი(?) + თ, (2) 

სახით, სადაც 

სო ით =/Cთ 
თითქმის ყველგან |–», >1-ზე და ი, მიმდევრობა ზომით კრებადია ნულისკენ (–», »1-ზე 

ანუ, რაც იგივეა, ყოველი § > 0 რიცხვისთვის ნულისკენ ისწრაფვის იმ #, სიმრავლეების 

ზომა, რომლებზეც სრულდება |C,, (2:)| > C უტოლობა, 

529 ტრიგონომეტრიული მწკრივის კერძო ჯამების 
ერთი თვისების შესახებ 

განვიხილოთ რაიმე 

? + ჯ(ო„ C05 L + ხ,, 51ი ») (5.29.1) 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი და ( –9C, +%)-ზე განსაზღვრული მისი კერძო ჯამები 

” 

9»(2) = % +9% (0005M2 + ხც5იჩ), 50(>) = 55. 
L=1 2
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ლემა 5.29.1. თუ (5„(ჯ))9%.ი, თ C (–9%, +%), მიმდევრობა ერთობლივ შემოსაზღვრუ– 
ლია ქვემოდან სასრული დ რიცხვით, ე.ი. ადგილი აქვს უტოლობებს 

C< 5ა(-)< +ი, 2C(–-%9,+C%), M =0,.1,2,..., (5.29.2) 

მაშინ ყოველი ზომადი და სასრული ზომის მქონე /#> C (–9%, +ი) სიმრავლისთვის ადგი– 

ლი აქვს უტოლობას 
ძ6) < სო / 9.(2) ძი. (5293) 

ი–« 
ხ 

დამტკიცება.ფატუსლემის თანახმად, ადგილი აქვს უტოლობას!8 

/ Iთ 5ე(თ)ძი < Iთ /5„(:1·) ძ». (5.29.4) 
»->00 L ე ტ ) 

მაგრამ, Iი 5»„(ჯ») > C და, ამიტომ, 
„-–6–იC 

/ Iთ 5»(ი:) ძდ > /C(II:CI5“I. 
#-600 

L L 

'"ფატუს ლემას აყალიბებენ ასე I, გვ. 466): თუ სასრული ზომის /5 სიმრავლეზე მოცემულია არაუარყოფითიზომადი 
ფუნქციების (#«, (2:))9 ე მიმდევრობა, ე.ი.,თუ0 < V„(>) < +C,როცა» C ; დაჯ = 0. 1,2.. . . ,მაშინადგილი 

აქვს ფატუს უტოლობას 
/ წო სა(თ ძთ < Iთ / ი( ძ+. 6.295) 

/-+ი წ% 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ (5.29.5)–დან გამომდინარეობს (5.29.4). მართლაც, (5.29.2)-დან გვაქვს 0 < 5»(ჯ») – C < 
+ი% და, (5.29.5)-–ის ძალით, 

/ სო (9,C) – უძ2 < Iთ ] (§,6) – უძ=. 626) 
ჯ ი-დ "—თვ 

მაგრამ, ცნობილია, რომ (იხ. (6, გვ. 1461) 

Iთ (ი +11") = Iთ “·"+"|L|·2"”"· 
”-0ი ი–თ 

წო (V + ი) = Iთო ყე+ Iთ ში. 
იათი ჩ–ლთ ი-ო 

როცაარსებობს Iი. დ,. ამის გათვალისწინებით, (5:29.6)-დან მივიღებთ 

| სო თ -ძ5)< I / 90% -95, 
8 »-ი "–·ოხ· 

საიდანაც გამომდინარეობს (5.29.4).
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ე.ი. ადგილი აქვს (5.29.3) უტოლობას. M 

ლემა 5.29.2. თუ(5,,(>))9 ი, :: C (–CC, % ), მიმდევრობა ერთობლივ შემოსაზღვრუ– 
ლია ზემოდან სასრული ძ რიცხვით, ე.ი., თუ –% < 59»(ჯ7) < ძ, მაშინ 

ძ51> 15 / 9.(2) ძო. (5.297) 
»”–6Cით 

L 

დამტკიცება.ისევ ფატუს ლემით |12, გვ. 188) 

/ @0·5·"(1·) ძჯ > II—)—[“ /5·"(·”1:) «თჯ. (5298) 

L L 

მაგრამ 

"ILICC 5ი(2) < ძ. 

ე.ი. ადგილი აქვს (5.29.7) უტოლობას. C) 

შედეგი 5.29.3. თუ (5,(::)), თ C (–2C, +ი%დ), მიმდევრობა ერთობლივ შემოსაზღვრუ– 

ლია და L < 5»(ჯ) < M/, : C (–Cი,+C),» = 0,1,.. ., მაშინ 

LI| < Iთ / 5ა(თ)ძი, (5.29.9) 
21-+%-- 

L 

MIM5> Iო /5„(I)ძI. 
71-39% 

L 

თეორემა 5.29.4. თუ (5»(5:))% ი, « C (–<05C. +ი9), მიმდევრობა ერთობლივ შემო– 

საზღვრულია და ნულისკენ კრებადი ყველა ჯ C (–იC, +იC) წერტილზე, მაშინ 

წო | 5-(2) ძდ =0. (5.29.10) 
ი+ი 

L 

დამტკიცება.(5.29.4) და (5.29.8) უტოლობებიდან, შესაბამისად, გვაქვს 

0 < ||—ო 5ა8() ძ:,, 
7-:% 

L 

0> Iო /ვ„(I)ქI. 
2–--3% 

L
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აქედან, 

თს”<Iოხ 
ი-% 15635% 

უტოლობის ძალით, გამომდინარეობს უტოლობები 

0< Iო / 5ა()ძ. < I·_·—"" /·5·„(··[;)([·:50, 
2269% 

L 

ანუ ადგილი აქვს (5.29.10) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. C 

შედეგი 5.29.5. თეორემა 5.29.4-–ის პირობებში ადგილი აქვს 

Iთ 5„(·[) C05 LXჰჯ ძჯ = 0 (52911) 

# 

ტოლობას ყოველი ფიქსირებული (; = 0,1,2,... რიცხვისთვის. 

თეორემა 5.29.6. თუ (5.29.1) ტრიგონომეტრიული მწკრივი ყველა » C (–060, +00) 

წერტილზე კრებადია ნულისკენ და ამ მწკრივის კერძო ჯამების (5„(>))% ც მიმდევრობა 

ერთობლივ შემოსაზღვრულია, მაშინ (5.29.1) მწკრივის ყველა კოეფიციენტი ნულია: 

ძ =0, #=0,1....; ხა=0, #=1,2..... 

დამტკიცება. მოცემულობით, ყველა > C (–იC, +50) წერტილზე, ადგილი აქვს 
ტოლობას 

Iი 5ა(ჯ) = 0. 
.-+% 

ავიღოთ ნებისმიერი » და მასზე მეტი ნებისმიერი /V რიცხვი, მაშინ გვექნება ტოლობა (იხ. 

თავი 1, პარაგრაფი 1.3) 

წრგ = / 5M(თ)605იჯძ:, M > ი. (5.29.12) 

რადგან ი, არაა დამოკიდებული /V-ზე და (5.29.12) ტოლობას ადგილი აქვს ყველა 

M > ი-ზე რიცხვისთვის, ამიტომ (5.29.12) ტოლობა ასეც ჩაიწერება 
» 

ჯი = Iო /5„(1:)C087·II(1I· 
ი3% 

-» 

ახლა, (5.29.11) ტოლობის ძალით, გვაქვს ი, = 0. ასევე დამტკიცდება ხ, = 0. 5 

დამტკიცებული 5.29.6 თეორემიდან გამომდინარეობს
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თეორემა 5.29.7. თუ ორი ტრიგონომეტრიული მწკრივი ყველა ე; C (–060, +0C) წერ– 

ტილზე კრებადია ერთი და იგივე §(ჯ) სასრული მნიშვნელობისკენ და ორივე ამ მწკრივს 

გააჩნია ერთობლივ შემოსაზღვრული კერძო ჯამები, მაშინ ამ მწკრივებში ტოლინდექსიანი 

კოეფიციენტები ტოლია ანუ, რაც იგივეა, ეს ორი მწკრივი იგივურია. 

დამტკიცება.ადვილიშესამჩნევია, რომ ამ მწკრივების წევრობრივი სხვაობით მიღებუ– 

ლი მწკრივი კრებადია ნულისკენ და ტოლინდექსიანი კერძო ჯამების სხვაობაც ერთობლივ 

შემოსაზღვრულია. ამიტომ, თეორემა 5.29.6-ის ძალით, სხვაობა–მწკრივის ყველა კოეფი– 

ციენტი ნულია ანუ, რაც იგივეა, ამ მწკრივებს გააჩნია ერთი და იგივე კოეფიციენტები. თე– 

ორემა დამტკიცებულია. L) 

5.30 რიმან–შვარცის მეორე წარმოებულის ერთი თვისების 
შესახებ 

დ C (–2C, +% ) წერტილის მიდამოში განსაზღვრული /” ფუნქციისთვის რიმან–შვარცის 

მეორე წარმოებული ;; წერტილზე, სიმბოლურად ILXM(ე), ეწოდება 

წოფ = Iთ C> + M) + #L(9; – I) – 2#X2:) 

ჩი ჩ? 

ზღვარს, როცა ის არსებობს და სასრულია (იხ. პარაგრაფი 5.22, ტოლობა (5.22.3)). 

იქვე დადგენილია, რომ რიმან-შვარცის მეორე #Cთ (>) წარმოებული წარმოადგენს #" 

ფუნქციის მეორე რიგის ჩვეულებრივი #”(ჯ) წარმოებულის განზოგადებას იმ აზრით, რომ 

#”7Cუ-ის არსებობა იწვევს #LM) (2:)–ის არსებობას და #-C7) (7) = #7(2:) ტოლობას, 

რიმან–შვარცის მეორე ”I (1:) წარმოებული რომ ნამდვილად განზოგადებაა ჩვეულებ– 
რივი მეორე რიგის #”(ჯ) წარმოებულის გამომდინარეობს იქიდან, რომ არსებობს ფუნ– 

ქციები, რომელთაც გააჩნია რიმან–შვარცის მეორე წარმოებული, მაგრამ არ გააჩნია ჩვეუ– 

ლებრივი მეორე რიგის წარმოებული (იხ. პარაგრაფი5.22, მაგალითები 5.22.3 და5.22.4). 

მათემატიკური ანალიზის კურსიდან ვიცით, რომ რაიმე ინტერვალზე ნულის ტოლი მეორე 

რიგის წარმოებულის მქონე / ფუნქცია წრფივია ამ ინტერვალზე ანუ, რაც იგივეა, მას აქვს 

#(2) = 4თ + 88 სახე, სადაც / და #8 მუდმივებია, 

ახლა დავამტკიცებთ, რომ ეს თვისება გააჩნია რიმან–შვარცის მეორე წარმოებულსაც 

ანუ, რაც იგივეა, მართებულია შემდეგი
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თ ეორემა 5.30.1 (შვარცი (1890 წ.)). თუ ჯ” ფუნქცია უწყვეტია (V, ხ| სეგმენტზე და 

მისი რიმან–შვარცის LVII(დ) მეორე წარმოებული კი ნულია (ი, ხ) ინტერვალში, მაშინ #” 

ფუნქცია წრფივია LV, ხ| სეგმენტზე. 

დამტკიცება. განვიხილოთ (ი, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია 

ი(+) = #LC) – #CV) – ჯ= IMVI) – ”(9)I. (530.)) 

ცხადია, ჯ-(C) = 0 და (ს) = 0. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ ყ”(:;) = 0 ყველა ჯ–თვისაც, სადაც ი < X < ხ. 
დავუშვათ საწინააღმდეგო, მაგალითად, ::(C) > 0, სადაცი < C < ხ. მაშინ განვიხილოთ 

(თ, ხ| სეგმენტზე უწყვეტი მეორე ფუნქცია 

#C) = C(5) – 16(9 – 9)(ს – >), 
სადაც § > 0 რიცხვი იმდენად მცირეა, რომ V(ი) = V2(0) – § (C – ი)(ხ – 9) > ი. 

აგრეთვე ცხადია, რომ V(09) = «2(9) = 0 და #(ს) = ა2(ხ) = 0. 
% ფუქციის (ი, ) სეგმენტზე უწყვეტობისა და ამ სეგმენტის ბოლოებზე მისი ნულობის, ხო– 

ლო (ი, ხ) ინტერვალის შიგა ი წერტილზე მისი დადებითობის გამო, (/ ფუნქციას ექნება მაქ– 

სიმუმის ჯ შიგა წერტილი, თ < უ < ხ. ამიტომ, საკმარისად მცირე დადებითი ჩ–თვის, შეს– 

რულდება უტოლობა 
%I(2) + M) + V – ჩ) – 27(») < 0. (5.30.2) 

მეორეს მხრივ, ადვილად ვრწმუნდებით შემდეგი ტოლობის სისწორეში 

V(უ + 8) + 1/”(72— ჩ) – 2#(9) _ #MVთო+7#M)+ 1?57,7] – ) – 2LV) +-  (5.30.3) 

” 2 

მოცემულობის ძალით #XX/)(უ) = 0 და, ამიტომ, (5.30.3) ტოლობის მარჯვენა მხარის 
ზღვარია (, როცა #, –+ 0. ამრიგად, ამავე ტოლობის მარცხენა მხარის ზღვარიც დადებითი 

6 რიცხვია, რაც ეწინაამდეგება (5.30.2) უტოლობას. 
ანალოგიურ წინააღმდეგობას მივიღებთ იმის დაშვებით, რომ „#-(ძ) < 0 რომელიმე ძ 

წერტილზე, ი < ძ < ხ. 
მაშასადამე, #(>) = 0 ყველა ჯ C IV, ხ| წერტილზე. ეს კი, (5.30.1) ტოლობის ძალით, 

ნიშნავს ტოლობას 
L-–ძ -.I- – M(9)), 

რაც ადასტურებს # ფუნქციის წრფივობას (ი, ხ) სეგმენტზე. თეორემა დამტკიცებულია.. L1 

XC>) = X(0) + 
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5.3) ტრიგონომეტრიული მწკრივით ფუნქციის წარმოდგენის 
ერთადერთობა 

აქამდე 2ჯ პერიოდულ და პერიოდზე ჯამებად ნებისმიერ / ფუნქციას ვაკავშირებდით მის– 

თვის შედგენილ ფურიეს მწკრივთან და ეს დაკავშირება გამოიხატება იმით, რომ ფურიეს 

ამ ტრიგონომეტრიული მწკრივის კოეფიციენტები გამოთვლილია / ფუნქციის მეშვეობით 

– ფურიეს ფორმულებით (იხ. თავი 2, პარაგრაფი 2.1). 

განხილული გვქონდა / ფუნქციის ფურიეს 5I/1 მწკრივის /–კენ როგორც კრებადობის, 

ისე სხვადასხვა მეთოდით შეჯამებადობის საკითხი. 

ბუნებრივად ჩნდება კითხვა: რამდენი სხვადასხვა ტრიგონომეტრიული მწკრივით შეიძ– 

ლება წარმოდგეს მოცემული ფუნქცია? 
აქ მნიშვნელოვანია, თუ რა იგულისხმება სიტყვა “წარმოდგენა”-ში. 

1. _ ახლა განვიხილავთ შემთხვევას, როცა ტრიგონომეტრიული მწკრივით ფუნქციის წარ– 

მოდგენაში იგულისხმება ამ მწკრივის ყველგან კრებადობა აღებული ფუნქციისკენ. ამის– 

თვის ვისარგებლებთ მწკრივის შეჯამებადობის რიმანის #2 მეთოდით (იხ. პარაგრაფე– 

ბი 5.23, 5.24, 5.26) და პასუხს გავცემთ კითხვას: არსებობს თუ არა ორი სხვადასხვა ტრი– 

გონომეტრიული მწკრივი, რომლებიც კრებადი იქნება ყველა წერტილზე ერთი და იგივე 

ფუნქციისკენ? 
უარყოფით პასუხს ამ კითხვაზე იძლევა, ფუნდამენტური მნიშვნელობის შემდეგი 

თეორემა 5.31.1 (გ. კანტორი (1872წ.)). თუ 

9·2–0 + ჯ(ე" C05 » + ხე 50 თაე;) (5311) 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი კრებადია ნულისკენ ყველა ჯ« C (0,2»|) წერტილზე, მაშინ 

(5.31.1) მწკრივის ყველა კოეფიციენტი ნულია: ი, = 0, როცა» = 0,1,2,... დახ, = 0, 

როცა თი = 1,2....ტ. 

დამტკიცება.კანტორ-ლებეგის თეორემის ძალით იი –+ 0 და ხე –> 0, როცა » -» ი0 

(იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.2). ამიტომ შეგვიძლია (5.31.1) მწკრივისთვის ავაგოთ რიმანის 

ფუნქცია (იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.23) 

ლ 

Mნდ) = (ქ?ი 2 % "—12 IC, 60502 + ხ, 51ი ი2ე, (5.31.2) 
11-=1
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რომელიც უწყვეტია (–C, +იC) ღერძზე. 
რიმანის პირველი თეორემის თანახმად, (5.31.1) მწკრივი /ჯ72 მეთოდით ნულისკენ შეჯა– 

მებადია ყველა ჯ C (0, 2»| წერტილზე (იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.24). ეს ნიშნავს ტოლობას 

(იხ. პარაგრაფი 5.23, განსაზღვრა 5.23.1) 

#CI0MC) =0, ჯ C I0.2I. (5.31.3) 

(5.31.3) ტოლობის მიმართ გამოვიყენოთ შვარცის თეორემა (იხ. პარაგრაფი 5.30), გვექ– 

ნება 

M(>) = 42 + 8, ჯ C |0, 2I. (5.31.4) 

(5.31.2) და (5.31.4) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

C 

ძ 1 ! 
ჯ—10 ე? - 4.- 8= ჭ = (თ, C05I12: + ხე 510 7IX). 

”=I 

ამ ტოლობის მარჯვენა მხარე 2» პერიოდული უწყვეტი ფუნქციაა, ამიტომ 27 პერიოდული 

უნდა იყოს მისი მარცხენა მხარეც. ამისთვის კი, აუცილებელი და საკმარისია შესრულდეს 

ტოლობები 

ი0=0, 4 =0. (5.31.5) 

ამრიგად, გვაქვს ტოლობა 

"8-%21 Iი 5.31.6) 8=- ჯ = (თ, C05ი2 + ხ, 51იი2), ( 

რომლის მარჯვენა მხარე თანაბრად კრებადია ნებისმიერ სეგმენტზე (–%, + CC)-დან. ამი– 

ტომ (5.31.6)–ის მარჯვენა მხარე იქნება მისი (– 8) ჯამისთვის ფურიეს მწკრივი (იხ. თავი 3, 

პარაგრაფი 3.1). მაგრამ, მუდმივისთვის, თავისუფალი წევრის გარდა ფურიეს ყველა კოე– 

ფიციენტი ნულია (იხ. თავი 4, შენიშვნა 4.7.1). ამრიგად, 

ამასთან, (5.31.5) ტოლობის ძალით, თე = 0. მაშასადამე, ი, = 0, როცა » = 0,1, 2' · · 

და ხ, = 0, როცა » = 1,2, . . . · თეორემა დამტკიცებულია. C 

მართებულია ამ თეორემის გაძლიერება შემდეგი სახით.
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თეორემა 5.31.2 (გ. კანტორი (1872 წ.)). თუ 

4ი + ! ·2—0 + 2 ,(4ი 605 + ,მ 5 ით!) (5.31.7) 
ი=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი კრებადია ნულისკენ ყველა ჯ. C (0, 2»|) წერტილზე, გარდა 
შესაძლებელია სასრული რაოდენობის წერტილებისა, მაშინ (5.31.7) მწკრივის ყველა კო– 

ეფიციენტი ნულია. 

და მ ტკიცე ბა, წინა თეორემის დამტკიცების მიხედვით 4ი 3 0და8, –>+V%, როცა 

» –+ ი. ამიტომ (5.31.7) მწკრივისთვის არსებობს რიმანის ” ფუნქცია, რომელიც წრფი– 

ვია თითოეულ იმ ქვეინტერვალზე, რომელზედაც (5.31.7) მწკრივი კრებადია ნულისკენ, 

რადგან ამ ქვეინტერვალებზე #V(>) = 0; მაგრამ, რიმანის X ფუნქცია გლუვია ყველა 

ჯ C (–C%.+00) წერტილზე რიმანის მეორე თეორემის თანახმად (იხ. პარაგრაფი 5.25, 

თეორემა 5.25.1). 

ამიტომ #(ჯ) ფუნქციის გრაფიკს კუთხიანი წერტილი არ ექნება. ამგვარად, #(ჯ) ფუნ– 
ქციის გრაფიკი სხვადასხვა ტეხილებისგან კი არ შედგება, არამედ ის არის ერთი მთლიანი 

წრფე. ამის გამო, თეორემის დამტკიცება დამთავრდება წინა თეორემის მტკიცების მიხედ– 

ვით. თეორემა დამტკიცებულია. L) 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს უფრო ზოგადი თეორემა. 

თეორემა 5.31.3 (გ. კანტორი (1872წ.)). ვთქვათ, |0, 2»| სეგმენტზე განსაზღვრული და 

2» პერიოდული / (ჯ) ფუნქცია სასრულია ყველა ჯ; C I0, 2;) წერტილზე. მაშინ არ არსებობს 

ორი სხვადასხვა ტრიგონომეტრიული მწკრივი, რომელიც კრებადი იქნება /(ჯ)–კენ ყველა 

ჯ C |0. 2»| წერტილზე, გარდა შესაძლებელია სასრული რაოდენობის წერტილისა. 

დამტკიცება.ორიასეთი მწკრივის სხვაობა კრებადია ნულისკენ ყველა ჯ C (|0, 2»| 

წერტილზე, გარდა შესაძლებელია სასრული რაოდენობის წერტილებისა. მაშინ თეორე– 

მა 5.31.2–ის ძალით ამ სხვაობა–მწკრივის ყველა კოეფიციენტი, რომელიც წარმოადგენს 

იმ ორი მწკრივის კოეფიციენტების სხვაობას, ნულია. ეს იწვევს იმ ორ მწკრივში შესაბამისი 

კოეფიციენტების ტოლობას ანუ, რაც იგივეა, ეს ორი მწკრივი იდენტურია იმ გაგებით, რომ 

მათი ტოლინდექსიანი კოეფიციენტები ერთიმეორის ტოლია. ამრიგად, აღნიშნული თვისე– 

ბის ორი მწკრივი არ არსებობს. (8. 

ზემოთ აღნიშნული თეორემების მტკიცების პროცესიდან ჩანს შემდეგი თეორემის მარ– 

თებულობა.
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თეორემა 5.31.4 (გ. კანტორი (1872წ.)). თუ ტრიგონომეტრიული მწკრივის კოეფიცი– 

ენტები კრებადია ნულისკენ და თვით მწკრივი /#2 შეჯამებადია ნულისკენ ყველგან, გარდა 

შესაძლებელია სასრული რაოდენობა წერტილებისა, მაშინ ასეთი მწკრივის ყველა კოეფი– 

ციენტი ნულის ტოლია. 

2. 2# პერიოდული და (0, 27 სეგმენტზე ყველგან სასრული / ფუნქციისთვის არ არსე– 

ბობს ორი სხვადასხვა ტრიგონომეტრიული მწკრივი, რომელიც კრებადი იქნება / (+)–კენ 

ყველა ჯ: C |0, 2») წერტილზე (იხ. თეორემა 5.31.3). 

ბუნებრივია კითხვა: თუკი ერთი ასეთი მწკრივი არსებობს, მაშინ ის იქნება თუ არა / ფუნ– 

ქციის ფურიეს მწკრივი? 

პასუხი უარყოფითია: მწკრივი 

ა §(ი04 
2 ი I() 
ი”=2 

კრებადია ყველგან, მაგრამ ის არ არის რომელიმე ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს მწკრივი (იხ. 

თავი 4, შენიშვნა 4.15.5). 

მაშასადამე, კითხვა ზუსტდება ასე: ვთქვათ, 2ჯ პერიოდული / ფუნქცია სასრულია ყველ– 

გან |0, 2»I–ზე და ჯამებადია ამავე სეგმენტზე. თუკი არსებობს რაიმე ტრიგონომეტრიული 

მწკრივი, რომელიც კრებადია /(«)-კენ ყველა ჯ C |0, 2 წერტილზე, მაშინ ეს მწკრივი 
იქნება / ფუნქციისთვის ფურიეს მწკრივი თუ არა? 

ამ კითხვაზე დადებით პასუხს იძლევა შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 5.31.5 (დიუბუა–რეიმონი, (8, გვ. 790|). ვთქვათ, რაიმე ტრიგონომეტრიული 

მწკრივი კრებადია ყველგან (0, 2»1–ზე, გარდა შესაძლებელია თვლადი სიმრავლე წერტი– 

ლებისა და ამ მწკრივის /(:;) ჯამი სასრულია ყველგან |0, 2»|–ზე და ჯამებადი ამავე სეგ– 

მენტზე. მაშინ ეს მწკრივი არის ფურიეს მწკრივი / ფუნქციისთვის. 

შენიშვნა 5.31.6. პარაგრაფ 5.29-ის თეორემა 5.29.6-ში, (5:(2))9 ი მიმდევრო– 

ბის ერთობლივ შემოსაზღვრულობაზედმეტი პირობაა. ეს გამომდინარეობს ამ პარაგრაფის 

თეორემებიდან.





ნაწილი!II 

ორი ცვლადის ფუნქციასთან ასოცირებული 

ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები
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ფუნქციათა თეორიის უმნიშვნელოვანესი პრობლემა – მოცემული ფუნქცია წარმოვადგი– 

ნოთ შედარებით მარტივ ფუნქციათა სისტემის მეშვეობით, გაცილებით მძიმე აღმოჩნდა 

მრავალი ცვლადის ფუნქციებისთვის, ვიდრე ერთი ცვლადის შემთხვევაში. 

ერთი ცვლადის ფუნქციების შემთხვევაში კი, ტრიგონომეტრიული სისტემა აღმოჩნდა 

უპირატესი მნიშვნელობის მქონე, ვიდრე ალგებრული სისტემა (იხ. შესავალი პირველი ნა– 

წილისადმი). 

სწორედ, ამიტომ მიიპყრო მკვლევართა განსაკუთრებული ყურადღება ჯერადმა ტრიგო– 

ნომეტრიულმა სისტემამ. 

ამ მიმართულებით ბოლო ერთ საუკუნეში გამოქვეყნდა ასობით ნაშრომი ჯერად ტრი– 

გონომეტრიულ, კერძოდ, ფურიეს ჯერად მწკრივებზე. ამ ნაშრომებში წარმოჩინდა ფურიეს 

ჯერადი მწკრივების პრაქტიკული გამოყენება პროგნოზირების თეორიაში (იხ. LI6I50ი II. 

მიძ L 0VVცყც6ი5I306CL 0., /#CL8 M8Lხ. 99 (1958), იი. 3-4, 165-202; II. /#/CL8 M8Lი. 106 (1961), 

ი0. 3-4, 175-213) ერთის მხრივ, და ისეთი შედეგებიც, რომელთა ანალოგი არ არსებობს 

ერთი ცვლადის ფუნქციებისთვის – მეორეს მხრივ. 

სახელდობრ, 197!1 წელს გამოქვეყნდა ჩ. ფეფერმანის ნაშრომი |72|, სადაც დადგენილია 

ორი ცვლადის ყველგან უწყვეტი და თითოეული ცვლადის მიმართ 27 პერიოდული ისეთი 

M(თ, ) ფუნქციის არსებობა, რომლის ფურიეს ორმაგ 5I- I მწკრივს არ გააჩნია მართკუ– 

თხედების მიხედვით კრებადობის ერთი წერტილიც კი! 

1. 2017 წელს გამოქვეყნებულ ჩემს ნაშრომში |66) განვითარებულია ახალი მეთოდი, 

რომლის მიხედვით თ–განზომილებიან |–”, ჯ” კუბში ჯამებად და თითოეული ცვლადის მი– 

მართ 2» პერიოდულ / (ჯ) ფუნქციასთან, დ = («), .. . , თ„), ასოცირდება ფურიეს » რაოდე– 

ნობის ერთჯერადი §II/II. -.. , 51 / „ მწკრივები 2 , . . . . დ„ ცვლადების მიმართ სათითაოდ. 

დადგენილია ასოცირებული მწკრივების წერტილზე კრებადობის აუცილებელი და საკ– 

მარისი პირობა. კერძოდ, დადგენილია ჩ. ფეფერმანის უწყვეტ X (», ყ) ფუნქციასთან ასო– 

ცირებული §II-II და 5I#I2 მწკრივების კრებადობა |–», »)? კვადრატის თითქმის ყველა 
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(თ,V) წერტილზე 7 (, ყ,) მნიშვნელობისკენ. 
გარდა ამისა, აღნიშნულია ჰანტის თეორემის |75) მართებულობა ორი ცვლადის 

LI-,»I)2, ს > 1, კლასის ფუნქციასთან ასოცირებული მწკრივებისთვის (იხ. თეორე– 

მა 6.3.4). 

2. "ტრიგონომეტრიული ერთჯერადი მწკრივების რიმანის თეორიას, მთელი ერთი თა– 

ვი აქვს დათმობილი ა. ზიგმუნდის ორტომეულის პირველ ტომში. ამ შედეგებიდან, ჩვენი 

სამომავლო მიზნებიდან გამომდინარე, აღვნიშნავთ ორ შედეგს: მწკრივის შეჯამებადობის 

რიმანის მეთოდი რეგულარულია, ე.ი. რიმანის მეთოდი აჯამებს ყველა კრებად მწკრივს მი– 

სი ბუნებრივი ჯამისკენ და, მეორე, ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს ერთჯერადი მწკრივი შეჯა– 

მებადია, რიმანის მეთოდით, ფუნქციის მნიშვნელობისკენ თითქმის ყველა წერტილზე (იხ. 

თავი 5, პარაგრაფი 5.24, თეორემა 5.24.1; პარაგრაფი 5.26, თეორემა 5.26.1). 

ორმაგი მწკრივებისთვის შეჯამებადობის რიმანის მეთოდად შემოთავაზებული!? გამო– 

სახულების (იხ. |5), |14), |I18), I57|, I58)) ნაკლია ის, რომ ის არ არის რეგულარული. ამას– 

თან ერთად, ფურიეს ორმაგი მწკრივის შეჯამებადობა შემოთავაზებული მეთოდით დღემდე 

არ არის ცნობილი (იხ. მაგალითად (58)), მაგრამ დადგენილია ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს 

განმეორებითი მწკრივის /ჯ? შეჯამებადობა თითქმის ყველგან (იხ. პარაგრაფი 8.16). 

აქ, მეორე ნაწილში, განვიხილავთ რიმანის ერთგანზომილებიანი მეთოდით შეჯამება– 

დობის საკითხს ასოცირებული მწკრივებისთვის და დადგენილია: (–»., »|2 კვადრატზე ჯა– 

მებად / ფუნქციასთან ასოცირებული ორივე 5(/1კ და 5I/12 მწკრივი შეჯამებადია რიმა– 

ნის ერთგანზომილებიანი მეთოდით თითქმის ყველა («,ჯ/) C |–»,»|2 წერტილზე / (>,7/) 

მნიშვნელობისკენ (იხ. პარაგრაფი 6.4, თეორემები 6.4.2, 6.4.3). 

მწკრივის შეჯამებადობის რიმანის მეთოდთან დაკავშირებით აღვნიშნავ, რომ წიგნის 

პირველ ნაწილში დამატებული ახალი შედეგით (იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.27) დადგენი– 
ლია, რომ რიმანის მეთოდის განმსაზღვრელი განმეორებითი ზღვარი საუკეთესოა დარჩე– 

ნილ ორმაგ ზღვარსა და მეორე განმეორებით ზღვარს შორის (701. 

ჰშვგამბობ 'შემოთავაზებული””, რადგან ეს გამოსახულება არ არის ორმაგი ტრიგონომეტრიული მწკრივის ორჯერ 
წევრობრივი ინტეგრებით წარმოქმნილი მწკრივის შესაბამისი (იხ. |64|), ისე როგორც ამას აქვს ადგილი ერთჯერადი 
მწკრივის შემთხვევაში.



თავი 6 

ორი ცვლადის ფუნქციასთან ასოცირებული 
ფურიეს ერთგანზომილებიანი 

ორი მწკრივის თვისებები 

6., ფუბინისა და ტონელის თეორემები 

. ვთქვათ, ორი ცვლადის /(ჯ, /) ფუნქცია განსაზღვრულია /? (ი < 2· <ხ,C<ყ<0ძ) 

მართკუთხედზე. ასეთ მართკუთხედს ხშირად წერენ (ი, ხ) და (C, ძ) სეგმენტების დეკარტული 

(პირდაპირი, (28, გვ. 355|) ნამრავლის სახით ჯ = |ი.ხ| X C, ძ). როცა C = ი დაძ = ხ, 

მაშინ ამ დეკარტულ ნამრავლს წერენ (ი, ხ|2 სახით. 

ორი ცვლადის #(,, ) ფუნქციის ჯამებადობა /? მართკუთხედზე ნიშნავს ლებეგის ორ– 

მაგი ინტეგრალის სასრულობას (იხ. (34, გვ. 3261) /? მართკუთხედზე, ანუ ლებეგის აზრით 

ორმაგი ინტეგრალი 

// ჯ#L(თ,ყ) ძ»ძყ (6.1.1) 

წეი 

ფუბინის თეორემა საშუალებას იძლევა ლებეგის ორმაგი (6.1.1) ინტეგრალის გამოთვლა 

დავიყვანოთ ლებეგის მარტივი ინტეგრალების გამოთვლამდე. სახელდობრ, მართებულია 

შემდეგი 

არსებობს და სასრულია. 

თეორემა 6.1.1(ფუბინი, |1, გვ. 487-488), (34, გვ. 328-329)). თუ #(+, ყ) ფუნქცია 
ჯამებადია /? = (ი,ხ| X |C, ძ) მართკუთხედზე, მაშინ: 
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(1) თითქმის ყველა ჯ C |ი, ხ|-თვის სასრულია ინტეგრალი 

ძ 

/ირარ 
ანუ, რაც იგივეა, თითქმის ყველა ჯ C (ი, ხ)–თვის #"(, ყ), როგორც ყ.–ის ფუნქცია, 
ჯამებადია |C, ძ| სეგმენტზე; 

(2) თითქმის ყველა ყ C |C, ი|-თვის სასრულია ინტეგრალი 

/ხ?(·—”· V) ძX. 

ანუ, რაც იგივეა, თითქმის ყველა ჯ/ C IC, ი/–თვის #(,, /), როგორც ჯ–ის ფუნქცია, 

ჯამებადია (ი, ხ| სეგმენტზე; 
(3) მართებულია ტოლობები 

ხ ძ ძ ხ 

/”/ #LC>,V) ქ:[ქ!/=/[/1···(1:,:1/) ძყ] ძI=/ [/·I···(I,;[/) ქ1:] ძყ. (6.1.2) 

C C C ძ 

I.. . (6.1.2) ტოლობების მარჯვენა მხარეს არსებულ ორ ინტეგრალს 

( ძ ძ M 

/ [/ I·"(“:·”)·*”] ძ8, / [ / ?(I·@MI] ძყ (6.1.3) 

ეწოდება განმეორებითი ინტეგრალები #; მართკუთხედზე / («, ,) ფუნქციისთვის. 
მაშასადამე, ფუბინის თეორემა გვეუბნება, რომ ჩ მართკუთხედზე ჯამებადი ჯ', ) ფუნ– 

ქციისთვის განმეორებითი (6.1.3) ინტეგრალები ტოლია და მათი საერთო მნიშვნელობა 

არის ორმაგი (6.1.1) ინტეგრალი. 

ახლა, ბუნებრივია კითხვა: I/72 მართკუთხედზე განსაზღვრული ორი ცვლადის რაიმე 

I(თ.ყ) ფუნქციისთვის, განმეორებითი (6.1.3) ინტეგრალების ტოლობა ხომ არ იწვევს /I" 

ფუნქციის ჯამებადობას /? მართკუთხედზე? ამ კითხვაზე პასუხი უარყოფითია, რასაც ადას– 
ტურებს შემდეგი თეორემა.
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თეორემა 6.1.2(ფიხტენჰოლცი, |34, გვ. 334)). არსებობს I? მართკუთხედზე გან– 

საზღვრული ორი ცვლადის ისეთი / (:;, /) ფუნქცია, რომელიც არაჯამებადია ყოველ ” = 

IV, 8) X რ-. ბ| C ## ქვემართკუთხედზე და, ამავე დროს, ადგილი აქვს ტოლობას 

/[//(“ ქ?] 1/6["/ქ/(“ჯ·”)(ს·]ქყ 

II.. " ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა (6.1.3) განმეორებითი ინტეგრალებიდან ერთ– 

ერთის სასრულობა იწვევს /- (X, /) ფუნქციის ჯამებადობას /? მართკუთხედზე. ამ მიმართუ– 

ლებით მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 6.1.3 (ტონელი I|1, გვ. 4891, (34, გვ. 335). თუ ორი ცვლადის #-(. ჯ/) ფუნ– 

ქცია #-ზე არის არაუარყოფითი ( /""I(>, ყ) > 0, (+.ყ) C /?) ან არადადებითი (/:(.-. /) < 

0, («.V) C_ I?), მაშინ განმეორებითი (6.1.3) ინტეგრალებიდან ერთ–ერთის სასრულობა 

იწვევს მეორე განმეორებითი ინტეგრალის არსებობას, L )) ფუნქციის ჯამებადობას /? 

მართკუთხედზე და (6.1.2) ტოლობებს. 

ნ2 ორი ცვლადის ჯამებად ფუნქციასთან ასოცირებული 

ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები 

1.  ვთქვათ, ორი ცვლადის /(ჯ,ყ) ფუნქცია ჯამებადია |– ». »|2 კვადრატზე. ეს ნიშნავს, 
რომ /(თ, ყ) ფუნქციისთვის სასრულია ლებეგის ორმაგი ინტეგრალი 

/ / #(9,ყV) ძდ იყ. 
– –ჯ 

#(2, V) ფუნქცია |-, »|” კვადრატის გარეთ გავაგრძელოთ 2» პერიოდულად თითოეული 
ცვლადის მიმართ. ასე მიღებული ახალი ფუნქცია განსაზღვრულია მთელს ი»ჯყ სიბრტყეზე 

და იგი აღვნიშნოთ ისევ / («, ,)–ით, » C (–=, +C%), V C (–<9%.+C). 

#(თ,7/) ფუნქციის 2 პერიოდულობა თითოეული ცვლადის მიმართ ნიშნავს 

](”C + 2X, ”!/) = ](I· ?/)· ](I,@ + 2”·) = ]·(1:,··(]) (621)
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ტოლობების ერთდროულ შესრულებას ყოველი (ჯ,ყ) წერტილისთვის, სადაც » C 
(–=, +%) დაყ C (–«, +%). 

აქ საჭიროა აღინიშნოს, რომ / ფუნქციის 27 პერიოდულობა თითოეული ცვლადის მი– 

მართ არის უფრო მეტი მოთხოვნა / ფუნქციაზე, ვიდრე / –გან 2» პერიოდულობის მოთხოვ– 

ნა (». ) წყვილის მიმართ – ორპერიოდულობა 

#(=+2»,V + 2») = /(2.7), (6.2.2) 

ე-ი. (6.2.1) პირობებიდან გამომდინარეობს (6.2.2) პირობა. მართლაც, 

I(2 + 2X, ყ + 2») = /(2:,1/ + 2X) = / (დ,%). 

2 /(2.ყ) ფუნქციის ჯამებადობიდან |– ჯ, »|? კვადრატზე გამომდინარეობს, ფუბინის 

თეორემან6.1.1-ის ძალით, რომ / (ჯ, ყ) ფუნქცია ჯამებადია ::–ის მიმართ |-–-»., ») სეგმენტზე 

თითქმის ყველა ფიქსირებული ყ–თვის |– ». »| სეგმენტიდან. გეომეტრიულად ეს ნიშნავს, 

რომ იყ ღერძზე აღებული თითქმის ყველა ყ, C |–», »| წერტილზე, ი» ღერძის პარალელუ– 
რად გავლებულ წრფეზე მდებარე |–», »| სეგმენტზე აღებული / /(«,) ძ ინტეგრალი 

სასრულია. |– ». »| სეგმენტზე მდებარე ის ჯ წერტილი, რომელსაც გააჩნია I #M(თ,V) ძდ 

ინტეგრალის სასრულობის თვისება აღვნიშნოთ 27 სიმბოლოთი, ხოლო :” C [,L?·—, ჯ) წერ– 
ტილების სიმრავლე –- #,2 სიმბოლოთი. ცხადია, რომ 2 სიმრავლის ზომა | #?| = 2». 

ამრიგად, გვაქვს ჯ და 17 ცვლადების / (>, 27) ფუნქცია, » C |–#, >I, 27 C #7, რომელიც 
ჯამებადია -–ის მიმართ |–», »| სეგმენტზე ყოველი 2/–თვის #2 სიმრავლიდან. 

ამიტომ / ფუნქციას შეესაბამება ,–ის მიმართ ფურიეს ერთგანზომილებიანი შემდეგი 

მწკრივი, სიმბოლურად 5( /I), 

=% 

5I/II(თ, 7) = ჭიი()”) + 2 Iთი (27) C05 თ + ხი (27) 5Iითთ | (6.2.3) 
ი=1 

27 C #? ცვლადზე დამოკიდებული 

0თ0(2”) = ჭ//(:ჩ)”) ძე, იძია(X) = ჭ/](:.:))) C05იჯძჯ, 

-. -» (6.2.4) 

ხ"()?) = %/](I·)”) 5I თე: 0Vჯ
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კოეფიციენტებით. 

ანალოგიურად, / ფუნქცია ჯამებადია ჯ–ის მიმართ |–». »| სეგმენტზე თითქმის ყველა 

ფიქსირებული ჯ-–თვის |- ჯ, »| სეგმენტიდან. ამ თვისების » წერტილი აღვნიშნოთ , სიმ– 

ბოლოთი, ხოლო Xჯ C (–»,»| წერტილების სიმრავლე – #) სიმბოლოთი, | />!| = 2#. 

მაშასადამე, გვაქვს „ და ჟ ცვლადების /(X, V), X C I> I,ყ C |- ». » ფუნქცია, რომე– 

ლიც ჯამებადია ჟ ცვლადის მიმართ (–», ჯ| სეგმენტზე ყოველი ,L-თვის #-) სიმრავლიდან. 

ამის გამო, / ფუნქციას შეესაბამება /–ის მიმართ ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივი, 

სიმბოლურად 5I/12, 

5I/12(X,V) = %C(;(X) + 2 [C,„(X) C057 + თ,,(-+X) 5Iი ო·!/] (6.2.5) 

ჯი=1 

X C L' ცვლადზე დამოკიდებული 
ჯ ჯ 

თ(%) = 1 | /(269)#, (% = 1 | /რ ლო 
–ჯ –X 

ძ"!(X) = ჭ/](·ჯ”„) 5I071ყ ი. 

–-ჯ 

კოეფიციენტებით. 

ამგვარად, |–», »|2 სეგმენტზე ჯამებად ორი ცლადის /(», ყ) ფუნქციას შეესაბამება 

ცვლადკოეფიციენტებიანი ფურიეს ერთგანზომილებიანი ორი მწკრივი – > ცვლადის მი– 

მართ (6.2.3) მწკრივი და ჟ ცვლადის მიმართ (6.2.5) მწკრივი. 

(6.2.3) და (6.2.5) მწკრივებს ვუწოდოთ ორი ცვლადის / (X, )) ფუნქციასთან ასოცირე– 

ბული ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ჯ და ყ ცვლადების მიმართ, შესაბამისად. 

63 ფურიეს ორჯერადი მწკრივის შედარება 
ფურიეს ერთგანზომილებიან ასოცირებულ მწკრივთან 

1. ცნობილია, რომ |–»,»1)? კვადრატზე ჯამებად /(ჯ«, ) ფუნქციას, სიმბოლურად / C 

ჩMI– ჯ, 71?, შეესაბამება ფურიეს ორჯერადი მწკრივი, სიმბოლურად (/I- 

მარტო 1953-1980 წლებში გამოქვეყნდა რამდენიმე ასეული ნაშრომი, ფურიეს ორჯერა– 

დი მწკრივების კრებადობა–შეჯამებადობის საკითხებზე (17|. ამ შედეგთა შორის პრინციპუ– 

ლი მნიშვნელობის არის ჩ. ფეფერმანის 1971 წლის ნაშრომი |72), რომელშიც დადგენილია
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ორი ცვლადის ყველგან უწყვეტი ისეთი #(ჯ,/) ფუნქციის არსებობა, რომელიც 2»ჯ პერი– 

ოდულია თითოეული ცვლადის მიმართ და მის შესაბამის ფურიეს ორჯერად §5'L'I მწკრივს 

არ გააჩნია პრინგსჰაიმის აზრით კრებადობის წერტილი, ანუ იჯყ სიბრტყეზე არ არსებობს 

ისეთი (ჯ, ) წერტილი, რომ 5I მწკრივის მართკუთხოვან კერძო 5,„„(#; , ) ჯამებს 

(«. /) წერტილზე გააჩნდეს ზღვარი, როცა /; –» % და თ –> 0ი ერთიმეორისგან დამოუკი– 

დებლად. 

2. ახლა განვიხილოთ ფეფერმანის #(ჯ;, ) ფუნქციასთან ასოცირებული ფურიეს ერთ– 
განზომილებიანი ორივე მწკრივის კრებადობის საკითხი. 

ამ მიმართულებით მართებულია 

თ ეორემა 6.3.1((66)). ფეფერმანის #(>, ,) ფუნქციასთან ჯ ცვლადის მიმართ ასოცი– 
რებული ფურიეს ერთგანზომილებიანი 

1 = ! 
5I”II(=,V) = 2 ი0(7) + § [0·"(·!/) C057 + ხ, (V) 5"·"1·1·] 

მწკრივი, ყ C |–»., »| ცვლადზე დამოკიდებული 

00(V) = ჭ/?(:[;,ჯ;) ძო, რძი(/) = ჭ/?(·წ,ჟ) C05 77 ძ2, 

–” –ჯ 

L 

1 · ' ც) = : / ჩთყაზიითძი 

კოეფიციენტებით, კრებადია #(ჯ>, ყ) მნიშვნელობისკენ თითქმის ყველა ჯ»–თვის |–»,») 

სეგმენტიდან და ყველა ყ-თვის (–», ») სეგმენტიდან, ანუ ადგილი აქვს 

ტოლობას თითქმის ყველა ჯ C |–», »1-თვის და ყველა ყ C (–», »1–თვის. 

დამტკიცება.რადგან #C>,ყ)) ფუნქცია უწყვეტია ყველგან («, ) წყვილის მიმართ, 
ამიტომ /- (=, ) უწყვეტია, კერძოდ, «–ის მიმართ ყველგან (--იC, +0ი0)-ზე და ამ ფაქტს ად– 
გილი აქვს ყველა ყ–თვის (– %C, +6C)–დან. აქედან გამომდინარეობს, რომ X როგორც - 

ის ფუნქცია, ეკუთვნის #2|– ჯ, ჯ) კლასს ყველა ჯ-–თვის |–», »| სეგმენტიდან. ეს ნიშნავს,
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რომ პარაგრაფ 6.2–ის (6.2.3) ტოლობაში არსებული 27–ის როლში გვევლინება ნებისმიე– 

რიყ C |–»,X (იხ. (46, გვ. 58|). 

ახლა, დასამტკიცებელი (6.3.1) ტოლობა გამომდინარეობს ლ. კარლესონის კარგად 

ცნობილი თეორემიდან (იხ. |621; თავი 5, C პუნქტის დასასრული). თეორემა დამტკიცებუ– 

ლია. LI 

ანალოგიურად მტკიცდება 

თეორემა 6.3.2(|66)). ფეფერმანის XI(:;, ჯ) ფუნქციასთან ჟ ცვლადის მიმართ ასოცი– 

რებული ფურიეს ერთგანზომილებიანი 

5--( 9) = უ (2) + 9 _ |C„(2) C05 თ + ძი (2) 9ითV) 
2 7-=1 

მწკრივი, > C |–., | ცვლადზე დამოკიდებული 

1 1 
0C0(«) = ;/?(1,9) ძყ, რC.(2) = ;/I?(I”9) 605 ისს V, 

–> –. 

” 

ძ (თ) = ჭ/ზ”(:“· ჯ) 5ითი ძყ 

კოეფიციენტებით, კრებადია /(>, ყ) მნიშვნელობისკენ ყველა ჯ–თვის | –ჯ., I სეგმენტი– 

დან და თითქმის ყველა ყ–თვის (–ჯ, »| სეგმენტიდან, ანუ ადგილი აქვს 

5ILI9(თ,7) = #(C>,V) 

ტოლობას ყველა დ C |–#,V|-თვის და თითქმის ყველა ჯ C |-, »I1-თვის. 
ბოლო ორი თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი 

თეორემა 6.3.3 (I66)). ფეფერმანის #(-;, /) ფუნქციასთან ასოცირებული ფურიეს ერ– 

თგანზომილებიანი ორივე 5IIIII (>, ჯ) და 5III9(დ, )) მწკრივი ერთდროულად კრებადია 
L (>, ) მნიშვნელობისკენ თითქმის ყველა (დ, V) C |–», >|? წერტილზე. ' 

დაბოლოს, თეორემები 6.3.1-6.3.3 შეიძლება ასე გაძლიერდეს ჰანტის თეორემის (იხ. 

I17, გვ. 12), I751) გამოყენებით. 

X იხ.10. C. 098#, C600#9MMV ვმემ9 ი0 M810MმIMM6CM0MV მIM8I1#3V, 1981, C. 50.
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თეორემა 6.3.4 ((66)). ნებისმიერი / C #?I–»,»12, » > 1, ფუნქციისთვის არსებობს 

) , 5 და ჯვ ზომადი სიმრავლეები | –», »)2 კვადრატიდან, რომელთათვისაც მართებუ– 
ლია შემდეგი ტოლობები: 

L IMI| = |% = | ხვ|, 

2. 5I/1I(>,V) = I(დ,ყ), როცა (>,ჯ) C ჩ); 
3. 5(/19(«.V) = /(თ, ყ), როცა (X,ყ) C I; 

4, ·5·[·/]1(1:1 |·|) = ]·(1·] !/) = 5[]](·?] ·!/)I როცა (I, ·I/) C #ვ. 

დასკვნა 6.3.5. აქედან თვალნათლივჩანს ორი ცვლადის ჯამებად ფუნქციასთან ასოცი– 

რებული ფურიეს ერთგანზომილებიანი ორივე მწკრივის უპირატესობა, თითქმის ყველგან 

კრებადობის თვალსაზირისით, იმავე ფუნქციის შესაბამის ფურიეს ორჯერად მწკრივთან შე– 

დარებით! 

ნ.4 ორი ცვლადის ჯამებადი ფუნქციის წარმოდგენა, 

მასთან ასოცირებული ფურიეს ერთგანზომილებიანი 
ორი მწკრივის #2–ჯამებით 

1  როგორც ვიცით (იხ. თავი 5, თეორემა 5.26.1), მართებულია შემდეგი 

თეორემა 6.4.1. 27 პერიოდულიდა(0, 2» | სეგმენტზე ჯამებადი ყოველი / (ჯ) ფუნქციის 

#- % + 2(„„ C05 ფჯ + ხე 5ით2) (6.4.1) 

ფურიეს მწკრივი შეჯამებადია რიმანის 772 მეთოდით / (ჯ>) მნიშვნელობისკენ თითქმის ყვე– 

ლა > C (0, 2») წერტილზე. 
ეს ნიშნავს, რომ თითქმის ყველა -; C |0, 2») წერტილზე ადგილი აქვს ურთიერთეკვივა– 

ლენტურ შემდეგ ორ ტოლობას (იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.23, (5.23.5) და (5.23.6) ტოლო– 

ბები) 

= ! 
_ _ წძი 2 ! 51011% 2 

#C6) = I|I|II?) [·2— + "=1(“" “თინ 1 ხ ყ"":”)( / ) ]” (6·4·2) 

I(5) = #Mთ), (6.4.3)
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სადაც (6.4.1) მწკრივის შესაბამისი რიმანის #"(>) ფუნქცია განსაზღვრულია შემდეგი 

ტოლობით (იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.23, ტოლობა (5.23.2)) 

LL(C>თ) = ·(;—0 ჯ? _ § ჭ?· (იგ C05»ჯ + ხე 51ი თ2). 

ხშირად, (6.4.2), (6.4.3) ტოლობებს ასე გამოთქვამენ: / (ჯ) არის მისი შესაბამისი ფურიეს 

(6.4.1) მწკრივის #2–ჯამი თითქმის ყველა ჯ–თვის |0. 2»-| სეგმენტიდან. 

2. ჩვენი უახლოესი მიზანია, თეორემა 6.4.1 განვაზოგადოთ (0, 2»|2 კვადრატზე ჯამება– 
დი ორი ცვლადის ფუნქციასთან ასოცირებული ერთგანზომილებიანი მწკრივებისთვის და ამ 

მიზნით გამოყენებული იქნება რიმანის მხოლოდ ერთგანზომილებიანი (559M)2 მამრავლე– 

ბი და არა რიმანის ერთგანზომილებიანი მამრავლების (5071#)2(297#)2 ნამრავლი, რასაც 

ადგილი აქვს, როცა განიხილავენ ორჯერადი ტრიგონომეტრიული მწკრივის შეჯამებადო– 

ბის საკითხს რიმანის ორგანზომილებიანი /ჯ2 მეთოდით (იხ. |5|, (14I, (18), (57I, (58))- 

(0, 2712 კვადრატზე ჯამებადი, » და ყ ცვლადების ფუნქციასთან ჯ ცვლადის მიმართ ასო– 

ცირებული ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივისთვის, თეორემა 6.4.1-ის განზოგადებას 

წარმოადგენს შემდეგი თეორემა. 

თე ორემა 6.4.2((69). |0, 212 სეგმენტზე ჯამებად და თითოეული ცვლადის მიმართ 

2» პერიოდულ /(>, ) ფუნქციასთან, თ ცვლადის მიმართ ასოცირებული ფურიეს ერთგან– 

ზომილებიანი 

§III1(V, 27) = ჭ 00(27) + 2 [(L„()?) C051 + ხი(27/) 5!ი"1·] (6.4.4) 

»=1 

მწკრივი #ჯ2–შეჯამებადია /(ჯ, 17) მნიშვნელობისკენ თითქმის ყველა ჯ–თვის (0, 9»| სეგ– 

მენტიდან და ყველა 2ე7–თვის /#;2 სიმრავლიდან (იხ. პარაგრაფი 6.2, მწკრივი (6.2.3)), ანუ 

ადგილი აქვს 

/C,V) = Iთ [— თი(V) + 2 Iი (V) C05 უდ + ხი (ყ) 5167 | (·“··"”“) ჯ (645) 
#=1 

ტოლობას თითქმის ყველა (ჯ, ჯ) C [0, 27?]2 წერტილისთვის· 

დამტკიცება. ლებეგის თეორემის ძალით (იხ. თავი 4, თეორემა 4.15.1), (6.4.4) 

მწკრივის წევრობრივი ინტეგრებით (0, 5;| C (0, 2»| სეგმენტზე მიიღება 

/ჯ(ჯ,ჯ) ქჯ_ჯხ"(პ) თი()” ···2 0 ითი – ხ „(27) C% 221 

ი »=1 21=1
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ტოლობა, სადაც 

2 :,]; [0,"()?) 5Iჩოთჯ – ხ„()?) C05 ·”,1;] (646) 

7=1 

მწკრივი თანაბრად კრებადია ჯ–ის მიმართ |0, 2»| სეგმენტზე 

4(დ 2/) – 2907 (6.4.7) 

ფუნქციისკენ, სადაც შემოღებულია აღნიშვნა 

#(ჯ, 27) = /·[ (#, 27) # – 2 ხ„(ჰ?) (6.4.8) 

711=1 

ამასთან ერთად, ადგილი აქვს ტოლობას (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.15, ტოლობა (4.15.5)) 

ჭ ხი(X) 

#-=1 

2ჯ» 

= + / C – 2)/(დ,27) ძთ. 
0 

(6.4.6) მწკრივის თანაბრად კრებადობის გამო ჯ–ის მიმართ |0, 2»| სეგმენტზე, იგი წარმო– 
ადგენს ჯ ცვლადის მიმართ ფურიეს მწკრივს (6.4.7) ფუნქციისთვის. ამიტომ, ისევ ლებეგის 

თეორემის გამოყენებით, ადგილი აქვს ტოლობას 

ჯ7 

/0”([, X)თVI – 2 0"752)?) 00(3” უ2 - 2 12 ე·” ) 6057 + ხი L2X) 51ი":·;]. 

0 თ=1 71= 

ამ ტოლობას მივცეთ შემდეგი სახე 

# ი 

/ «(.27)ძი – ბ. “”,5·3” ) 
0 21=1 

C% 

= 0·051)?) 1:2 _ 2 ·7—·;·15 [ე"(ჭ)) C0577 + ხ"())) 5ი „ე·:] ' (649) 

#%=1 

რომლის მარჯვენა მხარე წარმოადგენს (6.4.4) მწკრივთან დაკავშირებულ რიმანის ფუნ– 

ქციას (იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.23, ტოლობა (5.23.2)) და იგი აღვნიშნოთ L(=, 27)–ით: 

ჯV, 27) = #”2 უ 2 ;1; (თ„(27) C05 ჯ + ხ (27) 5Iით;|. (6.4.10) 

#»=1
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მაგრამ, გამომდინარე (6.4.9) ტოლობიდან, (6.4.10) ტოლობასთან ერთად ადგილი აქვს 

% 

#(,127) = / ძ(I, )))(”—2 რი(») (6.4.11) 
უო2 

#–=1 

ტოლობას. თეორემის დასამტკიცებლად საჭიროა 

ILXM(Cდ, 27) = /(ფ,27) 

ტოლობის (იხ. თავი 5, პარაგრაფი 5.22, ტოლობა (5.22.3) და პარაგრაფი 5.23, ტოლობები 

(5.23.3), (5.23.4)) დადგენა თითქმის ყველა ჯ C |0, 2»1–თვის და 1” C /§2–თვის, რადგან 

მართებულია 

#(Cთ + 2ჩ, 27) + #(თ – 2ჩ, 27) – 2” (დ, 27) 

4),2 

“0 ))) + 2 ე"(ჯ ) C05»ჯ + ხი( 5IMLI] (ყ""”) (6·4·12) 
(7/. 

#=1 

ტოლობა· 

ახლა, ცვლადსაზღვრიანი ინტეგრალის გაწარმოების შესახებ ლებეგის თეორემის ძა– 

ლით, (6.4.11) ტოლობიდან ყველა ჯ–თვის მიიღება 

II (=, 27) = #(, 27) (6.4.13) 

ტოლობა. რადგან #(, 27) ფუნქცია უწყვეტია ჯ–ის მიმართ ყველგან, ამიტომ ყველა ჯ წერ– 

ტილი მისი ლებეგის წერტილია. 

მეორეს მხრივ, (6.4.8) ტოლობით განსაზღვრულ 4(ჯ, 27) ფუნქციას წარმოებული გააჩ– 

ნია თითქმის ყველა ე; წერტილზე, ისევ ლებეგის თეორემის თანახმად, ე.ი. თითქმის ყველა 

ჯ–თვის გვაქვს ტოლობა 

4 (>, 27) = #C,,2V). (64.14) 
(6.4.13) და (6.4.14) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ (6.4.11)-ით განსაზღვრულ 

Lდ, 27) ფუნქციას გააჩნია / («, 27)–ის ტოლი მეორე რიგის ჩვეულებრივი ჯV (ჯ, 27) კერ– 

ძო წარმოებული, ანუ თითქმის ყველა «–თვის მართებულია ტოლობა
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მაგრამ, (6.4.15) ტოლობის მარცხენა მხარის არსებობა იწვევს მისივე ტლოლი 

#X”M C,, 27)-ის არსებობას (იხ. თავი 5, წინადადება 5.22.2), ე.ი. თითქმის ყველა 7–თვის 
ადგილი აქვს ტოლობას .· 

#LM(>,27) = /(<,2»). (6.4.16) 

(6.4.12) და (6.4.16) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, | 72| = 0 ტოლობის გათვალისწი– 

ნებით, რომ თითქმის ყველა (ჯ, ყ) C |0, 2»12? წერტილისთვის ადგილი აქვს (6.4.5) ტოლო– 

ბას. თეორემა დამტკიცებულია. I9 

ასევე დამტკიცდება 

თ ეორემა 6.4.3((I69)). |0, 212 კვადრატზე ჯამებად და თითოეული ცვლადის მიმართ 

2ჯ პერიოდულ | («, V) ფუნქციასთან, ყ ცვლადის მიმართ ასოცირებული ფურიეს ერთგან– 

ზომილებიანი 

5I/19(X,#) = 2 ი(X) + 2_ (თ(2) Cი5ი + ძ»(2) 5ი»X/) 
»!=1 

მწკრივი /12–შეჯამებადია / (,X, )) მნიშვნელობისკენ ყველა X-თვის «1 სიმრავლიდან და 

თითქმის ყველა ყ–თვის (0, 2X| სეგმენტიდან (იხ. პარაგრაფი 6.2, მწკრივი (6.2.5)), ანუ ად– 

გილი აქვს 

_ I1 = ! 5”უ 2 
#(7,ყ) = 1"12, %·2· C0(2:) + 2 [C"·(I) C05 ი1 + ძ (>) ·.···|იო.ჯ|] ( ოო ) ჯ (6.4.17) 

1:-=1 

ტოლობას თითქმის ყველა (>, ყ,) C |0, 2»12 წერტილზე. 
უკანასკნელი ორი თეორემიდან გამომდინარეობს 

თეორემა 6.4.4 ((69I). |0, 2»|2 კვადრატზე ჯამებადი და თითოეული ცვლადის მიმართ 

2# პერიოდული / (ჯ, V/) ფუნქციის შესაბამისი ფურიეს ერთგანზომილებიანი ( / 1I (2;, ) და 

5LV19(=. V)) მწკრივები, /22-შეჯამებადებია / (დ, V) მნიშვნელობისკენ თითქმის ყველა (X,ყ) 
წერტილისთვის |0,2»)I2 კვადრატიდან, ანუ ერთდროულად ადგილი აქვს (6.4.5) და 

(6.4.17) ტოლობებს თითქმის ყველა («, ) C |0, 2»I2 წერტილზე. 

ვ. _თეორემა 6.4.2-ის დამტკიცების პროცესში გამოვლინდა (იხ. ტოლობები (6.4.9) და 

(6.4.11)), რომ მწკრივი 
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კრებადია ყველა 27 C I>2–თვის, | §?| = 2ჯ. 
აქედან გამომდინარეობს 

წინადადება 6.4.5. (0,2»1? კვადრატზე ჯამებადი და თითოეული ცვლადის მიმართ 

2# პერიოდული / (დ, ყ) ფუნქციისთვის 
2ჯ 

0,(V) = ჭ//(:[:, V) C05 იჯ ძე: (6.4.18) 

0 

C» (>) = ჭ//(ქ:·ყ)ოჯოყძჟ 
0 

ტოლობებით განსაზღვრულ ი,„(V), V, C |0, 2»| და C,(>), « C |0, 2>) ფუნქციებს გააჩნია 

შემდეგი თვისებები: 

2 იი (?/) M (1· >15 
მწკრივები კრებადია თითქმის ყველა ყ C (0, 2»1–თვის და თითქმის ყველა ჯ C |0,2»|– 

თვის, შესაბამისად. 

შენიშვნა 6.4.6. თუ(6.4.18) ტოლობაში ავიღებთ ერთი ჯ ცვლადის (0, 2»|–ზე ჯამებად 

#(<) ფუნქციას, მაშინ იგი მიიღებს სახეს 

2ჯ 

/ #(თ) C05»თ თ ძჯ: 

0 

3
1
 

ი» = 

და მისთვის 
თ ი, 

I-. 
»=1 

მწკრივის კრებადობა აშკარაა, რადგან რიმან–ლებეგის თეორემის ძალით (იხ. თავი 3, პა– 

რაგრაფი 3.9, თეორემა 3.9.2) ი, –» 0, როცა თ –» C« და ამიტომ |ი,| < C, ხოლო 5. -, 
#-1 

მწკრივი კრებადია. 

ამასთან ერთად, ვიცით, რომ 2 მწკრივი განშლადია, საზოგადოდ (იხ. თავი 4, პა– 

რაგრაფი 4.15, შენიშვნა 4.15.5), ხოლო ეს მწკრივი კრებადია თუკი ი, წარმოადგენს 

I7I0, 2»I, დ > 1, კლასის ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტს.
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4ჭ. დამტკიცებული თეორემებიდან გამომდინარე ჩამოვაყალიბოთ 

თეორემა 6.4.7 ((69)). (0, 2»)? კვადრატზე ჯამებადი და თითოეული ცვლადის მიმართ 

2» პერიოდული /(X, )) ფუნქციის შესაბამის ფურიეს ერთგანზომილებიანი ორი 

51/II(=,V) = ჭ ი0(V) + 2 , იი (ყ) C05 ». + ხი (ყ)) 507ა>| 
1=1 

და 

9LIIV(<,V) =  თ(2) + 2 _ |Cთ(5) C057იყ + ძ„(5) 5ი თიგ) 
71=<1 

მწკრივი /ჯ2–ჯამებადია რიმანის ერთგანზომილებიანი მეთოდით /(=, 7/) მნიშვნელობისკენ 

თითქმის ყველა (ჯ. ჯ) C |0, 2»I? წერტილზე. 

65 ორი ცვლადის ჯამებად ფუნქციასთან ასოცირებულ, 
ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივების კრებადობის 
აუცილებელი და საკმარისი პირობები 

როგორც ვიცით (იხ. პარაგრაფი 6.2, მწკრივები (6.2.3) და (6.2.5)), |–».»I? კვადრატზე 

ჯამებად და თითოეული ცვლადის მიმართ 2» პერიოდულ /(+, ) ფუნქციას უკავშირდება, 

ფურიეს ერთგანზომილებიანი ორი მწ კრივი: ჯ–ის მიმართ / ფუნქციასთან ასოცირებული 

ფურიეს ერთგანზომილებიანი 

5II1I(>.27) = 1 %ი(27) + 9. . |9,,(7) 052 + ხ, (7) §(ით) (6.5.1) 
7=1 

მწკრივი და ყ–ის მიმართ / ფუნქციასთან ასოცირებული ფურიეს ერთგანზომილებიანი 

5II1XX.V) = ; თ(2) + 2 , |თ»(2) C05 თყ + ძ (X) 5Iი თV) 
ჩ»I=1 

მწკრივი. 

განვიხილოთ (6.5.1) მწკრივის 

8»(/;9.27) = –“ი ) + > , I0L(27) C052 + ხი (27) 5IM#>| 
#M=1
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კერძო ჯამი, რომელიც მასში ფურიეს კოეფიციენტების ჩასმის შემდეგ (იხ. პარაგრაფი 6.2, 

ტოლობები (6.2.4)) მიიღებს სახეს 

5»(#/:27, 27) = ჭ //(L,)))C„.(L—I)([[= ჭ//(::+!.ჭ))|)„,([)ქჯ. 

სადაც დირიხლეს #,, გულისთვის ადგილი აქვს ტოლობებს 

_ 5IXII+ 2# . 
ხ»(I) = “ 9ი1 ” როცა L # 2 

და 

L»,(2X) = »1 + ჭ· , როცა #=0,+1,+29,.... 

რადგან / ფუნქცია ჯ: ცვლადის მიმართ ჯამებადია |–», »| სეგმენტზე ყოველი 27-თვის, 

ამიტომ V C L– ჯ,V ფუნქციის შესაბამისი ფურიეს §'2| მწკრივის რაიმე ( C (–#,»| წერ– 

ტილზე «-(ჯ) მნიშვნელობისკენ კრებადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა (იხ. თა– 

ვი4, თეორემა 4.8.1) 

ბ 

წIოთ / %(I + V) + C(L – V) – 22(0) 5I070VVV = 0, 
1:-3Cთ- ” 

|!| 

ჩვენს შემთხვევაში მიიღებს სახეს 

ბ 

Iოი #I(C+LI,X) +·/(·?ჯ— 62–) = 210 3) §IიოII0I = 0, 27 C #7. 

0 

მაშასადამე, მართებულია 

თეორემა 6.5.1 (I(661)). ფურიეს ერთგანზომილებიანი 5((/'I მწკრივის კრებადობისთვის 

რაიმე (ჯ, 27) წერტილზე, ჯ C (–#, »| და 27 C #?, /(=, 27) მნიშვნელობისკენ, აუცილებე– 

ლია და საკმარისი ადგილი ჰქონდეს შემდეგ ტოლობას 

ი) 

იი ]·(I+1!=3?)+!·(1?C—I,3?)—2·/·(1?···)”) დოთ (/ = 0. (6.5.2) 

0 

მართებულია, აგრეთვე, შემდეგი
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თეორემა 6.5.2 (I66)), ფურიეს ერთგანზომილებიანი §' / 12 მწკრივის კრებადობისთვის 

რაიმე ( ჯ) წერტილზე, „X C V1 და ყ C |–», 7I, / (%, ჯ) მნიშვნელობისკენ, აუცილებე– 
ლია და საკმარისი ადგილი ჰქონდეს შემდეგ ტოლობას 

ჟუი 
ი-–>C 7 

ბ 

0



ნაწილი!:II 

ორი ცვლადის გლუვი ფუნქციები





შესავალი 'III ნაწილისათვის 

ბ. რიმანის 1854 წლის შრომაში, სადაც განხილულია ერთი ცვლადის ფუნქციის ტრიგონო– 

მეტრიული მწკრივით წარმოდგენის პრობლემა, შემოღებულია ერთი ცვლადის ფუნქციის 

წერტილზე გლუვობის ცნება. დიდი ხნის შემდეგ, 1945 წლის |(90| შრომაში, ა. ზიგმუნდმა 

მრავალმხრივ გამოიკვლია რიმანის აზრით გლუვი ფუნქციები და ეს შედეგები ფართოდაა 

წარმოდგენილი მისი ორტომეულის პირველ ტომში ფურიეს მწკრივებთან დაკავშირებით. 

ცალკე უნდა აღინიშნოს, რომ რიმანის აზრით წერტილზე გლუვობის ცნებაში არსებული 

შეფარდება, ზუსტად არის ფურიეს მწკრივის იმავე წერტილზე კრებადობის აუცილებელ და 

საკმარის ინტეგრალურ პირობაში. აქედან გამომდინარე, არსებობს ფურიეს მწკრივის კრე– 

ბადობის რიმანის საკმარისი პირობა (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.10) -– წარმოებულის არსე– 

ბობაზე სუსტი საკმარისი პირობა, მაგრამ სხვაგან არსად მოხსენიებული. 

აქედან აშკარაა, რომ გარკვეული ინტერესი გაჩნდეს გლუვობის ცნების მოხერხებული 

შემოღებისა მრავალი ცვლადის, უპირველესად ორი ცვლადის, ფუნქციებისთვის, ამ მიმარ– 

თულებით შესრულებულ |64) შრომაში დადგენილია, რომ ორი ცვლადის გლუვ ფუნქცი– 

ას გააჩნია ყველა ის მთავარი თვისება, რაც დადგენილი იყო ერთი ცვლადის გლუვი ფუნ– 

ქციებისთვის ა. ზიგმუნდის მიერ |90|. ამასთან ერთად, გარკვეული პირობისას დადგენი– 

ლია ტრიგონომეტრიული ორმაგი მწკრივის ჯამის გლუვობა |64), რაც სრულად შეესაბამე– 

ბა ბ. რიმანის მეორე თეორემას (24, გვ. 503). (68) შრომაში განხილულია ორი ცვლადის 

ფუნქციის თითოეული ცვლადით გლუვობა სხვადასხვა აზრით, რომელთა შორის უმთავრე– 

სია აღებული ცვლადის მიმართ განზოგადებული კუთხური გლუვობა და დადგენილია, რომ 

თითოეული ცვლადის მიმართ ამგვარი გლუვობა არის აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

ორი ცვლადის ფუნქციის გლუვობის. 

დასასრულ, პარაგრაფ 7.9–ში მოცემულია ფურიეს მწკრივის კრებადობისთვის რიმანის 

თეორემის (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.10) გავრცელება ორი ცვლადის ჯამებად ფუნქციასთან 

ასოცირებული ფურიეს ერთგანზომილებიანი ორივე მწკრივის კრებადობის შესახებ 

(იხ. თეორემები7.9.1-7.9.3).



თავი7 

ორი ცვლადის გლუვი ფუნქციის თვისებები 

7.1 ორი ცვლადის ფუნქციის გლუვობა და კერძო გლუვობა 

(«ი.ყ0) C #:2 წერტილის მიდამოში განსაზღვრულ /(ჯ, /) ფუნქციასთან დაკავშირებით 

შემოვიტანთ რამდენიმე განსაზღვრას. 

განსაზღვრა7.1.1(I64),|66)). / (დ, ყ) ფუნქციას ეწოდება გლუვი (5Xი, ყ0) წერტილზე, 
როცა ადგილი აქვს ტოლობას 

Iი · #(70 +#M.80 + #) + #(20 – ჩ V0 – #) – 2#/(2ი,ჯი) _ 
თI)(9.0) IMI + IXI 

0. (7.1.1) 

განსაზღვრა7.1.2. /(ჯ.ყ)) ფუნქციას ეწოდება ჯ ცვლადის მიმართ კერძო გლუვი 

(«ა, Vყ0) წერტილზე, როცა »–ის მიმართ / («, ყი) კერძო ფუნქცია არის გლუვი ჯე წერტილზე, 
ე.ი. როცა ადგილი აქვს ტოლობას! 

;!I"?) #(“ი + #M, ყი) + /(·თ”– M,V0) – 2/(2ი,V0) _ ი. (7.1.2) 

# ფუნქციას ეწოდება ყ ცვლადის მიმართ კერძო გლუვი (ი, ყ0) წერტილზე, როცა ყ-ის მი– 
მართ / (ჯ0, /) კერძო ფუნქცია არის გლუვი ჟე წერტილზე, ე.ი. როცა ადგილი აქვს ტოლო– 

ბას 
|!|"წ #(X0, V0 + M) + /(I0;C:I/0 – L) – 2”(20,V0) _ ი. (7.1.3) 

I,!II·I% !””%:!1 =0და ,III·"0 1—·,·,;1 = 0 ტოლობები ურთიერთეკვივალენტურია. ამის დასადგენად საკმარისია პირვე– 

I»I ლი ტოლობა გადავწეროთ ,!ლც ი “—1%1 = 0 სახით და გავითვალისწინოთ |1ჭ1| = 1 ტოლობა, ე.ი. !% ვერ წაიყვანს 

51M) შეფარდებას ნულისკენ, როცა ჩ -+ 0. ეს ნიშნავს, რომ 42 -» 0, როცა ” -+ 0. 
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(7.1.2) და (7.1.3) ტოლობების ერთდროულად შესრულების შემთხვევაში ვიტყვით, რომ 

#(=. ) ფუნქცია განცალებულად (თითოეული ცვლადისმიმართ) გლუვია (ჯი, ყი) წერტილ– 
ზე. 

ცხადია, რომ ორი ცვლადის /(>,ყ) ფუნქციის გლუვობა (ი, ჯი) წერტილზე იწვევს / 
ფუნქციის კერძო გლუვობას ::–ისა და ყ–ის მიმართ ცალ-ცალკე (ჯ«ი, ჯი) წერტილზე. ამის 

შესამჩნევად საკმარისია (7.1.1)–ში ავიღოთ I; = 0 კერძო შემთხვევა და (7.1.2)-ში– ჩ = 0 

კერძო შემთხვევა. 

თეორემა 7.1.3(I64), |66)). (ჯ«ი,ყ0) წერტილზე დიფერენცირებადი ორი ცვლადის 

/(<,V) ფუნქცია გლუვია (ი, ყი) წერტილზე. საზოგადოდ, შებრუნებული მტკიცება მცდა– 
რია. 

დამტკიცება. /(«,ჯ/) ფუნქციის დიფერენცირებადობის გამო (ჯი, ჯი) წერტილზე ად– 

გილი აქვს ტოლობას 

% #(206 + ჩ.1/0 + L) – #C90.30) – 4ჩ – 87 = 

(I.I)-+C,9) III + III 

სადაც ძ/ (თი,V0) = 41 + I3 დიფერენციალის ,4 და 8 კოეფიციენტები ტოლია /(დ, ყ) 
ფუნქციის კუთხური კერძო წარმოებულების (§-, V0) წერტილზე (იხ. (4, გვ. 218, 234)): 

4 = /2(თი,V0)) 8 = /#ე(20,Vყი). 

#(>, ) ფუნქციის გლუვობა (ჯი, ჯ0) წერტილზე გამომდინარეობს 
1(თ0 + M,1/0 + X) + / (დ0 – M, 70 – #) – 2/(თ0, V0) 

ი. (7.1.4) 

III + |XI 
_ #M(X0 + M,3/0 + #) – #(20,ყ0) – 4M – 8 

( III + IXI 
„ #(წი – ჩაზი – ხ) – /(6ი.#0) – 4(–ჩ) – M(–) 

= M+I- V 
ტოლობიდან, ვინაიდან მისი მარჯვენა მხარე ისწრაფვის ნულისკენ (7.1.4)-ის გამო, როცა 

(M,X) –+ (0,0). 
შებრუნებული მტკიცების მცდარობის დასადგენად განვიხილოთ (0,2») ინტერვალზე 

უწყვეტი და გლუვი თ() და ხ(ყ) ფუნქციები, რომელთაც ი”(>) და ხI(ყ) წარმოებულები გა– 
აჩნია მხოლოდ ნული ზომის სიმრავლეებზე (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.9). აქედან გამომდი– 

ნარე, ორი ცვლადის ჯ2(ჯ, ყ) = ი(>) + ხ(V) უწყვეტი ფუნქცია გლუვია ღია (0, 2»)” კვად– 
რატში და დიფერენციარებადია მხოლოდ ნულის ზომის სიმრავლეზე (0, 2»)? კვადრატი– 

დან. თეორემა დამტკიცებულია. M
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კარგად ცნობილია, რომ თითქმის ყველგან დიფერენციარებადი ორი ცვლადის ფუნქცი– 

ებს შორის გამორჩეული მნიშვნელობისაა, ორი ცვლადის ჯამებადი ფუნქციის შესაბამისი 

ყველგან უწყვეტი, ცვლადსაზღვრებიანი ორჯერადი ინტეგრალი, რომლისთვისაც თეორე– 

მა7.1.3-დან მიიღება შემდეგი 

თეორემა 7.1.4 ((641). ვთქვათ, ორი ცვლადის / (დ, ჯ) ფუნქცია ჯამებადია (ი, ) X (C, ძ) 
მართკუთხედზე. მაშინ ორი ცვლადის 

წ2C27)! ///([ ») ძ(ძ» (7.1.5) 

ფუნქცია უწყვეტია აღებულ მართკუთხედში და გლუვია ამავე მართკუთხედის თითქმის ყვე– 

ლა შიგა (X-ი,V0) C |V. ხ| X |C, ი) წერტილზე. 

დამტკიცება. /-(:,V) ფუნქციის უწყვეტობა აღებულ მართკუთხედში აშკარაა, ხოლო 

მის დიფერენცირებადობას თითქმის ყველა შიგა წერტილზე ადასტურებს ცნობილი თეო– 

რემა (4, გვ. 388|. (88) 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი 

თ ეორემა 7.1.5(I64)). ვთქვათ, (ჯი. ი) წერტილზე დიფერენცირებადია (7.1.5) ტო– 

ლობით განსაბღვრული #-(ჯ, V) ფუნქცია. მაშინ ორი ცვლადის 

4(>,ყ) = ///(ჯ ») ძIძ» 
ჯ0 #M0 

ფუნქცია გლუვია (ი, ყ0) წერტილზე. 

დამტკიცება. მართებულია ტოლობა 

#(20 + ჩI, V0 + IC) + რ(20 – ჩ,V0 – #) – 2C(20, 70) 
თ+ჩ9VI1-# თ–-ჩVყ-ს 

L / / 1(07) თ-+ / / #0,>) «ძ».. (7.1.6) 
ჰი შV0 20 %0 

(7.1.6) ტოლობის ორივე მხარე გავყოთ |#| + ILI სიდიდეზე. მაშინ მარჯვენა მხარეში 

მივიღებთ ორი ინტეგრალის ჯამს, რომელთა კოეფიციენტებია 

((MI+IV))“!და (| – MI+I – ჩ). '
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და ეს ჯამი მიისწრაფვის ნულისკენ, როცა (#,I:) –> (0,0) (იხ. (4, გვ. 391)). მაშასადამე, 

4(2.§,) ფუნქცია გლუვია (>ი, ი) წერტილზე. თეორემა დამტკიცებულია. 0 
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ექსტრემუმის წერტილზე 

თეორემა 7.2.1 ((641). თუ (წ+ი, Vი) წერტილზე გლუვ / (=, ყ)) ფუნქციას ამავე წერტილზე 
გააჩნია მაქსიმუმი ან მინიმუმი, მაშინ ჯ ფუნქციას (ი,ყ/0) წერტილზე გააჩნია ნულოვანი 

კუთხური კერძო წაროებულები /” (ჯი. ყი) = 0 და /7(+, ) = 0. მაშასადამე, / ფუნქცია 
დიფერენცირებადია (ი, წყე) წერტილზე / (ჯი, ყი) = 0 ნულოვანი დიფერენციალით. 

დამტკიცება. ადგილი აქვს ტოლობას 

#(%ი + M V0 + ) + /(თ0 – M,V/0 – #) – 2/(<0, 70) 
III + III 

_ #(20 + ჩ,9/0 + #) – #(20.V9) + #(X0 – / ყ0 – #) – / (40.#0) · 72 

III + III | – MI+I–#I 

ვინაიდან / ფუნქცია გლუვია (ჯი,V0) წერტილზე, ამიტომ (7.2.1) ტოლობის მარცხენა 

მხარე და, მაშასადამე, მისი მარჯვენა მხარეც მიისწრაფვის ნულისკენ, როცა (#L, #) -> (0, 0). 

ამავე დროს, (7.2.1) ტოლობის მარჯვენა მხარის ორივე შესაკრებს გააჩნია ერთი და იგი– 

ვე ნიშანი: ორივე არადადებითია მაქსიმუმის შემთხვევაში და არაუარყოფითია მინიმუმის 

შემთხვევაში. ამიტომ ადგილი აქვს შემდეგ ორ ტოლობას 

Iი _ #(90+#M390 +#) – ”(90.VI) _ ი, (7.22) 
(ჩ,-)–+(0,0) IჩI + IXI 

წო · #(20 – #MV0 – #) – I(0:%0) _ ე. 
(ჩI0-–+(0,0) | – M + | – LI 

(7.2.2) ტოლობიდან ვღებულობთ /; (=ი, Vი) = 0 (/ = 0 შემთხვევაში) და //(+ი, ყი) = 0 
(I, = 0 შემთხვევაში). 

ახლა, (7.2.2) ტოლობა გადავწეროთ შემდეგი სახით 

Iი _ #(70 +#.90 + #) – #(20,%ი +M) 
(ს,0-+(0,0) II + |MI 

](I0)?/0 + |წ) - ]·(·”1?0! .1/0) | =0, (7.2.3 
% Cთ,M) -3(0.0) III + III 7-23) 
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რომლის მარჯვენა ზღვარი /#(ჯ0,Vი) = 0–ის ტოლია, გამომდინარე კერძო / = 0 შემ– 
თხვევიდან. ამიტომ (7.2.3) ტოლობიდან ვღებულობთ ტოლობას 

](.·L·() + M ყი + |·) _ ](:C(), V0 + I»·) 
I = .2. 

(ჩ,ძ–უი.ი) II+I + IXI ნ. (7-2.4) 

კერძოდ, (7.2.4)-დან გამომდინარებს ტოლობა 

|!|II?] ](·?·0 + ,·ჩ! !/0 + 191)L = ·/·(·1··0? :1/0 + IC) = 0, (725) 

IM|<CII"I 

სადაც ი > 0 ნებისმიერი მუდმივია. 

მართლაც, წ · 
' ც 

IIMI+IL = ||·.|(1 + M) და 1+ 11:>1, 

ამიტომ (7.2.4) ტოლობის ზღვარქვეშ არსებული შეფარდების ზღვარი, როცა ჩ –» 0 და 

II < CIMს შეიძლება განხორციელდეს მხოლოდ #–ის ნულისკენ მისწრაფებისას. (7.2.5) 
ტოლობა კი ნიშნავს, რომ /” (1:ი, 70) = 0. 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ #5(თ0.ყ0) = 0. უკანასკნელი ორი ტოლობა ეკვივა– 

ლენტურია / (», ყ) ფუნქციის დიფერენცირებადობის (ჯი, ) წერტილზე და ძ/ (ჯ0, ყი) = 0 
ტოლობის (იხ. (4, გვ. 234)). თეორემა დამტკიცებულია. (5I 

7.3 სიმეტრიულად დიფერენცირებადი ორი ცვლადის 

გლუვი ფუნქციის დიფერენცირებადობა 

1. ვთქვათ, ორი ცვლადის ჯ-(>, ყ) ფუნქცია განსაზღვრულია (ჯი, ჯი) C 22 წერტილის 
მიდამოში. სათაურში გამოტანილ საკითხთან დაკავშირებით შემოვიტანთ რამდენიმე გან– 

საზღვრას. 

განსაზღვრა 7.3.1((4, გვ. 283)). «-(, ყ) ფუნქციის ჯ ცვლადის მიმართ სიმეტრიული 

კერძო წარმოებული (ი, ყი) წერტილზე, სიმბოლურად ჯL' (ჯი, V0), ეწოდება 

რ/., ) = Iიგ <(90 + / 9/0) – «2(20 – / V0) 
> (>0;ყ0) = II 5; 

ზღვარს, როცა ეს ზღვარი სასრულია.
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ასევე, „2 ფუნქციის ყ ცვლადის მიმართ სიმეტრიული კერძო წარმოებული (ჯი, ი) წერ– 
ტილზე ეწოდება 

0/, ა = Iივ 2(90: 90 + M) – C(20; 90 – L) (მყ (+0, /0) = Iთ 5L 

ზღვარს, როცა ეს ზღვარი არსებობს და სასრულია. 

განსაზღვრა 7.3.2 ((4, გვ. 283)). «(=, ყ) ფუნქციას ეწოდება სიმეტრიულად დიფე– 

რენცირებადი (X:ი, V0) წერტილზე, როცა არსებობს ისეთი /| და /3 რიცხვები, რომ ადგილი 

აქვს ტოლობას 

დ(V0 + M.9V0 + L) – C(0 – ჩ,Vი – L) – 2// – 28L (7.3.1) I„თი = 0. 
(ჩI)-–+(0,0) II + III 

ასეთ შემთხვევაში «2(>. ) ფუნქციის სიმეტრიული დიფერენციალი (»ი; ყ0) წერტილზე ეწო– 
დება 4/ + 8 გამოსახულებას და დავწერთ 

ძ"M”'2(ჯ70, /0) = 4/) + 8V. (7.3.2) 

ამასთან ერთად, /4 და 8 მუდმივებს ეწოდება (ჯი, ყი) წერტილზე ჯ-(დ, /) ფუნქციის სიმეტ– 
რიული დიფერენციალის კოეფიციენტები 

წინადადება 7.3.3((4,გვ. 284]) თუCდ(:, :ყ) ფუნქცია სიმეტრიულად დიფერენცირე– 

ბადია («ე, ყი) წერტილზე, მაშინ „2 («ი. ჯ0) და (V' (2:0. ყ0) სასრულებია და ადგილი აქვს 
ტოლობას 

ძ"წიყი(დი, 3/0) = «2C (=0, V0) ძ2 + დ·(])(%· ყი) (ყ. (7.3.3) 

შებრუნებული მტკიცება მცდარია. 

დამტკიცება. (7.3.1) ტოლობიდან გამომდინარე, # = 0 შემთხვევისთვის, ტოლობა 

შეიძლება შემდეგნაირად ჩაიწეროს 

2M _ #C(თი + ჩ,3/0) – (2(20 – . ყ0) – 24/ = 0. 
აIL 2ჩ 

საიდანაც გამომდინარეობს ტოლობა 

( )(1·0, V0) = 4. (7.3.4) 

ანალოგიურად მიიღება 

დV (<ი.V0) = 88. (7:-3.5)
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ამრიგად, სიმეტრიული ძ"V'”"ყ>(ჯი, 70) დიფერენციალის კოეფიციენტები წარმოადგენს 

«ი(ჯ,, ) ფუნქციის სიმეტრიულ კერძო წარმოებულებს სიმეტრიული დიფერენცირებადობის 

(ი, ყი) წერტილზე. 
ამრიგად, (7.3.2), (7.3.4) და (7.3.5) ტოლობების ძალით, მართებულია (7.3.3). 

შებრუნებული მტკიცების მცდარობა ჩანს 

ჯ2 + 3/2 
% I როცა (თ,) # (0,0), V(2, ) = 

0, როცა (»,V,) = (0,0) 

ფუნქციის მაგალითზე, რომლისთვისაც “·5:/ )(0· 0)=0= ·“5])(0, 0) და 

M(/I. L) – V(–/, –ს) – 20 – 2L-0. _ 2/აL = 

IIII + IXI _ (ჩ? + 7210 + III) 

როცა0 < L=# - 0. M 

+00, 

2. 

თეორემა 7.3.4 ((4, გვ. 2851). „2(>, )) ფუნქციის დიფერენცირებადობა (ი, ყ0) წერ– 
ტილზე იწვევს „ ფუნქციის სიმეტრიულ დიფერენცირებადობას იმავე წერტილზე და 

ძთ”V'=(თი,V0) = 9V(70, ი) 

ტოლობას, შებრუნებული მტკიცება მცდარია. 

დამტკიცება..2(2,ყ) ფუნქციის დიფერენცირებადობა (ი, ჯი)–ზე იწვევს სასრული 
2 (50. V0) და (2)(ჯ0, 70) კერძო წარმოებულების არსებობას. ამიტომ სასრულია სიმეტრი– 

ული ი (2:0. ყი) და ყ»;ჯ(] !(ჯ0, ყ0) კერძო წარმოებულებიც (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.9). 

მაშასადამე, შეგვიძლია განვიხილოთ 

(2(70 + ჩ. 90 + L) – #(<0 – 90 – ) – 2ჩ (ი, ყ0) – 2|C50§||) (20,90) (7.36) 

IMI + |XI 

სასრული სიდიდე, რომელიც წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

((50 + ჩ,V0 + #) – დ(ი, ყ0) – IV (თი, შ0) – MVVI (+0, 90) 
III + |XI 

_ #0(თ0 – M,V0 – #) – ((ჯ70, V0) – (–ჩ)თი («ი, 90) – (=#)«VI (თ0,V0) ! 
| ჩMI + | – I 
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( ფუნქციის (ჯი, ჯი) წერტილზე დიფერენცირებადობის გამო, თითოეული ეს შეფარდება 
ისწრაფვის ნულისკენ, როცა (#, ჯ) –> (0, 0). მაშასადამე, (7.3.6) შეფარდების ზღვარია 

ნული, როცა (ჩ. ) –+ (0, 0). ეს კი ნიშნავს « ფუნქციის სიმეტრიულ დიფერენცირებადობას 

(თი. ჯი) წერტილზე. 

შებრუნებული მტკიცების მცდარობა შევამოწმოთ (0. 0) წერტილზე /(I(>.#/) = V/IXII · IVII 
არადიფერენცირებადი ფუნქციის მაგალითზე (იხ. (4, გვ. 2271), რომლისთვისაც 

/ML (0, 0) = /(C"(0, 0) = 0 = ///(0,0) = /სV'(0,0) 

და /I(/I, L) – #(–/M, –L) = 0. ამიტომ //(დ,, ,) ფუნქცია სიმეტრიულად დიფერენცირებადია 

(0, 0) წერტილზე და ძ5VI”" /|(0, 0) = 0. თეორემა დამტკიცებულია. (8) 

3. როგორცვნახეთ, თეორემა7,3.4-ის შებრუნებული მტკიცება მცდარია. ახლა ვნახავთ, 

რომ თეორემა 7.3.4–ის შებრუნებული მტკიცება მართებულია, როცა აღებული ფუნქცია 

გლუვია. ამასთან დაკავშირებით, მართებულია შემდეგი 

თეორემა 7.3.5 (I(64)). («0, ი) წერტილზე სიმეტრიულად დიფერენცირებადი :-(, V) 

ფუნქციის დიფერენცირებადობისთვის იმავე (ჯი. /0) წერტილზე, აუცილებელი და საკმარი– 

სია -(<, ) ფუნქციის გლუვობა (ი, ყი) წერტილზე. 

დამტკიცება. დასამტკიცებელი გამოთქმა გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობიდან 

(0(თ0 + ჩ, V0 + L) + (9(თ0 – #, V0 – #) -- 202(20. 0) 
I#MI + |XI 

+ «(>თ0 + ჩ, V/0 + #) – C(2:0 – ჩ,ყ0 – ) – 24ჩ – 28L 
III + IXI 

=2 ა0(270 + #ჩ.1/0 + L) – (2(2:0. V0) – 4# – 8L „ (7.37) 

III + III 

თეორემა დამტკიცებულია. LI 

შედეგი 7.3.6 ((64)). პარაგრაფ 7.1–ის თეორემა7.1.3-ში ნახსნები თითქმის ყველგან 

არადიფერენცირებადი გლუვი «2(», V) = თ(>) + ხ(V) ფუნქცია, სიმეტრიულადაც არადიფე– 
რენცირებადია თითქმის ყველგან.
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7.4 ორი ცვლადის ცალმხრივ დიფერენცირებადი 

გლუვი ფუნქციის დიფერენცირებადობა 

0 = (0,0) წერტილის მიდამო და უცენტრო მიდამო აღვნიშნოთ V (0) და V9%(0) = 

V (0) V (0) სიმბოლოებით და შემოვიღოთ სიმრავლეები: 

4I = ((M,1) CV(0): #>90), „4 = L(0,-) CC(0): #> 0), 

-4; = (L(M,L) CCV(0): M<0), .4; = ((0,#/)C C(0): L<0|, 

45 = 4 ს.4, -4ე = 4) ს.4. 

ცხადია, რომ 

48 0-4ე = C და -45 ს 4 = V 0). 

ახლა შემოვიღებთ მარჯვნიდან (მარცხნიდან) დიფერენცირებადობის ცნებას და დავამ– 

ტკიცებთ, რომ იგი გლუვობასთან ერთად უზრუნველყოფს დიფერენცირებადობას. 

განსაზღვრა 7.4.1(0, გვ. 328)). / (თ, /) ფუნქციას ეწოდება მარჯვნიდან დიფერენ– 

ცირებადი (ჯი. ყი) წერტილზე, თუ რაიმე ,4+ და ,3+ რიცხვებისთვის სრულდება 

|IM ](10+|I·.:I/0+|C) —_I·(I0··I/0) —|4+|·I·— .მ+|·· = 0 (741) 

(.M)-+(0.0) III + IXI 
დთჰე6-45 

ტოლობა, ხოლო /–ის მარჯვენა დიფერენციალი (+0,წჯი) წერტილზე, სიმბოლურად 

ძ' / (%ი. V0), ვუწოდოთ /4+ + ,85+# წრფივ ფუნქციას, როცა (I,, #) C „-4;5 და დავწერთ 

ძ% /(თი,ყი) = 4+# + 8+V. 

განსაზღვრა 7.4.2. / ფუნქციას ეწოდება მარცხნიდან დიფერენცირებადი (ჯი,#0) 

წერტილზე, თუ რაიმე #“– და 8“ რიცხვებისთვის მართებულია 

წო #(90 +7ს90+ #) – /(20,90) – 4 #– 8 # _ 
(M9-–+6.0) Iჩ + IXI 
(CI,#)C.412 

0 

ტოლობა, ხოლო /-ის მარცხენა დიფერენციალი (2:0,0) წერტილზე, სიმბოლურად 

ძ“ / («ი.ყ0), ვუწოდოთ 4“ / + 8“  წრფივ ფუნქციას, როცა (#,, #) C „41; და დავწერთ 

ძ #(>ი,Vყ0ი) = #4 M#+ 858 V.
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ცხადია, შემდეგი 

წინადადება 7.4.ვ. 

(1) («ი./0) წერტილზე დიფერენცირებადი / ფუნქცია ორივე მხრიდან დიფერენცირება– 

დია იმავე წერტილზე და ადგილი აქვს ტოლობებს: 

4' = 4 = ·/··%(··1:0, ·.1/0)= 8'=8 = ·/·ჭ(?ე!/ი) 

ძ' /(#0.%0) = ძ/ (X0.V0) = ძ' / (#0, Vი); 

(2) თუ / ფუნქცია ორივე მხრიდან დიფერენცირებადია (ჯი, ყი) წერტილზე და ადგილი 
აქვს 

4ტ%=/4- და 8+= - 

ტოლობებს, მაშინ / ფუნქცია დიფერენცირებადია (-:ი, 0) წერტილზე. 

თეორემა 7.4.4 ((64|, (“, გვ. 3291). («ი, V0) წერტილზე გლუვი / (», ) ფუნქციის დიფე– 
რენცირებადობისთვის იმავე წერტილზე, აუცილებელია და საკმარისი ერთ–ერთი მხრიდან 

#-ის დიფერენცირებადობა (ი, ყ0)–ზე. 

დამტკიცება.ნებისმიერი # და 8 რიცხვებისთვის მართებულია ტოლობა 

IM(თ0 + /- V0 + #) + ”(>0 – ჩ,V0 – L) – 2#(20, 70) 

I#I + III 
_ I(თ0 + M.V0 + ) – /(Xი.V0) – 4ჩ – 8# 

L IMI + II 
+ #(თ0 – M.3/0 – #) – #(>ი.%0) – #(–ჩ) – 8(–M). (7.4.2) 

|- M+| -I 

# ფუნქციის გლუვობის გამო («ი, 70) წერტილზე, (7.4.2) ტოლობის მარცხენა მხარე ის– 

წრაფვის ნულისკენ, როცა (#, ) –» (0, 0), კერძოდ, (/I, L) C 45 პირობის შესრულებისას. 

შემდეგ, / ფუნქციის მარჯვნიდან დიფერენცირებადობისას (ი, ყ0) წერტილზე, (7.4.2)ტო– 

ლობის მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები ისწრაფვის ნულისკენ, როცა (/', I;) –» (0.0) 

ისე, რომ (ჩ,, L) C „4715. ამიტომ (7.4.2) ტოლობის მარჯვენა მხარის მეორე შესაკრებიც ის– 

წრაფვის ნულისკენ, როცა (7#, L) –» (0, 0) იგივე (ჩ, I;) C 45 პირობის შესრულებისას. ეს 

უკანასკნელი კი ნიშნავს / ფუნქციის მარცხნიდან დიფერენცირებადობას (ი, V0) წერტილ– 

ზე, რადგან (–/,, –L) C „41.



ვ20 თავი VII _ორი ცვლადის გლუვი ფუნქციის თვისებები 

ამრიგად, 

ძ' / (ჯი. ყ/0) = 4L+ 8L და ძ“ /(Xი,V0) = #ჩ + ,87-. 

აქედან კი გამომდინარეობს, წინადადება 7.4.3–დან მტკიცება (2)–ის ძალით, / ფუნქციის 

დიფერენცირებადობა (ჯე, ყ/0) წერტილზე, ანუ ადგილი აქვს ტოლობებს 

ძ' /(>ი.V0) = I2(20. V0) ძ> + /:(20. Vი) 4ყ, 

ძ #C-ი.Vს) = ]ჭ(.[.ე წVი) ძჯ + ]I;·(·I··0· 0) Vყ. 

თეორემა დამტკიცებულია. M 

75 ორი ცვლადის ფუნქციის სიმეტრიული დიფერენციალის 
წარმოდგენა ცალმხრივი დიფერენციალებით 

თ ე ორემა 7.5.1. თუ ორი ცვლადის /(ჯ, ) ფუნქციას (ჯი, ჯი) წერტილზე გააჩნია 

ძ' /Cი. Vი) და ძ' / (ი, ი) ცალმხრივი დიფერენციალები, მაშინ (ი, ყი) წერტილზე არ– 
სებობს / ფუნქციის სიმეტრიული დიფერენციალი V- / (ჯი, ყ/0) და ადგილი აქვს ტოლობას 

ძ' /(6ი, 80) = ; I4“ /(5ი. ი) + 4“ / (ი, V0)1 

დამტკიცება. /(«,ყ) ფუნქციის მარჯვნიდან დიფერენცირებადობა ნიშნავს პარაგ– 

რაფ 7.4-ის (7.4.1) ტოლობის შესრულებას, (ჩ, ) C „4#. რადგან (–/, –/;) წერტილი 

ეკუთვნის +; სიმრავლეს და / ფუნქცია მარცხნიდან დიფერენცირებადია (ჯი, წი) წერ– 

ტილზე, ამიტომ შესრულებულია ტოლობაც 

Iო _ #(90= M90 – #) – /(20,ყი) – 4 (–ჩ) –8 (- ე (51 
(ჩ.ML)–+(0,0) | – MI+ | – XI 
(–ჩM,-<M)C-45 

გარდა ამისა, ადგილი აქვს ტოლობას 

I(20 + ჩ,Vყ0 + M) – I(თი, ი) – 41ჩ – 81#L 

II + |XI 
_ #(2ი – M.V0 – M) – #(20.90) – 4 (–ჩ) – 8-(–M) 

| – ჩ| + | – XI 
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_ #(თი + ჩM,V0 + M) – /(თი – ჩ,ყV0 – #) – 24-14-ჩ 2818 L 
7.5.2 I +I6 · 752) 

ამ ტოლობის მარცხენა მხარე მიისწრაფვის ნულისკენ, (7.5.1)–ისა და პარაგრაფ 7.4–ის 

(7.4.1) ტოლობის ძალით, როცა (/ ) C „49M და (ჩ,#) -+ (0,0). ამიტომ ნულისკენ მი– 

ისწრაფვის (7.5.2) ტოლობის მარჯვენა მხარე, როცა (ჩ, L) C /475 და (ჩ, IL) -+ (0,0). 

ასევე დადგინდება (7.5.2) ტოლობის მარჯვენა მხარის ნულისკენ სწრაფვა, როცა 

(I, L) C 41ე და (#, #) –» (0,0). 

ამ ფაქტებიდან გამომდინარეობს ძ1VM / (ყჯე. /0)–ის არსებობა და 

ცა /(ჯი.)0) = 1 (4. +4 )ძდ+ 1 (8+8 )თ 2 2 

= ჭ (4წ ძთ + 8' ძე) + ჭ (4 ძ.+8 ძ") 
1 1. 

= §ძ+](·უი.ყი) + 5(1 I (20.70) 

1 
= წ [ძ·?/(·?·ი, V0) +ძ“ /(Xი. !/0)] 

ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

76 ორი ცვლადის ფუნქციის გლუვობა და თითოეული 

ცვლადით კუთხური გლუვობა 

ჩვენ გვქონდა ორი ცვლადის ფუნქციის გლუვობისა და თითოეული ცვლადით მისი გლუვო– 

ბის (კერძო გლუვობის) ცნებები (იხ. 7.1). იქვე ითქვა, რომ ორი ცვლადის ფუნქციის გლუ– 

ვობიდან რაიმე წერტილზე გამომდინარეობს თითოეული ცვლადით მისი გლუვობა იმავე 

წერტილზე. 
ბუნებრივია, განხილულ იქნას ამოცანა: ორი ცვლადის ფუნქციის გლუვობას რაიმე წერ– 

ტილზე, მისი რა თვისებები უზრუნველყოფს თითოეული ცვლადის მიმართ იმავე წერტილ– 

ზე? ამ თვალსაზრისით ორიენტირად გამოგვადგება მრავალი ცვლადის, კერძოდ, ორი 

ცვლადის, ფუნქციის დიფერენცირებადობის კავშირი სხვადასხვა აზრით მისი კერძო წარ– 

მოებულების არსებობასთან. 

ამოცანისადმი ასეთი მიდგომით, უპირველესად, განვიხილოთ (შემოვიტანოთ) კუთხუ– 

რად გლუვობის ცნება.
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განსაზღვრა7.6.1(I64)). /(თ,ყ) ფუნქციას ეწოდება დ ცვლადის მიმართ კუთხურად 

გლუვი (ჯი. V0) წერტილზე, როცა 
#(X0 +/.90 + #) – '/ (%0 – M,V0 – #) – 2/(ჯ50, ჭი) _ 0 დ.6.1) 

ჩ = 
Iწ„ოი 
ჩ–50 

III 597 

ტოლობა შესრულებულია ყოველ « > 0 მუდმივისთვის. 

განსაზღვრა7.6.2((64). /(2. ყ) ფუნქციას ეწოდება / ცვლადის მიმართ კუთხურად 

გლუვი (-, ყი) წერტილზე, როცა 

1(>20 + M ყ0 + L) – #(20 – ჩ,V0 – L) – 2/ (ჯ0,7/0) =0 (7 6 2) L .6ნ6. Iოი 
L-0 

III>IIMI 

ტოლობა სრულდება ყოველი | > 0 მუდმივისთვის. 

თუ /CC.V) ფუნქცია (ჯ«ი.ყი) წერტილზე ერთდროულად აკმაყოფილებს (7.6.1) და 
(7.6.2) ტოლობებს, მაშინ / ფუნქციას ეწოდება კუთხურად გლუვი (ჯი, ყ0) წერტილზე თი– 

თოეული ცვლადით. 
ვიცით, რომ ორი ცვლადის /(ჯ,ყ) ფუნქცია დიფერენცირებადია რაიმე (ჯი,ყი) წერ– 

ტილზე მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა /' (ჯ, ,)–ს (ჯ0, ჯი) წერტილზე გააჩნია სასრული კუ– 

თხური კერძო წარმოებულები (4, გვ. 234). 

გლუვობასთან მიმართებაში ანალოგიურ მოვლენას არ აქვს ადგილი, საზოგადოდ. თი– 

თოეული ცვლადით (ი, ყ0) წერტილზე კუთხურად გლუვი ფუნქცია რომ იყოს გლუვი იმა– 
ვე (ი, V0) წერტილზე, საჭიროა / –ს (ჯი, ყ0) წერტილზე გააჩნდეს ნულოვანი სიმეტრიული 
ძლიერი კერძო წარმოებულები (იხ. (4, გვ. 287|, I641). 

ახლა გადავდივართ იმის გარკვევაზე, თითოეული ცვლადის მიმართ რა აზრით გლუვო– 

ბა არის გლუვობის ეკვივალენტური? აქვე ვიტყვით, რომ თითოეული ცვლადით / (», /)–ის 

კუთხურად გლუევობაში მონაწილე /(ჯ«ი, ყი) მუდმივი შეიცვლება /–ით გამოსახული გარ– 

კვეული ფუნქციებით (იხ. მომდევნო პარაგრაფში (7.7.1) და (7.2.2) ტოლობები). 

77 ორი ცვლადის ფუნქციის გლუვობა და თითოეული 

ცვლადით კუთხურად განზოგადებული გლუვობა 
განსაზღვრა 7:7.1 (I68)). (70.70) წერტილის მიდამოში განსაზღვრულ / (X», ) ფუნ– 

ქციას ეწოდება ჯ ცვლადის მიმართ კუთხურად განზოგადებულად გლუვი (ი, ყი) წერტილ–
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ზე, როცა ყოველი « > 0 მუდმივისთვის შესრულებულია ტოლობა 

](1?0+|?··:1/0+|“·)+·|·(1·0—|1···1/0—1··)—[/·(1·0*!/0+ჯ·)+·|·(·170··110·—1·)]=ე 77.) ა . (77. Iი 
M”-0 

IILI<CIჩ| 

განსაზღვრა 7,.7.2((68)). (ჯი. ი) წერტილს ეწოდება / (ჯ. ყ) ფუნქციისთვის ყ, ცვლა– 
დის მიმართ კუთხურად განზოგადებულად გლუვობის წერტილი, როცა ყოველი | > 0 მუდ– 

მივისთვის შესრულებულია ტოლობა 

სო #(70+M 30+M)+#”(8ი–ჩ, Vი –ჭ) = II20ი+M 90)+/ (-0ი –M.%)1 _ ი. (77.2) 
ჩს–0 

IჩI<(IXI 

(7.7.1) ტოლობა ჯ = 0 მნიშვნელობისთვის ღებულობს /(ჯ, ) ფუნქციის « ცვლადის 

მიმართ (ი, ი) წერტილზე კერძო გლუვობის სახეს. ასევე, (7.7.2) ტოლობა / = 0 მნიშ– 

ვნელობისთვის ღებულობს / («, ყ,) ფუნქციის ყ ცვლადის მიმართ (V-ი, V) წერტილზე კერძო 
გლუვობის სახეს (იხ. პარაგრაფი 7.1, ტოლობები (7.1.2) და (7.1.3)). 

თუ /(«,V) ფუნქცია ერთდროულად აკმაყოფილებს (7-7.1) და (7.7.2) ტოლობებს, მა– 

შინ /(დ, ყ) ფუნქციას ეწოდება თითოეული ცვლადის მიმართ (განცალებულად) კუთხურად 
განზოგადებულად გლუვი (<ი. ყი) წერტილზე. 

78 «ორი ცვლადის ფუნქციის გლუვობის აუცილებელი და 

საკმარისი პირობები 

თეორემა7.8.1((681). ორი ცვლადის / (დ, /) ფუნქციის გლუვობისთვის (-ი. ყი) წერ– 
ტილზე, აუცილებელია და საკმარისი /–ის თითოეული ცვლადის მიმართ კუთხურად განზო– 

გადებული გლუვობა იმავე (ჯი, ყი) წერტილზე. 

დამტკიცება. 

აუცილებლობა.ადგილი აქვს ტოლობას 

#(%ი + ჩ,ზ0 + #) + /(თი – M Vი – X) – | / (ი, Vი + I:) + / (ი, #0 – #)| 
= |/(დ0 + ჩ,ყ0 + X) + /(«0 – ჩM,30 – L) – 2/ (ი, #0) 

– |(/(თი,V0 + X) + / (<0,V0 – L) – 2/(20.ყ0)|.. (7-8.1)



ვ24 თავი VI ორი ცვლადის გლუვი ფუნქციის თვისებები 

ავიღოთ ნებისმიერი C დადებითი რიცხვი. რადგან /(ჯ, ყ) ფუნქცია გლუვია (დი,ყი) წერ– 

ტილზე, ამიტომ ყოველი დადებითი § რიცხვისთვის არსებობს ისეთი დადებითი გ რიცხვი, 

რომ 0 < |I'| < 6 და0 < |II < 6 პირობებში ადგილი აქვს უტოლობას 

II (2ი + M.ყი +1) + (5ი – M.#0 – #) – 2,/(5ი, V0)| < 2(1 12 IM+10), 

კერძოდ, 

|/ (წი. 90 + L) + /(5ი, 90 – ) – 2/ (ი, Vი) | < 2?1–) IMI. 

უკანასკნელი ორი უტოლობის გათვალისწინებით, (7.8.1) ტოლობიდან გამომდინარეობს 
უტოლობა 

I/(·?0+|I·,.·|0+ L) + #(20 – IM 30 – ) – | /(თი, 90 + ) + / (ი, 0 – IC)]I 

< 1–;? (III+ ILI), 0 < IსI <8, 0 < ILI <4. (7.8.2) 

როცა ადგილი აქვს |XI < CI/L|I უტოლობას, მაშინ (7.8.2)–დან გამომდინარეობს უტოლობა 

I!(·I0+|I·!]ი+ჯ·)+!(·?ი—|]·!/0—1···)—[](·?0?ჟი+|=)+](·1=ი,!|ი—|···)] < 
,1 L) 

როცა 0 < |ჩ| < 8,0 < ILI < ბ დაILI < CII ეს ნიშნავს პარაგრაფ 7.7-ის (7.7.1) 
ტოლობის შესრულებას. მაშასადამე, ადგილი აქვს #(»,ყ) ფუნქციის დ ცვლადის მიმართ 

კუთხურად განზოგადებულ გლუვობას (ჯი, ყ0) წერტილზე. 
ანალოგიურად დამტკიცდება / (», ყ) ფუნქციის ყ ცვლადის მიმართ კუთხურად განზოგა– 

დებული გლუვობა (ი, ყი) წერტილზე. 
საკმარისობა. პარაგრაფ7.7–ის (7.7.1) და (7.7.2) ტოლობების ერთდროული შეს– 

რულება, C = 1 = ! კერძო შემთხვევისთვის, იწვევს ტოლობებს 

წი ](I0+II.ჯ/ი+1··)+](1:ი—|1,1|0—,|;·)—[]·(10· V0+M)+ #(თ0, V0-– L)| =0, (783) 

M-–30 
MI<VMI 

სო #(20+ჩM 90+#)+#/(79ი– , ყი—;;) =I/(70ი+/MM V0)+#(70–M90)1 _ 0- (7.8.4) 
L-–30 

IMI<IV:| 

ახლა (ჯ0, ყ0ი) წერტილის ტ–მიდამო წარმოვადგინოთ 

= [(1:ი+|1.?|ი+|ი) : IსI < 6, ILI < 6, ILI < |„|ჯ
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და 
== ((::ი+|;,ჟი+#) : IMI <6, ILI<8. III > IIII] 

სიმრავლეების გაერთიანების სახით. 

გვაქვს ტოლობა 

#(>0 + , ყი + X) + #”(ჯ2ი – / V0 – X) – 2/ (ჯი, Vყ0) 

= /(>0 + ჩ.V0 4- #) + /(+0 – M შ0 – L) – |/(X0,V0 + L) + /(Xი.ყი – IL)) 

+ LV/(=ი,ყ0 + #) + / (<ი,ყ0 – L) – 2/(4%ი,ყი)| = #+ 8.. (7:8.5) 

გარკვეულობისთვის ვიგულისხმოთ, რომ ცვლადი წერტილი მიისწრაფვის (-ი. ჯი) წერ– 
ტილისკენ /# სიმრავლის გასწერივ, მაშინ (7.8.3) ტოლობიდან მივიღებთ |.4| < C|ILI, რო– 

ცა 0 < |V) < #(<). (7.8.4) ტოლობიდან /; = 0 კერძო შემთხვევისთვის გვექნება |/3| < 

CILI, როცა 0 < IIXI < ბ(6). ამიტომ (7.8.5) ტოლობიდან ვღებულობთ 

I/(6ი + M Vი + #) + / (5ი – M,30 – #) – 2/(ჯი.V0)| < §(IMI+IXI)..  (7:8-6) 

როცა III < #, ILI < ბ და|ILI < III 
ანალოგიურად დამტკიცდება (7.8.6) უტოლობა ჯ#ე სიმრავლისთვის. მაშასადამე, 

M(»,ყ) ფუნქცია გლუვია (ჯი, ჯი) წერტილზე (იხ. პარაგრაფი 7.1, ტოლობა (7.1.1)). თე– 

ორემა დამტკიცებულია. C) 

79 ორი ცვლადის ჯამებად ფუნქციასთან ასოცირებული 

ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივების 
კრებადობის საკმარისი პირობები 

1. ჩვენ გვქონდა თითოეული ცვლადის მიმართ 2ჯ პერიოდული და (0, 2»|? კვადრატზე 

ჯამებად ორი ცვლადის /(:, ყ/) ფუნქციასთან ჯ ცვლადის მიმართ ასოცირებული ფურიეს 

ერთგანზომილებიანი მწკრივის (იხ. თავი 6, პარაგრაფი 6.2, ტოლობა (6.2.3)) 

5[]]1(1:· 3?) = ჭე"ი(პ)) + ჯ [0·"()”) C05 7ე; + ხ"(”) 8"1·”·I]7 (791) 

M=1
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ჯ C |I0,2»I, ) C M? C |0,9»I, |=?| = 2», /(თ,27) მნიშვნელობისკენ კრებადობის 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა (იხ.თავი 6, პარაგრაფი 6.5, ტოლობა (6.5.2)) 

5I ი1 იI = 0 
L თ»-–-%0 

Iი /5|(I+”·3”)+](·1·–!,)”)–2/(:;:·))) 

0 

და ამავე / («, /) ფუნქციასთან / ცვლადის მიმართ ასოცირებული ფურიეს ერთგანზომილე– 

ბიანი მწკრივის (იხ. თავი 6, პარაგრაფი 6.2, ტოლობა (6.2.5)) 

5I/I2(X,V) = ჭ 00(X) + 2 [C"·(X) C05 1?)1/ + ძ (-L) 5ჩ "1;(/] (7.9.2) 

ჯ=1 

X C ს) C |0,2), |=!| = 2»,Vყ C |0,2»I, /(X,ყ) მნიშვნელობისკენ კრებადობის 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა (იხ. თავი 6, პარაგრაფი 6.5, ტოლობა (6.5.3)) 

5I01» ძ» = 0. 
?-–6C-%ი ” 

წი /"/(X=!/+·I·)+](X·!|—1—) – 2/(%ჩ.V) 

0 

2. გავეცანით რა ორი ცვლადის ფუნქციის გლუვობის ცნებას და ამ ცნებიდან გამომდი– 

ნარე იმავე ფუნქციის თითოეული ცვლადის მიმართ გლუვობის ცნებებს (იხ. თავი 7, პა– 

რაგრაფი 7.1), შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ რიმანის თეორემის (იხ. თავი 4, პარაგრა– 

ფი 4.10) ანალოგები ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის, სადაც გათვალისწინებული იქნება 

სასრული წარმოებულის არსებობიდან გამომდინარე გლუვობის თვისება (იხ. თავი 4, პა– 

რაგრაფი 4.9). 

თ ეორემა 7.9.1 ((66|). თითოეული ცვლადის მიმართ 2ჯ» პერიოდულ და (0, 2712 კვად– 

რატზე ჯამებად / (ჯ, ყ) ფუნქციას რაიმე (ჯი, 27) C |0, 2»1|2 წერტილზე თუ გააჩნია ჯ> ცვლა– 
დის მიმართ გლუვობის თვისება, კერძოდ, თუ გააჩნია სასრული /' (ჯი, X) კერძო წარმო– 

ებული, მაშინ ჯ ცვლადის მიმართ /(«, ) ფუნქციასთან ასოცირებული ფურიეს ერთგანზო– 

მილებიანი (7.9.1) მწკრივი 5( (;, 27) კრებადია (ჯ«ი, 27) წერტილზე /(ჯი, :7) მნიშვნე– 
ლობისკენ. 

თეორემა 7.9.2 ((66|). თითოეული ცვლადის მიმართ 2ჯ» პერიოდულ და (0, 2»|2 კვად– 

რატზე ჯამებად / (;, ) ფუნქციას რაიმე („#, Vი) C |0, 2»12 წერტილზე თუ გააჩნია ც ცვლა– 
დის მიმართ გლუვობის თვისება, კერძოდ, თუ გააჩნია სასრული #ე(X,ყი) კერძო წარმო–
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ებული, მაშინ / ცვლადის მიმართ / (>, /) ფუნქციასთან ასოცირებული ფურიეს ერთგანზო– 

მილებიანი (7.9.2) მწკრივი 5 /|2(X, წ/) კრებადია (-, ყი) წერტილზე / (X. ი) მნიშვნე– 
ლობისკენ. 

დაბოლოს, აღვნიშნოთ შემდეგი 

თეორემა 7.9.3 ((66)). თითოეული ცვლადის მიმართ 2ჯ პერიოდულ და(0, 9»|? კვად– 

რატზე უწყვეტ / (=, V) ფუნქციას რაიმე (-, ყი) C |0, 2712 წერტილზე თუ გააჩნია გლუვობის 
თვისება, კერძოდ, თუ დიფერენცირებადია (ჯი, ჯი) წერტილზე, მაშინ გვექნება §((II (X, V) 
და 5(/12(=,V), («.V) C |0, 2»I2, მწკრივები, რომლებიც კრებადებია (ი, ყი) წერტილზე 
ერთი და იგივე / (::0. 70) მნიშვნელობისკენ. 

დამტკიცება.რადგან /(ჯ, V) ფუნქცია უწყვეტია ყველგან, ამიტომ 27-ად გამოდგება 
ნებისმიერი ჯ, C |0, 2»I და „X–ად -- ნებისმიერი ჯ C (0, 27I, ე.ი. გვექნება 51, («. /) და 
5L/12(«, ყ) მწკრივები, რომელთა კრებადობა (ი, ყი) წერტილზე /(.–ი.ყ/ი) მნიშვნელო– 
ბისკენ გამომდინარეობს 7.9.1 და 7.9.2 თეორემებიდან. თეორემა დამტკიცებულია.. )





ნაწილი IV 

რამდენიმე შედეგი ორმაგი მწკრივების 

შესახებ





შესავალი IV ნაწილისათვის 

გამომდინარე თავისი სპეციფიკური აგებულებიდან, არსებობს ორმაგი მიმდევრობის და, 

შესაბამისად, ორმაგი მწკრივის კრებადობის სხვადასხვა ცნება. ორმაგი მწკრივისთვის არ– 

სებობს კრებადობა: მართკუთხედების მიხედვით? (პრინგსჰაიმის აზრით), კვადრატების მი– 

ხედვით, წრიული და სამკუთხოვანი. მხედველობაში გვექნება მართკუთხედებისა და კვად– 

რატების მიხედვით კრებადობა. 

წინამდებარე ნაწილში საუბარია ორმაგ ტრიგონომეტრიულ, კერძოდ, ფურიეს ორმაგ 

მწკრივებზე. ამ მიმართულებით ფორმულირებულია სხვადასხვა მონოგრაფიიდან და სა– 

ჟურნალო ლიტერატურიდან ცნობილი შედეგები, რომლებიც შეესაბამება ერთჯერადი 

მწკრივებისთვის ცნობილ ძირითად შედეგებს: კანტორ-ლებეგის თეორემას, დანჟუა–ლუ– 

ზინის თეორემას, ბესელის იგივეობას და უტოლობას, პარსევალის ტოლობას და რისი–ფი– 

შერის თეორემას. 

განზოგადებულია რიმან-ლებეგის თეორემა ფურიეს ორმაგი კოეფიციენტებისთვის ვიწ– 

რო აზრით კრებადობის სახით. 
პარაგრაფ 8.9-ში დადგენილია ერთზე მეტ ხარისხში ჯამებადი ორი ცვლადის ფუნქცი– 

ის ფურიეს განმეორებითი ორივე მწკრივის თითქმის ყველგან კრებადობა (იხ. თეორე– 

მა8.9.1). კერძოდ, ამ თეორემას ადგილი აქვს ჩ. ფეფერმანის უწყვეტი ფუნქციისთვის (იხ. 

თეორემა 8.9.2), რომლის ფურიეს ორმაგ მწკრივს არ გააჩნია, მართკუთხედების მიხედ– 

ვით, კრებადობის ერთი წერტილიც კი. მისი თვისებების ნაკრები მოცემულია 8.12 პარაგ– 

რაფის შედეგი 8.12.5-ის სახით. 

მოცემულია (პარაგრაფი 8.10) ფურიეს ორმაგი მწკრივის მართკუთხოვანი კერძო ჯამე– 

ბის ინტეგრალური წარმოდგენა და ფურიეს ორმაგი მწკრივის მართკუთხედების მიხედვით 

კრებადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა (პარაგრაფი 8.11) და, აგრეთვე, საკმარი– 

სი პირობები (პარაგრაფი 8.13). 

?არის შემთხვევა, როცა ორმაგ მწკრივს ჰქვია პრინგსჰაიმის აზრით კრებადი თუ ის კრებადია და. ამავე დროს, 
მისი მართკუთხოვანი კერძო ჯამების ორმაგი მიმდევრობა შემოსაზღვრულია (ის. (58, გვ. 403-4041I. ჩვენ, ყოველთვის 
ერთი და იგივედ მივიჩნევთ მართკუთხედების მიხედვით კრებადობას და პრინგსჰაიმის აზრით კრებადობას. 
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განხილულია კვადრატით ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს ორმაგი მწკრივის თითქმის 

ყველგან კრებადობის საკითხი კვადრატების მიხედვით. ამ საკითხში ძირითადი თეორე– 

მა ეკუთვნის ნიკოლოზ (კიტა) თევზაძეს (1970 წ.): კვადრატით ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს 

ორმაგი მწკრივი კრებადია თითქმის ყველა წერტილზე კვადრატების მიხედვით და მისი ჯა– 

მი არის ფუნქციის მნიშვნელობა აღებულ წერტილზე. 

პარაგრაფ 8.14–ში საუბარია იმის შესახებ, თუ როგორი მნიშვნელოვანი როლი შეასრუ– 

ლა ბ. რიმანის იდეამ – მოეხდინა შემოსაზღვრულკოეფიციენტებიანი ტრიგონომეტრიული 

მწკრივის ორჯერ წევრობრივი ინტეგრება და განეხილა ამგვარად მიღებული უწყვეტი ფუნ– 

ქციის, რომელსაც ეწოდება რიმანის ფუნქცია თავიდან აღებული მწკრივისთვის, რიმან– 

შვარცის მიხედვით გაწარმოება. 

რიმანის ეს იდეა წარმატებით გამოიყენა ა. ლებეგმა და დაადგინა, რომ ჯამებადი ფუნ– 

ქციის ფურიეს მწკრივის წევრობრივი ინტეგრება მართლზომიერია, თუნდაც აღებული 

მწკრივი განშლადი იყოს ყველა წერტილზე. ფურიეს მწკრივის წევრობრივი ინტეგრებით 

მიღებული მწკრივის ჯამი გლუვი ფუნქციაა თითქმის ყველგან (იხ. თავი5, პარაგრაფი 5.25, 

თეორემა 5.25.1). 

ლებეგის ამ თეორემამ გააჩინა იმის საშუალება, რომ დადგენილიყო ნებისმიერი ჯამე– 
ბადი / (ჯ) ფუნქციის 5( /| ფურიეს მწკრივის თითქმის ყველა წერტილზე რიმანის #ჯ2 მეთო– 

დით შეჯამებადობა / ფუნქციის მნიშვნელობის კენ იმავე წერტილზე (იხ. თავი 5, პარაგრა– 

ფი 5.26, თეორემა 5.26.1). 

უკანასკნელი თეორემის ანალოგი ფურიეს ორმაგი მწკრივებისთვის დღემდე ცნობილი 

არ არის (58|). ეს გამოწვეულია ორი ცვლადის ფუნქციისთვის რიმან–შვარცის მეორე 
წარმოებულის რაიმე გამოყენებადი განზოგადების უქონლობით. ამავე დროს, დად– 

გენილია ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს განმეორებითი მწკრივების ჯ72 შეჯამებადობა თით– 

ქმის ყველგან (იხ. პარაგრაფი 8.16). 

შევნიშნოთ, რომ ფურიეს ორმაგი მწკრივის წევრობრივი ინტეგრების მართლზომიერე– 

ბის დადგენას გააჩნია გარკვეული დატვირთვა. საქმე ისაა, რომ ამგვარი თეორემა საშუა– 

ლებას იძლევა აღვადგინოთ ფუნქცია მისი ფურიეს კოეფიციენტების ანუ, რაც იგივეა, მისი 

ფურიეს მწკრივის მიხედვით. ამისთვის საკმარისია მოვახდინოთ ფურიეს მწკრივის საჭირო 

რიცხვჯერ ინტეგრება და ამგვარად მიღებული ჯამი გავაწარმოოოთ სათანადო წესით იმავე 

რიცხვჯერ, როცა გაწარმოების ასეთი წესი არსებობს. 

ამგვარად, გარკვეულ ინტერესს იწვევს |65| და |67| ნაშრომები, სადაც დადგენილია ფუ– 

რიეს ორმაგი მწკრივის წევრობრივი ინტეგრების მართლზომიერება. იქვე დადგენილია
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ორმაგი 

_ ხით 
1/7L 

თ!,!=1 

მწკრივის კრებადობა და გამოთვლილია მისი ჯამი. დადგენილია, აგრეთვე, 

თ = I/1 ი 

2 ი = 2 I(/წ!) ჯი” 
|ოთ|>1, IMI>1 ა=1 

ტოლობა, სადაც ი,უ წარმოადგენს ფურიეს ორმაგი მწკრივის ექსპონენტურ კოეფიციე·ნტს. 

ეს შედეგები შეესაბამება ფურიეს ერთჯერადი მწკრივებისთვის ცნობილ შედეგებს: 3 , M 
”1 

მწკრივი კრებადია და 

ფ 
= –? –. 

ჩ ” 
IMI>1 »=I 

C 

აქვე აღნიშნულია (პარაგრაფი 8.15), რომ ლოკალიზების რიმანის პრინციპს ადგილი არ 

აქვს ფურიეს ორმაგი მწკრივის მართკუთხედების მიხედვით კრებადობისას,



თავი 8 

რიცხვითი და ფურიეს ორმაგი მწკრივების 

შესახებ 

8., რიცხვითი ორმაგი მიმდევრობისა და 

ორმაგი მწკრივის კრებადობის ცნებები 

1 რიცხვით (§„ა)თ„>0 ორმაგ მიმდევრობას ო. კოშიმ უწოდა § რიცხვისკენ კრებადი, 

როცა ნებისმიერად მცირე დადებითი § რიცხვისთვის არსებობს ნატურალური /V რიცხვი 

ისეთი, რომ ყოველი 7 > M და ი > M რიცხვებისთვის სრულდება 

15თი – 5 < 

უტოლობა და ამ ფაქტს წერენ შემდეგი სახით (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.4, განსაზღვრა 1.4.1) 

||ო 5 = §. 
თაცე ი 
#-6–C% 

ორმაგი მიმდევრობის კრებადობის ეს ცნება ო. კოშიმ შემოიღო 1821 წლის ნაშრომში 

“ტ#იბგIV515 #Iთიხიძსი”. ო. შტოლციმ კი, ჩამოაყალიბა ორმაგი (5„»), „ >0 მიმდევრობის 

კოშის აზრით კრებადობის აუცილებელი და საკმარისი შემდეგი პირობა (1884 წ.) 

|5”ი--ი»ი+ი – 8| < 6, როცა > > M, = > V, »,0=0,1,2,..., 

რომელიც დაუმტკიცებია ა. პრინგსჰაიმს (იხ. (48, გვ. 42)) 1897 წელს (იხ. თავი 1, პარაგ– 

რაფი 1.5, სქოლიო). ალბათ, ამის გამო დამკვიდრდა სათანადო ლიტერატურაში გამოთქმა 

“პრინგსპაიმის აზრით კრებადი ორმაგი მიმდევრობა”, თუმცა მართლზომიერი იქნებოდა 

“კოში–პრინგსჰაიმის აზრით კრებადი ორმაგი მიმდევრობა”. 

ვვ4
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(§„»)თ „>0 ორმაგ მიმდევრობას ეწოდება შემოსაზღვრული, როცა არსებობს დადები– 

თი M რიცხვი ისეთი, რომ ყოველი » > 0 და ი > 0 რიცხვებისთვის შესრულებულია 

უტოლობა 

|ზთო| < M. 

შევნიშნოთ, რომ პრინგსჰაიმის აზრით კრებადი ორმაგი მიმდევრობა, განსხვავებით კრე– 

ბადი ერთმაგი მიმდევრობისგან, შეიძლება არ იყოს შემოსაზღვრული. მაგალითად, 

ჩ. როცა » =0, 27=0.1,2..., 
9ი “ 

0, როცა >1, თ==0,1,2.... 

ორმაგი მიმდევრობა კრებადია ნულისკენ პრინგსჰაიმის აზრით, მაგრამ არ არის შემოსა– 

ზღვრული. 

2. ორმაგ 
Cი- 

ჭი (8.1.I) 
§,M=0 

რიცხვით მწკრივს ეწოდება პრინგსჰაიმის აზრით კრებადი § რიცხვისკენ, როცა (8.1.1) 

მწკრივის მართკუთხა კერძო ჯამების 

თი 

ფჯ “ 220·# 

1=0 #=0 

ორმაგი მიმდევრობა კრებადია პრინგსჰაიმის აზრით § რიცხვისკენ და წერენ 

C 

ჭ 0; = 5. 

§,M=0 

ასეთ შემთხვევაში, სხვა შემთხვევისგან განსასხვავებლად, ამბობენ “(8.1.1) მწკრივი 

კრებადია მართკუთხედების მიხედვით””. 
(8.1.1) მწკრივს ეწოდება კვადრატების მიხედვით კრებადი § რიცხვისკენ, როცა 

თი I 

თო = 2,2, 
1=0 L=0 

ერთმაგი მიმდევრობა კრებადია § რიცხვისკენ, ანუ როცა ადგილი აქვს ტოლობას 

| Iი 5,უ = 8. 
70
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(8.1.1) მწკრივს ეწოდება წრიულად კრებადი § რიცხვისკენ, როცა სრულდება ტოლობა 

||ო ჯჯჯ = 8. 

-ი 

სადაც §,. ჯამი განსაზღვრულია ტოლობით 

§ = 2 Cთ;I. 

(94+(2< 2 

კავშირები (8.1.1) ორმაგი მწკრივის მართკუთხედების, კვადრატებისა და წრეების მი– 

ხედვით კრებადობებს შორის ცნობილია (იხ. |9|, |57, გვ. 42-45), |58|). 

82 ფურიეს ტრიგონომეტრიული ორმაგი მწკრივები 

ამ პარაგრაფში აღვნიშნავთ ტრიგონომეტრიული, კერძოდ, ფურიეს, ორმაგი მწკრივების 

ძირითად ცნებებს, რომელთა შესახებ არსებობს ძალიან ვრცელი ლიტერატურა (იხ. მაგა– 

ლითად, |17I, |2C)- (23), (57), I58), (72), |73), |811). 
განიხილავენ, ნამდვილი და კომპლექსური (ექსპონენტური) ფორმების ტრიგონომეტ– 

რიულ ორმაგ მწკრივებს. 

ნამდვილი ფორმისაა მწკრივი 

(ი თ) 

1 1 · 
1 900 + 2 ჭ (თ»ი C05 /21ა; + ძ.იი 5I(1271X) 

?)== | 

+- 8% (ი 505 + თი 5ი) + 2 , 4თი(თ,ჯ), . (8.2.1) 
»=1 ჯ.,ი=1 

აა
 

-
 

სადაც 

#ითი(თ,V/) = 0უ C05712 C05»7/ + ხფე 50 ი1 5Iი ო 

+ რიი 505 თ12 510 თწ + ძუ 50 ა12 C05 თ, 

(8.2.1) მწკრივი მოკლედ იწერება შემდეგი სახით 

ით 

2 /X"M I4""·I,(:C: ?/)· 

17L,11=0
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სადაც 

როცა ჯ· = 7 = 0, 

როცა » >1, ==0 ან –=0, » >1, 

1, როცა #X-->1, »>1. 

კომპლექსური (ექსპონენტური) ფორმისაა 

C0ი + 2 C„··(]CI·”II + 2 C0”61·”1!| + 2 C”"·CI"("I:I·,+”!|) 

MიII>1 |ო|>1 IოII>I. |იI>1 

მწკრივი, რომელიც მოკლედ ასე იწერება 

+C= 

2 : Cთ. ვქ(ო:?+"ყ)· 

თ. 7=-2% 

(82.2) 

(8.2.3) 

აქვე აღვნიშნავთ (741, რომ არ არსებობს ორმაგი ტრიგონომეტრიული მწკრივი, რომლის 

მართკუთხოვანი კერძო ჯამების ზღვარი იქნება +იი ან – X დადებითი ზომის სიმრავლეზე 

(–», #I2–დან. 
როცა (8.2.1) მწკრივში კოეფიციენტები წარმოადგენს (0, 2»|2 კვადრატზე ჯამებადი რო– 

მელიმე #(ჯ, ყ) ფუნქციის ფურიეს ნამდვილი ფორმის 

2» 2ჯ 

0ო = ჭ / / #(თ, V) C05 იდ C05 IV ძდ ძშ,. 

0 0 

#(2:,ყ/) 5(რ ჯიე; 5Iი თწ ძ– ძს, 

#M(2,7) C051თჯ 51ი ი ყ ძXძყ, 

I(>.ყ) 5Iი ი ჯ 6057!ყ ძე:ძყ 

C
X
;
?
 

C
X
?
.
·
,
 
0
X
 

(824) 

კოეფიციენტებს ან (8.2.2) მწკრივში კოეფიციენტები წარმოადგენს ამავე /(«, ,) ფუნქციის
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ფურიეს კომპლექსური (ექსპონენტური) ფორმის 

2 27 

Cიი = #///(I,9)6—1·(7"I+"M) ძე: ძ (825) 

0 0 

კოეფიციენტებს, მაშინ ასეთ (8.2.1) და (8.2.2) მწკრივებს ეწოდება ნამდვილი და კომპლექ– 

სური (ექსპონენტური) ფორმის ფურიეს ორმაგი მწკრივები და ორივე აღინიშნება ერთი და 

იგივე 5| / | სიმბოლოთი, ოღონდ იქვე უნდა ითქვას რომელი ფორმისაა ,5(/1. 

ხშირად, ჯ/ C #LL0, 2»1)? ფუნქციის ფურიეს 5| /| ორმაგი მწკრივის მართკუთხედების მი– 

ხედვით კერძო ჯამს (ჯ, ყ) წერტილზე აღნიშნავენ §,,, ( /; თ, ) სიმბოლოთი, ხოლო კვად– 
რატების მიხედვით კერძო ჯამს -– §,,, (/ ; თ, ყ) სიმბოლოთი. 

83 კანტორ–ლებეგის თეორემის განზოგადებები 

თეორემა 8.3.1 (57, გვ. 85-86), |81|). თუ (8.2.1) ტრიგონომეტრიული მწკრივისთვის 

”I"—[·)"M 4თი(§, ყV) = 0 
#-539 

ტოლობა შესრულებულია ყოველ (, V) წერტილზე დადებითი ზომის ბრტყელი რაიმე I C 

I0, 2»12 სიმრავლიდან, მაშინ ყველა ი,,„, ხ,,», Cთ, და ძ„» კოეფიციენტების ზღვარი ნუ– 

ლია, როცა » –+ ი0 და » -+ C% ერთიმეორისგან დამოუკიდებლად, ანუ ადგილი აქვს 

ტოლობებს 

Iი იფ: = Iთ ხ,ა„ = Iო = Iი ძუ = 0. 
თ-იც შ8 აცც შ8 ფა ო _ ცცც თჩ 0 

თეორემა 8.3.2 ((I58, გვ. 408|). თუ დადებითი ზომის ბრტყელი რაიმე #; C |0, 2»12 
სიმრავლის ყოველ («, ჯ) წერტილზე (8.2.1) ტრიგონომეტრიული მწკრივისთვის შესრულე– 

ბულია 

Iი 4თფი(თ,)) =0 
თინთი,ი) 3ი% 

ტოლობა, მაშინ ი,,„, ხ,ი, C,ი და ძფ„ კოეფიციენტები მიისწრაფვის ნულისკენ, როცა 

თინთ,ი) -) 00.
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განსაზღვრა 8.3.3 ((54, გვ. 18)). (5„»)თ„„>ი ორმაგ მიმდევრობას ეწოდება ვიწ– 
რო აზრით კრებადი §–კენ, როცა ნებისმიერად მცირე დადებითი ( რიცხვისთვის არსებობს 

ნატურალური /V რიცხვი ისეთი, რომ 

|·9””1 _ 8| <6C (831) 

უტოლობა სრულდება ყველა ”ი და თ რიცხვისთვის, რომელთაგან ერთი მაინც მეტია IV-ზე, 

ანუ აკმაყოფილებს ჯ» + » > V პირობას. ასეთ შემთხვევაში წერენ 

I|ო ·9”"·1· = §, 

ჯ+თი-–3ელ 

მართებულია შემდეგი 

თეორემა 8.3.4 ((14), I54, გვ. 18-191). (9,,)თ.>0 ორმაგი მიმდევრობის ვიწრო აზრით 

კრებადობისთვის §–კენ, აუცილებელი და საკმარისია შემდეგი სამი პირობის შესრულება: 

() 7"|ლო 5,გ = § ყოველი ფიქსირებული »–თვის; 

(2) "·"—დი 8 ,ი. = § ყოველი ფიქსირებული ჯ»-თვის; 

(3) "!ლთ ჯი = §- 
ი–C% 

თეორემა 8.3.5(114)). თუ 

Iთ /1”1"(1·131) =0 
II+)1:-3% 

ტოლობა სრულდება ყოველ (>,ყ) წერტილზე დადებითი ზომის ბრტყელი რაიმე 
L C |0,2»12 სიმრავლიდან, მაშინ ი,,», ხ„ი, ,ი და ძფი კოეფიციენტები კრებადია ნუ– 

ლისკენ ვიწრო აზრით, ანუ ადგილი აქვს ტოლობებს 

Iი 0მთა = Iი ხო". = Iო 0ი = Iოი ძ""! = 0. 
თ+7->9% +ი-% »”»+ი-–0 თ+ი-–9% 

შენიშვნა 8.3.6. გვაქვს შემთხვევა, როცა ორმაგი მიმდევრობის სულ სხვა ხასიათის 

კრებადობას ეწოდება ვიწრო აზრით კრებადობა, მაგალითად, წიგნში (56, გვ. 44|) მოცემუ– 

ლია: (»ჯჯ1 ორმაგ მიმდევრობას ეწოდება ვიწროდ კრებადი ჯ-კენ, როცა ყოველი 0 რიცხ– 

ვისთვის, 0 < 0 < 1, ყველა იმ :,,–ების სიმრავლეს, რომელიც აკმაყოფილებს 61 < L < 

0- 1I შეზღუდვას, გააჩნა დაგროვების ერთადერთი ჯ წერტილი და ამ ფაქტს ასე ჩავწერთ: 

Iი ე:I.) = ჯ. 
ს.I-აი0 M 
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ამ განსაზღვრის წყაროდ დასახელებულია /#6§C/) X, Cხ0/' #65II"IIXI016I'/6 /,7IMIIII6I'LII8 V0,! 
ქმძეი/გი!/იI!თ0/. M21ნ. #იიმ16ი 110 (1934), 33-53. 

ვფიქრობ, ასეთ კრებადობას უფრო მოუხდება “შეზღუდული კრებადობა” («05CICL6ძ 

C0I·1V6[·96"C8) და არა "0·”[)[1”1”!8””(12 CX00“·|I|0C|”|>" როგორც ესაა ნათარგმნ წიგნში [25, 

გვ. 465). 
წიგნ (56)-ში მოცემულია სხვა განსაზღვრებებიც. 

1. (გვ. 8). ორმაგ (ი„ი) მიმდევრობას ეწოდება რეგულარულად კრებადი «–კენ, როცა 
სრულდება ტოლობები 

Iი. Iო იფ„ = Iი. Iი იი = I|ო ი როი = 0. 
”-–535ი0 -3% თიC 7-+6% ”_,ო 

2. (გვ. 6). ორმაგ 
CC 

2 ძთი (8.3.2) 

II.ი2=0 

მწკრივს ეწოდება შემოსაზღვრულად კრებადი, როცა (8.3.2) მწკრივი კრებადია მართკუ– 

თხედების მიხედვით და ამავე დროს, შემოსაზღვრულია მისი მართკუთხოვანი კერძო ჯამე– 
ბის მიმდევრობა. 

3. (გვ. 6). (8.3.2) მწკრივს ეწოდება რეგულარულად კრებადი, როცა (8.3.2) მწკრივთან 

ერთად კრებადია განმეორებითი 

ჯ (2"5 თი ) და ჯ (ჭ რთი) (833) 
ი=0 720 ა»=ე #=0 

მწკრივებიც. არის შემთხვევა, როცა განმეორებითი (8.3.3) მწკრივები კრებადია ერთი და 

იგივე სიდიდისკენ, მაგრამ (8.3,2) მწკრივი არ არის კრებადი (იხ. თეორემა 8.9.1-ის დამ– 

ტკიცების მომდევნო აბზაცი და თეორემა 8.9.2). 

4. (ლემა, გვ.7 ). თუ (8.3.2) მწკრივი რეგულარულად კრებადია §–კენ, მაშინ განმეორებითი 

მწკრივების ჯამია «. 

5. (ლემა, გვ.8). როცა (8.3.2) მწკრივი კრებადია რეგულარულად, მაშინ ნებისმიერად მცი– 

რე დადებითი § რიცხვისთვის არსებობს ნატურალური V რიცხვი ისეთი, რომ სრულდება 

სააღ= 
ჯ= 1=», 

(834) 
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უტოლობა, როგორც კი »: და » რიცხვებიდან ერთი მაინც მეტია ან ტოლი /V–ის, ხოლო 

ი > თ დაძ > ითნებისმიერებია, ე.ი. (8.3.4) ორმაგ ჯამში არ შედის მხოლოდ სასრული 

რაოდენობის ი, , წევრები, 0 < # < V და0 <1< V. 

სწორედ ეს ფაქტია გამოსახული (8.3.1) უტოლობით და თეორემა 8.3.4-ით, სადაც §,,ი 

წარმოადგენს (8.3.2) მწკრივის მართკუთხოვან კერძო ჯამებს. 

84 დანჟუა–ლუზინის თეორემის განზოგადება 

თეორემა 8.4.1(I81)). თუ 

2 #თი(2, ყ) 

»,ი=1 

ტრიგონომეტრიული ორმაგი მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია დადებითი ზომის ორგან– 

ზომილებიან რაიმე # C (0, 2»1)? სიმრავლეზე, მაშინ კრებადია მართკუთხედების მიხედ– 

ვით 

2 ჩთი 

მწკრივი, სადაც 
2 2 2 2 2 

ჩოი = 90თფი + ხო”. +რთთ+ ძ"თ· 

85 ფურიეს ორმაგი მწკრივის აბსოლუტურად კრებადობის 
პირობები 

თეორემა 8.5.1(I(63|). ორი ცვლადის ჯამებადი / C |0,2»|? ფუნქციის ფურიეს §| /| ორ– 

მაგი მწკრივის აბსოლუტურად კრებადობისთვის, აუცილებელია და საკმარისი #210, 9»12 

კლასში არსებობდეს ორი /#(ჯ,ჯV) და ე(ჯ>,ყV) ფუნქცია ისეთი, რომ ადგილი ჰქონდეს ტო– 

ლობას 
2» 2 

IML(2,V) = ჩ(დ – 1,V – 7)9(I.7) ძLძI. I) 
განსაზღვრა 8.5.2(I53),I57, გვ. 1091). (0, 2»1? კვადრატზე / (», ) უწყვეტი ფუნ– 
ქცია ეკუთვნის M (Cთ, , C” , ჩ') კლასს, სადაც დადებითი ი, 88, ი”, ,1 რიცხვები არ აღემატება
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1-ს, როცა ამ კვადრატიდან აღებული ნებისმიერი ორი (ჯ| , ))) და (ჯ2, /2) წერტილისთვის 

ადგილი აქვს შემდეგ სამ უტოლობას 

I/(თ.,V) – /(>.ყ)| < MI (V)|>) – >I“', 
I(> 9) – /(6,V2)| < M(2)IV) – ჯ/ , 

|I(თ.VI) – I(9,ყ))) + I/(92, ყ2) – I(> ყ2)| < 0I>) – თი|I“IVI – 121/, 

სადაც I (/) და L (>) ჯამებადი ფუნქციებია, ხოლო « მუდმივია. 
თეორემა 8.5.3 ((53|, (57, გვ. 109|). თუ თითოეული ცვლადის მიმართ 2ჯ» პერიოდული 

I(+. ყ) ფუნქცია ეკუთვნის / (თ, /0, ი/, /”) კლასს, სადაც C, /მ, ი”, ტ” რიცხვები მეტია 1–ზე, 
მაშინ / ფუნქციის 5| /| ფურიეს მწკრივი კრებადია აბსოლუტურად. თუკი ამ რიცხვთაგან 

რომელიმე არ იქნება ჭ-ზე მეტი, მაშინ თეორემა შეიძლება არ იყოს მართებული. 

86 ბესელის იგივეობა და უტოლობა, პარსევალის ტოლობა 
და რისი–ფიშერის თეორემა ფურიეს ორმაგი 
მწკრივებისთვის 

(0, 27)2 კვადრატში ჯამებადი და თითოეული ცვლადის მიმართ 2» პერიოდული /(>,V) 

ფუნქციის ფურიეს ნამდვილი ფორმის (8.2.1) ორმაგი მწკრივი (8.2.4) კოეფიციენტებით 

(იხ. თავი 8, პარაგრაფი 8.2) ჩავწეროთ ასე 

5I/|C » , Xი#4ოი(=,V), 
#,70=0 

სადაც 

#,თი = 0ი C05 თ1ი C05 თ2/ + ხე,, 510 უ?ე: 5Iი »V 

+ ბთი 60572 510 იV + ძუე 51ი 12 C05თი)/, ჯთი =1, როცა = >1, >1 

და 

ჭო=ჭ, ჭ„·ი=ჭი„=ჭ, როცა » = 1,2,..., #=1,2,. 

თუ /(>V) ფუნქცია კვადრატით ჯამებადია. (0, 27:]2 კვადრატზე, რაც ნიშნავს 

?] (- ?(>,V) ძთ ძყ ორმაგი ინტეგრალის სასრულობას და ამას მოკლედ ასე ჩავწერთ / C 
L2[0· 2»12, მაშინ მართებულია შემდეგი მტკიცებულებები (57, გვ. 62-63):
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8.6.1 ბესელის იგივეობა 

2» 2ჯ 

/ / I/თ,ყ) – 5M/V(/:=,ყ)|? ძთძყ 
0 0 

8.6.2 

8.6,3 

8.6.4 

2» 2ჯX M 

= / ( Iთიჩრთ4V-2, გ აარმ +ე +თ,+რ,). 
0 -0 #%-=0 ი»=0 

ბესელის უტოლობა 

« 2ჯ 2ჯ 

2, ჯიირ + სს + თი + მთა) < / / II(2.V)I? ძიძყ. 
71,71=0 0 0 

პარსევალის ტოლობა 

2ჯ 2ჯ 

2 ჭ”””ზ(“”ო" + სჯ"” + C”"I + ქჯ"·") - //L/· 'ა !/ |2 ძ2ძყ. 

7,1=0 

5(/ | მწკრივის #2–კრებადობა 

(8.6.1) 

(86.2) 

5I/) მწკრივი L2 ნორმით კრებადია პრინგსჰაიმის აზრით / (», V,) ფუნქციისკენ, რაც (8.6.1) 

და (8.6.2) ტოლობებიდან გამომდინარეობს. 

8.6.5 რისი–ფიშერის თეორემა 

თუ მოცემულია (ი,,»), (ხთ»თ), (რი» ) და (4,,„) რიცხვითი მიმდევრობები ისეთები, რომ 
ი 

2 /X”I"(CI;·!MI + ს;,···"·" + C;·,"" + ძ;·,"") 

»”ბ,1=0 

მწკრივი კრებადია პრინგსჰაიმის აზრით, მაშინ არსებობს # C #2(0, 2»|? ფუნქცია, რომ– 

ლისთვისაც ი, , ხ„ი; Cი და ძ,, რიცხვები იქნება ფურიეს კოეფიციენტები და ასეთი / 
ფუნქცია, როგორც #2 სივრცის ელემენტი, ერთადერთია.
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87 _რიმან–ლებეგის თეორემის განზოგადება კვადრატით 
ჯამებადი ფუნქციებისთვის 

თეორემა 8-7.1 ((57, გვ. 63|). თუ ორი ცვლადის / (დ, ყ) ფუნქცია ეკუთვნის #2(0, 2»)2 
კლასს, მაშინ მისი ი,,,, ,, თ», და ი,„გ ფურიეს კოეფიციენტები კრებადია ნულისკენ ვიწ– 

რო აზრით, ანუ ადგილი აქვს ტოლობებს 

Iთ იცათ = Iი ხა = Iთ Cთი = Iი რძთი = 0. (871) 
თ-I-#-3>00 ”+ი-% I+7-065 ” +-ი 

დამტკიცება.თუშემოვიღებთ აღნიშვნას 

5 2 2 2 2 2 
ს·”·,·"„ = 0”""1 + ხ"·"·]· + C”"I· + ძ""” (8·7·2) 

მაშინ ბესელის უტოლობიდან გამომდინარეობს 

ჯ ?ბთიხ)2» (8.7.3) 

”!,21=0 

მწკრივის კრებადობა პრინგსჰაიმის აზრით. ამიტომ (8.7.3) მწკრივის 02 ზოგადი წევრი 

კრებადია ნულისკენ პრინგსჰაიმის აზრით 

Iო თ2. =0, (87.4) 
თ.-6–6-% 

/-–6აC 

რაც გამომდინარეობს 

2 
თი “ 5Iი “ ეიი-) – ვმი-1ი + 8თ-1ი-1 

ტოლობიდან |54, გვ. 22), სადაც შემოღებულია აღნიშვნა 

L/( 7 

5 5 2 
5თ»ხ = X”CM”C· 

ზ%=1 #X=0 

რადგან პრინგსჰაიმის აზრით კრებადი (8.7.3) მწკრივის წევრები დადებითია, ამიტომ კრე– 
ბადია 

2 ზიიმფ , = §გ ყოველი #-თვის, (8.7.5) 
»1=0
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2 ბოისზიე = ფა ყოველი »1-თვის (8.7.6) 

ით=0 

მწკრივები |54, გვ. 37| და ადგილი აქვს 

ი% ი 

5 9 = §, 5 ძთ»ა =0თ, §8=თ 

»=0 7.=0 

ტოლობებს. (8.7.5)–დან და (8.7.6)–დან გამომდინარეობს 

ო!ლთ ს)·,ჰ"" = 0 ყოველი "-თვის· (8.7.7) 

""—)"ჰი თ,?"" = 0 ყოველი ო-თვის· (8.7·8) 

ახლა კი, (8.7.4), (8.7.7) და (8.7.8) ტოლობებიდან გამომდინარეობს (იხ. თავი 8, პარაგ– 

რაფი 8.3, თეორემა 8.3.4) 

”+7-0% 

(8.7.9) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ (8.7.2) ტოლობის ოთხივე შესაკრები აკმაყო– 

ფილებს (8.7.1) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. M 

88 რიმან–ლებეგის თეორემის განზოგადება ორი ცვლადის 

ჯამებადი ფუნქციებისთვის 

ჩვენ გვქონდა რიმან–ლებეგის თეორემა კვადრატით ჯამებადი ორი ცვლადის ფუნქციების– 

თვის (იხ. თავი 8, პარაგრაფი 8.7 ). ახლა დავადგენთ, რომ იგივე თვისებები გააჩნია ნების– 

მიერი ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებს. 

თეორემა 8.8.1. ორი ცვლადის ნებისმიერი ჯამებადი / C #(0, 272 ფუნქციის ი„ი, 

ხიოთ, 0თი და ძ,,, ფურიეს კოეფიციენტები, ვიწრო აზრით, იკრიბება ნულისკენ: 

Iოი ძთუი»ა = Iი ხ,"" = Iთ 0ით = Iთ (I,„„ = 0. (881) 

თ1ი–->თ% თ»+ი-6500 #+)–-% ”-ნი–-თ 

დამტკიცება.როგორც ცნობილია (იხ. (28, გვ. 433)), ყოველი / C #I0, 9XI? ფუნქციის– 

თვის და ნებისმიერად მცირე დადებითი ( რიცხვისთვის არსებობს ჟ C #L2|0, 2»12 უწყვეტი
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ფუნქცია, რომელსაც გააჩნია თვისება 

2უ 2» 

ჟ»”ო"ძსV>VთCVI “ “-.- . . 
0 0 

ამ უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ / (;, წ/) – 9 (<, V) = «(=, ყ) ფუნქციის ფურიეს ყვე– 
ლა კოეფიციენტის აბსოლუტური სიდიდე ნაკლებია §–ზე, მათი ნებისმიერი » და თ ინდექ- 

სებისთვის (იხ. თავი 8, პარაგრაფი 8.2, ტოლობები (8.2.4)). / (>,ყ) = 9(,ჭ/) + «(>,ჯ) 

ტოლობის მარჯვენა პირველი «(ჯ, ) შესაკრების ფურიეს ყველა კოეფიციენტის აბსოლუ– 

ტური სიდიდე ნაკლები გახდება §–ზე, როცა ჯი + 1 > VV(§) (იხ. თავი 8, პარაგრაფი 8.7). 

ამასთანავე, როგორც უკვე ვთქვით, ჯ-(, ყ) ფუნქციის ფურიეს ყველა კოეფიციენტის აბ– 
სოლუტური სიდიდე ნაკლებია §–ზე ყველა ჯთ, და » ინდექსებისთვის. ამრიგად, / (=, V) ფუნ– 

ქციის ფურიეს ყველა კოეფიციენტის აბსოლუტური სიდიდე ნაკლებია 5+5=6C რიცხეზე, 

როცა » + ი. > IV(6). ეს კი ნიშნავს (8.8.1) ტოლობებს. თეორემა დამტკიცებული. წ 

შედეგი 8.8.2. (8.8.1) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ ორი ცვლადის ნების– 

მიერი / C #|0. 2»1? ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებისგან შედგენილი ოთხი 

(0თ,ი), (ხთი), (თიი) და (ძ,,„) მიმდევრობიდან თითოეული მათგანი შემოსაზღვრულია. ეს 

ნიშნავს, რომ არსებობს დადებითი , რიცხვი, დამოკიდებული მხოლოდ / ფუნქციაზე, ისე– 

თი, რომ ყოველი ჯი–ისა და ,–თვის ადგილი აქვს უტოლობებს: 

ICL""II < L, |ხ"·თ| < L, |C”"1·| < L, |ძ”1"| < #. 

ეს გამომდინარეობს 8.2 პარაგრაფის (8.2.4) ტოლობებიდანაც, სადაც #–ის როლში გამო– 

დის რიცხვი 
2» 2ჯ 

= ჭ// I/(<,V)| ძთძყ. 
0 0 

შედეგი 8.8.3. იმავე / C LI0, 2»I2 ფუნქციას თუ შევუსაბამებთ ფურიეს კომპლექსური 

ფორმის მწკრივს (იხ. გამოსახულებები (8.2.3) და (8.2.5)) 

+თ 

>- 2 C"M·32(·”·[I+"”), 

»,ი=-00 

სადაც 
2» 2X 

Cიი = # / / #(თ,ყ)გ” ო5 ძ ძა, (8.8.2) 
0 0
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მაშინ 
2» 2ჯX 

1 Iთ < + / / I> 4-«. 
0 0 

შენიშვნა 8.8.4 ((67)). / C LI0, 2»I? ფუნქციის ნამდვილი ფორმისა და კომპლექსური 

ფორმის ფურიეს კოეფიციენტებს შორის კავშირი შემდეგია: 

1 . 
Cთი = ჯ—ჯ [(0""· – ხ”თ) _ 7·(0”"[ - (1”"1)] · 

C—·”·I·" = ·11; [(“""·I + ხო") _ I:(C”"I – ქ""[)], 

1 · 
Cთ.ი = წ [(ეოი + ხოთი) + 1(ითი – ქ"”!)], 

1 · 
C·–·"I,–-" = 2 [(ე·"·" _ ს”[") + L(C”I" + ქ”"[)] 

და 

ითი = Cიი + C—”I," + C”I,—" + C-”I,–"· 

ხ"თ = C·”I,-" + C-"I," – სხი“ C-"·I.–" 

ითი = 1((თაი + C-თი “ Cი-ი- C- თ.-ი) 

ძთი = ·I··(C"I," – C–·"·," + C”I.—”· – C—"I.–I·I)· 

გარდა ამისა, 

თ, C05 7/12; C05 117/ + ხი,ც 5ი თ1 5Iი თწ 

+ ტეა 605 5ი თგ + ძ,,ი 5Iი თ2 605 ყ = CC 79+M) 

+C » "ვქ(–ო··:+"ყ) +Cთ _"ც··(””—”!/) +Cი _"ვ[(-ო:—"ყ)· 

კერძოდ, 
C00 = ჯ—ჯთიი· 

(“”10 + 1·61"10)· 

=
 I 

1 · 
C/0 = ;1· ((17"0 _ ჯქოი)· C- თ.0 = 

((|0II + 2·C0„)· 

_
 1 . 

C0ი = 2 (ით – 280")· C0.—·" =
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დასასრულ, მართებულია ტოლობა (იხ. (67, გვ. 510)) 

1 ლ1 
2 ;_;C·"I·” =– 2 ჯხო”· 

ყი|>1. |ი|>1 ი1,11=1 

89 _ერთზე მეტ ხარისხში ჯამებადი ორი ცვლადის ფუნქციის 
ფურიეს განმეორებითი მწკრივების თითქმის ყველგან 

კრებადობა 

ვთქვათ, თითოეული ცვლადის მიმართ 2» პერიოდული / (:, ყ) ფუნქცია ჯამებადია L-7,XI? 

კვადრატზე. სიმბოლურად / C LL–#, »I2, ე.ი. სასრულია | | | / (ჯ.#/) | ძა; თ, ორმაგი ინ– 

ტეგრალი. 
განვიხილოთ / ფუნქციის ფურიეს ექსპონენტური ორმაგი მწკრივი (იხ. ნაწილი IV, თა– 

ვი 8, პარაგრაფი 8.2) 
+9 

ა > . (8.9.1) 

სადაც 

0თი = #/ //(1:,1/)6—”·(*”""·”) ძა ძყ. (8.9.2) 

- -” 

(8.9.1) მწკრივისგან შევადგინოთ შემდეგი 

§ ( ჯ C„·„C"”·?)(;“·”” (8.9.3) 

ია=-ი #M=-C 

და 

+% 

2 ( ჯ C,„„C““”)CI·”I: (894) 

განმეორებითი მწკრივები, რომელთაც ეწოდება / ფუნქციის ფურიეს განმეორებითი 

მწკრივები. 

1.  მართებულია შემდეგი



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 349 

თეორემა 8.9.1((|69)). ყოველი / C #L9–»,»I?, » > 1, ფუნქციისთვის, თითქმის 

ყველა (თ, V) C I–», »|2 წერტილზე, ადგილი აქვს შემდეგ ორ ტოლობას 
+%5 +20 

/C0,V)= 2>, ( >, თიწ ) ი (89.5) 
” ი=-თ I--Cთ 

+% +% 

#/C.7)= 2, ( >, თი )თ (89.6) 

დამტკიცება.ფუბინის თეორემის ძალით, თითქმის ყველა ყ, C |– , >| მნიშვნელობის– 

თვის / (;, ყ), როგორც ჯ ცვლადის ფუნქცია ეკუთვნის /-7|– ;, თ| კლასს. ასევე, თითქმის 
ყველა > C |–»,»| მნიშვნელობისთვის / (;, ყ), როგორც ყ, ცვლადის ფუნქცია ეკუთვნის 
L»I–», X კლასს. 

ჯერ განვიხილოთ (8.9.5) ტოლობის 30:0 რთ% შიგა მწკრივი, რომელიც (8.9.2) 

ტოლობის გათვალისწინებით მიიღებს ს·;[;ჯ[;თ 

+-% +ძა 1 · 1 7 
იV __ _ = -» –?თ 71 2 რთინ წ = 2 [2"_/ [2”/·/(ჯ,7·)6 ([1·]8 (IL]C 

თ=-C%ი »”-5-00 Mრ » 

რადგან 

ი, (9:) = 2—17წ /]·(I, ჯ)ი '” ძ 

ფუნქცია ეკუთვნის /- ჯ, »| კლასს!, ამიტომ მისი ფურიეს მწკრივი (6”%), სისტემის მი– 

მართ, ჰანტის თეორემით (იხ. |17, გვ. 12), I75|) კრებადია თითქმის ყველა ჯ C |–»,») 

"გვაქვს 
17 ; / M6ი(2) < >; | M 5)-% = ჯ / IC.თ|4. 

რაც ჰელდერ-რისის უტოლობის ძალით (იხ. (I, გვ. 520|) არ აღემატება 

2 .0ი)"M (] /თი/“)” - ფ L / ლ :”)·”·4·. 

|·|0" :I·)I” < —/I!(:· » I?([·I·
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მნიშვნელობისთვის ჯ, (ჯ)-კენ. მაშასადამე, უკანასკნელი ტოლობა გადაიწერება ასე 

+20 1 » 

2 ბ ნო95 - ჭ /](I, ·,_)ვ—·”” ძ». 

-» 17)=-C0 

ახლა, (8.9.5) ტოლობის მარჯვენა მხარე მიიღებს სახეს 

( / წ(ფულრრ )ი = /5 

თითქმის ყველა ჯ/ C |–», »|–თვის, ისევ ჰანტის თეორემით. 

ამრიგად, (8.9.5) ტოლობა მართებულია თითქმის ყველა (ჯ,ყ/) C |–#, »|I2 წერტილზე. 

ასევე დამტკიცდება (8.9.6) ტოლობაც. თეორემა დამტკიცებულია. 0 

1=-C% 

2. როგორც ვიცით (იხ. ნაწილი II, შესავალი), ორი ცვლადის ყველგან უწყვეტი და თი– 

თოეული ცვლადის მიმართ 2ჯ პერიოდული ჩ. ფეფერმანის I"(ჯ, ) ფუნქციის ფურიეს 5I#I 

ორმაგი მწკრივი განშლადია სიბრტყის ყველა წერტილზე. მეორეს მხრივ, რადგან X მიე– 

კუთვნება L9VI– ჯ, »I?, ი > 1, კლასს, ამიტომ მისთვის ადგილი აქვს 8.9.1 თეორემას. 

ამრიგად, მართებულია შემდეგი 

თ ეორემა 8.9.2((I69). ჩ. ფეფერმანის ჯ"(ჯ, ) ფუნქციისთვის შედგენილი ფურიეს 

განმეორებითი მწკრივები კრებადია თითქმის ყველა («,V) C |–#,»|I? წერტილზე ერთი 
და იგივე ჯ· (1. ,) მნიშვნელობისკენ, ე.ი. ადგილი აქვს ტოლობებს 

+ი% ითი - 3- ( 3: ჩალლ 
”=-ინ ?11=-Cთ 

და 

ჯLLC>, ”!/ 2 ( 2 ?""16?"9) 

თა==დიდღ- 1ღ=-X-– 

აქედან ვღებულობთ, რომ 

/I%·(I)IMI <- ] / I/(=,7)I” ძ» ძ < +ი, 

-» -» 

რადგან / C #7I– ჯ, ,12.



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 35I 

სადაც #” ფუნქციის ფურიეს #.,, კოეფიციენტები ექსპონენტური (0'(0%+MV)1 ორმაგი სის– 

ტემის მიმართ მოცემულია ტოლობებით 

”"I = //1··(L + )6 —I(”""") იI 1. 

»: =0,+1,+2,..., 1==0,11,+2,.... 

მაშასადამე, #ML–», »I2, » >  1, კლასის ფუნქციებისთვის უფრო ბუნებრივია ფურიეს 

განმეორებითი მწკრივები, ვიდრე ფურიეს ორმაგი მწკრივები. 
შევნიშნოთ, რომ (8.9.1) მწკრივის ყველგან კრებადობა მართკუთხედების მიხედვით იწ– 

ვევს (8.9.3) და (8.9.4) განმეორებითი მწკრივების ყველგან კრებადობას (8.9.1) მწკრივის 

ჯამისკენ (იხ. |45), (83, თეორემა 3)). შებრუნებული მტკიცება მცდარია, 8.9.2 თეორემის 

ძალით. 

810 ფურიეს ორმაგი მწკრივის მართკუთხოვანი 
კერძო ჯამების ინტეგრალური წარმოდგენა 

გამოსახულებებს 

5” (/ ; >,შ/) = 22]X #ი(7-წ). 

ი=0 =0 

ეწოდება / C L–», »I2 ფუნქციის შესაბამისი ფურიეს 5( / | ორმაგი მწკრივის მართკუთხო– 

ვანი §,, (/; =, ყ) კერძო ჯამები (თ = 0,1,2...;7 = 0,1,2...), რომლებიც თავი 8-ის, 
პარაგრაფ 8.2–ის (8.2.4) ტოლობების ჩასმით მიიღებს შემდეგ სახეს 

5,ი (/ ; თ,7) = 22ჭ //[ჯ·;– ) 605»(ჯ – >) C050(+ – ჯ) ი(ძ» 

3=0 »=0 

=L2//](L ”) +2C051)]! ე,] [ +2C05(17· ყ]ძ!ქ”]· 

კვადრატულ ფრჩხილებში ჩასმული გამოსახულებებისთვის გამოვიყენოთ 

5II2V + 1)5 

2909 79 7 2M 
1 
5+C0§·C:+C0820[+···+(:05||@=
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ტოლობა (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.3, ტოლობები (4.3.1) და (4.3.5)), შედეგად მივიღებთ 

(ნIM 2 + 1)4%55) · (5IM2ი + 1)”2”| 

5თ (/;<V) = //·/ 450046ფ5 5Iი -V ძ% 
-» - · 

1(-თ) 1(»-V) 
1 9ი (5ი =– / / I(8 + 2 / + 2”) (2?."+1) ლ1+ 1 ძი» 2 5ი1 5Iი» 

– 2 (X+X) – 2 («+#) 

5IIV(2ი1 + 1 L 5II(2ს + 1 
// 296 7) ულ : (5"" ” ი0– 

სადაც 

#L(დ.Vყ:1,7) = I(დ<+ 2,V +27) 

+ I(თ – 2 + 2წ) + /(2 + %,V – 2») + /(დ – %.ყ/ – 27). 

ამრიგად (57, გვ.76|, 

1//]·”(.@,9;1,?) 5IM2თ + 1)L 5II2» + 1)> თძ-  (8102) 

0 0 

(8.10.1) 

·5·"·"(./;1··.1/) = ჯ? 5ი1 5Iჩ » 

8.I)1 ფურიეს ორმაგი მწკრივის მართკუთხედების მიხედვით 
კრებადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

ჯერ განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა /(>,ყ) = 1 ყველა (>, ჯ) წერტილზე. ამ შემ– 
თხვევის შესაბამისი ფურიეს ორმაგი მწკრივი შედგება, ერთადერთი შესაკრებისგან და ეს 

შესაკრები 1–ის ტოლია. ამიტომ ამ შემთხვევის შესაბამისი ყველა კერძო ორმაგი ჯამი 1–ის 

ტოლია. ამის გამო, (8.10.1) და (8.10.2) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

5IMI# · 59ი» 

14 / / 528 +1) 5X22+1)” , . (8.11.1) 

ტოლობა ყველა ჯი–ისა და ო-თვის.



ომარ ძაგნიძე, ფურიეს ერთგანზომილებიანი მწკრივები ერთი და ორი ცვლადის ფუნქციებისთვის 55+) 

ცხადია, რომ / C |–».,»1)? ფუნქციის შესაბამისი ფურიეს 5 /| ორმაგი მწკრივის მართ– 

კუთხედების მიხედვით კრებადობა რაიმე §(ჯ., ) მნიშვნელობისკენ, ეკვივალენტურია ტო– 

ლობის 

Iთ ზთი(/;2,V) = §(თ,V)). 
ჯ–-–თ% 

(8.11.1) ტოლობიდან ვღებულობთ 

§C. ) = -+ //45( 5"1 (2თ + 1 _ 528 + 1)7 ი- (8.I1.2) 
5IM# 5ჩ» 

ხოლო (8.10.2) და (8.11.2) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

5თ»ო(#/:დ.ყ) – §(თ,V) 

2 9 
1 5II21ი +- 1)/ 5I 27 + 1)7> 

=;2—//[?(ჯ·?/;ჯ,ქ–:ს(ქ:,ყ)] I1 “ “ ი» ძLძ». 

0ი 0 

მაშასადამე, დამტკიცდა 

თეორემა 8.11.1. / C ჩI–X, »1? ფუნქციის შესაბამისი ფურიეს 5( | ორმაგი მწკრივის 

მართკუთხედების მიხედვით კრებადობისთვის (თ,7) წერტილზე §(::, V) მნიშვნელობისკენ, 

აუცილებელია და საკმარისი შესრულდეს ტოლობა 

Iი // #(Cთ,ყV;1,I) – 43(2, ?/)] 502თ +1X, ზი(ში +1)- ძLძ» =0, 

ა4
 

-3% §IიL §Iი» 
_-+C% 

რაც ეკვივალენტურია 

I 7 ! 5Iი M/L | 5Iი IMM#» ქ.ძი =0 (8·11·3) 

M % / IM(თყ;62) – 1>, M ი. წიჯ 5ი» 
M#-–% 56 9 

ტოლობის |57, გვ. 76| და #-(დ, ჯ; L, >) განსაზღვრულია (8.10.1) ტოლობით. 

შენიშვნა 8.11.2((76, გვ.700)). (8.11.3) ტოლობა ეკვივალენტურია ტოლობის 

3 9 ! ! 
5სჩი: 5იი7 

Iი ·//[?(::,ჯ/;ჯ·?)–ს(ე;,ჯ/)] 5- დი» თI ძ» = 0. 
7-5600 
»–»-–460C0 0 
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82 კვადრატით ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს ორმაგი 
მწკრივის კრებადობის შესახებ 

როგორცვიცით (იხ. შესავალიII ნაწილისადმი), 197 1 წელს გამოქვეყნდა ჩ. ფეფრმანის ნაშ– 

რომი |72), რომლითაც დადგენილ იქნა თითოეული ცვლადის მიმართ 2» პერიოდული და 

მთელს სიბრტყეზე უწყვეტი #(, ყ) ფუნქციის არსებობა, რომლის შესაბამის ფურიეს ორ– 

მაგ მწკრივს არ გააჩნია მართკუთხედების მიხედვით (პრინგსჰაიმის აზრით) კრებადობის 

რაიმე წერტილი! 

ჩ. ფეფერმანის ამ ნაშრომის გამოქვეყნებამდე, 1970 წელს, გამოქვეყნდა ნიკოლოზ 

(კიტა) თევზაძის ნაშრომი, სადაც დამტკიცებულია შემდეგი 

თეორემა 8.12.1 ((44)). / C L?|–»,»I? ფუნქციის ფურიეს ორმაგი 5|/| მწკრივის 
მართკუთხოვანი კერძო ჯამების ნებისმიერი 

9ი,იLLI:9,V) (ი < 9L+1, L < 7+1), # = 1,2,... 

ქვემიმდევრობა კრებადია თითქმის ყველა (», ყ) C |–ჯ,»|2 წერტილზე /(>, ყ)) მნიშვნე– 

ნ. თევზაძის ამ თეორემას, უმეტესწილად ციტირებენ შემდეგი კერძო სახით. 

თეორემა 8.12.2 ((86)). / C L2|–»,»)? ფუნქციის ფურიეს ორმაგი მწკრივის კერ– 

ძო ჯამები კრებადია კვადრატების მიხედვით თითქმის ყველა (დ«, ყ) C L–ჯ.X|2 წერტილზე 

#(X. ყ) მნიშვნელობისკენ, ე.ი. თითქმის ყველგან სრულდება ტოლობა 

Iთ §იი(/;თ,V) = I(2,ყ). (8.12.1) 

ნ. თევზაძის თეორემა 8.12.2 მართებულია /#”, » > 1, კლასის ფუნქციებისთვისაც. 

თეორემა 8.12.3 ((58), (86)). / C L9>,»12, ი» > 1, ფუნქციის ფურიეს .5(/) ორმაგი 
მწკრივისთვის, თითქმის ყველგან, მართებულია (8.12.1) ტოლობა. 

ნ. თევზაძის თეორემა 8.12.1 ცნობილია შემდეგი სახითაც. 

თეორემა 8.12.4 ((73)). / C #?2I–»,»)2 ფუნქციისთვის და მართკუთხედთა ნების– 

მიერი მონოტონური ჩ#, C #2 C IIვ C ··· მიმდევრობისთვის, რომელთა გვერდები 

საკოორდინატო ღერძების პარალელურია, თითქმის ყველა (ჯ,V) C I–»ჯ,»)? წერტილზე 

მართებულია ტოლობა 

/(I?!/) = *II"·I 5”ი (]· ჯ«9, :1/)· 
3% (Cთი,ი)C#.
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სწორედ, ჩ. ფეფერმანის |72) ნაშრომის შემდეგ მიიპყრო მკვლევართა ყურადღება 

ნ. თევზაძის (44) ნაშრომმა. 

შედეგი 8.12.5. ფეფერმანის ყველგან უწყვეტ /-'(>., 3,) ფუნქციას გააჩნია შემდეგი თვი– 
სებები: 

(1) მის ფურიეს ორმაგ § II მწკრივს არ გააჩნია მართკუთხედებით კრებადობის წერტი– 

ლი (იხ. თავი 6, პარაგრაფი 6.3); 

(2) მასთან ასოცირებული ფურიეს ერთგანზომილებიანი 5I #.) და 5|#- 12 მწკრივები კრე– 

ბადია თითქმის ყველა (>, ყ,) C |–», »12 წერტილზე ერთი და იგივე /-(>, ყ/) მნიშვნე– 
ლობისკენ (იხ. თავი 6, თეორემები 6.3.1-6.3.3); 

(3) მისი განმეორებითი ორივე მწკრივი კრებადია თითქმის ყველა («,ყ) C (–»,»I? 

წერტილზე ერთი და იგივე I(>, 7/) მნიშვნელობისკენ (იხ. თავი 8, თეორემა 8.9.2); 

(4) მისი ორმაგი 5(LI მწკრივის მართკუთხოვანი კერძო ჯამების ნებისმიერი ქვემიმდევ– 

რობა §,,, , (L: დ, ), სადაც/ი, < თუ და თ < +I # = 1,9,..., კრებადია 
თითქმის ყველა (>, ) C |–7.»1? წერტილზე ერთი და იგივე ” (>, ყ) მნიშვნელო– 
ბისკენ (იხ. თავი 8, თეორემა 8.12.1): 

L·I"·" ვო,···”“(ზ··;·უ·ყ) = M(>,ჯ). (8122) 

კერძოდ, თითქმის ყველა (დ, ) C |–».,»I? წერტილზე ადგილი აქვს ტოლობას (იხ. 
თავი 8, თეორემა 8.12.2) 

Iთ #იი(#2,ყ) = I(> V): (8.12.3) 

(5). (8.12.2) და (8.12.3) ტოლობებით გამოსახული თვისებები ფორმულირდება შემდეგ– 

ნაირადაც (იხ. თავი 8, თეორემა 8.12.4): მართკუთხედთა ნებისმიერი მონოტონური 

I C M C Iვ C ··· მიმდევრობისთვის, რომელთა გვერდები პარალელურია სა– 
კოორდინატო ღერძების თითქმის ყველა (>,ყ) C |–#., 712 წერტილზე, მართებულია 

ტოლობა 

;(თ,ყ) = IთC. პუ (#:2,V). 
ხ-+თ (თ,ი)Cჩ. 

მაშასადამე, ფეფერმანის ორი ცვლადის ყველგან უწყვეტ #(7, ) ფუნქციას გააჩნია რამ– 

დენიმე მნიშვნელოვანი თვისება, გარდა ერთისა -–– ფურიეს მისი ორმაგი მწკრივი მართკუ– 

თხედების მიხედვით განშლადია სიბრტყის ყველა წერტილზე!
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დასკვნა 8.12.6, ორი ცვლადის ჯამებადი «(ჯ, V) ფუნქციის ფურიეს ორმაგი §'I#| მწკრი– 

ვი მართკუთხედების მიხედვით კრებადობისას სუსტ კავშირშია, საზოგადოდ, #(ჯ7,V) ფუნ- 

ქციასთან! 

8.13 ჯამებადი ფუნქციის ფურიეს ორმაგი მწკრივის 
კრებადობის საკმარისი პირობები 

ახლა დაგვჭირდება წერტილის ჯვრისებრი გ–მიდამოს ცნება. 

განსაზღვრა 8.13.1 (I25, გვ. 458)). |–», 12 კვადრატის შიგა (ჯი, ჯი) წერტილის 

ჭვრისებრი ბ–მიდამო, ა > 0, ეწოდება შემდეგ სიმრავლე–გაერთიანებას 

((I.!/) : 12 – 20| <ბ, წ C [—7[·7[]] ს [(I!/) : §<6C (|–X.XI, |V/ – 70| < 6]·· 

თეორემა 8.13.2 (76, გვ.711|). / C ჩI–», »1? ფუნქციის ფურიეს § / | ორმაგი მწკრივი 

კრებადია |– ჯ, >|? კვადრატის შიგა (Xი, ჯი) წერტილზე მართკუთხედების მიხედვით, როცა 

(1·?· V0) წერტილის ჯვრისებრ ტ–მიდამოში არსებობს შემოსაზღვრული ჭ—ჯ·[_ , ჭ% და ჟ% (ან 

ჭქჯ) კერძო წარმოებულები. 

შემდეგი თეორემა იძლევა ფურიეს ორმაგი მწკრივის მართკუთხედების მიხედვით მოცე– 

მულ წერტილზე კრებადობის საკმარის პირობებს ფუნქციის მნიშვნელობისკენ იმავე წერ– 

ტილზე. 

თეორემა 8.13.3 ((47, გვ. 219)). ვთქვათ, (– ». »1?2 კვადრატის შიგა წერტილების სიმ– 

რავლეზე / (>, ყ) ფუნქცია უწყვეტია და გააჩნია შემოსაზღვრული ჭ% და ჭ·ყჯ კერძო წარმო– 

ებულები. თუ |– 7».»)? კვადრატის რაიმე შიგა (ჯი,ყ0) წერტილს გააჩნია ისეთი მიდამო, 
რომლის ყოველ წერტილზე არსებობს ამ მიდამოში უწყვეტი შერეული ჟ”უ% (ან უმ?:)/; ) კერ– 

ძო წარმოებული, მაშინ / ფუნქციის § (/ | ფურიეს მწკრივი კრებადია პრინგსჰაიმის აზრით 

(«ა, ყი) წერტილზე / (ჯ0, ყი) მნიშვნელობისკენ. თუკი, /(ჯ, ყ) ფუნქცია 2» პერიოდულია 
და უწყვეტი მთელს სიბრტყეზე და, გარდა ამისა, მას გააჩნია (– », >I2 კვადრატის ყოველ 

წერტილზე 91 , 8/ და ჯ-/- (ან #-#-) უწყვეტი წარმოებულები, მაშინ 

5[·/·](1:· V) = /(დ,V) 

ტოლობას ადგილი აქვს ყოველ (, ჯ) წერტილზე.
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მაგალითი 8.13.4 ((47, გვ. 2201). 

5Iჩ თ127 5Iჩ ს აყ=4 2, (-უო - ი- 'V როც „ <2<7-7<#<7: 
#71,711=1 

5შითი»ჯ Iწ 5Iწ ოჯ 51ჩ1, 
=»ჯ? - = –-–--– 2. უყ =»ჯ“ – % ჭ 2 ჭ – +4 ჭ - , 

#».=1 ი=1 თუი=1 

როცა 0 < ჯ < 2»,0 <#V < 7. 

შემდეგ თეორემაში გამოყენებულია მთელს სიბრტყეზე უწყვეტი და თითოეული ცვლა– 
დის მიმართ 2» პერიოდული / (;;, ყ) ფუნქციის უწყვეტობის მოდული 

ს(ბ,#) = 5სი II (დ.9) – #(§,0)I. 
(2–6)2+(/-02<წე 

თეორემა 8.13.5 ((10)). თუ რაიმე დადებითი C რიცხვისთვის ადგილი აქეს 

ა6 /M)=0(9 '+ +), +-++0 

ტოლობას, მაშინ / ფუნქციის ფურიეს .5 /| ორმაგი მწკრივი კრებადია პრინგსჰაიმის აზრით 

(მართკუთხედების მიხედვით) თითქმის ყველგან· 

დაბოლოს, მართებულია 

თეორემა 8.13.6 ((I50, გვ. 484)). თუ თითოეული ცვლადის მიმართ 2ჯ პერიოდულ და 

(–”7, »12 კვადრატზე ჯამებად / («, ყ) ფუნქციას გააჩნია მთელ სიბრტყეზე შემოსაზღვრული 

9I და უ·! კერძო წარმოებულები და, გარდა ამისა, თუ რომელიმე («ი, ყი) წერტილის მი– 

დამოში გააჩნია შერეული „ (ან ჯ-/-) წარმოებული, რომელიც უწყვეტია (ი, ყი) წერ– 
ტილზე, მაშინ / ფუნქციის ფურიეს ·5·[ წ ] ორმაგი მწკრივი კრებადია პრინგსჰაიმის აზრით 

(>0,V0) წერტილზე / (ჯი, Vყ0) მნიშვნელობისკენ: 

§IVII(2ი, V0) = / (90,%ი)- 

814 ფურიეს ორმაგი მწკრივის წევრობრივი ინტეგრების 

შესახებ 

1 ბ. რიმანი იყო პირველი, რომელმაც ტრიგონომეტრიული მწკრივით ფუნქციის წარ– 

მოდგენის პრობლემა დასვა და გადაწყვიტა (1854 წ.). ამ პრობლემის გადაწყვეტის მიზნით
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რიმანიმ მოახდინა შემოსაზღვრულკოეფიციენტებიანი ტრიგონომეტრიული მწკრივის წევ– 

რობრივი ინტეგრება ორჯერ და ამგვარად მიღებული უწყვეტი ფუნქციის, რომელსაც ეწო– 

დება რიმანის ფუნქცია აღებული მწკრივისთვის, დიფერენციალურ თვისებებს დაუკავ– 

შირა ფუნქციის წარმომდგენი ტრიგონომეტრიული მწკრივის შეჯამებადობა რიმანის მეთო– 

დით. ტრიგონომეტრიული მწკრივის წევრობრივი ინტეგრების რიმანის იდეა, ფურიეს 

მწკრივებისთვის გამოიყენა ა. ლებეგმა და დაადგინა შესანიშნავი ფაქტი: ჯამებადი ფუნ– 
ქციის შესაბამისი ფურიეს მწკრივის წევრობრივი ინტეგრებით მიიღება აღებული ჯამებადი 

ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალისკენ თანაბრად კრებადი მწკრივი. ლებეგის ეს თეო– 

რემა მართებულია ფურიეს ისეთი მწკრივებისთვისაც, რომლებიც განშლადია ყველა წერ– 

ტილზე (კოლმოგოროვის მწკრივი) (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.15). 

დროთა განმავლობაში გამოვლინდა დიდი განსხვავება ფურიეს ერთჯერად და ფური– 

ეს ორჯერად მწკრივებს შორის: უწყვეტი ფუნქციის ფურიეს ერთჯერადი მწკრივი კრება– 

დია თითქმის ყველგან, კარლესონის ცნობილი თეორემის ძალით (1966 წ.), ხოლო ორი 

ცვლადის უწყვეტი ფუნქციის ფურიეს ორჯერადი მწკრივი შეიძლება განშლადი იყოს ყველა 
წერტილზე –- ფეფერმანის 1971 წლის თეორემა. უკანასკნელმა შედეგმა ძალიან შეუშალა 

ხელი (იდეურად), ლებეგის თეორემის ანალოგის დადგენას ფურიეს ორმაგი მწკრივების– 

თვის. სადღეისოდ, ეს ამოცანა გადაწყვეტილია დადებითად. სათანადო შედეგების ჩამოყა– 
ლიბებამდე, გავიხსენოთ ლებეგის თეორემა ფურიეს ორივე ფორმის ერთჯერადი მწკრივე– 

ბისთვის. 

თეორემა 8.14.1 (იხ. თავი4, პარაგრაფი (4.15), პუნქტები 1–3). თუ 2» პერიოდული და 

I0, 2») სეგმენტზე ჯამებადი / ფუნქციის ფურიეს მწკრივებია 

C 

#- ·“2—+2(11„C05"1·+!]„5"1"I) და / –0ი0+ 2 აღლევ 

»=1 IიI>1 

მაშინ, თანაბრად |0, 2»| სეგმენტზე, ადგილი აქვს 

“0/ძჯ+2/(ი„თ§"[+ხ„5|ით) 

2 +5 +2 (ი 5|ითდ – ხე C05 722;) 

=1 

0/ /04=
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და 

/ძ[+ ბ, /ი„(··""ქ[ 
//(ჯ) ძ = ·ე IიI>1 6 (8.14.1) 

_ + 007 – ! 2 რ' 

I"|>I იI>1I 

ტოლობებს, შესაბამისად. გარდა ამისა, ადგილი აქვს ტოლობებსაც 

თ ს « ს 2» 

(1 8 / I ·I· 

C; – —?2 წოს 2 წონი ჭ/(” – თ)I(2) ძX. (8.4.2) 
III >1 ი=1 #=1 0 

2. "ლებეგის თეორემა 8.14.1-ის განზოგადებანი, ფურიეს ორივე სახის ორჯერადი მწკრი– 

ვებისთვის შემდეგია. 

თეორემა 8.14.2 (I671). თითოეული ცვლადის მიმართ 2ჯ პერიოდული და (0. 2712 

კვადრატზე ჯამებადი ყოველი / ფუნქციის ფურიეს 

# რ 9იი+ 5 C”I06I·”II + 2 C0"CI·"·” + 5 CMII?,·(MI+””) 

(ო|>1 Iი|>1 Iთ|>1, |იI>1 

ექსპონენტური (კომპლექსური ფორმის) მწკრივისთვის 

ჯ V 

///(L,?—) ძLძ»; 

0 0 

= 0002=ჰ/ + 1წ 2 თუი(1 – C9) + 1»X 2 = ძეი(1 – ი) 

(თI>1 |იI>1 

1 'ოX (V __ __ 
Iო|>1, IიI>1 

ტოლობა სრულდება თანაბრად |0, 2»|? კვადრატზე. 

შედეგი 8.14.3 ((671). მართებულია 

( ») 

2 6თა _ _ ხთი 

II (1 (((0/ 
(თ|>1, |ი«I>1 თ,ი=1 

(8.14.4)
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ტოლობა, სადაც ს,,„ არის ფურიეს კოეფიციენტი 5IV »1:; 5Iი თჯ/ ნამრავლთან შემდეგი და– 

მოკიდებულებიდან 

% Cლ 
1 1 ' 1 

(I- 4900+ 5 ჭ (იოი C05X1ჯ + ძ,ი 510 თ?ე;) + წუ 2 (თიი C95 თწ/ + 0იგ 5Iი იჯ) 
11=1 71=1 

ლ 

+ >, (ი, 605 > 6050გ + ხთი 51ი თდ 51ი »გ 
ი' თ=1 

+ რიი 605 2 5Iი თს + ძუი 5ითი C05 ), (8.14.5) 

3 (8.14.4) ტოლობის მარცხენა მხარე ცნობილი იქნება, როცა გვეცოდინება ამავე ტო– 
ლობის მარჯვენა მხარე. 

ამ მიმართულებით მართებულია 

თეორემა 8.14.4 ((65)). თუ / არის 2» პერიოდული თითოეული ცვლადის მიმართ და 

ჯამებადია |0, 2»|2 კვადრატზე, მაშინ (8.14.5) მწკრივისთვის 

2 ყ 

//](1.7)ძ!ძ7=ჭ0თ1·9 

0 0 

ჯ % V 
თ 

1 · 1 · 
+ 2 V 5 1/((1,„0 C0517 + ძ 51, თ·) ი + წ ჯ 2 1/((;[,„ C05 »» + C0ი 51ი ი>) ძ» 

111= 0 7171= 
0 

ჯ V « 

+ 2 //[ც,„„თჭოჯთჭ"?-+ხ„„,51იოჯ5|ი"·|- 

1 0 Mო=1% 

+ თიუ 60517 510 ი» + ძ,,ც 510 ო1/ C05 7].1·] ძ.ძ»; (8.14.6) 

ტოლობა სრულდება თანაბრად (0, 9»|2 კვადრატზე. 

შედეგი 8.14.5 ((65)). ადგილი აქვს 

C 
ხით _ 1 9 

2 ჯ ——2(1400+0007|· ) 

»1,11=1
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ტოლობას, სადაც 

2» 2ჯX 2» 2» 

1 ! 1 
ჩო=უ//!]!(:წ,ყ)5|"ო:” ძჯ V, "=–2// 27 /(თ,ყ) 5 ითყ 2ძ·, 

0 0 0 0 

?(I·9)=]]](ჯ·7)ძჯძ7 

0 0 

–ჟჯ(ჭჯ/(ბ,ყ)ძყ) ძL–Iხ;(ჭ[ჯ[](I,?)(II) (», 

2» 2» 

1 
4ი0ი = უ//?(ვ:,ჟ) ძე: ძჟ. 

0 0 

შედეგი 8.14.6 ((65). (8.14.6) ტოლობა საშუალებას იძლევა განვსაზღვროთ ფუნ– 
ქცია თითქმის ყველგან (0, 2»|2 კვადრატზე, როცა ცნობილია მისი ფურიეს კოეფიციენტე– 

ბი. ამისთვის საჭიროა მოვახდინოთ ამ კოეფიციენტებიანი ფურიეს მწკრივის წევრობრივი 

ინტეგრება (0, =| X (0, | მართკუთხედზე და ამ გზით მიღებული ფუნქციის შერეული კერ– 
ძო წარმოებული იქნება საძიებელი ფუნქცია, რომელიც თითქმის ყველგან განსაზღვრულია 

(0, 2»12 კვადრატზე. 

ტ. ცვლადსაზღვრებიანი ორმაგი ინტეგრალის პერიოდულობის პირობები. 

ფურიეს 

წეავლ + 2 (თე C0572 + ხე 51, ო») 

#>–-=1 

ერთჯერად მწკრივთან დაკავშირებით, ზოგიერთი თეორემის დამტკიცების გამარტივების 

მიზნით უშვებენ, რომ «იე = 0. ამისთვის კი აუცილებელია და საკმარისი ] #(>) ძდ = 0ტო– 

ლობის შესრულება, რაც ეკვივალენტურია / ფუნქციის #”(<) = / /(#) ი( ცვლადსაზღვრი– 
0 

ანი ინტეგრალის 2» პერიოდულობის (იხ. თავი 1, პარაგრაფი 1.2, მტკიცება 1.2.6). 

ფურიეს ორმაგ მწკრივებთან დაკავშირებული ზოგიერთი ფაქტის დადგენის გამარტი– 

ვების მიზნით, საჭირო ხდება (8.14.5) მწკრივში ნულის ტოლი იყოს იეცი, ი„იი, ძ,,ი (ი+ = 

1,9,...) და თი„, იიი (ი = 1,9,...) კოეფიციენტები. ეს კი კავშირშია (0, 2»12 კვადრატზე



362 თავი VII რიცხვითი და ფურიეს ორმაგი მწკრივების შესახებ 

ჯამებადი / (<, /) ფუნქციის ცვლადსაზღვრებიანი 
თ ჯV 

I](I,:L/)=//](C,7“) ძიძ» 

0 0 

ორმაგი ინტეგრალის 2» პერიოდულობასთან ჟ და ჟ ცვლადების მიმართ ცალ–ცალკე. 

წინადადება 8.14.7 (67)). I,(თ,ჯ) ინტეგრალის 2» პერიოდულობისთვის თითოეული 

ცვლადის მიმართ, აუცილებელი და საკმარისია, რომ შესრულდეს ტოლობები 

2 V 

/ ( / #(9,7) ძ?) ძ» = 0 ყველა ყ/-თვის, 
0 0 

/(//(M/) ძჟ) ძ! = 0 ყველა >-თვის, 

ი. 0 

თეორემა 8.14.8 ((67)). I,(+, ,) ინტეგრალის 2ჯ პერიოდულობისთვის თითოეული 

ცვლადის მიმართ, აუცილებელია და საკმარისი ადგილი ჰქონდეს შემდეგ ტოლობებს 

2» 

/ #(=,ყ) ძყ = 0. თითქმის ყველა :; C |0, 2»1–თვის, 
0 

2 

#(2.ყV) ძდ = 0. თითქმის ყველა ყ C (0, 271–თვის, 
0 

თ ეორემა 8.14.9 ((671). I/ (>,V) ინტეგრალის 2ჯ პერიოდულობისთვის თითოეული 

ცვლადის მიმართ / ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები უნდა აკმაყოფილებდეს შემდეგ პი– 

რობებს: 

(1) (8.14.5) მწკრივიდან 

თე0 =0, 0,,0 = 0 =ძუი (#- > 1), ძი» = 0 =0ი» (– . >1); 

(2) (8.14.3) მწკრივიდან 

0რ00 =0. Cა0 = 0 (Iი:| > 1), თი» = 0 (ILი| > 1).
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შედეგი 8.14.10(I67)). / C X#I0, 2712 ფუნქციის შესაბამისი ცვლადსაზღევრიანი / /(თ.V) 

ორმაგი ინტეგრალის 2» პერიოდულობა თითოეული ცვლადის მიმართ არის აუცილებელი 

და საკმარისი პირობა იმისა, რომ (0, 212 კვადრატზე თანაბრად სრულდებოდეს ტოლობები 

დ ყ 
CC 

1 ! 
/ / #(,7) ძსძ» = ჭ - [ს,„„ C05 თ12 C05 თ1/ + 0ი 5Iი ჯ 51ჩ ი/ 

717 
00 7I2,21=1 

– თი 605 ჯე; 5Iჩ იწ – 0 5!,?)17 C05 ·"ყ] ' 

:2- 

///(L, 7·) ძ ძ = – 2 7·73—·" რი»(1 – 81"”"·)(·1 – CI""?/)· 

0 0 MMI>1, |იI>1 

81 ლოკალიზების რიმანის პრინციპის არამართებულობა 

ფურიეს ორმაგი მწკრივისთვის 

როგორც ვიცით (იხ. თავი 4, პარაგრაფი 4.6, თეორემა 4.6.1), ფურიეს ერთჯერადი მწკრი– 

ვისთვის ადგილი აქვს ლოკალიზების რიმანის შემდეგ პრინციპს. 

თეორემა 8.15.1(რიმანი). 2» პერიოდული / C #I0, 2»| ფუნქციის § (/ | ფურიეს მწკრი– 

ვის კრებადობა ან განშლადობა რაიმე ჯე წერტილზე დამოკიდებულია მხოლოდ და მხო– 

ლოდ / ფუნქციის მნიშვნელობებზე ჯე წერტილის ნებისმიერად მცირე მიდამოში, ე.ი. 51 / 

მწკრივის კრებადობა–განშლადობაზე გავლენას ვერ ახდენს / ფუნქციის მნიშვნელობები 

ჯ0 წერტილის მიდამოს გარეთ მდებარე წერტილებზე. 

ბუნებრივია კითხვა: მართებულია თუ არა ლოკალიზების რიმანის პრინციპი ფურიეს ორ– 

მაგი მწკრივისთვის? აღმოჩნდა, რომ არაა მართებული. 1928 წლის ნაშრომში ლ. ტონელიმ 

დაადგინა ორი ცვლადის ჯამებადი ისეთი ფუნქციის არსებობა, რომელიც ნულის ტოლია რა– 

ღაც წრის ყოველ წერტილზე და, ამავე დროს, მისი ფურიეს ორმაგი მწკრივი არ არის კრე– 

ბადი ამ წრის ცენტრში მართკუთხედების მიხედვით. 

იმავე ნაშრომში ტონელიმ დაადგინა, რომ ლოკალიზების რიმანის პრინციპი ძალაშია 

ჯვრისებრი მიდამოს შემთხვევაში (იხ. (17, გვ. 6), I25, გვ. 457-458|). 

ცნობილია ლოკალიზების რიმანის პრინციპის დარღვევები მწკრივთა შეჯამებადობის 

ზოგიერთი მეთოდისთვის (იხ. |57, გვ. 206-211I).
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816 თორი ცვლადის ჯამებადი ფუნქციის 
ფურიეს განმეორებითი მწკრივების /?? შეჯამებადობა 

ვთქვათ, თითოეული ცვლადის მიმართ 9». პერიოდული /(>7, V) ფუნქცია ჯამებადია L-7,712 

კვადრატზე. განვიხილოთ / (ჯ, ) ფუნქციის ფურიეს ექსპონენტური ორმაგი მწკრივი 

+% 

აეაბსაა . .' (8.16.1) 
თუაიუ=-თ 

სადაც 

Cი» = #//](I,M)C—”"IC—?·"” ძ» LI;/. (8162) 

(8.16.1) მწკრივისგან წარმოქმნილ განმეორებით 

+% +ი +ი +=> 

?ი1X L _?7. 278 (11/5 
2 ( 2 რთიჯC )8 V, 5 ( 2 CთიაC ·|) C 

ი=-იC- 7#=-:2C = რიი 7?--Cლ 

მწკრივებს გააჩნია თეორემა 8.16.1-ში მითითებული თვისებები. 

თეორემა 8.16.1 ((691). |–», »12 კვადრატზე ჯამებადი / ფუნქცია თითქმის ყველა (დ, ) 
წერტილზე აკმაყოფილებს შემდეგ ორ ტოლობას 

Iი § [I·Iო ჯ 1·7”1(—9”"·*·”)2] ··"14(—5·""*)?—/( ) (8.16.3) 
ჩ5–0 ჩ-0 იოან თჩ ” ინ ე V 8 

1=-00 11=-C. 

+X + · · 
. LV 21 . 

|II·1·1 2 [ IIM 2 C!·""C·L"” (——9"·17·!11·) ]6""1· (—51„7·”1L 
ჩმ L-–0 

ი% ი 

2 ( ) = /7Cჯ. · (8.164) 

დამტკიცება. (8.16.2) ტოლობა გადავწეროთ შემდეგი სახით 

ჯ” 7 

= L _]·_ –71» –?თ” თი = 2"·/ [2”//(L,?)(·: ძ”/·]ვ თ. 

– –7 

7 

; = (1 1 / , ' ' 
2 მთერი შ% = 2 [2—"/ [ჭ/](ჭ,?)ვ—”"ქ?] ვ—""!ქჯჯ(ვ"":”· (8.16.5) 
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რომლის მარჯვენა მხარე წარმოადგენს (6'%%1 სისტემის მიმართ ფურიეს მწკრივს |-–-X., »| 

სეგმენტზე ჯამებადი 

1 –177» = / #(8, )ი ი ძ 

ფუნქციისთვის. ამიტომ (8.16.5) ტოლობის მარცხენა მხარე /?? შეჯამებადია თითქმის ყვე– 

ლა ჯ C |–»,X) წერტილზე 

ჭ / #I(>,7)დ '% ძ 

მნიშვნელობისკენ, ანუ 

5 5IM"|] 
Mუ 2 თი (- “) ——/ /ფ უ (.0-9) 

თ=- 

ამ ტოლობის მარჯვენა მხარე წარმოადგენს / (>, ) ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტს (ი''V) 

სისტემის მიმართ. ამიტომ 

+ი 

Iი [ // 2, 216 გ-ში ქ·;·] ვ":„(თი"]„) = /(>.#) (8167) 

L--0 075 
11= 

თითქმის ყველა (»,) C |–», »|? წერტილზე. 
(8.16.6) და (8.16.7) ტოლობებიდან გამომდინარეობს (8.16.3) ) ტოლობა. ანალოგიურად 

მტკიცდება (8.16.4) ტოლობაც. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა 8.16.2. განმეორებითი მწკრივების კრებადობისთვის დამტკიცებული 

8,9.1 თეორემის ანალოგს /22 შეჯამებადობისთვის წარმოადგენს თეორემა8.16. 1.
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