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მამის, გიგლა ონიანის ხსო9ნას 

ვუძოლნი ამ წიგნს 

წინასიტყვაობა 

ნამდეილი ანალიზი შეისწავლის ფუნქციებს სხვადასხვა ანალიზური ოპერა- 

ციებისა და სტრუქტურული თვისებების მეშვეობით (დიფერენცირება, ინტეგრე- 

ბა, ტრიგოსნომეტრიულ მწკრივად გაშლა, უწყვეეტობა, მონოტონურობა და 

ა.შე. რაც ბუნებრივად იწეევს სიმრავლეთა შესწავლის აუცილებლობასაც, 

რადგან, როგორც ფუნქციის განსაზღვრისათვის, ასევე, მისი თვისებების შესრუ- 

ლების არეალის გამოსაჯვეთად საჭიროა სიმრავლის ცნების გამოყენება. 

არსებითია იმის ხაზგასმა, რომ, კლასიკური ანალიზისაგან განსხეავებით, 

ნამდეილ ანალიზში საქმე გეაქეს არა მხოლოდ გლუე ფუნქციებთან და მარტივი 

აგებულების სიმრაელეებთან განხილვის საგანი ხდება არარეგულარული 

სასიათის ფუნქციები და სიმრავლეებიც. 

აღნიშნული რთული სტრუქტურის ობიექტების მათემატიკური ლეგიტიმა- 

ცია წინააღმდეგობების ფონზე მოხდა. კოლიზიას ქმნიდა ის გარემოება, 

რომ კლასოურ ანალიზში განხილული, ანალიზური გამოსახულებებით განსაზ- 

ღერული ფენქციები და თეალსაჩინო გეომეტრიული მახასიათებლების მქონე 

სიმრავლეები ახდენდნენ რეალური ფიზიუური პროცესებისა და ობიექტების 

მათემატითურ მოდელირებას, მაშინ, როცა იგიეე საფუძველს მოკლებულნი იყ- 

ვნენ, მაგალითად, ეაიერშტრასის არსად წარმოებადი უწყვეტი ფუნქცია, ანაც, 

კანტორის დისკონტინუალური სიმრაელე. 

ნამდვილი ანალიზის ფარგლებში აღლმოჩენილი უცნაური ფუნქციებისა და 

სიმრავლეების შესაბამისი ფიზიკური ფენომენები გამოვლინდა მოგეიანებით. 

მე-20 საუკუნეში - ბროუნის მოძრაობის, ფრაქტალურობის, დინამიკუური სისტე- 

მების და ზოგიერთი სხეა ფიზოური მოვლენის შესწავლის შედეგად. თუმცა, ამ 

დროს ნამდვილი ანალიზი უკვე იყო ჩამოყალიბებული სამეცნიერო მიმართუ- 

ლება., შემოხსენებული წინააღმდეგობის დაძლევა მათემატისის განვითარების 

შინაგანი ლოგიფის საფუძველზე მოხდა, უმნიშვნელოვანესი როლი ამ თვალ- 

საზრისით შეასრულა ტრიგონომეტრიულ მწკრივთა შესწავლამ. ასეთი ტიპის 

მწკრივების, როგორც ფუნქციის მარტიე კომპონენტებად დაშლის ეფექტური 

მექანიზმის, კვლევა წამოწყებული იყო ჟ. ფურიეს შრომებში. 

აღმოჩნდა, რომ ისეთი კარგი ფუნქციების, როგორიც ტრიგონომეტრიული 

ფუნქციებია, შეკრების შედეგი შეიძლება რთული ბუნების (წყვეტების მქონე) 
ფუნქციები იყვნენ. წყვეტილ ფუნქციათა ინტეგრების საჭიროებამ რიმანი მიიყ- 

ვანა კოშის მიერ შემოღებული ინტეგრალის კონსტრუქციის გაუმჯობესებამდე. 

შემდეგ კი, რიმანის აზრით ინტეგრებადობისათვის ოპტიმალური პირობების 

კვლევამ კიდევ უფრო გაამდიდრა წყვეტილი ფუნქციებისა და არასტანდარ- 
ტული სიმრავლეების შესახებ ცოდნა. 
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აქვე შევნიშნოთ, იგივე პერიოდში მომსდარი ერთი უმნიშვნელოვანესი 

მათემატიკური მოვლენის თაობაზე: ტრიგონომეტრიულ მწკრივად ფუნქციის 

გაშლის ერთადერთობის უზრუნველმყოფი სიმრავლეების კვლევის პროცესში 

გ. კანტორმა აღმოაჩინა უსასრულო სიმრავლეთა იერარქია რაოდენობრიობის 

და დალაგების სტრუქტურის თვალსაზრისით და შემდღგომ შექმნა მთლიანად 

მათემატიეიისათვის უმნიშვნელოვანესი მიმართულება - სიმრავლეთა თეორია. 

უს თეორია მალევე მყარი დასაყრდენი გახდა ნამდვილი ანალიზისათვის. 

მე-19 საუკუნის 80-იანი წლებისთვის ნამდვილი ანალიზი უკვე მიჩნეული 

იყო საინტერესო, თუმცა ჯერ კიდევ ჩამოყალიბების პროცესში მყოფ კვლევის 

სფეროდ. ჯ. პეანოს, კ. ჟორდანის, უ. დინის, ვ. ვოლტერას, ლ, შეფერის და 

სხვა მევლევართა მიერ ამ პერიოდში შესრულებულ შრომებში გამოიკვეთა ის 

არსებითი პრობლემები, რომელთა შემდგომმა გადაწყვეტამ ნამდვილი ანალიზი 

მათემატიის უმნიშვნელოეანეს დარგად აქცია. აღმოჩნდა, რომ რიმანის ინტეგ- 

რალს და ამოწურვის კლასფურ სქემაზე დაფუძნებულ სიმრავლეთა გაზომვის 

მეთოდს რთული სტრუქტურის ფუნქციებისა და სიმრავლეების შესწავლისას 

ჰქონდათ გამოყენების შეზღუდული არეალი. კერძოდ, გამოიკვეთა პრობლე- 

მების შემდეგი წრე: 

« უწყვეტ ფუნქციათა კლასის მიღმა, რიმანის ინტეგრალისათვის ირ- 

ღვევა გაწარმოებისა და ინტეგრების ოპერაციების ურთიერთშებრუნე- 

ბადობის კლასიური პრინციპი. სახელდობრ, რიმანის ინტეგრალი, 

საზოგადოდ, ვერ იძლევა პირველყოფილის აღდგენის პრობლემის 

გადაწყვეტას შემოსაზღვრული წარმოებულის მქონე ფუნქციების შემ- 

თხვევაშიც კი (რაც იგივეა, რომ არსებობენ ფუნქციები, რომელთა 

წარმოებული შემოსაზღვრულია, მაგრამ არაა რიმანის აზრით ინ- 

ტეგრებადი). ამასთანავე, წყვეტილი ფუნქციებისათეის გაუგებარია, 

თუ რა თვალსაზრისით უნდა იქნას მიჩნეული მისი რიმანის განუ- 
საზღვრელი ინტეგრალი მისსავე პირველყოფილად; 

« რიმანის ინტეგრალის მეშვეობით, საზოგადოდ, ვერ სერსდება თვით 
ისეთი წირების სიგრძის გამოთვლა, რომელთაც აქვთ ყოველ წერ- 

ტილში წარმოებადი საკოორდინატო ფუნქციები (გეომეტრიული ტერ- 

მინებით რომ ვთქვათ, ყოველ წერტილში აქვთ მხები); 

« რიმანის ინტეგრალი, საზოგადოდ, ვერ უზრუნველყოფს ფუნქციური 

მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრებას იმ შემთხევევაშიც კი, როცა: 

2)-=1 ## მწკრივი შედგება არაუარყოფითი უწყვეტი ფუნქციებისაგან, 

მისი კერძო ჯამები ერთობლივ შემოსაზღვრულია და ამასთანავე, 

22·;1 ·|·|ი·ხ1 #- ინტეგრალების მწკრივი კრებადია;



« მონაკვეთების სასრული გაერთიანებების გამოყენებაზე დაფუძნებული 

ამოწურვის მეთოდით, საზოგადოდ, შეუძლებელია რთული აგებულე- 

ბის სიმრავლეთა თვით ყველაზე მსუბუქი ვერსიების - ღია და ჩაკე- 

ტილი სიმრავლეების გაზოშვა. შეუძლებელია, ასეეე, რაციონალურ 

რიცხვთა სიმრაელისათვის ზომის მნიშვნელობის მინიჭება. 

რიმანის ინტეგრალის არაეფექტურობა ზემოთ მოცემულ სიტუაციებში გა- 

პირობებული იყო იმით, რომ მისი მექანიზმი გათელილია უწყვეტ ან უწყვეტ- 

თან მიახლოებული ხასიათის ფუნქციებზე. მრაელობითი წყეეტების მქონე ფუნ- 

ქციებისათვის კი, რიმანის ინტეგრალი არ იძლევა სასურველ შედეგებს. თუ 

ინტეგრებას მივიჩნევთ ფუნქციის გაბომვის მეთოდად (რაც საესებით ლოგი- 

კურია), მაშინ შეიძლება ითქვას, რომ ზემოთ აღწერილი გარემოებები დღის 

წესრიგში აყენებდა ფუნქციებისა და სიმრავლეების გაზომევის ახალი, ·შეუფრო 

ძლიერი მექანიზმების შექმნის საჯითხს ორივე მიმართულებით საკითხის ეფექ- 

ტური გადაწყეეტა მოცემული იყო ა. ლებეგის მიერ 1902 წელს. აქვე უნდა 

აღინიშნოს ე. ბორელის მნიშვნელოვანი წელილიც სიმრავლეთა გაზომვის 

ლებეგის მეთოდი არსებითად იყენებს ცოტა ხნით ადრე ბორელის მიერ გა- 

მოთქმულ იდეებს, 

ლებეგმა, ინტეგრალისა და ზომის თეორიების შექმნასთან ერთად, ეფექ- 

ტურად გამოიყენა კიდეც ისინი ზემოჩამოთვლილ ამოცანებთან მიმართებაში. 

განსაკუთრებით აღსანიშნავია განუსაზღვრელი ინტეგრალის დიფერენცირებას- 

თან დაკავშირებით მიღებული შედეგები, რომლითაც, უწყვეტ ფუნქციათა შემ- 

თხვევაში, კლასიფური ანალიზიდან ცნობილი დიფერენცირებისა და ინტეგრების 

ოპერაციების ურთიერთშებრუნებადობის პრინციპი გავრცელდა ლებეგის აზრით 

ინტეგრებად ფუნქციათა გაცილებით ფართო კლასზე. 

საზოგადოდ, ლებეგის ინტეგრალის აპარატმა შესაძლებელი გახადა ცოდ- 

ნის არსებითი გაფართოება ყველა იმ მიმართულებით, სადაც ადრე კვლევის 

საშუალებად რიმანის ინტეგრალი გამოიყენებოდა. ამ თვალსაზრისით, თვალ- 

საჩინო მაგალითად შეიძლება გამოვყოთ ტრიგონომეტრიული და ზოგადი ორ- 

თოგონალური მწკრივების თეორია (ფურიეს ანალიზი), 

მე-20 საუკუნის 20-იანი წლებისთვის ჯ. რადონმა, მ. ფრეშემ და კ. 
კარათეოდორმა ლებეგის ზომისა და ინტეგრალის კონსტრუქციები განაზოგა- 

დეს აბსტრაქტულ სივრცეებზე, რომლებშიც არანაირი ალგებრული და ტოპო- 

ლოგიური სტრუქტურა აპრიორულად არაა მოცემული. ზომისა და ლებეგის 

ინტეგრალის აბსტრაქტული მექანიზმები არსებითი საფუძველი აღმოჩნდა ალ- 

ბათობის თეორიის აქსიომატიზაციისათეის და შემდგომ გადაიქცა ამ დარგის 

კვლევის უმთავრეს საშუალებად, აღსანიშნავია, აგრეთვე, მნიშვნელოვანი გამო– 

ყენებები ფუნქციონალურ ანალიზში (ჯამებად ფუნქციათა სიერცეების, ერგოდუ- 
ლობისა და სპექტრალური თეორიები).



წინამდებარე სახელმძღვანელოში გადმოცემულია ნამდვილი ანალიზის ძი- 

რითადი პრინციპები, რომლებიც დაკავშირებულია ზომისა ღა ლებეგის ინტეგ- 

რალის კონსტრუქციებთან და მათ გამოყენებებთან. თანაც, ეს კეთდება რო- 

გორც აბსტრაქტულ, ასევე კოსკრეტულ - IL”" სივრცეების სიტუაციებში. პარაგ- 

რაფების უმეტესობას თან ერთვის სხვადასხვა სირთულის თემატურ ამოცანათა 

ჯგუფი. წიგნს საფუძვლად უდეეს სასწავლო კურსები, რომელთაც ბოლო 20 

წლის განმავლობაში ვკითხულობდი აკჯაი წერეთლის სახელმწიფო უნივერ- 

სიტეტის მათემატიყის სპეციალობის სტუდენტებისთვის. 

მინდა, ღრმა მადლიერება გამოვხატო რედაქტორის - ვასტანგ კოკილაშვი- 

ლის და რეცენზენტების - შაქრო ტეტუნაშვილისა და დუგლას უგულავას მი- 

მართ, რომელთაც გულდასმით წათფითსეს წიგნის სელნაწერი და მომცეს მთე- 

ლი რიგი ფასეული შენიშენებისა. 

სსვადასხვა დროს, სახელმძღვანელოს თემატიკასთან და ხელნაწერთან 

დაკავშირებით სასარგებლო რჩევები მიმიღია კოლეგების უშანგი გოგინა- 

ვას, ლაშა ეფრემიძის, თამაზ ზერეკიძის, თენგიზ კოპალიანის, ლერი ბანცურის, 

კახა ჩუბინიძისა და ერეკლე ჯაფარიძისაგან. მაია კვინიკაძემ დიღი დასმა- 

რება გამიწია ტექსტის დაკაბადონების ეტაჰზე. მათ, ყველას, დიღ მადლობას 

მოვახსენებ. 

XIV



თავი 1 

სიმრავლის სიმძლავრე 

§1. სიმძლავრის ცნება 

სიმძლავრეთა (კარდინალურ რიცხვთა) თეორიის შესწავლის საგანს წარ- 
მოადგენს სიმრავლეთა კლასიფიკაცია და შედარება იმისდა მიხედეით, თუ 

ელემენტთა რა მარაგს შეიცავენ ისინი. ერთი შეხედეით, უსასრულო სიმრავ- 

ლეთათვის ამ საკითხების შესწავლა აბრს მოცკლებულია, რადგანაც ყოველ 

მათგანში უსასრულო რაოდენობის ელემენტია და ამდენად, ელემენტების რაო– 

დენობის მახასიათებლის მიხედვით ისინი ერთნაირი უსასრულო არიან. 

მიუხედავად ამისა, არსებობს ბუნებრიეი პრინციპები რომლებიც კლასიფი- 

კაციისა და შედარების საშუალებას იძლევა, მათი მეშვეობით ირკვევა, რომ 

უსასრულო სიმრავლეთა შორისაც არიან შედარებით ღარიბები და შედარებით 

მდიდრები. 

დავიწყოთ იმ პრინციპის განსაზღვრით, რომელიც მოგეცემს კლასიფიცირე- 

ბის საშუალებას, ანუ იმის განსაზღვრით, თუ როდის უნდა ჩავთვალოთ სიმ- 

რავლეები ელემენტთა ერთნაირი მარაგის მქონეებად. 

4 და 8 სიმრაელეებს ეწოდებათ ეკვივალენტური, ან კიდევ ერთნაირი 

სიმძლავრის, თუ მათ შორის შეიძლება დამყარდეს ურთიერთცალსახა შესა- 
ბამისობა, 

# და 8 სიმრავლეების ეკვივალენტობის ჩასაწერად გამოვიყენებთ 4 – 8 

აღნიშენას, 

ცხადია, რომ ორი სასრული სიმრავლე ეკვივალენტურია მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ, როცა ისინი ელემენტთა ერთსა და იმავე რაოდენობას შეიცავენ. 

ასახვათა სტანდარტულ თვისებებზე დაყრდნობით მარტივად მტკიცდება, 

რომ სიმრავლეთა ეკვივალენტობის მიმართებას აქ>ვს ზოგადი ეკვივალენტობის 

მიმართების დამახასიათებელი სამივე თვისება: 

1) 4 – 4 (რეფლექსურობა); 

2) თუ 4 – #8, მაშინ 8 – 4 (სიმეტრიულობა); 

3) თუ 4-– 8 და 8– C. მაშინ 4 –. C (ტრანზიტულობა). 

როგორც ცნობილია, ყოველი ეკვივალენტობის მიმართება ობიექტთა ერ- 

თობლიობას ყოფს კლასებად, ისე, რომ ერთ კლასში ერთმანეთის ეკვივალენ- 

ტური ობიექტები იყრიან თავს, რაც იძლევა ამ ობიექტთა კლასიფიკაციას



იმ ნიშნით, რომლის მიხედვითაც ეკვივალენტობის მიმართება არის განსაზ- 

ღვრული, ამრიგად, თუ სიმრავლეთა ეკვიეალენტობის მიმართების მიხედვით 

ყველა შესაძლო სიმრავლის ერთობლიობას დავყოფთ კლასებად, მივიღებთ 

სიმრავლეთა კლასიფიუაციას იმისდა მიხედვით, თუ ელემენტთა რა მარაგის 

შემცველები არიან ისინი, ანუ თითოეულ კლასს ექნება მხოლოდ მისთვის 

დამახასიათებელი ელემენტთა მარაგის ტიპი. ამ მსჯელობის ფორმალიზაციას 

იძლევა სიმრავლის სიმძლავრის (კარდინალური რიცხვის) ცნება: 

ვთქვათ, სიმრავლეები განაწილებულია კლასებში ისე, რომ ორი სიმრავლე 

ერთ კლასში თავსდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ისინი ეკვივალენტური 

არიან., სიმრავლეთა ყოველ I კლასს შევუსაბამოთ რაიმე თ სიმბოლო ისე, 

რომ, განსხვავებულ კლასებს განსხვავებული სიმბოლოები შეესაბამებოდეთ და 

თ-ს ვუწოდოთ ILC კლასის სიმრავლეების სიმძლავრე ან კიდევ, კარდინალური 

რიცხვი. 

სასრული სიმრავლის სიმძლავრე, ბუნებრივია, მიჩნეულია მასში ელემენტე- 

ბის რაოდენობის ტოლად. ასე რომ, სიმძლავრის ცნება წარმოადგენს სასრულ 

სიმრავლეში ელემენტების რაოდენობის ცნების განზოგადებას, 

4 სიმრავლის სიმძლავრეს Cმ+ძ „4 ან 4 ჩანაწერით აღნიშნავენ. 

სასრული სიმრავლე შეუძლებელია ეკეივალენტური იყოს მისი საუუთრივი 

ქვესიმრავლის, უსასრულო სიმრავლეთა შემთხვეეში კი, ასეთ ფენომენს შე- 

იძლება ადგილი ჰქონდეს, რასაც მოწმობს შემდეგი მაგალითები. 

მაგალითი 1LIL1. |(0,1) და |0,2) სეგმენტები ეკვივალენტურია. ურთიერთ- 
ცალსახა შესაბამისობა მათ შორის მოიცემა |0,1) 5 ჯ -+ 2> C |(0,2) ასახვის 

მეშვეობით, 

მაგალითი 11.2. ვთქვათ, M არის ყველა ლუწი რიცსვის სიმრაელე. 

ურთიერთცალსახა შესაბამისობა ნატურალურ რიცხვთა M და ლუწ რიცხვთა 

M სიმრავლეებს შორის მოიცემა M 5 » -+ 2ი C M ასახეის მეშვეობით. 

ამრიგად, უსასრულო სიმრავლეების შემთხვევაში, ,ნაწილში“ შეიძლება 

იმდენივე ელემენტი აღმოჩნდეს რამდენიც ,მთელში“. შემდგომში დადგენილი 

იქნება, რომ ასეთი რამ უსასრულო სიმრავლეთა მახასიათებელ თვისებას 

წარმოადგენს, 

ამოცანები 

ააგეთ ბიექცია (0,1) ინტერვალსა და ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს შორის, 

ააგეთ ბიექცია |0,1) სეგმენტსა და (0,1) ინტერვალს შორის, 
ააგეთ ბიექცია ღია ერთეულოვან წრესა და ჩაკევტილ ერთეულოვან წრეს 

შორის, 

ააგეთ ბიექცია წრეწირსა და წრფეს შორის. 
ააგეთ ბიექცია ერთ წერტილში გაჩხელეტილ სფეროსა და სიბრტყეს შორის. 
ააგეთ ბიექცია სფეროსა და სიბრტყეს შორის, 

ა
ა
 

თ
ო
ი
 >



7. ააგეთ ბიექცია ჩებისმიერ ორ ღია წრეს შორის, 

§ 2. თვლადი სიმრავლეები 

სიმრაელეს ეწოდება თვლადი, თუ ის ნატურალურ რიცხეთა სიმრავლის 

ეკვიეალენტურია. 
თელაღ სიმრავლეთა სიმძლავრეს გ ასოთი აღნიშნავენ. აქვე შეენიშნაეთ, 

რომ სასრულ ან თელადღ სიმრავლეს არაუმეტეს თვლადს უწოდებენ. 

თველადი სიმრავლე შეიძლება დასასიათდეს, როგორც სიმრავლე, რომლის 

წარმოდგენა შესაძლებელია (ი1,თე,...,თი,...| სახით. ასეთ წარმოდგენაში 
სიმრავლის ელემენტები აღწერილია გარცვეული მიმღევრობის წევრების მეშ- 

ვეობით. 

თეორეეა 1.2.1. ყოველი უსასრულო სიერავლე შეიცავს თვლად ქვესიმ· 

რავლეს. 

დამტკიცება. დავუშვათ 4 უსასრულო სიმრავლეა. ამოვარჩიოთ 4 სიმ- 

რაელიდან რაიმე თჯ ელემენტი. დარჩენილი 4# V (0)) სიმრავლე კვლავ უსას- 

რულო იქსება. 4 V (თ,) სიმრავლიდან ამოვარჩიოთ რაიმე თ: ელემენტი. 

დარჩენილი /# V (0),ი:) სიმრავლე კველავ უსასრულო იქნება და ა.შ. თუ 

ამორჩევის აღწერილ პროცესს უსასრულოდ გავაგრძელებთ, მივიღებთ #4 სიმ- 

რამლის თვლად [“·1· თძეა.... მ ..- ] ქეესიმრაელეს· C 

თეორემა 12.2. თვლადი სიმრავლის ყოველი უსასრულო ქვესიშმრავლე 

თვლადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 4 = ჭთ)თი,..-.0ი,...) და ,8 მისი უსასრულო 

ქვესიმრავლეა, განვიხილოთ რიცხვი: 

ი1 = I9Iი1ი C I: ი, C #8), 

შემდეგ რიცხვი: 

712 = MIი0(თ C M :7 >»), ძ C 883), 

და ა.შ. ამ ინდუქციური აგების პრინციპი ისაა, რომ თუ აგებულია »1 < თ: < 

< » რიცხვები, მაშინ თ,,,ე) განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

1L+1 = I·II·II·I[·”· C IსI:ოთო>7/, ძიგC ვ]. 

ცხადია, რომ 8 = სნრეკ.რიე, -.. რი,,...), საიდანაც გამომდინარეობს 8 

სიმრავლის თვლადობა. C) 

1.2.1 და 1.22 თეორემები გვიჩვენებენ რომ ნატურალურ რიცხვთა 

სიმრაელე წარმოადგენს ყველაზე ღარიბს უსასრულო სიმრავლეთა შორის. 
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შედეგი 1.2.L ვთქვათ, 4 თვლადი სიმრავლეა და 73 მისი სასრული 

ქვესიმრავლეა. მაშინ # V 8 თვლადია. 

დამტკიცება. # V 8 არის თელადი 4 სიმრავლის უსასრულო ქვესიმრაე- 

ლე. ამიტომ თეორემა 1.2.2-ის თანასმად 74 V 83 თვლადია, (8) 

თეორემა 1-2.3. ვთქვათ, 4 თვლადი, ხოლო წ სასრული სიერავლეა 

და 4018 = თ. მაშინ 408 თვლადია. 

დამტკიცება. დავუშვათ, 4= (ი),თ2,...,ძი,-...) და 33= (ს),სი,...,ხი). 

მაშინ 4 ) 8 წარმოდგება შემდეგი სახით: 

·[ხსხ2,·· ··ხ")01,“·2!· ... თი. ] 

რაც ნიშნავს მის თვლადობას. C) 

თეორემა 1.2.#4. ვთქვათ, 41, 42, , ---, 4ი წყვილ-წყვილად თანაუკვე- 

თი თვლადი სიმრავლეებია. მაშინ LII-) 4 სიმრავლე თვლადია. 

დამტკიცება. განვიხილოთ » = 2 შემთხეევა., დაეუშვათ, 

141 = [01,02,.·.,0„,..·]», 142 = [ხ],ხ?,··.,ხ",..·]. 

მაშინ ,4, - 4: წარმოდგება სახით: 

[“1!ხ1I“2Iხ2,···0“",ხ",···]I 

რაც ნიშნავს მის თვლადობას, ნებისმიერი » > 2-სთვის დამტკიცება ხდება 

მათემატიკური ინდუქციის პრინციპის გამოყენებით. ამასთან, ინდუქციის ბიჯის 

განხორციელებისას უნდა გამოვიყენოთ » = 2 შემთხვევაში დადგენილი დებუ- 

ლება. C) 

თეორემა 1.2.5. ვთქვათ, #,» (» C M) წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი 
არაცარიელი სასრული სიმრავლეებია. მაშინ LI2- , 4„ სიმრავლე თვლა- 
დია. 

დამტკიცება. დავუშვათ, 

#ა = (ი' 2,ის ,. . თ0)1 (ი C M). 

თუ ჯურ ამოეწერთ #)-ის ელემენტებს, შემდეგ /#ე-ის და ა.შ., მივიღებთ 
Cი 

L] 4ც სიმრაელის წარმოდგენას ელემენტთა 

0·9),0·( .,ცზჭ·...,იჯ ),0·(") ,05(,·3, 

მიმდევრობის მეშვეობით, რაც ნიშნავს მის თვლადობას, C) 

თეორემა 1.2.წ. ვთქვათ, 4» (ი C 9) წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი 

თვლადი სიმრავლეებია. მაშინ LI2=) 4ი სიმრავლე თვლადია. 
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დამტკიცება. დავუშვათ, 

4, = (ი9, ი) .. ,იდ ...) (CCIM). 

C- 

განვალაგოთ LI #ც სიმრავლის ელემენტები ცხრილში შემდეგნაირად: 
7=1 

(1I) _()) (.) ეხლეოვვიელი 
2 2 აეაიიი . 

ააა . 

ამ ცხრილის ელემენტები შეიძლება განეალაგოთ ერთ ჰორიზონტალში შემ- 

დეგი წესით: ჯერ ამოვიწეროთ ცხრილის პირველ დიაგონალზე მდგომი 0·(11) 

ელემენტი, შემდეგ მეორე დიაგონალზე მდგომი ი,წ) და (1§1) ელემენტები 

ღა ა, შ. ცხადია, დიაგონალები ამოწურავენ განსახილავ ცხრილს, ამიტომ 

დიაგონალების თანმიმდევრობის მიხედვით ცხრილის წევრების დალაგების 
C 

მითითებული წესი იძლევა L) 4გ სიმრავლის წარმოდგენას მიმდევრობის 
ი=1 

წევრების მეშვეობით, რაც ნიშნა3ვს ამ სიმრავლის თვლადობას., = 

შენიშვნა 12.1. შემდგომში ტერმინით - სიმრავლეთა კლასი, გამოხატული 

იქნება სიმრავლე, რომლის ელემენტებსაც სიმრავლეები წარმოადგენენ. გან- 

სსვავებული დატვირთვის მატარებელი იქნება ტერმინი – სიმრავლეთა ოჯახი. 

სახელდობრ, ვთქვათ, LL წარმოადგენს სიმრავლეთა რაიმე არაცარიელ კლასს, 

ხოლო L' არის რაიმე არაცარიელი სიმრავლე, მაშინ LL კლასის სიმრავლეთა 

(4-.)-CC ოჯახი გაგებული იქნება, როგორც #:L" -> II ასახეა, რომლისთვი– 

საც /#(42) = 4., (2 6 L). ცხადია, სიმრავლეთა ყოველი (4იგ)გCჯ მიმდევრობა 

იძლევა სიმრაელეთა ოჯასის მაგალითს. 

სიმრავლეთა (.4.,)„CL ოჯახის წევრთაგან შედგენილი L4,)-CL კლა- 
სი განისაზღვრება როგორც, ყველა იმ ,4 სიმრავლის კლასი, რომელიც ემთხვე- 

ვა ერთერთს მაინც #, (2: C L) სიმრაელეთა შორის. სიმრავლეთა (:4.,)»ი6LC 

ოჯახის გაერთიანება აღინიშნება L) -- 4, ჩანაწერით და განისაზღერება 

როგორიც, (4-,)--” კლასის სიმრავლეთა გაერთიანება, მსგაესად განისაზ- 

ღვრება სიმრავლეთა (44·!!)–761·· ოჯახის ი·?ნ[“ 4., თანაკვეთა· 

სიმრავლეთა ოჯახისა და მის წევრთაგან შედგენილი კლასის აღსანიშნად 

აგრეთეე გამოიყენება შესაბამისად (.4., :5 C L) და (§4. :5 C I) ჩანაწერები. 
სიმრავლეთა (4„,).CC ოჯახის სიმძლავრე გაიგიეებული იქნება ინდექ- 

სთა L' სიმრავლის სიმძლაერესთან. ცხადია, (,4.),-ლ ოჯახისა და მის წევრთა–- 

გან შედგენილი (4.1.C- კლასის სიმძლავრეები საზოგადოდ განსხვავებულია, 

მაგალითად, თუ სიმრავლეთა (-–4ა)„იჯ მიმდევრობის ყველა წევრი ერთი და 
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იგივეა, მაშინ (4,),-» კლასის სიმძლავრე ერთია, ხოლო (#4ა),„C ოჯახის 

კი 2-ს ტოლად მიიჩხევა. 

თეორემა L2.7. ვთქვათ, #ც» (» C M) თვლადი სიმრავლეებია. მაშინ 
თ 
ს 4ი თვლადია, ე.ი. თვლად სიმრავლეთა თვლადი ოჯახის გაეგრთიანება 

·ვ»შჰღაღია· 

დამტკიცება. (4„) მიმდევრობა გარდავქმნათ წყეილ-წყვილად თანაუკ- 
ვეთი წევრების მქონე (,3,) მიმდევრობად შემდეგი წესით: 

ი#”-1 

8, = 4,, 8-.=4ი სL)4. (->1). 
L=1 

მარტივი შესამოწმებელია, რომ ჟ 4ი = ჟ 8ა. 
11=1 1=1 

აღვნიშნოთ 

M,ე = (ი C Mმ : 8გ თვლადია), 

M2=(.CIM: 8 არაცარიელია და სასრული!. 

ცხადია, 
C 

L]I.?„=( L ც„)თ( ს) #-). 
»=1 » CVM,) #-–-CVM2 

შესაძლებელია შემთხვევები: 

1) MM თვლადია, ე თელადია; 
2 MV,ე თვლადია, / სასრულია: 
ვ) /V, სასრულია, Vგ თელადია: 

4) IM, სასრულია, M სასრულია, 

თითოეულ შემთხვევაში თეორემის დასცენა გამომდინარეობს I.2.3–1.2.6 თეო- 

რემების შესაბამისი კომბინირებით. მაგალითად, განვისილოთ მეორე შემ- 

თხეევა. გვექნება, რომ: ა) L) 8, თვლადია თეორემა 1.2.6-ის ძალით; 
იCM) 

და ბბ) LI ,, სასრულია როგორც სასრულ სიმრაელეთა სასრული ოჯახის 
M; =CVM2 

გაერთიანება, ამის შემდეგ გამოვიყენებთ თეორემა I1.2.3-ს. (8. 

·შვნიშვნა 1.2.2. თეორემა 1.2.6-ის მსგავსად, 1.2.3 და 1.2.4 თეორემები სა- 

მართლიანი რჩება მაშინაც, როცა არ ვითხოვთ სიმრავლეთა წყვილ-წყეილად 

თანაუკვეთობას, მარტივი დასანახია, რომ იგივეს ვერ ვიტყვით თეორემა 

1.2.5-თან მიმართებაში, 

'მედეგი I.2.2. მთელ რიცხვთა სიმრავლე თვლადია.



დამტკიცება. მთელ რიცხვთა 7, სიმრავლე წარმოიდგინება შემდეგი სამი 

სიმრავლის გაერთიანების სახით: M, (–1, –2,..., –თ,... 1 და (0). პირველი 

და მეორე სიმრავლე თვლადია, ხოლო მესამე – სასრული, აქედან, 1.2.3 და 

1.2.4 თეორემების გათვალისწინებით დავასკვნით 27-ის თელადობას, CI 

შედეგი 1.2.3. რაციონა;ღურ რიცხვთა სიერავღ»ე თვლადია. 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ რაციონალურ რიცხვთა C) სიმრავლე შეიძ- 
ლება წარმოვადგინოთ თელად სიმრავლეთა თვლადი ოჯახის გაერთიანების 

სახით, რაც, თეორემა 1.2.7-ის გათვალისწინებით, საკმარისია დებულების 

დღასამტკიცებლად., განვიხილოთ სიმრავლეები; 

ქ„=[ჯ:ონ2] (ი C M). 

ცხადია, რომ 4„ – # (ი C M). აქედან, #-ის თვლადობის გამო, ვასკვნით 

4„ სიმრავლეების თვლადობას, ცხადია აგრეთვე, რომ §) = LI22" , 4ა. ამით 

დებულება დამტკიცებულია. (5) 

თეორემა 1.2.8. ვთქვათ, „41, 49, . -., 4ი თვლადი სიმრავლეებია. მაშინ 

მათი დეკარტული ნამრავლი „11 X „2 X X 4ე თვლადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. გამოვიყენოთ მათემატთური ინდუქციის პრინციჰი თ-ის მი- 

მართ. » = 1-სთვის დებულება ცხადია. დავაფუძნოთ ინდუქციის ბიჯი » = 

»-დან » = 7 + 1-ზე გადასელისას ყოველი 6 C 4,კ1 ელემენტისათვის 

განეიხილოთ სიმრაელე 

M#I(თ) = ((01,...,ია,თ) : (თ1,...,რი) C 41 X X 4,ფ). 

მარტივი შესამოწმებელია, რომ: 

M1(თ) – 4) X 452 X X 47 

4,X#ეX X 4ი X 4ი- = L ) #(თ). 
0C/43.ი+1 

აქედან, თეორემა 1.2.7-ის ძალით ვასკვნით დებულების სამართლიანობას ი = 

» + 1 შემთსვევაში, 5. 

შედეგი 1.2.#. ყოველი » C M-სთვის, MI950, 2-Iს, დ” სიმრავლეები 

თვლადია. 

შედეგი 1.2.5. მთელი კოეფიციენტების მქონე ყველა მრავალწევრის 

სიმრავლე თვლადია. 

დამტკიცება. განსასილველი სიმრავლე აღვნიშნოთ 4-თი და ის წარმო- 

ეადგინოთ თვლად სიმრავლეთა თვლადი ოჯახის გაერთიანების სახით, რაც. 

თეორემა 1.2.7-ის გათვალისწინებით, საკმარისია დებულების დასამტკიცებლად. 

ამ მიზნით ყოველი ნატურალური »ი-სთვის განვისილოთ არაუმეტეს (# – 1)-სა 
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რიგის მქონე ყველა მრავალწევრის სიმრავლე, რომელსაც აღვნიშნავთ „#„ც-ით. 

თუ ფიქსირებული »-სთვის ყოველ »(ჯ) = >; თ-თ; მრავალწევრს შევუსაბა- 
მებთ მის კოფიციენტთა (იე,0ი,ც,...,C.-1) L··I·I——··-?]·:Iლს, ეს შესაბამისობა იქნება 

ბიექცია 4„ სიმრავლიდან 27 სიმრავლეში, შედეგად, „გ (» C M) თვლადია. 

შეორე მხრივ გვაქვს, რომ 4 = ჟ 4ც. ამით დებულება დამტკიცებულია. LC) 
7:=1 

რიცსვს ეწოდება ალგებრული, თუ ის წარმოადგენს რაიმე მთელკოე- 

ფიციენტებიანი მრავალწევრის ფესვს. 

შედეგი 12.ნ. ალგებრულ რიცხვთა სიმრავლე თვლადია. 

დამტკიცება. 4 იყოს ალგებრულ რიცხვთა სიმრავლე, 8 კი ყველა 

მთელკოეფიციენტებიანი მრავალწეერის სიმრავლე. » C 8 მრავალწევრისათ- 

ვის 5,კ-თი აღვნიშნოთ ყველა მისი ფესვის სიმრავლე. გვაქვს, რომ: ა) 5» 

(ი C 8) სიმრავლე სასრულია; ბ) 8 თვლადია; და გ) # = LI 5». ამ- 
»ჯC8 

რიგად, 4 წარმოვადგინეთ როგორც სასრულ სიმრავლეთა თელადი ოჯახის 

გაერთიანება., თეორემა 1.2.5-ის გათეალისწინებით ადვილი დასანასია, რომ 

ასეთი სახის გაერთიანება სასრულია ან თვლადი, მეორე მხრიე, ალგებრულ 

რიცხვთა სიმრავლე 4 მოიცავს რაციონალურ რიცხეთა სიმრავლეს, რის გა- 

მოც 4 უსასრულოა, უკანასკცნელი ორი წინადადების ძალით ვასცენით #-ს 

თვლადობას, ს) 

ამოცანები 

1. აჩვენეთ, რომ თეორემა 1.2.6-ის დამტკიცებისას აღწერილ ბიექციას /# = 
0;··;1 4ც და M სიმრავლეებს შორის აქვს შემდეგი სახე: 

0,ჯ::)·_ჯ ("+|··—2)2("+|C— 1) +». 

2. დაამტკიცკეთ, რომ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ინტერვალებისაგან შედგე- 

ნილი ნებისმიერი კლასი არაუმეტეს თვლადია. 

3. დაამტკიცკეთ, რომ მონოტონური ფუნქციის წყვეტის წერტილთა სიმრავლე 

არაუმეტეს თელადია. 

4. ვთქვათ, / : 8 – # ფუნქციას ყოველ წერტილში აქეს ლოცალური მინიმუმი. 
დაამტკიცეთ, რომ /-ის მიერ მიღებული მნიშვნელობების სიმრავლე არაუმე- 

ტეს თვლადია, 
5. ვთქეათ, M C #2 სიმრავლე ისეთია, რომ მის ყოველ ორ წერტილს შორის 

მანძილი მეტია რაიმე ფიქსირებულ დადებით თ რიცხეზე. დაამტკიცეთ, რომ 

L სიმრავლე არაუმეტეს თელადია.



§3. ზოგიერთი პრინციპი, რომელიც უზრუნველყოფს სიმრავლეთა 

ეკვივალენტობას 

L შეწებების პრინციპი. შემდეგი თეორემა, რომელსაც ,,შეწებების“ პრინ- 

ციჰით მოიხსენიებენ, ხშირად გამოიყენება სიმრავლეთა ეკვივალენტობის გამა- 

პირობებელი ბიექციის ასაგებად. 

თეორემა 1.4.1. ვთქვათ, § არის ინდექსთა რაიმე არაცარიელი სიმრავ–- 

ლე და მოცემული გეაქვს სიმრავლეთა (4თ)იCი და (85»თ)იCი ოჯახები 

შემდეგი თვისებებით: 1) ც “ ,8ც ყოველი თ C C-სთვის; 2) ცI I-4ც = C 

და 8C»II13ც = C, როცა თ # #. მაშინ 

L) 4ი – ) ი- 
იღი თC9 

დამტკიცება. / :V 46 – V8„– ბიექცია აიგება / : 4ი -> 88 ბიექციების 

„შეწებებით“, რაც გულისხმობს იმას, რომ / განისაზღვრება მემდეგნაირად 

#(თ) = /ი(თ) (თ C%), ჯ C #ა). = 

2· სიძრავლისა და მისი ქვესიმრავლის ეკვივალენტობის პირობები· 

თეორემა 1.3.2. ვთქვათ, 4 და 8 უსასრულო სიმრავლეებია და 4=5 

8. თუ 4V%2183 სიმრავლე სასრული ან თვლადია, მაშინ + -- 8. 

დამტკიცება. განვიხილოთ 8 სიმრავლის რაიმე თვლადი C ქვესიმრავ- 

ლე. გვაქვს, რომ 4 = (4V,8)LIC)(8VC) და 8=0CLX(8%Cუ). (L.2.3 და 
1.2.44 თეორემების ძალით (,4 V 8) IIC – C. აქედან გამომდინარე, შეწებების 
პრინციპის გამოყენებით ვასკვნით, რომ 4 -- წ8. C 

შედეგი 12.1. ვთქვათ, 4 არის უსასრულო სიმრავლე, ხოლო #, არის 

სასრული ან თვლადი სიმრავლე. მაშინ „4 L) #, -- -. 

შედეგი 1.8.2. ვთქვათ, (4 არის უსასრულო სიმრავლე, ხოლო ჯ, არის 

მისი სასრული ან თვლადი ქვესიმრაყლე. თუ 4"ჩ უსასრულო სიმრავ· 

ლეა, მაშინ "4 V IM - 4. 

შედეგი 1.3.3. ვთქვათ, # არის უსასრულო სიმრავლე, ხოლო #. არის 

მისი სასრული ქვესიმრავლე· მაშინ 4 V # – 4. 

შედეგი 1.3.1-დან გამომდინარეობს უსასრულო სიმრაელეთა შემდეგი და- 

ხასიათება, რომელიც ეკუთენის რ. დედეკინდს. 

შედეგი 1.3.#4. ვთქვათ, 4 რაიმე სიმრავლეა. შემდეგი წინადადებები 

ეკვივალენტურია: 
I) 4 უსასრულოა; 

2) მოიძებნება 4-ს საკუთრივი ქვესიმრავლე, რომელიც 4-ს ეკვივა- 

ლენტურია. 
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დამტკიცება. 1) = 2) იმპლიფიაციას გვაძლევს შედეგი I.3.1. სასრული 

სიმრავლე შეუძლებელია შეიცავდეს მისსავე ეკვივალენტურ საკუთრივ ნაწილს, 

საიდანაც გამომდიხარეობს შებრუნებული 2) = 1) იმპლდიდაცია. L) 

შემდეგი დებულება განაზოგადებს თეორემა 1.3.2-ს. 

თეორემა 1.3.3. ვთქვათ, 45 7#8. თუ მოიძებნებიან 8 სიმრავლის 

ქვკესიმრავლეები - C» (» C I9), რომლებიც წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია 

და 4V# სიმრავლის ეკვივალენტურია, მაშინ 4 და #8 სიმრავლეები 

ეკვივალენტურია. 
დამტკიცება. აღვნიშნოთ 

X = 8VLI Cთ. 
»=1 

გვაქვს, რომ 

4=(4V%8)ს |ICთ-LსX#, (1) 
#>X–-=1 

8 = L C ს#. (2) 
»–=1 

ლემის პირობის ძალით 4V 8 – CI,C) = C9,..-) C, “ C=ი+1,... ამავდრო- 

ულად, 4V8,Cე,C2,...,Cი,... სიმრავლეები წყეილ-წყვილად თანაუკვეთია, 

საიდანაც შეწებების პრინციპის ძალით ვასკვნით, რომ 

(,LIX[?)L)C]C„”V [·]C„. 
12ყ8=1 »=1 

აქედან კი, (1) და (2) ტოლობების გათვალისწინებით და კელავ შეწებების 

პრინციპის გამოყენებით მივიღებთ, რომ # – 8. C) 

ვ. თეორემა შუალედური სიმრავლის სიმძლავრის შესახებ. შემდეგი 

თეორემა გვიჩვენებს, რომ ორ ეკვივალენტურ სიმრავლეს შორის მოთავსებუ- 

ლი სიმრავლე მათივე ეკვივალენტურია. 

თეორემა 1.3.#. ვთქვათ, -” = 1883 5 C და 4– C. მაშინ 4–=-8 – C. 

# 4 - 4 ასახვის »-ური ხარისხი აღენიშნოთ /(0-ით, ე.ი. /(7) = 

/- 9---0/), სადაც /გ =---= ჩ =#/. 

ლემა 1.3.L ვთქვათ, , 4 -> 4 ინექციური ასახვაა და # C 4V 

·/·(·4). მაშინ ](”)(·ნ) (თ C M) სიმრავლეები წარმოაღგენენ #(C4)-ს 

ქვესიმრავლეებს, რომლებიც წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია და #, სიმრავ- 

ლის ეკვივალენტურია. 
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დამტკიცება. გვაქვს, რომ 

45I(4)5/0(0)2 >53/CX4)---, (3) 

#C)(8) C #0(4 VI(C4)) = /(5(4) V/ 5+IX4) CC6M.. . . (4) 
(3) ცხადია, ხოლო (4)-ს მიიღება ჯ ) ასახვის ინექციურობის გათეალის!.- 

წინებით. 

(3) და (4) თანაფარდობებიდან ვასკვნით, რომ /(MX(წ6) სიმრავლეები 

წარმოადგენენ /#(4)-ს ქვესიმრაელეებს, რომლებიც წყეილ-წყვილად თანაუკ- 
ქეეთია, აქედან, თუკი შევნიშნავთ, რომ /-ის ინექციურობის გამო /15)(V#%) 

სიმრავლეები #; სიმრაელის ეკვივალენტურია, დავასკვნით ლემის სამართლი- 

ანობას, L) 

თეორემა I1.1.#-ის დამტკიცება. განვიხილოთ / : 4 -> 4 ინექცია, რომ- 
ლისთეისაც /#(/4) = C. მაშინ ლემა 1.3.1-ის ძალით /(.4V.8), /(2(4V8),..., 
#/C>)(4V.8),... სიმრავლეები წარმოადგენენ C-ს ქვესიმრავლეებს, რომლებიც 

წყვილ-წყვილად თანაუკეეთი და 4 V 8 სიმრაელის ეკვივალენტურია. C C 8 

ჩართეის გამო /(5M)(4V,8) სიმრაელეები არიან 8-ს ქვესიმრავლეებიც, ახლა. 

თუ გამოეიყენებთ თეორემა 1.3.3-ს, დავასკვნით, რომ # – 8. ლ 

#. კანტორ-ბერნშტეინის თეორემა. შემდეგი თეორემა, რომელიც ეკუთ- 

ენის გ. კანტორს და ფ. ბერნშტეინს, წარმოადგენს ერთ-ერთ ყველაზე მხიშ- 

ენელოვან დებულებას სიმძლავრეთა თეორიაში. 

თეორემა 1.8.5. ვთქვათ, –# სიმრავლე 85 სიმრავლის რაიმე ქვესიმრავ- 

ლის ეკვივალენტურია, ხოლო 88 სიმრავლე 4 სიმრავლის რაიმე ქვესიმ· 

რავლის ეკვივალენტურია· მაშინ 4 და 8 სიმრავლეები ეკვივალენტურია· 

დამფკიცება. ეთქვათ, 4 – 8' C 8 და 8 – 4 C 4. განეიხილოთ 
” ტ4ტ–6 ც დაძ 8 - #4" ბიექციები. აღენიშნოთ 274' = (ყი /)X4). 
ცსადია, რომ 724 = 4' 5 4“” და #4 – „4"“. აქედან, თეორემა 1.3.4-ის ძალით 

გეექსება, რომ „# – „#4#". საიდანაც #“" – 8 გათეალისწინებით, ვგასკენით 

4 –+ 8 ეკეიეალენტობის სამართლიანობას. C) 

შენიშვნა 12.1. რიგ შემთხვევებში კანტორ-ბერნშტეინის თეორემის გამოყე- 

ნება მოსახერხებელია შემდეგი ფორმულირებით: ვთქეათ. თ და / სიმძლავრე- 

ებია. თუ თ სიმძლავრის 4) სიმრავლე ეკვივალენტურია 8 სიმძლაერის #8, 

სიმრაელის რაიმე ქვესიმრავლის და მეორე მხრივ, ც სიმძლავრის ჯე სიმ- 

რავლე ე კვიეალენტ·ერია თ სიმძლავრის ,45 სიმრავლის რაიმე ქეესიმრავლის, 

მაშინ თ და /# სიმძლავრეები ტოლია. 

II



ამოცანები 

1. კანტორ-ბერხშტეინის თეორემის გამოყენებით დაამტკიცეთ, რომ: 

ა) (0,1) სეგმენტი და (0,1) ინტერეალი ეკვიეალენტურია; 

ბ) ღია წრე და ჩაკეტილი წრე ეკვივალენტურია. 

§4. კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლეები 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ უსასრულო სიმრავლეთა ასალ ტიპს - კონ- 

ტინუუმის სიმძლავრის სიმრაელეებს. 

თეორემა I·||·I· ნამღვილ რიცხვთა სიმრავლე არათვლადია. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე.ი. დავუშვათ, რომ IL თვლა- 

დია, მაშინ ის წარმოდგება IL = (თ),ჯ2,..., თი,... 1 სახით. დავყოთ |0,1|) 

სამ ტოლ ნაწილად და დაყოფის სეგმენტებს შორის ამოვირჩიოთ ისეთი, 

რომელიც ჯ) წერტილს არ შეიცავს და იგი აღვნიშნოთ 4) -ით. მეორე ეტაჰზე 

#ე დავყოთ სამ ტოლ სეგმენტად და დაყოფის სეგმენტებს შორის ამოვირჩიოთ 

ისეთი, რომელიც არ შეიცავს ჯა-ს და იგი აღვნიშნოთ /სა-ით. თუ ამ პროცესს 

გავაგრძელებთ უსასრულოდ, მივიღებთ (#„) სეგმენტთა მიმდევრობას შემდეგი 

თვისებებით: 

1) ჯი წ რეგ (ი C M); 

2) 0#ე) 54622 -.::524რ%8ი252-::; 

3) |42ბ?,,| = –ვჯ,·· (ი C M). 
ჩალაგებულ სეგმენტთა პრინციპის ძალით, /#ა სეგმენტების თანაკვეთა 

შედგება ერთი წერტილისაგან, რომელსაც აღენიშნავთ ჯ-ით. (#აც) მიმდევრო- 

ბის 1) თვისებიდან გამომდინარე, ე; ვერ დაემთხვევა ვერცერთ ჯ„ წერტილს, 

რაც ეწინააღმდეგება დაშვებას იმისა, რომ ჯგ წერტილები ამოწურავენ ნამ- 

დვილ რიცხვთა სიმრავლეს. მიღებული წინააღმდეგობის ძალით IL არათელა- 

დია, თეორემა დამტკიცებულია. C) 

სიმრავლეს ეწოდება კონტინუუმის სიმძლავრის, თუ ის ნამდვილ რიცხვ- 

თა სიმრავლის ეკვივალენტურია,. 

კონტინუუმის სიმძლავრეს C ასოთი აღნიშნავენ. 

თეორემა L4.2. ყოველი გადაუგვარებელი ·მუალეღი კონტინუუმის 

სიმძლავრისაა· 

დამტკიცება. ვთქვათ თ < ხ. შემდეგი ფუნქცია: 

= 1გდ + 1 ] (I) . ჯ» 8 2, 
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გვეაძლევს ბიექციას IML-სა და (0,1) ინტერვალს შორის. თავის მხრიე, ე(ყ-) = 

თ+(ხ–თ)+» წრფივი ფუსქცია იძლეეა ბიექციას (0,1) და (თ,ხ) ინტერვალებს 
შორის. შედეგად, (თ,ხ) ინტერეალი კონტინუუმის სიმძლაერისაა. (თ, ხ), :0,ხ). 

და (თ,ხ) შუალედები მიიღება (თ,ხ) ინტერვალისათეის მისი ორივე ან ერთ- 

ერთი ბოლოს დამატებით. აქედან გამომდინარე, შედეგი I.3.1-ის ძალით 

ისინიც კონტინეუმის სიმძლავრის სიმრაელეები არიან. 

შევნიშნოთ, რომ 25 + თ ფუნქცია არის ბიექცია IL-სა და (ი,CC) სხივს 

შორის, ხოლო - 2% + 6 ფუნქცია კი, IL-სა და (–C,0თ) სხივს შორის, აქედან, 

შედეგი 1.3.1-ის გათვალისწინებით გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი ჩაკე- 

ტილი სხივი კონტინუუმის სიმძლავრისაა, ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა 1.4.3. ირაციონაღ!ურ რიცხვთა სიერავლე კონტინუუმის სიმ- 

ძლავრისაა. 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ ირაციონალურ რიცხეთა LVC) სიმრავლე 

უსასრულოა, მაგალითად, თV2 (ი C M) რიცხეები ქმნიან ირაციონალურ 

რიცსეთა სიმრავლის უსასრულო ქვესიმრავლეს. ახლა, თუკი გავითვალისწი- 

ნებთ, რომ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე თვლადია, თეორემა 1.3.2-ის 
ძალით დაეასკვნით M# V C და IL სიმრავლეების ეკვივალენტობას. CI 

რიცსვს ეწოდება ტრანსცენდენტული. თუ ის არ არის ალგებრული. 

როგორც ცნობილია, » და C ტრანსცენდენტული რიცხვები არიან. შეენიშ- 

ნავთ, რომ კონსტრუქციული გბით ტრანსცენდენტული რიცხვის აგება არცთუ 

იოლი ამოცანაა, თუმცა, როგორც შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს ტრანსცენ- 

დენტული რიცხვი ძალიან ბევრია, კერძოდ, ,იმდენივე“, რამდენიც ნამდეილი 

რიცსეი, 

თეორემა L.#.#. ტრანსცენღენტულ რიცხვთა სიმრავლე კონტინუუმის 

სიმძლავრისაა· 

დამტკიცება. 4-თი აღვნიშნოთ ალგებრულ რიცხვთა სიმრავლე. 
შევნიშნოთ, რომ ტრანსცენდენტულ რიცხვთა LV.4 სიმრაელე უსასრულოა, 

მაგალითად, »X (» C M) რიცხვები ქმნიან ტრანსცენდენტულ რიცხეთა სიმრავ- 

ლის უსასრულო ქევსიმრავლეს, ახლა, თუკი გავითვალისწინებთ, რომ ალგებ- 

რულ რიცხეთა 4 სიმრავლე თვლადია, თეორემა |.3.2-ის ძალით დავასკვნით 

L V 4 და IL სიმრაელეების ეკვივალენტობას, თეორემა დამტკიცებულია. ) 

თეორემა I.4.5. კონტინუუმის ·სიმძლავრის სიმრავლეთა სასრული ან 

თვლადი ოყჯახის გპაერთიანება კონტინუუმის სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. დამტკიცება ჩავატაროთ თვლადი ოჯახის შემთხეევაში. სას- 

რული ოჯახის შემთხვევაში დამტკიცება ახალოგიურია. ვთქვათ, „4გ (#: C M) 
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კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლეებია. აღვნიშნოთ: 

2დ >2-1 

4 = L | 4„; 8) = 4), 8 = 4„ V L) 4- (L>2). 
#=1 X=1 

ცხა·ჯია რომ ც8. სიმრ ჩავლეეი წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია და 

"—1 8ც, = 4. 8, სიმრაელე კონტინუუმის სიმძლავრისაა, ხოლო ყოეელი 

8,, ( > 2) სიმრავლე წარმოადგენს კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლის 

ქვესიმრავლეს, ამის გამო, 8) სიმრავლეს შეიძლება ურთიერთცალსასად შე- 

ვუსაბამოთ (0,1) შუალედი, ხოლო ყოველ 8, (ი > 2) სიმრავლეს – +- 1,») 

შუალედის რაიმე ქვესიმრავლე., რის შედეგადაც, შეწებების პრინციჰის ძალით, 

4 სიმრავლე აღმოჩნდება IIL-ის გარკვეული ქვესიმრავლის ეკვივალენტური, 
მეორე მხრივ, IL ეკვივალენტურია ,8) სიმრავლის, რომელიც „4-ს ქვესიმრავ- 

ლეს წარმოადგენს. აქედან გამომდინარე, კანტორ-ბერნშტეინის თეორემის 
ძალით. 4 კონტინუუმის სიმძლავრისაა, თეორემა დამტკიცებულია, IMI 

კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლეების დეკარტული ნამრავლის თეისე- 

ბების დასადგენად დაგვჭირდება შემდეგი თეორემა, რომელსაც დამოუკიდებე- 

ლი მნიშვნელობაც აქვს. 

თეორემა 1.4.წ. ნატურალური რიცხვებისაგან შეღგენილი ყველა შე- 

საძლო მიმდევრობის სიმრავლე კონტინუუმის სიმძლავრისაა· 

დამტკიცება. 4,8 და C ასოებით აღვნიშნოთ შესაბამისად: 

ნატურალური რიცხვებისაგან შედგენილი ყველა შესაძლო მიმდევრობის 

სიმრავლე; 

ნატურალური რიცხვებისაგან შედგენილი ყველა შესაძლო ზრდადი მიმდევ- 

რობის სიმრავლე; 

0 და 1 რიცხეებისაგან შედგენილი ყველა იმ მიმდევრობის სიმრაელე, 

რომლის ნულის ტოლი წევრების რაოდენობა უსასრულოა. 

ჩვენ დავამტკიცებთ ეკვივალენტობათა შემდეგი ჯაჭვის სამართლიანობას: 

I0,1) + C – 8 – 4. 
ორობით წილადად რიცხვის წარმოდგენის თვისებებიდან გამომდინარე 

(იხ. დამატება 1), შემდეგი ასახვა: 

C 3 (6,)ა-ხ - 2 5ი C I0,1), 
ი=1 

წარმოადგენს ურთიერთცალსახა თანადობას C და (0,1) სიმრაელეებს შორის. 

ამრიგად, |0,1) - C 
განვიხილოთ ასახვა, რომელიც (§6„) C C” ელემენტს შეუსაბამებს (ჯ„) C 8 

მიმდევრობას თვისებით ჯ/უ : თი C M) = (LC M :6,. =0), ანუ (§„) CC 
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ელემენტს ვუსაბამებთ იმ » ინდექსებისა·ან შედგენილ ზრღად მიმღევრო- 

ბას, რომელთათვისაც §გ = 0. მარტივი შესამოწმებელია, რომ ასეთი ასახვა 

წარმოადგენს ბიექციას C და 8 სიმრავლეებს შორის, ამით C – 8 ეკეივა- 

ლენტობა დადგენილია, 

8 – 4 ეკვივალენტობის დასაღგენად განვიხილოთ ასახვა, რომელიც 

(დ») C 8 მიმდევრობას შეუსაბამებს შემდეგ მიმდევრობას , სიმრავლიდან: 

#/).902 – მ)). . ხწი  ჩი-1,... 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ასეთი ასახეა წარმოადგენს ბიექციას 8 და 4 

სიმრაელეებს შორის. შედეგად, 8 – /#. ამით თეორემა დამტკიცებულია C) 

შენიშვნა 1.#.1L თეორემა L.4.6 გეიჩვენებს რომ თელად სიმრაელეთა 

უსასრულო მიმღევრობის დეკარტული ნამრავლი, განსხვავებით სასრული მიმ- 

დეერობის შემთხვევისაგან (იხ. თეორემა 1.2.8), წარმოადგენს არათელად, 

კერძოდ. კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლეს. 

თეორემა 1.#.7. თუ 41 ..., ტგ კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლე- 

ებია, მაშინ მათი დეკარტული ნამრავლი - 4) X X 4ი კონტინუუმის 

სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. განეიხილოთ # = 2 შემთხეევა. #I იყოს ნატურალურ რი- 

ცხეთა ყველა შესაძლო მიმდევრობის სიმრავლე., დავადგინოთ, რომ 4 X 4ი – 

M, საიდანაც თეორემა 1.4.6-ის გათეალისწინებით მივიღებთ სასურველ დას- 

კენას, 

თეორემა I.4.6-ის ძალით გვაქვს, რომ 4) – M ღა 4: – M/. განვიხი- 
ლოთ # 4) – M , #0: 42 –ს M ბიექციები და მათი მეშეეობით ავაგოთ 

# : 4) X 42 –პ M ბიექცია, ავიღოთ რაიმე ი1 C 4) და თძა C „ი ელემენტები. 

ვთქვათ, 

]1(“1) = (1?1·92,· 22745 ·)I 

#ი(ძა) = (ძ1,02,---,90M....)- 
მაშინ #(თ1,იე) განესაზღვროთ შემდეგნაირად: 

#(01.05) = (0),9),02, 02, - - - 10 4( · · -) 
ადეილი შესამოწმებელია, რომ ასეთნაირად აგებული / /#1) X 4: – M# 

ასახეა წარმოადგენს ბიექციას, 

ნებისმიერი ი» > 2 რიცხეისათვის დამტკიცება ხდება ინდუქციური მსჯელ- 

ობით, რომლის დროსაც საჭიროა (X) X X 4ი-1) X 4გ და 44 X X 

4.-1 X 4,, სიმრავლეთა ეკვივალენტობის გათვალისწინება. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 14.L ნებისმიერი ნატურალური »-სთვის, ” სივრცე და 

I0, 1)” ერთეულოვანი კუბი კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლეებია. 

I5 

(8)



შედეგი 1.4.1-ის თანახმად |I0,1)? კვადრატი და |0,1) მონაკვეთი ეკვივა- 

ლენტურია, ანუ „კვადრატში იმღენივე ელემენტია, რამდენიც მის გვერდში“, ეს 

ფაქტი კიდევ ერთხელ უსვამს ხაზს იმას, თუ რაოდენ მოულოდხსელი შეიძლება 

იყოს დამოციდებულება ,,მთელსა და ნაწილს შორის“ უსასრულო სიმრავლეების 

შემთხვევაში. 

თეორემა 1.#.ს. თუ 41, 42,... კონტინუუმის სიეძღ»ავრის სიმრავ- 

ღ)ეებია, მაშინ მათი დე კარტული ნამრავლი ?·(01 /1„ კონტინუუეის 
»= 

სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. M იყოს ნატურალურ რიცხვთა ყველა შესაძლო მიმდევრო- 

ბის სიმრავლე, ხოლო ე - რაიმე ბიექცია M და M X M სიმრავლეებს შორის. 

თეორემა 1.4.6-ის ძალით გვაქვს, რომ „4,, – V (თ C IM). განვიხილოთ 

ჩ 4ი 3 M ბიექციები და მათი მეშვეობით ავაგოთ #/ X 4რი 5 M 

ბიექცია, რაც თეორემა 1.4.6-ის გათვალისწინებით, სა)მარისი იქნება თეორემის 

დასამტკიცებლად, ავიღოთ რაიმე ძგ C 4გ (თ» C M) ელემენტები, ვთქვათ, 

#)(01) = (თც,1),9(1,2)+- “ -11 )# --- ) 
#2(02) = (0დ,1),იC,2), · L · 1X9,.), +- · ), 

ჩ.(თ„) = (1”("·.1)·1?(".2)· ...IMXVთ.თ').... ) 

მაშინ /(01,02,...ცრის...) განესაზღვროთ შემდეგნაირად: 

](“1!“2] ი.უ მი,... ) = (?9(1)! Mე(2),1 ..- .ბ9(ი)ს ..- )· 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ასეთნაირად აგებული # X 4, + M ასასვა 
1=1 

წარმოადგენს ბიექციას. ამით თეორემა დამტკიცებულია. ' C) 

შედეგი 1.4.2. ყველა შესაძლო რიცხვითი მიმდევრობის Iჯი სიმრავლე 

კონტინუუმის სიმძლავრისაა· 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ IL9 = X ,4„, სადაც 4„ = M (» C IM). 

ამის შემდეგ, თეორემა 1.4.8-ის გამოყენებით ვღებულობთ დასამტკიცებელ 

წინადადებას, C) 

შედეგი 14.3. (ი, ხ| სეგმენრხე განსახღვრული ყველა უწყვეტი ფუნ- 
ქციის C Iთ, ხ| სიმრავლე კონტინუუმის სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ ნამდვილ რიცხვთა სიმ- 

რავლე ეკვივალენტურია |C, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული ყველა მუდმივი ფუნ- 
ქციის სიმრავლის, რომელიც, ცსადია, CI0,ხ)-ს ქვესიმრავლეს წარმოადგენს. 
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(ი,ს) სეგმენტის რაციონალური რიცხვების სიმრავლე წარმოვადგინოთ 

მიმდევრობის წევრების მეშვეობით: I|თ,ხ) (1C2X = I ,72) ..- ”ი ..-.)1. ყო- 

ქელ / C CIთ,ხ) ფუნქციას შევუსაბამოთ (/(ჯ»ე)) მიმდეერობა. მაშინ ყოველ 

ორ განსხვავებულ # და ყ ფუნქციებს შესაბამებული ექნებათ განსხვავებული 

(”(Iგ)) და (ყ(”გ)) მიმდევრობები, ეს გამომდინარეობს იქედან, რომ, თუ 

ლორი უწყვეტი ფუნქცია ერთმანეთს ემთხვევა რაციონალურ წერტილებში, მა- 

შინ ისინი ერთმანეთს დაემთხვევიან უკლებლიე ყველა წერტილშიც. ამრიეად, 

CIთ,ხ|) ეკვივალენტურია ყველა შესაძლო რიცხეითი მიმდევრობის II სიმ- 

რავლის გარკვეული ქვესიმრაელის, ახლა თუ გავეითვალისწინებთ, რომ M#>9 

კონტინუუმის სიმძლავრისაა, კანტორ-ბერნშტეინის თეორემის მეშეეობით (იხ. 

აგრეთვე შენიშვნა |1.3.1) მიეიღებთ დასამტკიცებელ წინადადებას. CI 

შენიშვნა 1.4.2 როგორც მომდეენო პარაგრაფში დამტკიცდება, (ი, ხ, 

სეგმენტბე განსაზღვრული ყველა ფუნქციის სიმრავლე კონტინუუმის სიმძლავ- 

რისაგან განსხვავებული, კერძოდ, უფრო მეტი სიმძლაერისაა. 

თეორემა 1.#.9. ყველა იმ მიმდევრობის სიმრავლე, რომელიც შედგება 

0და! რიცხვებისაგან, კონტინუუმის სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. 4 იყოს განსახილეელი სიმრაელე, „8 იყოს 4-ს ქვესიმრაე- 

ლე, რომელიც შედგება ყეელა იმ მიმდეერობისაგან, რომლის ნულის ტოლი 

წევრების რაოდენობა სასრულია. # იყოს (|0, 1| სეგმენტის ყველა ორობითად- 
რაციონალური წერტილის სიმრაელე, ე.ი. 

წ=[ჭ”,—·:"61§!,1ჭოჭ2"]. 

თვლაღ სიმრაელეთა ცნობილი თვისებების გამოყენებით მტკიცდება, რომ # 

თვლადია, 

განეიხილოთ ასახვები: 

83(ა) 2 ჭ– C (0,1), 
#=1 

ლლ 

·4X83(6„)·—)2§—:65. 
7X=1 

ორობით წილადად რიცხვის წარმოდგენის თვისებებიდან გამომდინარე (იხ. 

დამატება 1), ორივე ასახვა არის ბიექცია. ამრიგად, 8 კონტინუუმის სიმ- 

ძლავრისაა, ხოლო 4 V ც თელადია. აქედან, შედეგი I.3.1-ის ძალით 4 

კონტინუუმის სიმძლავრისაა, ამით თეორემა დამტკიცებულია. LI 

I7



თეორემა 1.4.9-ის თანასმად ორელემენტიანი (ი,1) სიმრავლის თავის 

თავზე თელადჯურ დეკარტული ნამრაელი - )( [0 1) კონტინუუმის სიმძლავ- 

რისაა, შემღეგი დებულება გვიჩვენებს, რომ იგიეე სამართლიანია ნებისმიერი 

ორელემენტიანი სიმრაელეების შემთსეევაშიც., 

შედეგი M4-#. ვთქვათ, 4) 4ი,... ორელ მენტიანი სიმრავლეებია. 

მამინ მათი დეკარტული ნამრავლი 0)?1 /1„ კონტინუუმის სიმძლავ· 
#= 

რისაა. 

შედეგი 1.4.4-ის დასამტკიცებლად საკმარისია შევნიშნოთ, რომ C;(C” #4ა და 
7I=1 

X (0,1ჯ1 სიმრავლეები ეკვივალენტურია. 
»2=1 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ, რომ L" სივრცის ნებისმიერი არაცარიელი ღია ქვესიმრავლე 

კონტინუუმის სიმძლაერისაა. 

2. ეთქვათ, # C LL თვლადი სიმრავლეა, დაამტკიცეთ, რომ მოიძებნება L 

რიცხვი, რომლისთვისაც (.4 +)() 4 =8, სადაც 4+1= (0ი+#L:96C #). 

3. დაამტკიცეთ, რომ სიბრტყეზე ყველა შესაძლო წრის კლასი კონტინუუმის 

სიმძლაერისაა, 

4. სიბრტყეზე X'-სიმრავლე ვუწოდოთ ორი მონაკვეთის გაერთიანებას, რომლე- 

ბიც ერთმანეთის მართობულია და ერთ-ერთის ცესტრი წარმოადგენს მეორე 

მათგანის ბოლოს, ვთქვათ, სიბრტყეზე მოცემულია წყვილ-წყვილად თანა- 

უკვეთი #"-სიმრავლეების რაიმე C კლასი (სიმრავლეების ზომები შეიძლება 

სხვადასსვა იყოს), შეიძლება თუ არა ასეთი §) კლასი იყოს არათვლადი? 

5. ეთქვათ, # და ,3 სიმრავლეების გაერთიანება კონტინუუმის სიმძლავრისაა. 

დაამტკიცეთ, რომ 4 და ,8 სიმრაელეებს შორის ერთ-ერთი მაინც კონტინუ- 

უმის სიმძლავრისაა, 

6. ეთქვათ, 4, (თ C M) სიმრავლეების გაერთიანება კონტინუუმის სიმძლავ- 

რისაა, დაამტკიცეთ, რომ 4„ სიმრავლეებს შორის ერთ-ერთი მაინც კონტი- 

ნუუმის სიმძლავრისაა, 

§5. სიმძლავრეთა შეღარება 

ჩვენ უკეე განვიხილეთ უსასრულო სიმრავლეთა ორი ტიპი: თვლადი 

სიმრავლეები და კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლეები, ბუნებრივად ის- 

მის კითხვა: არსებობენ თუ არა, სიმძლავრის თვალსაზრისით, სსეა ტიჰის 

სიმრავლეები, ე.ი, არსებობენ თუ არა 2 და C სიმძლაერეებისაგან განსსვა- 

ვებული სიმძლავრეები? ამ საკითხის გადაწყვეტა უკავშირდება თავისთავად 

მნიშვნელოვან საკითხს სიმძლავრეთა შედარების შესახებ. 

შემოვიღოთ დალაგების მიმართება სიმპძლავრეთა შორის. ვთქვათ, მოცე- 

მული გვაქვს ორი Cთ და / სიმძლავრე და ცნობილია, რომ ი = CმIძ # და 
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8 = CმIძ 8. ვიტყვით, რომ ი, არ აღემატება /#-ს (ჩანაწერი: თ < #8), თუ 

4 ეკვიეალენტურია /#3-ს რაიმე ქვესიმრავლის., 

მარტივი შესამჩნევია, რომ სიმძლავრეების შედარებისას შეღეგი არაა 

დამოციდებული თი. სიმძლავრის „4 სიმრავლისა და /# სიმძლავრის 8 სიმრავლის 

არჩევაზე (ე.ი, თუ # ეკვივალენტურია ,8-ს რაიმე ქვესიმრავლის, მაშინ 

იგივე მოსდება თ სიმძლავრის ნებისმიერი #” სიმრავლისა ღა / სიმძლავრის 

ნებისმიერი )3 სიმრაელის შემთხვევაში). 

აღნიშნული წესით შემოღებულ სიმძლავრეთა შედარებას აქეს დალაგების 

მიმართებისთვის დამახასიათებელი რეფლექსურობის, ანტისიმეტრიულობისა 

და ტრანზიტულობის თვისებები, ე.ი., ნებისმიერი CთC,8 და +» სიმძლაერე– 

ებისათვის სრულდება პირობები: 

ი<ით (რეფლექსურობა): 

თუ თ < 8 და 8 <C0თ, მაშინ ი = 8 (ანტისიმეტრიულობა); 

თუ თ < 8 და 8 <2, მაშინ თ <254 (ტრანზიტულობა). 

რეფლექსურობა და ტრანბიტულობა მოწმდება უშუალოდ, სოლო ანტისი- 

მეტრიულობა წარმოადგენს კანტორ-ბერნშტეინის თეორემის ეკეივალენტურ 

წინადადებას, 

შევნიშნოთ, რომ თ < / ნიშნაეს შემდეგს: თ < 8 და თ # ტ8, ე.ი., თუ 

თ = C99 4 და #8 = C99 #8, მაშინ ი < 8 ნიშნაეს იმას, რომ: 

1) # არ არის 7/#9-ს ეკვივალენტური; 

2) 4 ეკეივალენტურია ,8-ს რაიმე ქვესიმრავლის, 

აქვე შევნიშნოთ, რომ გ < C. მართლაც, როგორც ვიცით M არათვლადია, 

ე.ი. I| არაა M-ის ეკვივალენტური. მეორე მხრივ, M – M C IL. რის შედეგადაც 

ვღებულობთ გ < C უტოლობას, 

სიმძლავრეს ვუწოდოთ სასრული (უსასრულო), თუ ის სასრულ (უსას- 

რულო) სიმრაელეთა სიმძლავრეს წარმოადგენს, 

სასრული სიმძლავრეები ყოველთვის სადარია, ე.ი., თუ თ და 8 სასრული 

სიმძლაერეებია, მაშინ ისინი ან ტოლია, ანაც მათ შორის ერთ-ერთი ნა)ლებია 

მეორეზე. დაუმტკიცებლად აღენიშნავთ, რომ სადარია ნებისმიერი ორი უსას- 

რულო სიმძლავრეც (დამტკიცებისათვის იხ., მაგალითად, (29) წიგნის მე-14 

თავი), ეს მნიშვნელოვანი შედეგი ეკუთვნის ე. ცერმელოს. 

ახლა დავუბრუნდეთ საკითხს ე და C სიმძლავრეებისაგან განსხვავებული 

სიმძლავრეების არსებობის შესახებ, როგორც შემდეგი თეორემა გეიჩეენებს, 

ასეთი სიმძლავრე უამრავი არსებობს. უფრო მეტიც, როგორც ირყვეეა, ნე- 

ბისმიერი სიმძლავრისთვის არსებობს მასზე დიდი სიმძლავრე. 

4 სიმრავლის ყეელა შესაძლო ქეესიმრავლისაგან შედგენილი კლასი აღ- 

ვნიშნოთ 24 ჩანაწერით. 
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თეორემა 1.5.1. ნებისმიერი ·4 სიმრავლისათვის გვაქვს, რომ 

ლინძ „4 < იCმI9 24. 

დამტკიცება. თუ 4 ცარიელია, მაშინ დებულება ცხადია, 

განვიხილოთ არაცარიელი 4 სიმრავლის შემთხვევა. ჯერ დავადგინოთ, 

რომ 4 და 24 არ არიან ეკვივალენტური, დავუშეათ საწინააღმდეგო: ვთქეათ, 

მოიძებნება # : 4 –პ 24 ბიექცია. ი C 4 ელემენტს დავარქვათ ,,კკარგი“, თუ 

ი C #(0), და დავარქვათ ,ცუდი“, წინააღმდეგ შემთხვევაში, ე.ი. თუ ძ C /(ი). 
-თი აღვნიშნოთ ყველა ,„ცუდი“ ი C 4 ელემენტის სიმრავლე და განეი- 

ხილოთ ის ძე C 4 ელემენტი, რომლის ანასახიც არის # სიმრავლე, ე.ი. 

#(00) = #. 
თუ ძი ელემენტი ,,კარგია“ , მაშინ ის ეკუთენის მის ანასახს - /(თი) = # 

სიმრავლეს. განსაზღვრის თანახმად, # შედგება ,„ცუდი“ ელემენტებისაგან, 

ძი კი, როგორც ითქვა, მისი ელემენტია. შედეგად. იი „ცუდია“. მიღებული 

წინააღმდეგობის ძალით ძე შეუძლებელია იყოს ,,კარგი“. 

თუ ძი „ცუდია“, მაშინ ის არ ეკუთვნის მის ანასახს #(იი) = ჩ 

სიმრავლეს, მაგრამ, მეორე მხრიე, #-ს განსაზღვრის თანახმად, # სიმრაელე 

შეიცავს ყოველ „ცუდ“ ელემენტს, მათ შორის იე-ს. მიღებული წინააღმდეგობის 

ძალით, ძიე შეუძლებელია იყოს „ცუდი“,. 

ამრიგად, თც ელემენტი არც „კარგია“ და არც ,ცუდი“ , რაც გეაძლეეს 

წინააღმდეგობას, რომლის ძალითაც ვასკენით 4 და 24 სიმრავლეების არა- 

ეკვივალენტობას. 

თუ 4 სიმრავლის ყოველ თ ელემენტს შევუსაბამებთ მისგან შედგენილ 
ერთელემენტიან §თ) სიმრავლეს, მივიღებთ ბიექციას 4 სიმრავლესა და „-ს 

ყველა ერთელემენტიანი ქვესიმრაელის კლასს შორის. ამით C2+ძ 7 < ლC2Iძ 24 

უტოლობა დადგენილია, L) 

თუ C2ძ >#4 = თ, მაშინ 29% ჩანაწერით აღნიშნავენ 24 ოჯახის სიმძლავრეს. 

თეორემა 1.5.2. Cმ+ძ 2' = იეVძ IL, ე.ი. 29 = C, 

დამტკიცება. განვიხილოთ ასახვა, რომელიც # C 2% სიმრავლეს შეუსა- 

ბამებს შემდეგ (–გ) მიმდეერობას; §გ = 1, თუ » C L და §ც = 0, თუ 

ი C #. მარტივი შესამოწმებელია, რომ ეს ასახვა არის ურთიერთცალსა- 

ხა შესაბამისობა 2" კლასსა და 0 და 1 რიცხვებისაგან შედგენილი ყველა 

შესაძლო მიმდევრობის სიმრავლეს შორის, ეს უკანასცნელი სიმრავლე კონტი- 

ნუუმის სიმძლავრისაა (იხ. თეორემა 1.4.9), საიდანაც ეასკვნით, რომ C2+ძ 2!! 

= 0. LI 

1877 წელს კანტორმა გამოთქვა კონტინუუმის ჰიპოთეზის სახელწო- 

დებით ცნობილი მოსაზრება 2 და C სიმძლავრეებს შორის მოთავსებული სიმ- 

ძლავრის არარსებობის შესახებ, ის ფიქრობდა, რომ თელადზე მეტი უმცირესი 
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სიმძლავრე კონტინუუმის სიმძლავრეა. პრობლემის ამოხსნამ მოითხოვა მათე- 

მატოფის საფუძვლების უკიდურესად ღრმა ანალიზი, როგორც აღმოჩნდა, კონ- 

ტინუუმის ჰიპოთების გადაწყვეტა შეუძლებელია სიმრავლეთა თეორიის ცერ- 

მელო-ფრენკელის აქსიომათა სისტემაში. კერძოდ, კ. გიოდელმა (1940) დაამ- 

ტკიცა, რომ კონტინუუმის ჰიპოთება არ ეწინააღმდეგება ცერმელო-ფრენკელის 

აქსიომატიკას, ხოლო პ. კოენმა (1963) აჩვენა, რომ არც ჰიპოთების უარყოფა 

ეწინააღმდეგება ხსენებულ აქსიომატივჯას. 

თეორემა 1.5.3. გადაუგვარებელ [(1, ხ] სეგმენტ··ხე განსაზღვრული ყვე- 

ლა ფუნქციის X#თ,ხ) სიმრავლე 2“ სიმძლავრისაა, ე.ი. Cმ2Iძ #"LVI,ხ) = 

ლმIძ 25, 

დამტკიცება. ყოველ / C #Iთ,ხ| ფუნქციას შევუსაბამოთ მისი გრაფი- 

კი L = L(თ,/(=)) ჯ» C (ი,ხ)). რომელიც, ცხადია, წარმოადგენს # X I 
სიბრტყის ქვესიმრავლეს. ფუნქცია ცალსასად განისაზღვრება მისი გრაფიის 

მეშვეობით, ანუ განსაბგღლვრული ასახვა ინექციაა #IVC,ხ|-დან 2-X3-ში, შედე- 

გად, LIი,ხ) ეკვივალენტურია 2%Xჩ-ის გარჯვეული ქვესიმრავლის. 
მეორე მხრივ, ყოველ X#; C I0,ხ|) სიმრავლეს შევუსაბამოთ მისი მახასიათე- 

ბელი ფუნქცია X,:, ე.ი. შემდეგნაირად განსაზღერული ფუნქცია: X/(>) = 1, 

როცა დჯ 6 # და X„(>) = 0, როცა ჯ C (ი,ხ) V ». ასეთი ასახვა იქნება ინექ- 

ცია 215-M-დან LIი,ხI-ში. შედეგად, 2191 ეკვიეალენტურია 'ი, ხ|-ს გარკვეული 
ქეესიმრავლის. 

შევნიშნოთ, რომ 29% -- 2478 „ 91. ეს გამომდინარეობს M - % X II - –. 

(ი, ხ) ეკივივალენტობებიდან. 

ახლა, თუ გამოვიყენებთ კანტორ-ბერნშტეინის თეორემას (იხ., აგრეთვე, 

შენიშვნა 1.3.1) დავასკვნით, რომ #"ი.ხ) – 2% ამით თეორემა დამტკიცებუ- 

ლია. C) 

ამოცანები 

1. რა სიმძლავრისაა |0,1) სეგმენტზე განსაზღვრული ყველა მონოტონური 

ფუნქციის სიმრავლე? 

.· ვთქვათ, სიმრავლეები აკმაყოფილებენ პირობებს: 1) 1 < იმ9ძ 4 <0 
(ი C Iყ); 2) C0(ძ «იგ > 2 უსასრულო რაოდენობის »-სთვის, აჩვენეთ, რომ 
ყველა იმ (თ„) მიმდევრობის სიმრავლე, რომლისთვისაც თი C 4ი (ი C IM), 

არის კონტინუუმის სიმძლაერის, 

3. დაამტკიცეთ, რომ ყველა თ M - M ბიექციის სიმრაჟვლე კონტინუუმის 
სიმძლავრისაა. 

(
%





თავი 2 

ღია და ჩაკეტილი სიმრავლეები #"” სივრცეში 

ღია და ჩაეეტილი სიმრავლეები მნიშენელოვან კლასს ქმნიან. მათი მეშვე–- 

ობით ხღება უფრო რთული ტიპის სიმრავლეთა კონსტრუირება და დახასიათე- 

ბა, ამ თავში შესწავლილი იქნება 5” სივრცის ღია და ჩაკეტილ სიმრავლეთა 

სტრუქტურა და ზოგიერთი სხვა თვისება. 

§ 1. ღია და ჩაკეტილი წრფივი სიმრავლეების სტრუქტურა 

რიცხვითი წრფის ანუ I#-ის ქვესიმრავლეებს წრფივი სიმრავლეები ვუ- 
წოდოთ. 

თეორემა 2.LL ვთ··]ვათ, Cთ წრფივი არაცარიელი ღია სიმრავლეა. მაშინ 

C წარმოიდგინება წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ინტერვალების სასრული 

ან თვლადი კლასის გაერთიანების სახით, ამასთან, ასეთი წარმოდგენა 

ერთაღერთია· 

დამტკიცება. შემოვიღოთ ბინარული მიმართება C სიმრავლეში შემდეგ- 

ნაირად: ჯ» – ), თუ მოიძებნება ამ წერტილების შემცველი (ი,ხ) ინტერ- 

ვალი ისეთი. რომ (ი,ს) C C. ეს მიმართება არის ეკვივალენტობის მი- 

მართება, ანუ აქვს რეფლექსურობის, სიმეტრიულობისა და ტრანზიტულობის 

თვისებები, რეფლექსურობა და სიმეტრიულობა ცხადია. ტრანზიტულობის და- 

სადგენად შევნიშნოთ, რომ თუ ორი ინტერვალი ერთმანეთს კეეთს, მაშინ 

მათი გაერთიანება წარმოადგენს ინტერვალს. ახლა ვთქვათ, ჯ – V და 

V “ 2. მაშინ მოიძებნებიან (თ,ხ) და (C,ძ) ინტერეალები ისეთები, რომ 

თ,Vყ C (ი,ხ) C C და Vწ,2 C (C,ძ) C C. გაკეთებული შენიშვნის ძალით 
ჯ.V, 2 C (ით,ხ) LII(C,ძ) = ((,7) C C, რაც ნიშნავს მიმართების ტრანზიტულო- 

ბას. 
C სიმრავლე დაიშლება წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ ეკვივალენტობის 

კლასებად, რომელთა ოჯახი აღვნიშნოთ §0-თი. ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიე- 

რი I ეკვივალენტობის კლასი წარმოადგენს ინტერეალს, რაც ტოლფასია 

I = 0იწ/,5ს0/) ტოლობის, თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ C-ს ღიაო- 

ბიდან გამომდინარეობს I-ს ღიაობა. შედეგად, დავასკვნით I C (IიწI,§სი71) 

ჩართვის სამართლიანობას. შებრუნებული ჩართვის დასადგენად საკმარისია



შევნიშნოთ. რომ 1Iი6წI/-სთან ნებისმიერ სიასლოეეში მარჯენიდან და §სიI- 

სთან სებისმიერ სიახლოვეში მარცხნიდან შეიძლება შევარჩიოთ I სიმრაელის 

ჯ» და ყ წერტილები, ეკვივალენტობის განსაბღვრის თანახმად, მოიძებხება 

ინტერვალი (#ი,ხ) ისეთი, რომ ჯ,ყ C (ი,ხ) C C,. ცხადია, (თ,ხ) ინტერვალის 

ყოველი წერტილი შედის განსახილავ L კლასში, ე.ი. (ი,ხ) C . აქედან კი, 

უშუალოდ ვასცენით (Iი( 1,§ს01) C ჯ ჩართვის სამართლიანობას. 

დავადგინოთ, რომ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ინტერეალების ნების- 

მიერი /# კლასი არაუმეტეს თელადია, რითაც C სიმრავლის სასურველი 

თვისებების მქონე წარმოდგენის არსებობა დადგენილი იქნება. რაციონალურ 

რიცხეთა სიმრავლის ყველგან მკვრივობის გათვალისწინებით / კლასის ყოველ 

ინტერვალს შეიძლება შეეუსაბამოთ ამავე ინტერვალში შემავალი რაიმე რაცი- 

ონალური რიცხეი, მიღებული შესაბამისობა იქნება ბიექცია # კლასსა და (C)-ს 

რაიმე ქვესიმრაელეს შორის. თვლადი სიმრავლის ნებისმიერი ქვესიმრავლე 

არაუმეტეს თვლადია, რისი გათვალისწინებითაც ვასკვნით დებულების სამარ- 

თლიანობას, 

ინტერვალებისაგან შედგენილ # კლასს ვუწოდოთ C სიმრავლის წარ- 

მოდგენა, თუ მასში შემავალი ინტერვალები წყეილ–წყვილად თანაუკვეთია და 

C = LI/Cგ 1. შევნიშნოთ, რომ ჩვენ უკეე ავაგეთ C სიმრავლის წარმოდგენა 

C კლასის სახით, 

ვთქვათ, # არის C სიმრავლის რაიმე წარმოდგენა. შეუძლებელია, ორ 

თანაუკვეთ ინტერეალს შორის ერთ-ერთი შეიცავდეს მეორის რომელიმე ბო- 

ლოს, რისი გათვალისწინებითაც ვასკვნით, რომ წარმოდგენაში შემავალი 

ინტერვალების ბოლოები არ ეკუთვნიან C სიგრაელეს. 

ახლა დავადგინოთ წარმოდგენის ერთადერთობა, დაეუშვათ, # არის C 

სიმრავლის რაიმე წარმოდგენა. ვაჩვენოთ, რომ /+"ს ემთსვევა §) წარმოდგენას. 

ავიღოთ რაიმე I C §) ინტერვალი, ცხადია, მოიძებნება I-ს თანამკვეთი / C # 

ინტერვალი, იმის გათვალისწინებით, რომ I და / ინტერვალების ბოლოები 

არ ეკუთვნიან C სიმრავლეს, უშუალოდ გამომდინარეობს ამ ინტერვალების 

იგივურობა. ამრიგად, § C #. ანალოგიურად მტკიცდება, რომ # C ი. 

შედეგად, /#ს = ი. ამით თეორემა დამტკიცებულია, L) 

წრფივი არაცარიელი ღია C, სიმრავლის წარმოდგენის ინტერვალებს C-ს 

ფემადგენელ ინტერვალებს უწოდებენ. 

შენიშვნა 2.1.1. თეორემა 2.1.1-ის დამტკიცებისას ჩვენ დავადგინეთ, რომ 
შემადგენელი ინტერვალების ბოლოები არ ეკუთვნიან C სიმრავლეს. აქვე 

შევნიშნოთ შემადგენელი ინტერვალების მეორე მნიშვნელოეანი თვისება: თუ 

რაიმე (ი,ხ) ინტერვალი შედის C-ში, მაშინ მოიძებნება C-ს შემადგენელი 

ინტერვალი, რომელიც შეიცავს (თ, ს)-ს. მართლაც, განეიხილოთ C-ს შემად– 

გენელი I ინტერვალი, რომლის თანაკვეთა (თ,ხ)-სთან არაცარიელია, მაშინ 

24



იმის გათვალისწინებით, რომ I-ს ბოლოები არ ეკუთვნიან C-ს, მარტივად 

ეასკენით სასურველ I = (თ,ხ) ჩართვას. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ ლღია სიმრავლეების გაერთიანება ღია სიმ- 

რავლეა, 2.1.1 თეორემიდან მივიღებთ ღია წრფივ სიმრავლეთა შემდეგ დახა- 

სიათებას, 

თეორემა 2.L2. ვთქვათ, C წრფივი სიმრავლეა. შემდეგი წინადადებები 

ეკვივალენტურია: 
.C ღიაა:ჯ 

«· C წარმოდგება წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ინფერვალების 

სასრული ან თვლადი კლასის გაერთიანების სახით. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ ჩაკეტილი სიმრავლეები წარმოადგენენ ღია 

სიმრავლეების დამატებებს, 2.1.2 თეორემიდან მივიღებთ ჩაკეტილ წრფივ სიმ- 

რავლეთა შემდეგ დასასიათებას. 

თეორემა 2.1.3. ვთქვათ, # წრფივი სიმრავლეა. შემდეგი წინადადებები 

ეკვივალენტურია: 
« # ჩაკეტილია; 
« L მიიღება წრფიდან წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ინტფერვალე- 

ბის სასრული ან თვლადი კლასის ამოგდებით. 

ჩაკეტილი #' სიმრავლის დამატებითი M# V L სიმრავლის შემადგენელ ინ– 

ტერვალებს #-ის დამატებით ინტერვალებს უწოდებენ. 

L' C 25 სიმრავლეს ეწოდება სრულყოფილი, თუ ის ჩაკეტილია და არ 

შეიცავს იზოლირებულ წერტილებს. 

სამართლიანია წრფივი ჩაეტილი სიმრავლის იზოლირებულ წერტილთა 

შემდეგი დახასიათება. 

ლემა 2.1.L. ვთქვათ, ჯ” წრფივი ჩაკეტილი სიმრავლეა. ჯ C #" წერტი- 

ლი იხოლირებულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ის წარმოადგენს 

#"-ის რაიმე ორი დამატებითი ინტერვალის საერთო ბოლოს. 

დამტკიცება. საჯმარისობა ცხადია. რაც შეეხება აუცილებლობას. გან- 
ვიხილოთ (ი,ჯ) და (თ,ხ) ინტერეალები, რომლებიც ჩართულია ჯL ”-ის დამა- 

ტებაში. მაშინ მოიძებნებიან IV ” სიმრავლის შემადგენელი I და ” ინტერ- 

ვალები ისეთები, რომ (ი,>») C I და (ჯ,ხ) C 7. ცხადია, » წერტილი იქნება 
L და # ინტერვალების საეურთო ბოლო, რითაც ლემა დადგენილია. C) 

თეორემა 2.1.3-დან და ლემა 2.1.1-დან მიიღება სრულყოფილ წრფივ სიმ- 

რავლეთა შემდეგი დასასიათება. 
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თეორემა 2.1.#. ვთ··]ვათ, # წრფივი სიმრავლეა· შემდეგი წინაღადებები 

ეკვივალენტურია: 
« L სრულყოფილია; 

« #' მიიღება წრფიდან წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი და წყვილ- 
წყვილად საერთო ბოლოს არმქონე ინტერვალების სასრული ან 

თვლადი კლასის ამოგდებით. 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ. რომ (|0,1) სეგმენტი შეუძლებელია წარმოვადგინოთ წყვილ- 
წყვილად თანაუკვეთი ჩაკეტილი სიმრაელეების სასრული ან თელადი კლასის 
გაერთიანების სასით. 

2. დაამტკიცეთ, რომ (0,1) სეგმენტი შეიძლება წარმოდგეს წყვილ-წყვილად 
თანაუკვეთი სრულყოფილი სიმრავლეების კონტინუუმის სიმძლავრის კლასის 

გაერთიანების სასით, 

§2. ღია სიმრავლის სტრუქტურა I4 სივრცეში 

ინტერვალის მრავალგანზომილებიან ანალოგებად შეიძლება ჩავთეალოთ 

1-განხომილებიანი ინტერვალი, #-განხომილებიანი კუბური ინფერვალი 

და »-განზომილებიანი ღია ბირთვი, რომლებიც, შესაბამისად, წარმოადგენენ 

შემდეგი სახის სიმრავლეებს: 

. X 1., სადაც I, სიმრავლეები არიან ერთგანზომილებიანი ინტერვა- 
1:=1 

ლები; 
.· X I., სადაც ,, სიმრაელეები არიან ერთი და იგივე სიგრძის ერთ- 

;აჰვომილებიანი ინტერვალები; 

ი 8(2.,7) = ( C L” : ი(თ,V) < ), სადაც დ C IL", + > 0 და ი არის 
ევკლიდური მანძილი IL"-ში, ე.ი, 7X+,V) = (2 L (2L – V)?)'/?. 

შეუძლებელია, ორი თანაუკვეთი ღია სიმრავლიდან ერთ-ერთი შეიცავდეს 

მეორის საზღვრის რაიმე წერტილს, ამ ფაქტის გათვალისწინებით მარტივი 

დასადგენია, რომ თუ » > 1, მაშინ თ»-განზომილებიანი კუბი შეუძლებელია 

წარმოვადგინოთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი თ-განზომილებიანი ბირთეების 

გაერთიანების სახით, ხოლო »-განზომილებიანი ბირთვი შეუძლებელია წარ- 

მოვადგინოთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი თ-განზომილებიანი ინტერვალების 

გაერთიანების სახით. 

ასე რომ. მრავალგანზომილებიან შემთხვევაში წრფივ ლღია სიმრავლე- 

თა დახასიათების სრულ ანალოგს ადგილი არა აქვს. თუმცა სამართლიანია 

ნაწილობრივი ანალოგები. ქვემოთ დამტკიცებული იქნება ასეთი ტიპის ორი 

დებულება. 
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თეორემა 2.2.ჭ1 ვთქვათ, C C ILL” არაცარიელი ღია სიმრავლეა. მაშინ 

C წარმოიღგინება ღია ბირთვების ს·)სრული ან თვლადი კლასის გაერ- 

თიანების სახით. 

ლემა 2.2.1. ვთქვათ, » წარმოადგენს C C ILL" სიმრავლის შიგა წერ- 

ტილს. მაშინ მოიძებნებიან V C C” რაციონალური წერტილი და ჯ > 0 

რაციონალური რიცხვი ისეთები, რომ 2 C 858(V,7?) C C. 

დამტკიცება. განვიხილოთ § > 0, რომლისთვისაც I3(ჯ>,C) C C. ოე 

ვისარგებლებთ C)" (»1 C M) სიმრავლის ყველგან მკვრივობით ჯ” სივრცეში. 

ვიჰოვით ჯუ C C" წერტილს და /' C C რიცსეს შემდეგი თვისებებით: /XVX,7) <: 

C/4 ღა ჯC (§/4,6/2). მაშინ მარტიეი შესამოწმებელია, რომ :ი C 8(ყ./') C 

8(=“,6) C C, რითაც ლემა დამტკიცებულია. I(რ 

თეორემა 2.2.ის დამტკიცება. ლემა 2.2.1-ის ძალით ყოველი ჯ C C 

წერტილისათეის მოიძებნება ,/8„, = I3()/.,7„) ბირთვი ისეთი, რომ Vყ. C C. 

I- C C ღა ჯX C ,3(V.,”») C C. თუ გავითვალისწინებთ C" და C სიმრაე- 

ლეების თვლადობას, თელად სიმრავლეთა თვისებების საფუძეელზე დაერწმ ენ- 

დებით, რომ 0 = (8.).-თ კლასი არაუმეტეს თვლადია. მეორე მხრივ, 

Cთ = L I (=) C L I 8. C თ. 
XCC ჯCC 

შედეგად, 
C = L] 8. = L] 8. 

ჯCC 8Cი 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, C) 

ეთქვათ, #L C # და »ი = (#),.--.7Iი) C თ. აღენიშნოთ 

” (ო.· 71 + 1 ტუ= X (1. " “ 2 ს9L'. 21 
ი,=(02:ოთC>»7") (LC7), 

ი = LI-ი,. 
C> 

C კლასში შემავალ კუბებს - ორობით კუბებს, ხოლო 0;;. (/: C 2) კლასში 

შემავალ კუბებს - #-ური რიგის ორობით კუბებს უწოდებენ. 

შევნიშნოთ, რომ: 

თ. L-ური რიგის ორობითი კუბები წყვილ-წყვილაღ თანაუკვეეთია და 

ისინი ქმნიან ჯ” სივრცის დაყოფას 1/2” სიგრძის წიბოს მქონე 

კუბებად, შედეგად. სიერცის ყოველი ჯ წერტილისათვის მოიძებნება 

მისი შემცველი ერთადერთი #-ური რიგის კუბი: 

] (L C 7,ი C >"), 
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« L-ური რიგის ორობითი კუბები მიიღებიან L – 1 რიგის ორობითი 

კუბების დაყოფით 2 ცალ ტოლ კუბად. შეღეგად, #-ური რიგის 

კუბისათვის არსებობს მისი შემცველი ერთაღერთი # - 1 რიგის 

კუბი. 
შემდეგი ლემა გამოხატავს ორობითი კუბების არსებით თვისებას, 

როუ ლემა 2.2.2. ორი ითი კუბი ან თანაუკვეთია, ან ერთ-ერთი მათ- 

განი მოიცავს მეორეს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია ერთმანეთისაგან განსხვაეებული L და 

” ორობითი კუბები. თუ I და # ერთი და იგივე რიგის არიან, მაშინ ისინი 

თანაუკვეთია, ასე რომ, განსახილავი გვრჩება შემთხეევა, როცა I C C), 

V C §ე, სადაც » # ი. ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისსმოთ, რომ » > ძ. 
განვიხილოთ ის 

49—1 C ი„—„ 4„—2 C ი„—ჯ, ,ბღ C ი·, 

კუბები, რომელთათვისაც შესრულებული იქნება ჩართეები: 

I C გა-) C ბი- C · C #ე. 
შევნიშნოთ, რომ #კ და # წარმოადგენენ ძ რიგის მქონე ორობით კუბებს. 

რის გამოც, #სს).7/ = წ ან რე = V. შესაბამისად, LCI./ = 0 ან ” C „7. ამით 

ლემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა 2.2.2. ვთქვათ, C C IL" არაცარიელი ღია სიმრავლეა. მა- 

შინ C წარმოიდგინება წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ორობითი კუბების 

·გაერთიანების სახით. 

დამტკიცება. ყოველი X C M-სთვის IL,-თი აღვნიშნოთ ყველა იმ L-ური 

რიგის ორობითი კუბის კლასი, რომელიც შედის C სიმრავლეში, ხოლო C” 

იყოს IIL,.-ში შემავალი ორობითი კუბების გაერთიანება (ნახ. 2.1). 

(რ 

CIII 

ნახ. 2.1. 

თეორემის დამტკიცება ხდება (C„,) სიმრავლეთა მიმდევრობის შემდეგი 

სამი თეისების საფუძველზე: 
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«Cე)CC2C...CLC 

ი C.-I V C- წარმოღგება L + 1 რიგის მქონე ორობითი კუბების 

გარკვეული კლასის გაერთიანების სახით, 

« (თ,.) მიმდევრობა ამოწურავს C სიმრავლეს, ე.ი. 02C=| CI = C. 

შევამოწმოთ ეს თვისებები, შევნიშნოთ, რომ L +1 რიგის მქონე ყოველი 

ორობითი კუბი იშლება # რიგის მქონე 2 ცალი ორობითი კუბის გაერთი- 

ანებად. ამ ფაქტის გათვალისწინებით, IIL.) კლასის კუბები დაიყოფიან ორ 

ჯგუფად: პირველი ტიპის კუბები აითეისებენ II კლასის კუბების მიერ დაკა- 

ეებულ არეალს, ე.ი. ეს კუბები შედიან C,. სიმრავლეში და მათი გაერთიანება 

გვაძლევს CL-ს, ხოლო მეორე ტიპის კუბები მოთავსდებიან C, სიმრაელის 

გარეთ. შედეგად, ვღებულობთ პირველ და მეორე თვისებებს. 

მესამე თვისების დამტკიცებისათვის განვიხილოთ ნებისმიერი ე: C C წერ- 

ტილი, /,(>)-ით აღენიშნოთ L-ური რიგის ის ორობითი კუბი, რომელიც 

შეიცაეს ე; წერტილს, ჯ არის C-ს შიგა წერტილი, საიდანაც. თუ გავითეა- 

ლისწინებთ, რომ I,.(») კუბების წიბოს სიგრძეები მიისწრაფეიან ნულისაკენ, 

როცა I –+ %, დავასკენით I.(ჯ) C C ჩართეის სამართლიანობას საკმარისად 

დღიდი I-სათეის. შედეგად, ჯ C CI საჯ)მარისად დიდი /:-სათეის, ამით მესამე 

თვისება შემოწმებეელია. 

დადგენილი სამი თვისების საფუძველზე C სიმრავლე წარმოდგება CI 

სიმრავლისა და CI.+) V C,. (L C M) სიმრავლეების გაერთიანების სახით, 

ამასთან, ეს სიმრაელეები წყვილ-წყვილად თანაუკეეთია და თითოეული მათ- 

განი, თავის მხრივ. წარმოადგენს ორობითი კუბების გარკვეულ გაერთიანებას. 

ამით ცხადია, თეორემა დამტკიცებულია. C) 

აქვე შემოვიღოთ სიმრავლეთა ზოგიერთი კლასი, რომლებიც განაზო- 

გადებენ ღია და ჩაკეეტილ სიმრავლეთა კლასებს, 

ამბობენ, რომ სიმრავლე 4 არის C, ტიპის· თუ მოიძებნებიან ღია 

სიმრავლეები #4,), 42,... ისეთები, რომ ,4 = ი,·”;1 4I.. 

ამბობენ, რომ სიმრავლე არის ჩ ტიპის, თუ მოიძებნებიან ჩაკეტილი 

სიმრავლეები „), „1ი,... ისეთები, რომ ,4 = 02·;1 4I. 

თუ „4 წარმოიდგინება „ = ( ), 4 სახით, სადაც ყოველი „4,, სიმრაელე 

არის #C ტიპის, მაშინ ამბობენ, რომ # არის Mგ ფიპის, ხოლო თუ 4 

წარმოიდგინება „ = LIC=, 4 სახით, სადაც ყოველი /„1,, სიმრავლე არის Cკ 

ტიპის, მაშინ ამბობენ, რომ , არის C> ტიპის. 

ზემოთ აღწერილი გზით ინდუქციურად შესაძლებელია Cკ»გ. Cჯთათ. 

და ჩიათ,თათნ,... ტიპების სიმრავლეთა განსაზღვრაც. 

ავოცანები 

1. დაამტკიცეთ, რომ ყოველი ჩაეტილი # C L" სიმრაელე არის Cჯ ტიპის, 
ხოლო ყოველი ღია #, C L" სიმრავლე კი, წI,. ტიპის. 
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2. დაამტკიცეთ. რომ თვლად ყველგან შკერივ XX C წL" სიმრავლეს შეუძლებელია 
ჰქონდეს C ტიპი. 

3. ვთქვათ „4), 42,... სიმრავლეები ყველგან მკვრივია. დაამტკიცეთ, რომ მათი 

თანაკვეთა ყველგან მკვრივია, თუ თითოეული #4, სიმრავლე ღიაა ან Cგ 

ტიჰისაა. 

4. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი / : L" -3 M ფუნქციის უწყვეტობის წერტილ- 

თა სიმრაელეს აქვს C ტიჰი. 
5. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი უწყვეტი / : L" - L ფუნქციების მიმდეე- 

რობის კრებადობის წერტილთა სიმრავლე არის C, ტიპის. 

§3. ჩაკეტილი სიმრავლის სიმძლავრე 

თეორემა 2.3.1. 4) სივრცის ყოველი არაცარიელი სრულყოფილი 

სიმრავლე კონტინუუმის სიმძლავრისაა· 

თეორემა 2.3.1-ის დამტკიცებისას ტერმინ ბირთვის ქეეშ ვიგულისხმებთ 

ჩაეტილ ბირთეს არანულოვანი რადიუსით. 

8 ბირთვის ცენტრი და რადიუსი აღვნიშნოთ, შესაბამისად, C(I>) და »(/3) 

ჩანაწერებით. 
8 ბირთვს ვუწოდოთ # სიმრავლეზე მიმაგრებული, თუ C(/8) C . 

ლემა 2.3.1. ვთქვათ, # არაცარიელი სრულყოფილი სიმრავლეა და 8 

არის #-%ზე მიმაგრებული ბირთვი. მაშინ მოიძებნებიან 8-ში შემავალი 

8(0) და #8(1) ბირთვები, რომლებიც თანაუკვეთია და მიმაგრებულია 
#-%ე. 

ღამტკიცება. ლემის პირობის ძალით, ,8 ბირთვის ცენტრი C(,8) წარმო- 

ადგენს # სიმრავლის ზღვარით წერტილს, რის გამოც მოიძებნებიან ,8-ს შიგა 

წერტილები ჯი და ჯ), რომლებიც ეკუთვნიან #; სიმრავლეს. ცხადია, რომ 

8(0) და 8(1) ბირთვების როლში შეიძლება ავიღოთ ჯი და ჯ) წერტილებში 

ცენტრების მქონე საკმარისად მცირე რადიუსის ბირთვები, C) 

შენიშვნა 2.3.1. ლემა 2.3.I1-ში მოძებნილი ,5(0) და ,8(1) ბირთვები შეიძ- 

ლება შევარჩიოთ ისე, რომ მათ ჰქონდეთ ნებისმიერი წინასწარ დასახელე- 

ბული სიმცირის რადიუსები, 

ლემა 2.3.1-ის მიხედეით 8 ბირთვისაგან ,8(0) და „38(1) ბირთვების 

წარმოქმნას ვუწოდოთ #89-ს დიქოტომია, 

თეორემა 2.8.1-ის დამტკიცება. განეიხხილოთ მოცემულ # სიმრავლეზე 
მიმაგრებული რაიმე 8 ბირთვი. ლემა 2.3.1-ის მეშვეობით განვსაზღვროთ 8 

ბირთვით წამოწყებული დიქოტომიების მიმდევრობითი გამოყენებით აგებული 

8C0),...,?+) ბირთვების კლასი, სადაც # ნებისმიერი ნატურალური რიცსვია, 
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ხოლო ?11, ინდექსები ღებულობენ 0-ის ან 1-ის ტოლ მნიშვნელობებს. სახელ- 

დობრ, აგების წესი შემდეგნაირია: პირველ ეტაპზე განისილება ,3-ს დიქო- 

ტომიით მიღებული 8(0) და ,8(1) ბირთეები, მეორე ეტაჰპზე - 8(0) და „,8(1) 

ბირთეების დიქოტომიით მიღებელი 13(0,0), 83(0,1) ლა I#X>(1.0), 8(1,1) 

ბირთვები, ამ პროცესის უსასრულოდ გაგრძელება გეაძლევს ,8(21,...,1#) 

ბირთვების ზემოხსენებულ კლასს. ვიგულისხმოთ, რომ 

7·(8(·1:1,···?1·#)) < 1·1 

რისი მიღწევის საშუალებასაც აგება იძლევა (იხ. შენიშვნა 2.3.1). 

ამრიგად, ყოველი ორობითი ( = (?,) მიმდევრობისათვის გვაქვს ჩალაგე- 

ბული და ნულისაკჯენ კრებადი რადიუსების მქონე ბირთეების მიმდევრობა: 

ვ(1··1), 8(1·1!1·2)9 ... ·8(7:1,···1?:,··)) 

როგორც ცნობილია, ასეთ ბირთევთა მიმდღევრობას აქეს ერთწერტილიანი თა- 

ნაკვეთა. ეს წერტილი აღვნიშნოთ »«,-თი, შევნიშნოთ, რომ 

ი(8(,,...,9.)) C > (CCM) და C(8(),...,9L)) –+ თ, (L -+ იი). 

აქედან, #-ს ჩაკეტილობის გათეალისწინებით, ვასკვნით », წერტილის მიჯუთ- 

ვნებას # სიმრავლისადმი, ახლა ვაჩვენოთ, რომ ? +> ჯ>, შესაბამისობა, რომე- 

ლიც ყეელა ორობითი მიმდევრობის სიმრავლეს ასახავს #ს; სიმრაელეში, არის 

ინექცია. მართლაც, განვიხილოთ ერთმანეთისაგან განსსვაეებული 1 = (1) და 

წ = (#) ორობითი მიმდევრობები. Lე იყოს მინიმალური იმ # ინდექსებს შო- 

რის, რომელთათვისაც 1 # 1. მაშინ 1953C(1),...,?ე) და 8(71,... ,?;;:ი) ბირ- 

თვები მიღებული იქნებიან 8C),...,?)-1) ბირთვის დიქოტომიით. რის გამოც 

ისინი გამოელენ თანაუკვეთი. აქედან გამომდინარე, », და ჯ„ წერტილები 

მოთავსებული იქნებიან თანაუკვეთ სიმრაელეებში, შედეგად, ჯ, % ჯ,. ამით 

: - ; ასახვის ინექციურობა დადგენილია, ახლა, თუ გავითვალისწინებთ, 

რომ ყველა ორობითი მიმდევრობის სიმრაელე კონტინუუმის სიმძლავრისაა, 

მივიღებთ C29 > C შეფასებას, მეორე მხრიევ, L C II? ჩართვის გამო, 

C9-9# < 2. საბოლოოდ, კანტორ-ბერნშტეინის თეორემის ძალით მივიღებთ 

C29L = 6 ტოლობას, თეორემა დამტკიცებულია, I 

ჯ C IL” წერტილს ეწოდება # C ILL" სიმრავლის კონდენსაციის წერტი- 
ლი, თუ ჯ-ის ყოველი მიდამო შეიცავს # სიმრაველის არათვლად ქეესიმრავ- 

ლეს. 

თეორემა 2.3.2. ვთქვათ, L C IL? სიმრავლის არცერთი წერტილი 

არ წარმოადგენს მის კონდენსაციის წერტილს. მამინ » არაუმეტეს 
თვლადია. 
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დამტკიცება· თუ გავითვალისწინებთ, რომ C” ყველგან მკერივია M” 

სივრცეში. თეორემის პირობის ძალით, ყოველი I: C #-სთვის ვიპჰოვით რაცი- 

ოხალური ცენტრისა და რაციონალური რადიუსის  მქონე ღია 

ბირთვს, რომელიც შეიცავს დ წერტილს და ამასთან 8. ი0 L სიმრავლე 

არაუმეტეს თვლადია, ცხსადია, M C LI I18.. საიდანაც გვექნება, 
9§C# 

M = | )(8, ო #). 
ჯC# 

ყოველი ,8. (ჯ C ) ბირთვი ცალსასად განისაზღვრება ორი პარამეტრით 

- ცენტრითა და რადიუსით, რომლებიც მიეკუთვნებიან თელად სიმრავლეებს. 

აქედან, თვლად სიმრავლეთა ცნობილი თეისებების ძალით ვას!ცვნით, რომ 

(8. :16 ] კლასი არაუმეტეს თვლადია, ამგვარად, # სიმრავლე წარმოდგა 

როგორც არაუმეტეს თელად სიმრავლეთა არაუმეტეს თვლადი (I)3, (1 #; : 2 C 

) კლასის გაერთიანება, საიდანაც ეასკენით, რომ # არაუმეტეს თვლა- 

დია, L) 

შედეგი 2.4.L ვთქვათ, #X არის #, C IL” სიმრავლის კონდენ საციის 

წერტილთა სიმრავლეა. მაშინ # V#” არაუმეტეს თვლადია. 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ # V ” სიმრავლის არცერთი წერტილი 
არ წარმოადგენს მის კონდენსაციის წერტილს, მართლაც, თუ ჯ C # V,# 

იქნება # V #-ს კონდენსაციის წერტილი, მაშინ ჯ მითუმეტეს იქნება #-ს 

კონდენსაციის წერტილიც. ამიტომ ჯ მიეკუთვნება #>-ს და შედეგად, ჯ C #V#, 

რაც ეწინააღმდეგება ჟუ: C #; V ” პირობას. 
ახლა, თუ გამოვიყენებთ თეორემა 2.3.2-ს, დავასკვნით, რომ M V# არა- 

უმეტეს თელადია. C) 

თეორემა 2.1.3. ყოველი #, C I8” სიერავლის კონდენსაციის წერტილ- 

თა სიმრავლე სრულყოფილია. 

დამტკიცება. თეორემა ტრივიალურია, თუ სიმრავლე არაუმეტეს თვლა- 
დია. ვთქვათ, ს არათვლადია. მისი კონდენსაციის წერტილთა სიმრავლე იყოს 

#X. ჯერ დავამტკიცოთ, რომ X ჩაკეტილია, ეთქვათ, #-ს წერტილთა (ჯ,) 

მიმდევრობა კრებადია დ წერტილისაკენ. განვიხილოთ ჯ წერტილის რაიმე 

88 მიდამო. მაშინ 8 მიდამო იქნება მიმდევრობის საკმარისად დიდი ნომრის 

მქონე ». წევრისთვისაც,. ». C ” კონდენსაციის წერტილია #-სთვის, რის 

გამოც 8 ი # არათვლადია, შედეგად, ჯ არის L, სიმრავლის კონდენსაციის 

წერტილი. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ  სრულყოფილია. ეთქვათ, ჯ C # და 8 არის ჯ-ის 

რაიმე მიდამო. მაშინ 8 ი0 # არათვლადია, სოლო შედეგი 2.3.1-ის ძალით, 

8ო # სიმრავლის ყველა წერტილი, გარდა შესაძლოა წერტილთა არაუმეტეს 
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თვლადი სიმრავლისა, მისივე კონღენსაციის წერტილია. აქედან გამომდინარე, 

8 ი # შეიცავს უსასრულოდ ბევრ მისსაეე კონღენსაციის წერტილს, რომ- 

ლებიც, იმაედროულად, იქნებიან ჯ; სიმრავლის კონდენსაციის წერტილებიც. 

ამგვარად, ჯ-ის ნებისმიერ 8 მიდამოში ვგიპოვეთ » სიმრავლის უსასრულოდ 

ბევრი წერტილი, რითაც დავადგინეთ, რომ # სრულყოფილია, თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. ) 

შემდეგი დებულება ღამტკიცებული იყო გ, კანტორისა და ი. ბენდიქსონის 

მიერ. 

თეორემა 2.8.#. ყოველი ჩაკეტილი #CL79 სიმრავლე წარმოიდგინე- 

ბა ორი სიმრავლის გაერთიანების სახით, რომელთაგან ერთ-ერთი არის 

სრულყოფილი, ხოლო მეორე - არაუმეტეს თვლადი. 

დამტკიცება. #”-თი აღვნიშნოთ #-ის კონდენსაციის წერტილთა სიმრავ- 

ლე. M ჩაკეტილია, ამიტომ მისი დამატება L-ის კონდენსაციის წერტილებს 

არ შეიცავს. შედეგად, #” C , ახლა. თუ გავითვალისწინებთ L = #LI(C#M V 

) წარმოდგენას და გამოვიყენებთ თეორემა 2.3.3-ს და შედეგი 2.3.1-ს, 

დაერწმუნდებით დასამტკიცებელი წინადადების სამართლიანობაში, C) 

შემდეგი დებულება გამომდინარეობს 2.3.I და 2.3.4 თეორემებიდან. 

შეღეგი 2.3.2. I§” სივრცის ყოველი ჩაკეტილი სიმრავლე ან სასრუ· 

ლია, ან თვლადი, ანაც კონტინუუეის სიმძლავრის. 

§4. კანტორის სიმრავლე 

4 სიმრავლისათვის IიC4-თი აღვნიშნოთ „-4-ს შიგა წერტილების სიმრავლე. 

ეთქვათ, # C 1 რაიმე სეგმენტია. დავყოთ # სამ ტოლ სეგმენტად და 

მიღებული სეგმენტები მათი დალაგების შესაბამისად აღენიშნოთ /%#(0), /#"(1) 
და #(2)-ით. Iი(#%(1) ინტერეალს დავარქეათ /#-ს შუა ნაწილი. 

რ C LL სეგმენტის გაწყვეტა დავარქვათ ოპერაციას, რომელიც /#-ს 
შეუსაბამებს /#ს(0) და /##(2) სეგმენტების გაერთიანებას, ანუ /#-ს ,,გაწყვეტს” 

მისი შუა ნაწილის ამოგდების მეშვეობით. 

საზოგადოდ, თუ #' არის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი #ბ–),..., ჯც სეგმენ- 
ტების გაერთიანება, მაშინ #-ის გაწყვეტა დავარქვათ ოპერაციას, რომელიც 

ჯ#-ს შეუსაბამებსს ტ,ე,...,რც სეგმენტების გაწყვეტის შედეგად დარჩენილ 
LIL.(2..(0) ს #-(2)) სიმრავლეს. 

კანტორის სიმრავლე (კანტორის დისკონტინუუმი) L) განისაზღვრება. 
როგორც სიმრავლე, რომელიც რჩება |0,1) სეგმენტისაგან მასზე გაწყვეტის 
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ოპერაციის რეკურენტული მოქმედებების შედეგად, სასელდობრ, როგორც სიმ- 

რავლე: 0 = II:>, #,,, სადაც #1 არის |0.1)-ის გაწყვეტა, #> არის / -ის 
გაწყვეტა და ა.შ. (სას. 2.2). 

! 
ნახ. 2.2. 

ამრიგად, კანტორის სიმრავლის მისაღებად (0,1) სეგმენტისაგან ჯერ უნდა 

ამოვაგდოთ მისი შუა ნაწილი, შემდეგ დარჩენილი #ს(0) და /X(2) სეგმენტები- 

საგან უნდა ამოეაგდოთ მათი შუა ნაწილები და ა.შ. ამ პროცესის უსასრულოდ 

გაგრძელების შედეგად |0,1) სეგმენტის ხელუსლებელი (ანუ არაამოგდებული) 
წერტილები ქმნიან კანტორის სიმრაელეს. 

კანტორის ს სიმრავლის ერთ-ერთი უმთავრესი თვისება იმაში გამო- 

ისატება, რომ ის ი«ავებს (0,1) სეგმენტის ძალიან უმნიშვნელო ნაწილს (მისი 

დამატებითი ინტერვალების სიგრძეთა ჯამი I-ის ტოლია), მაგრამ, მიუსედავადღ 

ამისა, I1)1 სიმრავლეში ძალიან ბევრი წერტილია, კერძოდ, ის კონტინუუმის 

სიმძლავრისაა. ქვემოთ დადგენილი იქნება კანტორის სიმრავლის ეს და სხვა 

თვისებები, 

ეთქვათ, / C IL რაიმე სეგმენტია. » > 2 და 1),...,? C (0,1,2) 

პარამეტრებისათვის #(:1,...,1;) სეგმენტები განვსაზღევროთ ინდუქციურად 

შემდეგი ტოლობით: 

ტ#ტ(:),..-,1ი) = #M9),...,?ი-1)(?7), 

თუ /##·-ს როლში ავიღებთ |0,1| მონაკვეთს, გვექნება: 

#სა = 8 #(,...,?ი), 
(1 ....%)C(0.2) " 

ჩაკ=წს L II6C V... ჯი, 1). 
(41 ,..-,7ი)C(0,2) ” 
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შედეგად ვღებულობთ კანტორის სიმრავლის ორ წარმოდგენას: 

M = | | ჰ ტ ი, ...,?ი), 
ი=1 (L,...../,ა)C(0,21)” 

0 =10,1IV (;ი[4(1) ს ჟ 8  მი(0(წ ,. ..-ჩ 1)) 
»=1 (#),....I/„)C(10,2)” 

თეორემა 2.#.1 ეკანტორის L სიმრა ს »ქას შემ ი თვისებები: ეორე კახტ ვლეს აქვს შეძდეგი თვისებე 

ა· სრულყოფილი სიმრავლეა; 

L არსად მკვრივია; 

L-ს აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე; 

L-ს ღაშატებითი ინტერვალების სიგრძეთა ჯამი Lის ტოლია· 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ ჯი = |0,1). შევნიშნოთ, რომ ს სიმრავლის 

აგების 1-ურ ეტაპზე #„ სიმრავლიდან ვაგდებთ 251 ცალ ინტერვალს სიგ- 

რძით 1/3"“, რომლებიც ჯაც-ის დამატებითი სიმრაელისაგან დაშორებულია 

1/3“ მანძილით, ამ შენიშვნაზე დაყრდნობით გეაქეს, რომ: 

1) 0-ს დამატებითი ინტერეალები წყვილ-წყვილად თანაუკეეთი და წყვილ–- 

წყეილად საერთო ბოლოს არმქონეა; 

2 სI-ს დამატებითი ინტერვალების ჯამური სიგრძე გამოისახება 

ჭ 2/-1/ვ# მწკრივით, რომლის ჯამი 1-ის ტოლია; 
#=1 

3) I|X არაცარიელია, კერძოდ, შეიცავს თითოეული დამატებითი ინტერვა- 

ლის ბოლოებს. 

1)-დან თეორემა 2.2.1-ზე ღაყრდნობით ვასკვნით, რომ 1 სრულყოფი- 

ლია, შემდეგ კი, 3)-ის და თეორემა 2.3.1-ის ძალით ვღებულობთ, რომ X 

კონტინუუმის სიმძლავრისაა. 

დასამტკიცებელი გვრჩება ILI--ს არსად მკვრივობა, ე.ი., ნებისმიერი I C 

(0.1| ინტერვალისათვის უნდა ვიპოვოთ V# C I ქვეინტერვალი, რომელიც არ 

შეიცავს ს-ს წერტილებს. თუ # 0 I = 0, მაშინ დებულება ცხადია. ვთქეათ, 

Vოჩ ჯ 4ძ. ავარჩიოთ რაიმე ჯ C I L) წერტილი, ჯ არის | ინტერვალის შიგა 
წერტილი, რის გამოც საკმარისად დიდი »-ის შემთხეევაში, L,-ის შემადგენელი 

ის /#VM(2),...,?ა) სეგმენტი, რომელიც შეიცავს ჯ»-ს, აღმოჩნდება ჩართული I 
ინტერვალში, მაშინ /##CI),...,',) სეგმენტის შუა 1IიC/სV(11,....ჯი,1) ნაწილი 

იქნება კანტორის სიმრავლის დამატებითი ინტერვალი, რომელიც ჩართულია 

I-ში. აქედან გამომდინარე, /-ს როლში შეიძლება ავიღოთ 1იI/%ჭ(I),..-,7ი.1) 

ინტერვალი, ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 
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ამოცანები 

„ ააჭეთ სრულყოფილი და არსად მკერივი # C |0,1) სიმრავლე, რომლის 

დამატებითი ინტერვალების სიგრძეთა ჯამი წინასწარ დასახელებული თ C 

(0.!1) რიცსვის ტოლია. 

. დაამტკიცეთ რომ კანტორის სიმრავლეს აქვს შემდეგი არითმეტიკული 

სტრუქტურა: ის შედგება მხოლოდ და მხოლოდ იმ რიცხვებისაგან, რომლე- 

ბიც შეიძლება წარმოდგეს ისეთი 2)ეL., 6./3" სამობითი წილადის სახით, 

რომლის სამობით C, თანრიგებს შორის არცერთი არაა I-ის ტოლი, ამ 

ფაქტზე დაყრდნობით დაამტკიცეთ, რომ კანტორის სიმრაელეს აქვს კონტი- 

ნუუმის სიმძლავრე. 

„ დაამტკიცეთ, რომ 1>1უ + დ2 : =1,თ2 C I)) = (0,2|. 

„ ააგეთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ღია C2 C (0,11|” კუბების მიმდეერობა, 
რომლის დამატებითი სიმრაელე |0,1)" კუბამღე სრულყოფილი და არსად 

მევრივია.



თავი 3 

სიმრავლეთა კლასები 

სიმრავლეთა კლასებს, რომლებიც ჩაკეტილი არიან სხვადღასხვა სიმრაელუ- 

რი ოპერაციების (სასრული გაერთიანება, თვლადი გაერთიანება, სხეაობა და 

ა.შ.) მიმართ, არსებითი ღატვირთვა აქვთ ზომის თეორიაში. ამ თაეში განხი- 

ლული იქნება ამ ტიპის კლასები და მათი საბაზისო თვისებები. 

§ 1. სიმრავლეთა კლასების ძირითადი ცფიპები 

ქვემოთ ვიგულისხმებთ, რომ X რაიმე არაცარიელი სიმრავლეა და გან- 

ვიხილაეთ X-ის ქვესიმრავლეთა კლასებს. 

ეთქვათ, II C 2X სიმრავლეთა არაცარიელი კლასია, სიმრავლეთა 9) C 

კლასს ვუწოდოთ 4 C X სიმრავლის LI-დაშლა (თვლადი II-დაშლა), 
თუ: §1 სასრულია (თვლადია), §)-ში შემავალი სიმრავლეები წყვილ-წყვილად 

თანაუკეეთია, C C II და „4 = 0860 8. 

2X 

სიმრავლეთა არაცარიელ II C 2% კლასს ვუწოდოთ ნახევარრგოლი, თუ 

ის ა)მაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

ი თუ 4,8 C 8ს მაში 4ი 86CL: 

« თუ 4.8 C M მაშინ არსებობს 4 V 8 სიმრავლის LI-დაშლა. 

ამრიგად, ნახევარრგოლი ჩაკეტილია თანაკეეთის ოპერაციის მიმართ. 

სხვაობის მიმართ ჩაკეტილობის ნაცვლად კი, მოითხოვება მისი შესუსტებული 

ფორმა სსვაობა უნდა იშლებოდეს ნასევარრგოლის სიმრავლეთა სასრულ 

გაერთიანებად (ნას, 3.1). 

ნახ. 3.1.



შევნიშნოთ, რომ ცარიელი სიმრავლე ეკუთვნის ნასევარრგოლს, ეს გა- 

მომდინარეობს განსაზღვრების მეორე პირობიდან, თუ აევიღებთ ,4 = 8. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ ნახევარრგოლი ჩაკეტილია სასრული თანაკვე- 

თის ოპერაციის მიმართ, ე.ი თუ #4),...,4აე სიმრავლეები ეკუთვნიან LL 

ნახევარრგოლს, მაშინ (IL_, 4 C II. 

ნახევარრგოლის მაგალითებს იძლევიან (0) და 2X კლასები. მათგან 

პირველი უღარიბესია ყველა შესაძლო II C 2X ნასევარრგოლთა შორის, 

მეორე კყყ უმდიდრესი. მარტივი შესამოწმებელია, რომ ნასევარრგოლის 

მაგალითს იძლევა, აგრეთვე, შემდეგი კლასი: 

ჯ= (01CV ((ი,ხ) : თ,ხ CIM,0 < ხ). 

ნახევრადღია მონაკვეთების ჯ კლასს საბაბისო დატვირთვა აქეს ლებეგის 

ზომის კონსტრუქციაში. 

სიმრაელეთა არაცარიელ II C 2% კლასს ეწოდება ნახევარალგებრა. თუ 

ის ნახევარრგოლია და შეიცავს X-ს. 

სიმრავლეთა არაცარიელ II C 2X კლასს ეწოდება რგოლი, თუ ის აკმა- 

ყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

ა თუ 4,8 C I), მაშინნ 4 8Cხ,; 

ი თუ 4,856C , მაშიი 4V8CLI. 

რგოლი ჩაკეტილია თანაკვეთის ოპერაციის მიმართ, ამის დასადგენად 

საკმარისია შევნიშხოთ, რომ 408 = 4V(4V-8). ამრიგად, რგოლი წარმო- 

ადგენს ნახევარრგოლსაც. 

ცხადია რგოლი ჩაკეტილია თანაკვეთის, სხვაობისა და გაერთიანების 

სასრული რაოდენობის ოპერაციების მიმართ. 

შევნიშნოთ, რომ ნასევრადღია მონა)ვეთების » კლასი არ წარმოადგენს 

რგოლს. 

სიმრავლეთა არაცარიელ ILI C 2» კლასს ეწოდება ალგებრა, თუ ის 

რგოლია და შეიცავს X-ს. 

სიმრაელეთა არაცარიელ II C 2X კლასს ეწოდება თ-რგოლი, თუ ის 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს;: 

« თუ 4),4ი,-·· C II, მაშინ LI-> , 4 C II 

« თუ 4,8 C I, მაშიინ 4V8CIM. 

მეორე თვისებიდან გამომდინარე, ცარიელი სიმრავლე ეკუთვნის თ-რგოლს, 

საიდანაც, პირველი თვისების მეშვეობით, მარტივად დავასკვნით, რომ თ-რგო- 

ლი ჩაკეტილია ორი სიმრავლის გაერთიანების ოპერაციის მიმართ, ამრიგად, 

თ-რგოლი იმავდროულად წარმოადგენს რგოლსაც. 
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შევნიშნოთ. რომ თ-რგოლი ჩაკეტილია თვლადი თანაკვეთის ოპერაციის 

მიმართაც, კერძოდ, თუ (#4), 42,...) C I მაშინ ი|?|0=1 4 C LL ეს მტკიც- 

დება შემდეგი სიმრავლური ტოლობის გათვალისწინებით: 

თ თ 

( | 4„ = 4) V L ) C4) V. 4ი)- 
»7=1 #=2 

სიმრავლეთა არაცარიელ II C 2X კლასს ეწოდება ე·–ალგებრა, თუ ის 

თ-რგოლია და შეიცავს X-ს. 

სიმრავლეთა (4,) მიმდევრობას ეწოდება ზრდადი, თუ 4გ C 4ი+-1 
ყოველი » C Iყ-სთვის. სიმრაელეთა ზრღაღი (·4„) მიმდევრობის ზღვარი 

განისაზღვრება ტოლობით: 

(თ ი1 

IსIი 4გ = L] #ი. 
7-C· 

ი=1 

სიმრავლეთა (4,ც) მიმდევრობას ეწოდება კლებადი, თუ 4ი 2 4ი+1 

ყოველი თ C M-სთვის. სიმრავლეთა კლებადი („-4,) მიმდევრობის ზღვარი 
გასისაზღვრება ტოლობით: 

ი 

··IL["M 4ა = 01 4ი. 

სიმრავლეთა ზრდად და კლებად მიმდევრობებს მონოტონური ეწოდებათ, 

სიმრავლეთა არაცარიელ II C 2X კლასს ეწოდება მონოტონური კლასი, 

თუ II-ში შემავალ სიმრავლეთა ნებისმიერი მონოტონური მიმდევრობის წეე- 

რებთან ერთად LL შეიცაეს ამ მიმდევრობის ზღვარსაც. 

თეორემა 3.11. ვთქვათ, II C 2X, შემდეგი წინადადებები ეკვივალენ- 

ტურია: 

1) L არის ე··რგოლი; 

2) II არის მონოტონური რგოლი· 

დამტკიცება. 1) = 2) იმპლიკაცია გამომდინარეობს თ-რგოლის თვისებე- 

ბიდან. 

დავადგინოთ შებრუნებული 2) => 1) იმპლფაცია. ვთქვათ, მოცემული 

გეაქვეს რაიმე 4„ C LL მიმდევრობა. LI რგოლიცაა, რის გამოც, L)”;=1 4.CLI 

ყოველი », C M-თვის. ამასთანავე, LII_, „4 C L];;; 4 (ი C M). აქედან, 

LI=) 4L = წო L];:=1 4. ტოლობისა და 2) პირობის გათვალისწინებით 

დავასკვნით, რომ | I>> , 4ჯ C IMI. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

ამოცანები 

1. ააგეთ სიმრავლეთა კლასი, რომელიც ჩაკეტილია თანაჰვეთისა და გაერთი- 

ანების ოპერაციების მიმართ, მაგრამ არ წარმოადგენს ნახევარრგოლს. 
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რ
 „ დღაამტკიცეთ. რომ ყველა რიცხვითი შუალედის კლასი არის ნახევარრგოლი, 

3. დაამტკიცეთ. რომ წრფის ყველა შემოსაზღერული სიმრავლის კლასი არის 
რგოლი, მაგრამ არ არის თ-რგოლი. 

4. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი არათვლადი X სიმრაელისათვის, მისი ის 

ქვესიმრაელეები, რომლებიც ან არაუმეტეს თვლადია, ანაც აქვთ არაუმეტეს 
თვლადი დამატება, ქმსიან თ-ალგებრას. 

5. ააგეთ L რგოლი, რომელიც არ წარმოადგენს თ-რგოლს, მაგრამ II-ის 

სიმრავლეთა ნებისმიერი თელადი ოჯახის თანაკეეთა ეკუთვნის LLI-ს. 

6. ვთქეათ, 8 რგოლია, აღენიშმნოთ # + 8 = 44048, 4 8 = #ოიც. 
დაამტკიცეთ, რომ ასეთი სახის შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციების 

მიმართ II როგორც ალგებრული სტრუქტურა, წარმოადგენს კომუტაციურ 

რგოლს, 

§.2. ნახევარრგოლის თვისებები 

თეორემა 3.2.1. ვთქვათ, II ნახევარრგოლია. მაშინ ნებისმიერი 4, #41, 

..., 4,, C II სიმრავლეებისათვის არსებობს 4 V 02=1 4I სიმრავლის 

LI-დაშლა. 

დამზტკიცება. ვიმსჯელოთ ინდუქციით თ-ის მიხედეით, » = 1 შემთხეევაში 

დებულება გამომდინარეობს ნახევარრგოლის გახსაზღვრებიდან. ეთქვათ, ი > 

1 და დებულება დამტკიცებულია თ – 1 ცალი სიმრავლისათვის, განვიხილოთ 

წყეილ-წყვილად თანაუკვეთი C) ,..., Cი» C # სიმრავლეები, რომელთათვისაც 

14X(/·IIL|···L1|4„—1) =C1L·I···L1C„· 

გვექნება, რომ 

I4X(/11 0···01”1"–1 0!4") = (CI X;4,·)L1···L)(C„X|4„)· 

ნახევარრგოლის მეორე თვისების გამოყენებით თითოეული C;; V –4,, სიმრავ- 

ლისათვის იარსებებს მისი II-დაშლა - §),. ცხადია, რომ §21,...,5ე)„ კლასების 

გაერთიანება მოგვცემს #4%LIL.1 4 სიმრავლის LI-დაშლას. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. C) 

თეორემა 3.2.2. ვთქვათ, LL ნახევარრგოლია. მაშინ ნებისმიერი 41,..., 

4„ C LL სიმრავლეებისათვის არსებობს სიმრავლეთა §) კლასი, ისეთი, 

რომ 

ი) «) არის 02=1 #,, სიმრავლის II-დამლა; 

2) ყოველი L C წ·სთვის მოიძებნება §),, C §! ქვეკლასი, რომელიც 

არის „ სიმრავლის II-დაშლა. 
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დამტკიცება. შეგნიშნოთ, რომ LII -) 4# გაერთიანების LI-დაშლის არსე- 

ბობა ადვილად გამომდინარეობს თეორემა 3.2.1-დან, თუმცა ეს არაა სა)მარი- 

სი დამტკიცებისათვის, რადგანაც მოითხოვება ისეთი ღაშლის აგება, რომელსაც 

ექნება 2) თვისებაც, 

ვიმსჯელოთ ინდუქციით »-ის მიხედვით. » = 1 შემთხვევაში დებულება ცხა–- 

ღია. ეთქვათ, ი» > 1 ღა დებულება დამტკიცებულია ი – 1 ცალი სიმრავლისათ- 

ვის, გამოვიყენოთ ინდუქციის დაშვება „4), „-42 ,..., 4გ1 სიმრავლეებისათვის 

და განვიხილოთ დებულების მიხედვით მათი შესაბამისი LI-დაშლა, შედგენილი 

CI,C2,..·.,Cი CI სიმრავლეებისაგან. 

02___, 4; სიმრაელე დაიშლება წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი სიმრავლეების 

შემდეგ სამ ჯგუვად: 
/·1"X(·41L1···L).4„—|); 

CI ს4ი,....Cი ს 4ი; 

C) I 4ტი,..., CიI 4ი. 

თეორემა 3.2.1-ის გამოყენებით პირველი და მეორე ჯგუფის სიმრავლე- 

ებისათყის მოიძებნებიან მათი II-დაშლები: ტ, #),..., ბ კლასების სახით, 

შესაბამისად, რაც შეეხება მესამე ჯგუფის სიმრავლეებს, ისინი ქმნიან II- 

ის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ სიმრავლეთა სასრულ #“ კლასს, მარტივი 

დასანახია, რომ # ს 4) ) ··-ს რის “ გვაძლევს საძიებელ §. კლასს, 

თეორემა დამტკიცებულია. LI 

ვთქვათ, X),..., X არაცარიელი სიმრავლეებია. Lს C 2XI....,Iსა C 

2Xი არაცარიელი კლასების დეკარტული ნამრავლი ეწოდება X) X---X Xი- 

ის ქვესიმრავლეთა შემდეგ კლასს 

[.41)( X14„:|416|·|1,···,/4„6"„] 

და აღინიშნება LL X X , ჩანაწერით. როცა LL = ·-· = IIგ = ILIL, მაშინ 

ILI) X ··· X ც ნამრაელს ეწოდება II კლასის »-ური ხარისხი და აღინიშნება 

II“ ჩანაწერით. 

თეორემა 8.2.3. თუ III C 2·XI, -...ოIწი C 2Xი წარმოადგენენ ნახევარ- 

რგოლებს, მაშინ მათი II) X XIი ნამრავლი ნახევარრგოლია. 

დამტკიცება. თავდაპირველად განეიხილოთ »ჯ = 2 შემთხვევა. განვიხი–- 

ლოთ VI, X I კლასის ნებისმიერი ორი 4 = 4) X 4: ღა 8 = #8) X წ8- 

წარმომადგენელი, სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

(4, X 40)0ო(8; X 8:) =(410:8,) X (450:8:); 0) 

(4) X 42) V"(8; X 18:) = I(4| V7#8!) X (45 V785)) ს 
(8) [(/11 X81) X (·42 ინ·:_·)] (8| [(·4·]_ (6) 31) X (·42 X ვჭ)] (2) 
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თუ გავითვალიწინებთ, რომ LI) და IIგ ნახევარრგოლებია, (1)-ღდან მიეი- 

ღებთ 408 CLL X IIე თანაფარდობას, 

განვისილოთ 24) V.8) სიმრაელის ILI)-დაშლა - (C),...,C»). და 42 V135 

სიმრავლის LIე-დაშლა - §M),..., #X). მაშინ (2) ტოლობის გათვალისწინებით 

დავწერთ, 
(141 X /42) X (31 X 82) = 

= [L”_”] L·_”](C·XL);·)] ს [0(6·”“ (”42ოვ2))] L”[ 1=1 7=1 1==1 

ი 
(4ტC(4! ი 8)) X I),·)]. 
2=1 

მიღებულ წარმოდგენაში მონაწილე სიმრავლეები წყეილ-წყვილად თანაუკვე- 

თია და ისინი ეკუთვნიან II X LL კლასს. შედეგად, LI, X II კლასი ნასევა- 

რრგოლია. 

უკეე განხილული » = 2 შემთსვევა, ინდუქციური მსჯელობის გამოყენებით, 

საშუალებას იძლევა დებულება დავადგინოთ ნებისმიერი ჯ) > 2-სთვის. საამი- 

სოდ საკმარისია ინდუქციის ბიჯის განხორციელებისას LI) X XIIს- 1 XII» 

და () X X ი- )) X სგ კლასების გაიგივება, რაც, თავის მხრივ მიიღ- 

წევა (თ.,...,თი-),თა) და ((თ),...,თი-1),თი) ელემენტების გაიგივებით, 
თეორემა დამტკიცებულია. L) 

განეიხილოთ #ჯ" კლასი, რომელიც, როგორც ადეილი დასანახია, შედგება 

ცარიელი სიმრავლისა და ყველა შესაძლო მარცხნიდან ღია თ-განზომილებიანი 

მონაკვეთისაგან (ნახ, 3.2), ე.ი, 

ჯ" = [თ]·ს%ჯჭ(თ—·,ხ;··]:თ < ხ),...,მია < ხ„ჯ. 

ჯ ნახევარრგოლია, რის გამოც თეორემა 3.2.3-ის გათვალისწინებით მიიღება 

შემდეგი დებულება. 

(“-_ს·]ჯ(“: ხ:] 

ნახ, 3.2. 

შედეგი 3.2.. ყოველი » C M-სთვის, ჯ“ კლასი არის ნახევარრგოლი. 
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ამოცანები 
1. არის თუ არა რგოლების ნამრავლი კვლაე რგოლი? 

§3. წარმოქმნილი კლასები 

ლემა 3.3.L რგოლების ნებისმიერი ოჯახის თანაკვეთა რგოლია. 

დამტკიცება. ვთქვათ. მოცემული გეაქვს რგოლების (II,)-C ოჯახი, 

დავუშვათ, 4, 8 C ( |- 8 მაშინ „–4, 8 C LL, ყოეელი 5, C L--სთვის. შედეგად, 

40 8, 4V 8 C 9., ყოველი 4 C L-სთვის, ანუ 4CV8, 4V8 C ( |ი- 9-. ამით 

ლემა დამტკიცებულია, C) 

შენიშვნა 3.2.L აღვილი შესამოწმებელია, რომ ლემა 3.3.I-ის ანალო- 
გიური დებულებები სამართლიანია ალგებრის, თ-რგოლის, თ-ალგებრის და 

მონოტონური კლასის შემთსვევებში და არაა სამართლიანი ნახევარრგოლის 

შემთხვევაში, 

შევნიშნოთ. რომ ნებისმიერი L C 2"წ კლასისათვის არსებობს ერთი 

რგოლი მაინც, რომელიც მას შეიცავს, სახელდობრ, ასეთია 2% კლასი. ამ 

შენიშვნისა და ლემა 3.3.I-ის გათვალისწინებით შესაძლებელია შემდეგი გან- 

საბღვრების შემოღება: LI C 2X კლასით წარმოქმნილი რგოლი ეწოდება 

L-ის შემცველი ყველა შესაძლო # C 2Xჯ რგოლის თანაკვეთას და იგი აღი- 

ნიშნება სიმბოლოთი »(LI). ცხადია, რომ ჯ(L) წარმოადგენს მინიმალურს 

სხ-ის შემცველ რგოლთა შორის, 

”(LI) კლასის მსგავსად განისაბღვრებიან LL კლასით წარმოქმნილი ალ- 

გებრა, თ-რგოლი, თძ-ალგებრა და მონოტონური კლასი. ისინი, შესაბა–- 

მისად, აღინიშნებიან ი(1II), თ”-(LI), თი(LI) და »X(LI) ჩანაწერებით. 

საზოგადოდ, სიმრაელეთა მოცემული LL კლასით წარმოქმნილი ამა თუ იმ 

ტიჰის კლასის აღწერა სავმაოდ რთული საკითხია, თუმცა, ნახევარრგოლით 

წარმოქმნილი რგოლის შემთსეევაში. სამართლიანია შემდეგი მარტიეი დახა- 

სიათება. 

თეორემა 3.3.L L ნახევარრგოლით წარმოქმნილი რგოლი წარმოად- 

გენს ILI-ში შეეავალ სიმრავლეთა ყველა შესაძლო სასრული გაერთიანე- 

ბისაგან წარმოქმნილ კლასს, ე.ი. 

·I·(I·I)= % 0#*:"6#, ;41,.··,.4„6"%. 

#X=1 
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დამტკიცება. აღენიშნოთ 

ი 

M=[L]/M:"6№, ;41,...,·4„6"? 
#=1 

თუ შევნიშნავთ. რომ რგოლი ჩაკეტილია სასრული გაერთიანების ოპერაციის 

მიმართ, გავითვალისწინებთ, რომ »(CLI) რგოლია და იგი შეიცავს II1-ს, დავას- 

კვნით M C 7X(II) ჩართვას. ახლა ვაჩვენოთ, რომ M რგოლია, რითაც დავად- 

გენთ შებრუნებულ ჩართვას და შედეგად, თეორემას, დავუშვათ, 4, 8 C M, 

ე.ი. ისინი წარმოდგებიან შემდეგი სახით: 

4= 0·4!··? ვ=081·! 

#=1 1=1 

სადაც #4)...., 4 CII და 8),...,8,, CII. 4L 8 C M მიუთევნება ცხადია. 

ვაჩვენოთ, რომ #4 V 8 C M. გვაქვს, 

L LI/) 

4V8= L ) (:4,··XL]13,). 
Lხ=1 ?=1 

შემდეგ, თუ გამოვიყენებთ თეორემა 3.2.1-ს, ყოველი #-სთვის ეიპოვით წყეილ- 

წყვილად თანაუკეეთ CL I,.-., CLი, C LI სიმრაელეებს, ისეთებს, რომ 

· L 5 

4-VL1 8 = ) C.«. 
1=1 9=1 

აქედან გამომდინარე, CL (# C 1,»;ი C 1,90;) სიმრავლეები ქმნიან 4 %V#8 

სიმრავლის წარმოდგენას II კლასის სიმრავლეთა სასრული გაერთიანების 

სახით, ე.ი. 4 V,8 C M. ამრიგად, M რგოლია, თეორემა დამტკიცებულია. L) 

შენიშვნა 3.3.2. თეორემა 3.2.2-ის ძალით ნახევარრგოლის სიმრავლეთა 
ყოველი სასრული გაერთიანება წარმოდგება ამავე ნახევარრგოლის წყვილ- 

წყვილად თანაუკვეთ სიმრავლეთა სასრული გაერთიანების სახით. ამის გათ- 

ქალისწინებით ვრწმუნდებით, რომ სამართლიანია თეორემა 3.3.1-ის შემდეგი 

ვარიანტი: II ნახევარრგოლით წარმოქმნილი რგოლი წარმოადგენს IL-ში 

შემავალ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ სიმრაელეთა ყველა შესაძლო სასრული 

გაერთიანებისაგან წარმოქმნილ კლასს. 

ქვემოთ დამტკიცებული ორი თეორემა დაგვჭირდება მეხუთე თავში, ზომის 

გაგრძელების ერთადერთობის საკითხის განხილვისას, 

თეორემა 8.3.2. რგოლით წარმოქმნილი თ-რგოლი და მონოტონური 

კლასი ერთმანეთს ემთხვევიან, ე·ი. თუ LL რგოლია, მაშინ თX(II) = ო(!—!) 
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დამტკიცება. თავიდან შეენიშნოთ, რომ რაღგან თ+(II) წარმოადგენს 
მონოტონუერ კლასს, ამიტომ თ”-(LI) = 7ი(8). 

დავამტკიცოთ, რომ »I(II) რგოლია. მაშინ იეორემა 3.1.I-ის ძალით 

»(I) იქნება თ-რგოლიც, აქედან კი, დავასკვნით, რომ XI(LI) = თ”-(C8), რაც 

მედეგაღ მოგეცემს თ+XI) = თI“II) ტოლობას, 
#4 და 8 სიმრავლეებს »IX(LI) კლასიდან ვუწოდოთ თანხმობაში მყოფი, 

თუ მათთან ერთად 40 8, 4V.,8 და 8 V 4 სიმრავლეებიც ეკუთვნიან »1(ILL) 
კლასს. ჩეენი მიზგანია, დავადგინოთ, რომ »1(LI) კლასის ნებისმიერი ორი 

სიმრავლე არის თანხმობაში, 

4 C XILI)-სთვის მასთან თანხმობაში მყოფი ყეელა 8 C »I(II) სიმრაე- 

ლის კლასი აღენიშნოთ ი „-თი. დავამტკიცოთ შემღეგი წინადადება;: 

(ი ყოველი # C »X(II)-სთვის §), წარმოადგენს »?(II)-ის მონოტონურ 

ქვეკლასს, 
ეთქეათ, ,8, C 9 , ზრდადი მიმდევრობაა. ყოველი » C M-სთვის გვექნება: 

8, L 4,,8, V 4,4 V 8 C თ(LI). შევნიშმნოთ, რომ 8, L) 4 და 8, V 41 

მიმდევრობები ზრდადია, ხოლო 4 V „8, - კლებადი, საიდანაც, 7I(CLI) კლასის 

მონოტონურობის გათეალისწინებით დაევწერთ: 

) ტს C]· 8. = C]I(·*IL)L?„) C #V(9); 

2) ( L 8.)X4= ს (9,V4) CთC%: 
81= 

<C 

ვ) 4V უ· 8, = 0 (4V8») C თ(M. 
1= ი= 

ამრიგად. LI” , 8გ C ი„. ანალოგიური მსჯელობით დავადგენთ. რომ 

კლებადი 8, C (LI) მიმდევრობის შემთხვევაში ადგილი აქვს (1. , 8 C ი, 

მიჯუთვნებას. აქედან გამომდინარე, 0 , მონოტონური კლასია. 

სამართლიანია, აგრეთვე. შემდეგი წინადადება: 

(0) თუ #4 C »X(ც) სიმრავლისათვის ი, კლასი აღმოჩნდება ILI-ის შემ- 

ცველი, მაშინ იგი დაემთხვევა »X(LI) კლასს. 

ეს წინადადება გამომდინარეობს (L) წინადადებიდან, თ1(LI) კლასის გან- 

საზღვრის გათვალისწინებით, 

ცხადია, LL რგოლის ნებისმიერი ორი სიმრავლე თანხმობაშია, რის გამოც 

ყოველი 4 C II სიმრავლისათვის ი, კლასი შეიცავს ILI-ს, და შედეგად, 

(I) წინადადების ძალით. §1 , = »IXILI). ამრიგად, ნებისმიერი სიმრავლე LL 

კლასიდან თანხმობაშია ნებისმიერ სიმრავლესთან (LI) კლასიდან. ეს კი 
ნიშნავს, რომ ყოველი 8 C #(II)-სთვის 98 მოიცაეს LL-ს. შედეგად. კელავ 

0ი0ი) წინადადების ძალით ვასკვნით 908 = #(LI) ტოლობას. რაც, თავის მხრიევ 

სიშნავს, რომ #(LI) კლასის სებისმიერი ორი სიმრავლე თანხმობაშია. ამით 

თეორემა დამტკიცებულია, L) 
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შემდეგი დებულება გამომდინარეობს თეორემა 3.3.2-დან. 

შეღეგი 3.ა.1 ალგებრით წარმოქმნილი მონოტონური კლასი და თ- 

ალგებრა ერთზანეთს ემთხვევიან. 

სიმრავლეთა II კლასისა და # სიმრავლისათვის II ი #; ჩანაწერით აღ- 

ვნიშნოთ ILI კლასის კვალი წ სიმრავლეში. ე.ი. შემღეგი კლასი 

სი8=(4ი8:46CV). 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ, თუ LI კლასი თ-ალგებრაა, მაშინ თ-ალგებრაა 

LICო# კლასიც. ანალოგიური დებულებები სამართლიანია სხვა ტიპის კლასების 

(ნახევარრგოლი, რგოლი და ა.შ.) შემთხეევაშიც. 

თეორეეა 8ვ.3.3. ნებისმიერი I კლასისა და L სიმრავლისათვის სრულ- 

ღება ტოლობა: 0·(1(!—[) (LI#M = 0·0,(1—1 ო 5) 

დამტკიცება. ცხადია, II ო # C თი(LI) ო #. საიდანაც, იმის საფუძველზე, 

რომ თი(LL) ი #; კლასი თ-ალგებრაა, ეწერთ, 

იი(L. #) C თთ(II) ი #. (1) 

დავამტკიცოთ (1)-ის შებრუნებული ჩართვა. საამისოდ დაგვჭირდება 

თი(LI ი ) კლასის შემდეგი §() გაფართოების განხილეა: §) იყოს კლასი, 

რომელიც შედგება 4 V 8 სახის სიმრავლეებისაგან, სადაც „ C თთი(I1 რ #) 
და 8 C თი(Lოიო #). აქ L აღნიშნავს / სიმრავლის დამატებას, ე.ი. X V M 

სიმრავლეს. 
(: კლასს აქვს თვისებები: 1) § არის თ-ალგებრა და 2) II C §). პირველი 

თვისება ადვილად მოწმდება იმის საფუძველზე, რომ თით(Lრ0#) და თი(LოI) 

კლასები წარმოადგენენ თ-ალგებრებს, მეორე თვისების დასამტკიცებლად კი 

საკმარისია გავითვალისწინოთ # = (ქინ)ყ(ქიწ) წარმოდგენა ნებისმიერი 

„4 C LI სიმრავლისათვის. 

თ კლასის აღნიშნული თვისებებიდან ვღებულობთ თი(II) C §) ჩართვას. 

რის შემდეგაც, თუ გავითვალისწინებთ შემდეგ ცხად ტოლობას: §) C) # = 

თი(L 0 L), მივიღებთ, რომ 

თი(0ი8C 90 »=თიფძ1)ოL). 

ამრიგად, 

თთ(ILI) 0 # C თი(L ო #). (2) 

(1) და (2) ჩართვების ძალით თეორემა დამტკიცებულია. (M) 
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ამოცანები 

1. მიუთითეთ მაჭალითი ორი ნახეგარრგოლისა, რომელთა თანა)ჯვეთა არ წარ- 

მოადგენს ნახევარრგოლს, 

2. აღწერეთ სიმრაყლეთა ნებისმიერი არაცარიელი კლასით წარმოქმნილი რგო- 

ლის სტრუქტურა, 

§4. ბორელის თ-ალგებრა 

(X,ძ) მეტრიჯული სიერცის ყველა კომპაქტური ქვესიმრავლის კლასისაგან 

წარმოქმნილ თ-ალგებრას (X,ძ) სივრცის ბორელის თ-ალგებრა ეწოდება 

და იგი აღინიშნება 8(X,ძ) სიმბოლოთი. 13(X,ძ)-ში შემავალ სიმრავლეებს 

(X, 4) სივრცის ბორელის სიმრავლეებს უწოდებენ, 

განვიხილოთ სიმრავლეთა შემდეგი ოთხი კლასიი L = (# C L" 

5 ჩაცეტილია), II = (5 C 85 : 5 ღიაა), I = 25 და II = L X (–თ,ხ,) : 
ხე,...,ხ,, C I%]. ამ კლასებისათეის სამართლიანია შემდეგი დებულება. 

თეორემა 4.4.. თითოეული თი(ILI)), თი(წI2), ძი(-Iვ) და თი(IIL4) 

კლასებს შორის ტოლია ':3 სივრცის ბორელის ქ·-ალგებრის· 

წარმოქმნილი თ-ალგე,ებრის განსაზღვრების გათვალისწინებით მარტივად 

მოწმდება შემდეგი ლემის სამართლიანობა. 

;ღემა 3.#.L ვოქვათ, სიმრავლეთა ო1 და C- კლასები ისეთია, რომ 

6 C თი(%2) და §ბ2 C თი(9))). მაშინ თი(§)1) = თი(9). 

თეორემა ჭ3.#.-ის დამტკიცება. აღვნიშნოთ LI| = (L C L" : ჩ კომპაქტუ- 

რია|). საჩეენებელი გვაქეს, რომ თი(I1) = თი(II,) ყოველი ? C 1,4-სთვის. 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ კომპაქტური სიმრავლე ჩაკეტილია, მივიღებთ 

ს C თძი(LL) ჩართვას. 

L” სივრცის ყოველი ჩაკეტილი სიმრავლე წარმოდგება კომჰპაქტურ სიმ- 

რავლეთა მიმდეერობის გაერთიანების სახით. ასეთი წარმოდგენისათვის საკ- 

მარისია განეიხილოთ მოცემული სიმრავლის თანაკვეთები უსასრულობისაკენ 

კრებადი რადიუსების მქონე კონცენტრულ ჩაკეტილ ბირთეებთან. ამ ფაქტის 
საფუძველზე ეასკვნით II C თი(II) ჩართვას. შედეგად, ლემა 3.4.1-ის ძალით 

თი(LI) = ძი(LL). 
ახლა, თუ გაეითვალისწინებთ, რომ ღია და ჩა)ეტილი სიმრავლეები ურ- 

თიერთდამატებითი არიან, ლემა 3.4.1-ის საფუძეელბე მივიღებთ ტოლობას: 

თი(II)) = თძ(LLე). 
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ყოველი )( (ი· ხ,, C IIკ მონაკვეთი შემღეგნაირად წარმოდგება ღია 

სიმრავლეთა ძიმღევრობის თანაკვეთის სახით: 

C 

X (თა.ს,| = ი X (რ,ს+1/ხ). 
=1 C-11 

შედეგად, IIვ C თი(1I12). მეორე მსრიე, თუ გავითეალისწინებთ, რომ ყოველი 

არაცარიელი ღია სიმრავლე წარმოდგება ჯ" კლასის მონაკვეთების თვლადი 

გაერთიანების სახით (იხ. თეორემა 2.2.2), მივიღებთ, რომ II2 C თთ(Iჰ9ვ). 

შედეგად, ლემა 3.4.1-ის ძალით თთ(ILI2) = თ0(I13). 

ყოველი X (– «%,ხ,) C LL სიმრავლისათვის სამართლიანია ტოლობა: 
1=1 

C 

X (–თ,ხ)) = L X (V – #,ხი). 
3=1 = 

M= 1 

შედეგად, I1, C თი(IIვ). მეორე მხრიე, ნებისმიერი X (თ,,ს,) C IIვ მონა)ვე- 
1=1 

თისათვის გვაქვს, 

)((ე·"ხ]—)(( თხ]XL]X4„, (1) 
7=1 

სადაც ,, = (–%,ხ,), თუ 1 # 1 და #,, = (–C%,0,). (1)-დან ვასკვნით, რომ 
I3 C თი(LIკ). საიდანაც, ლემა 3.4.1-ის თანასმად მიიღება თთი(LIკ) = თი(ILI) 

ტოლობა, ამით თეორემა დამტკიცებულია. ( 

შენიშენა 3.#.. თეორემა 3.4.1-ის დამტკიცებისას გამოყენებული სქემით 

დგინდება, რომ 
7 L 7 

X (- <,ხ,), X I0,,ლ), X (თ,,C) 
1=1 1=1 1=1 

სასის თ»-განზომილებიანი სხივების შემთსვევებში წარმოქმნილი თ-ალგებრები 

აგრეთვე IL” სივრცის ბორელის თ-ალგებრის ტოლია. 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ, რომ (X,ძ) მეტრიკული სივრცის ბორელის თ-ალგებრა შეიცავს 

ნებისმიერ არაუმეტეს თვლად სიმრაელეს, 

2. ეთქვათ, II წარმოადგენს (X,ძ) მეტრიკული სიერცის ყველა ღია ბირთვის 

კლასს. ყოეელთვის ემთხეევა თუ არა II კლასით წარმოქმნილი თ-ალგებრა 
(X,ძ) სივრცის ბორელის თ-ალგებრას? 

3. ვთქეათ, (X,ძ) სეპარაბელური მეტრიკული სიევრცეა. დაამტკიცეთ, რომ არ- 
სებობს მის ქვესიმრაელეთა არაუმეტეს თვლადი LI კლასი, რომლით წარ- 

მოქმნილი თ-ალგებრა ემთხეევა (X,ძ) სივრცის ბორელის თ-ალგებრას. 
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თავი 4 

ზომა 

ზომის ცნება განაზბოგადღებს ისეთი რეალური ფიზიუური ბუნების მქონე 

სიდიდეებს, როგორიცაა სიგრძე, ფართობი, მოცულობა და მასა, ამ თაეში 

განიხილება ზომის საბაზისო თეისებები და მაგალითები, 

§ 1. ზომა და კვაზიზომა 

1 სიმრავლის ფუნქციის ზოგიერთი ტიპი. ვთქვათ, X – რაიმე არაცარი- 

ელი სიმრაელეა. ზომის თეორიის შესწავლის ძირითად ობიექტებს წარმოად- 

გენენ გარკვეული ტიპის / : LI –> (–=ძ, %) სიმრავლის ფუნქციები, სადაც LL 

არის X-ის ქვესიმრაელეთა რაიმე არაცარიელი კლასი, 

შევთანხმდეთ, რომ ი-+C=C=C=, თ-C+C+.:.:·=C%და0+–-C=”=>X+0= 

C0 (თ C I%). 

#:I +(C-=,+C%) სიმრავლის ფუნქციას ეწოდება: 

· ნახევრადაღიციური, თუ 

»ი 71 

(,46", .იCM, 4.,..., ა6 9, 4= 04„.) = M(4) < 2 ,/((4/); 
#L=1 #=1 

« ადიციური, თუ 

7% 

(/16!·!, »CIM, 4,,.... 4ი C9, 4იო 4=C(7%1), 4= L]:“I,·.) = 
L=1 

= /(4) = 2 ,M(4I); 
I=1 

« თვლადად ნახევრადადიციური (ან კიდევ, თ-ნახევრადადიციური). 

თუ 

C ( თ) 

(/16”? !41·!42I···6"I 4= L]“4L) =?|1(“4)52#(!4№); 

1:=1 #=1



« თვლადად ადიციური (ან კიდევ, თ-ადიციური), თუ 

Cლ 

(·46"7 41I/12!···6|·|· 14!ი|41 =@(?#·7)I 4= 014L) = 

L=1 

= #(4) = 2 ,/IC4); 
L=1 

« სრდადი, თუ 

(4,8 CII 4 C 8) = #(4) < /X(8); 

სასრული, თუ /#(/4) < % ყოველი # C ILI-სთეის; 

შემოსახღვრული, თუ §სი(I/!(I4)| : 4 C LLI) < იდ; 
თ-შემოსასღვრული, თუ X შეიძლება დაიშალოს ისეთ წყვილ-წყვი- 

ლად თანაუკვეთ X- C LI (ი C M) სიმრავლეებად, რომელთათვისაც 

§სი(I/!I(.M4)| : 4 C წ1, 24 C X„») < C ყოველი 1. C IM-სთვის. 

შენიშვნა #.1.L ვთქვათ, /, ნახევვარრგოლზე განსაზღვრული ნასევრადადი- 

ციური ფუნქციაა და დამატებით ცნობილია, რომ / ზრდადია. მაშის 

ი ი 

(46"· უ·წჯI ქ!ი···;ჰ"ნ"IქC 014L)=>#(4)52#(·41) 

L=1 #=1 

მართლაც, ზრდადობისა და ნახევრადადიციურობის თვისებების ძალით გვექ- 

ნება, 
#7 14 ) 

#(4) < 9) M#იი#4) < 3 #(4. 
#X=1 #=1 

ანალოგიურად, თუ /, ნახევარრგოლზე განსაზღვრული თვლადად ნახევრად- 

ადიციური ფუნქციაა და დამატებით ცნობილია, რომ / ზრდადია, მაშინ 

Cლ C 

(,4 CV, 4),49,.··C 8, 4 C L | ,4„) = /((4) < 2 ,/I(C4+)- 
#L=1 L=1 

2. ზომის და კვასიზომის ცნებები. ნახევარრგოლზე განსაზღვრულ / 
ფუნქციას ეწოდება სომა, თუ მას აქვს შემდეგი თეისებები: 

« /((0) =0; 
« /, არაუარყოფითია; 

« /| თელადად ადიციურია, 

შენიშვნა #.L2. //((თღ) = 0 ტოლობის გათვალისწინებით, ზომის თვლადად 

ადიციურობიდან მარტივად გამომდინარეობს მისი ადიციურობა. მართლაც, 

აღნიშნულის დასადგენად #),..., 4,, სიმრავლეები, რომლებიც ფიგურირებენ 
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ადიციურობის განსაზღვრებაში. ცარიელი სიმრავლის მეშვეობით უნდა შევავ- 

სოთ 4),...,4ა,0,0,... მიმდევრობამღე და შემდეგ გამოვიყენოთ ზომის 

მესამე და პირველი თვისებები. 

მოვიყეანოთ ზომის რამდენიმე მარტივი მაგალითი: 

1) X რაიმე არაცარიელი სიმრავლეა, LL = 2X და /(#4) =0 (46CLM): 
2) X რაიმე არაცარიელი სიმრავლეა, LL = 2X და ყოველი /#4 C M 

სიმრავლისათვის /!((/4) = C2I04, თუ # სასრულია და /!(-4) = , თუ 4 
უსასრულოა, ასეთ ზომას დამთელელ ზომას უწოდებენ; 

3) X = (თ),....თ,), I1 =27X, »),...,ხე >0 და 

M(4)= 2, # (46M). 
(#::·ნქ) 

ცოტა მოგვიანებით განხილული იქნება ზომის უმნიშვნელოვანესი მაგალი- 

თები: მონაკვეთის სიგრძე, მართკუთხედის ფართობი და მრავალგანზომილე- 

ბიანი მართკუთხა პარალელეპიჰედის მოცულობა. | 

ნახევარრგოლზე განსაზღვრულ /! ფუნქციას ეწოდება კვა·სი·ხოეა, თუ მას 

აქეს შემდეგი თვისებები: 

« /(0) =0; 
« /; არაუარყოფითია; 

ი / ადიციურია., 

შენიშვნა #.L2. ზომის ადიციურობიდან გამომდინარე, ყოველი ზომა. იმაე- 

დროულად, არის კეაზიზომაც. შემდეგი მაგალითი გვიჩევენებს, რომ შებრუნებუ- 

ლი დებულება, საზოგადოდ, სამართლიანი არაა. ეთქვათ, «2 : M -> LL ფუნქცია 

განისაზღყრება შემდეგნაირად: (2(») = 0. თუ ჯ < 0 და ი«2((7) = 1. თუ > >0; 

სოლო /, არის ჯ ნახევარრგოლზე შემდეგნაირად განსაზღვრული ფუნქცია: 

/I(0) = 0 და (V((V,ხ1)) = («2(ხ) – -2(თ) ((თ,ხ) C ჯ7). მარტივი შესამოწმებელია, 
რომ /! კვაზიზომაა. ამასთან / არაა ზომა, ვინაიდან (1/25,1/2-““1) შუა- 

ლედების მიმდევრობისათვის დარღვეულია თვლადად ადიციურობის პირობა. 

კერძოდ, გვაქეს, რომ 

/L( L) 0/-, 1/2"··]) = /I((0,1)) = 1. 
#XM=1 

მეორე მხრივ კი, 

CC 

2 ,II((1/2", 1/2"“–!1) = 0. 
ი=1 
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ამოცანები 

1. ვთქეათ, X = (X1,თ2,...,თი,...), 1I=2“. ჯა >0 (<CCM) და 

M(0) 2>, ” (461I)). 
(ი: ჯგ64) 

დაამტკიცეთ, რომ # არის ზომა. 

§2. ზომისა და კვახიზომის გაგრძელება ნახევარრგოლიდან 

რგოლხე 
არსებობს მარტივი კონსტრუქცია რომელიც საშუალებას იძლევა, ნა- 

ხევარრგოლზე მოცემული ზომა გავაგრძელოთ ამ ნასევარრგოლის შემცველ 

მინიმალურ რგოლზე, კერძოდ, სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 4#.2.L. ვთქვათ, / არის LI ნახევარრგოლხზე განსახღვრული 

სომა. მამინ არსებობს II-ით წარმოქენილ »(LI) რგოლხე განსახღვრული 

ერთადერთი ზომა, რომელიც წარმოადგენს /-ს გაგრძელებას. 

დამტკიცება. ნაბიჯი L გაგრძელების განსაზღერა, ვთქვათ, # C »(LI). 
თეორემა 3.3.,-ის ძალით არსებობს 4 სიმრავლის II-დაშლა (C), 

-1C.1. ”('44) განესაზღეროთ შემდეგნაირად: 

”(4) = 2 ,II(C)). 
1=1 

» ფუნქციის განსაბლვრა კორექტელია. მართლაც, განეიხილოთ #4#-ს რაიმე 

სხვა LI-დაშლა (0,,-..,ია). შევნიშნოთ, რომ ყოველი 1 C 1,»-სთეის 

(Cფოს,),...,Cფიჩა) კლასი არის C, სიმრავლის II-დაშლა, ხოლო ყოველი 

1 C 1,ი.-სთვის (C)იI,,...,CV0X9XV,1 კლასი არის I; სიმრავლის LI-დაშლა, 
აღნიშნულის გათვალისწინებით დავწერთ, 

2”(0)—2)2”(0 იე)–22”(6·ი0)—2”(0 » 
1=1 1=1 21=1 1=1 

რაც ნიშნავს #-ს განსაზღვრის კორექტულობას. 
ცხადია, რომ / ფუნქცია არაუარყოფითია და წარმოადგენს /(ს გაგრძე- 

ლებას »(LI) რგოლზე. 

ნაბიი II.L V ფუნქცის თვლადად ადიციურობა ეთქვათ: +, 41, 

42,.:· C >(I9), 41, 42,... სიმრავლეები წყვილ-წყეილად თანაუკვეთია და 
4 = LI>) 4/. განვიხილოთ 4 სიმრაელის II-დაშლა - (C),... ,Cს=), ხოლო 

ყოველი 1 C M-სთვის განვიხილოთ #, სიმრავლის LI-დაშლა - (C,)) --- CVი,). 

შეენიშნოთ, რომ: 
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1) ყოველი 1 C 1,თო-სთვის, C, ” 0 C; (: C M,» C 1,»,) სიმრავლეები 

ქმნიან C; სიმრავლის თელად II-დაშლას; 

2) ყოველი 1 C M ღა » C 1,»,; ინდექსებისათვის, CI» 0 C; (1 C 1,») 
სიმრავლეები ქმხიან C,, სიმრავლის ILI-დაშლას. 

ამ ორი შენიშვნის ძალით და 7#/| ზომის თელადად ადიციურობის გათეალის- 

წინებით დავწერთ, 

C4) = )_—,”(C)–222·”(C·”[1C)—22·2”((:···"1(:)– 
3=1 I=1 ა=1 1§=1 9=1 2=1 

C I: 

= 2,2 ,M(C») = 2”(4,·)· 
1=1 9=1 1=1 

ამით # ფუნქციის თვლადად ადიციურობა დადგენილია, ამრიგად, » ფუნქციას 

აქვს ზომის თვისებები, 

ნაბიჯი III: გაგრძელების ერთადერთობა. ახლა ვაჩვენოთ, რომ » არის 

ერთადერთი შესაძლო ზომა, რომელიც წარმოადგენს ჯ„-ს გაგრძელებას »ჯ(ILI) 

რგოლზე., ვთქვათ, X არის »L(II)-ზე განსაბღვრული ზომა, რომელიც წარმოად- 

გენს #-ს გაგრძელებას, საჭიროა ვაჩვენოთ X და V ფუნქციების ტოლობა, ნე- 

ბისმიერი „ C »(LI)-სთვის განვიხილოთ მისი რაიმე LI-დაშლა - (C),..., Cი)- 

გეექნება, რომ 

XL4) = > ,„,MXC) = 2 ,/I(CI) = M(4). 
1=1 §=1 

რითაც X და V ფუნქციების იგივურობა ნაჩეენებია. 

ზემოთ დადგენილი თეისებებიდან გამომდინარე, V არის ერთადერთი ზო– 

მა, რომელიც წარმოადგენს /-ს გაგრძელებას »(II) რგოლზე. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. C) 

სამართლიანია თეორემა 4.2.1-ის შემდეგი ანალოგი კეაზიზომის გაგრძე- 

ლების შესახებ. 

თეორემა 4.2.2. ვთქვათ, / არის LL ნახევარრგოლხე განსახლვრული 

კვაზისომა. მაშინ არსებობს ILI-ით წარმოქმნილ »(CLI) რგოლხე განსაზ- 

ღვრული ერთადერთი კვაზისზომა, რომელიც წარმოადგენს /-ს გაგრძე- 

ლებას. 

თეორემა 4.2.2-ის დამტკიცება ხდება თეორემა 4.2.1-ის დამტკიცების ანა- 

ლოგიურად. 
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§ 3. ზომისა და კვახიზომის ზოგიერთი ელემენტარული თვისება 

თეორემა #.3.L. ვთქვათ, / არის LL ნახევარრგოლხე განსახლვრული 

კვახიხომა. სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

ი თუ 4, 41 42,.·· C I 4), 4ი,:-· C 4 და 4;(0) 4; = ჩ 

(1 # 1), მაშინ 222—–1 /I((4L.) < /4(-#4). შედეგად, /, ზრდადია; 

ი თუ 4.8,8V46CIს 4C 8 და ||(#,) < დ, მაშინ /4((13 V.4) = 

/|(8) – /+(4); 
თ თუ -, 8,4Lს 8 Cს და /((4), /(C(8) რიცხვებს შორის ერთ- 

ერთი მაინც სასრულია, მაშინ /((44L).8) = /((,4) +/4(83) – ,ა(4ტოი 

8); 
« /, ნახევრადადიციურია. 

დამტკიცება. თეორემა 4.2.2-ის გათვალისწინებით. ადვილი დასანახია, 

რომ შეიძლება შემოვიფარგლოთ იმ შემთხვევის განხილვით, როცა LI რგო- 

ლია. 

პირველი და ეეორე წინაღაღებები: კვაზიზომის არაუარყოფითობისა და 

ადიციურობის გათვალისწინებით ყოველი » C M-სთვის გვექნება: 

II'(4) = /((41) + - · · + /0((4») +#·(!1X 8 4“) > II(4))+--.+ /#(4»). 
#M=1 

საიდანაც გამომდინარეობს თეორემის პირველი და მეორე წინადადებები. 

მესამე წინაღაღება: გვაქევს რომ 4LV 8 = 4L(8სM 4), საიდანაც, 

კვაზიზომის ადიციურობის ძალით: /!(4 L) ,8) = /4(4) + /:(8 V „>). კეაზიზომის 

ზრდადობის გამო გვექნება: /((/4033) < თ)ი(/I(4), /'((3)) < ი. აქედან, თავის 

მხრივ, მეორე წინადადების საფუძველზე დავწერთ, 

/I!(4 L) 8) = /I(4) + /((8) – #(4ო88). 

მეოთხე წინადაღება: ვთქვათ, „ C ILI,ი C M, 4),...,4ი CII და 4= 

LII=) 4.. აღვნიშნოთ 

.-1 

8, = 4#|, 8 = 4ი ს L 4; (2<#<7). 
X=1 

ცხადია, I131,...,.8ც სიმრავლეები ეკუთვნიან II-ს, ისინი წყვილ-წყვილად თა- 

ნაუკვეთია და LII_) 4 = LIIL-) 3.. აქედან კვაზიზომის ზრდადობისა და 

ადიციურობის გათვალისწინებით ვწერთ, 

/((4) = #( L"] /1#) = #( ყ 5·*) = 2 ,I 8-) < 2,M(4V). 
M=1 X=1 X=1 X=) 

თეორემა დამტკიცებულია. L) 
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თეორემა #.3.2. ყოველი ზომა თვლადად ნახევრადადიციურია. 

დამტკიცება. თეორემა 4.2.1-ის გათვალისწინებით შეგვიძლია შემოვი- 
ფარგლოთ LI რგოლზე განსაზღვრული / ზომის შემთხვევის განხილვით, 

ეთქვათ, „4, 41 , #42, -:· CII და 4 = L];···;I 4„ც. აღენიშნოთ 

#ი-1 

8, = 4), 5"=|4"XL)·4L· (ი > 2). 
#:=1 

ცხაღია, რომ (8,) მიმდეერობა წარმოადგენს 4 სიმრავლის თვლად LI- 

დაშლას, აქედან ზომის თელადად ადიციურობისა და ზრდადობის ძალით დაე- 
წერთ, რომ 

/I(4) = 2 ,/I(8ი) < 2 ,M(4ი). 
#M=1 ი=1 

თეორემა დამტკიცებულია. 9) 

თეორემა #.3.3. ვთქვათ, / არის II ნახევარრგოლზე განსახღვრული 
ფუნქცია. შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

ა // ზომაა; 

2) / კვახიხომაა და თვლიადად ნახევრადადიციურია. 

დამტკიცება. 1) = 2) იმპლფაცია მიიღება თეორემა 4.3.2-ის გათვალის- 
წინებით, ხოლო შებრუნებული იმპლიაციის დასადგენად უნდა გავითვალის- 
წინოთ თეორემა 4.3.1-ის პირველი დასჯცვნა. '8 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, / არის L თ-რგოლზე განსაზღგრული ზომა, დავუშვათ, 4„ C II 

და /((4„) =0 (» CM). აჩვენეთ, რომ /(LI2? , 4„) = 0. 
2. ეთქვათ, / არის LL თ-ალგებრაზე განსაზღვრული ზომა და /(X) = 1. 

დავუშვათ, „გ C LI და #(/#») = 1 (ი C M). აჩვენეთ, რომ #(( IC> , 4) = 
1. 

3. ვთქვათ, # არის LL ალგებრაზე განსაზღერული კვაზიზომა და /,(X) = 1. 

დავუშვათ, „–),..., 4ი C LL და /(/1)) +··· +/!(4ი) > » – 1. აჩეენეთ, 
რომ ”(ი:=| |ჯ,წ) > 0· 

4. ვთქვათ, / არის LL რგოლზე განსაზღვრული კეაზიზომა, განვიხილოთ ILI-ში 
შემდეგნაირად განსაზღვრული ბინარული მიმართება: ,4, 8 C LI სიმრავლე- 
ებისათვის #4 – 8 < /(4 ჭ 8) = 0. დაამტკიცეთ, რომ: 2) აღნიშნული 

მიმართება არის ეკვივალენტობის მიმართება, ე.ი. აქვს რეფლექსურობის, 
სიმეტრიულობისა და ტრანზიტულობის თვისებები; ხ) თუ „4 – ,8, მაშინ 

#(-I) = #(8) = #(40883);; C) ყველა იმ 4 C LI სიმრავლის კლასი, 
რომელიც ცარიელი სიმრავლის ეკეივალენტურია, არის რგოლი. 

5. ვთქეათ, /ჯ| არის LL რგოლზე განსაზღვრული კეაზიზომა. განეიხილოთ! ფუნ- 

ქცია: ძ(/4,8) = #(4 4 8) (4,8 C LI). აჩვენეთ, რომ: გ) ძ არის 
„ნახევარმანძილი''. ე.ი, აქვს თვისებები: ძ(/4, 3) > 0. I(4, 8) = ძ(I3, 4) 
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და ძ(4, 8) < ძ(4,C) + ძ(C,8); ხ) თუ #ს = #3, და /2 = /3, მაშინ 
თ(41, 8)) = ძ(.4ა, 185). 

§4. ზომის უწყვეტობა 

ვთქვათ, LL სიმრავლეთა რაიმე არაცარიელი კლასია და # : LL –+ |0, %CI 
რაიმე ზრდადი ფუნქციაა. / ფუნქციას ეწოდება: 

« ქვემოდან უწყვეტი 4 C II სიმრავლეზე. თუ IL კლასის სიმრავლე- 
თა ყოველი ზრდადი (-4,) მიმდევრობისათვის, რომლის ზღვარი არის 

4, სრულდება ტოლობა: /(4) = IIი M(4»); 
” C 

« ზემოდან უწყვეტი 4 C LL სიმრავლეზე, თუ LL კლასის სიმრაელეთა 
ყოეელი კლებადი (>-24,) მიმდევრობისათვის, რომლის ზღეარი არის 

4 და რომლის ერთი წევრი მაინც აკმაყოფილებს /((#4„,) < % 

პირობას, სრულდება ტოლობა: #(-4) = Iი. #(-4,»);: 
1600 

« ქვემოდან უწყვეტი, თუ ქეემოდან უწყეეტია ყოველ 4 C L სიმრავ- 
ლეზე; 

· ზემოღან უწყვეტი, თუ ზემოდან უწყვეტია ყოველ # C II სიმრავ- 

ლეზე. 

თეორემა #.4.L. ყოველი ზომა უწყვეტია ქვემოდან. 

დამტკიცება. ვთქვათ, / II ნახევარრგოლზე განსაზღვრული ზომაა, 

4 CII (4,,) - 8-ის სიმრავლეთა ზრდადი მიმდევრობაა და Iი #, = 4. 
-0 

თეორემა 4.2.1-ის ძალით საკმარისია განეიხილოთ შემთხვევა, როცა LI 

კლასი წარმოადგენს რგოლს, 

თუ არსებობს V ისეთი, რომ /(4») = C, მაშინ ზომის ზრდადობის 

ძალით., /!(4) > MI(4X») = % და /#(4ი) > /((4») = % (ი > M), საიდანაც 
გამომდინარეობს თეორემის დასცკენა. 

განსახილავი რჩება შემთსეევა, როცა /(#4„) < % ყოეელი ი-სთვის. (/„) 

მიმდევრობის ბრდადობის გამო, 

·4=·41L,|(·42X;4])L·|(·43X;42)···. 

41, 42 ს 4), 4ვ V 42,... სიმრავლეების წყვილ-წყვილად თანაუკვეთობისა და 
გომის თვლადად ადიციურობის თვისების ძალით, 

/':(–4) = /I(-41) + /((45 V «441) + /I(-4ვ V 4ი) + .... (1) 

უკანასკნელი მწკრივის »-ური კერძო ჯამი, თეორემა 4.3.1-ის მეორე 

დასკვნის ძალით, შემდეგი გამოსახულების ტოლია: 

/(C41) + ს/(42) – /!(41)| + |I/(43) – /+(-42)) + · · · + I/IC4») – /4(4ი–1)1, 
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რომელიც, თავის მხრივ, /!(#აგ)-ის ტოლია. ამრიგად, /I(/) = "IL[[I /'((4 ი)- 
CC 

თეორემა დამტკიცებულია, C) 

თეორემა #.#.2. ყოველი ზომა უწყვეტია ზემოდან. 

დამტკიცება. ვთქვათ, / II ნახევარრგოლზე განსაბღვრული ზომაა, 

4 C I, (4,) L-ის სიმრავლეთა კლებადი მიმდევრობაა, ისეთი, რომ 

#(C4»ი) < % რომელიმე ი-სთეის და Mო 4ი = 4. 

თეორემა 4.2.1-ის ძალით, საკმარი—წია განვიხილოთ) შემთხვევა, როცა L 

კლასი წარმოადგენს რგოლს, 

ზოგადობის შეუბღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ /((41) < ი. თეორემა 

4.4.1-ის ძალით ეწერთ: 

/|(4) V 4) = #( ყირ" 4")) = Mო /(4) V 4ი)- 

თუ ვისარგებლებთ /((41) < C პირობით ღა თეორემა 4.3.1-ის მეორე დას- 

კვნით, გვექნება, რომ 

/I(41) – /((4) = _IIთ ((41) – /((4ი)). 
7–0CC 

რითაც სასურველი ზღვარითი ტოლობა დადგენილია, თეორემა დამტკიცებუ- 

ლია. L) 

შენიშვნა #.#.L თეორემა 4.4.2 სამართლიანი არ რჩება, თუ ზემოდან 
უწყვეტობის განსაზღვრებაში არ მოვითხოვთ მიმდეერობის წევრთა შორის 

ერთ-ერთისათვის მაინც #(4,„) < თ- პჰირობის შესრულებას, მოვიყვანოთ შე- 

საბამისი მაგალითი, ვთქეათ, /, არის დამთელელი ზომა ნატურალურ რიცხეთა 

სიმრაელეში, განვიხილოთ 4ი = (ი, +1,...) (ი C M) სიმრავლეთა მიმდევ- 

რობა, ცხადია, (4,) კლებადი მიმდევრობაა და სოთ ა = თ. ერთი მხრივ 
7-C0C 

გვაქ3ვს, რომ #( IL[[I 14„) = /I(2) = 0. ხოლო მეორე მხრივ, 4გ სიმრავ- 
ი-ი- 

ლეები უსასრულოა, რის გამოც, #(4გ) = % ყოველი »-სთვის, და შედეგად, 
ILI·" /(4») = - 
ი–>C 

სასრული ზომა შეიძლება დასასიათდეს კვაზიზომისა და უწყვეტობის ტერ– 

მინებში. კერძოდ, სამართლიანია შემდეგი დებულება. 

თეორემა #.4.მ. ვთქვათ, /| არის LL რგოლხე განსახღვრული სასრული 

ფუნქცია. შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

9 / ზომაა; 

2) / კვახისომაა და ქვემოდან უწყვეტია; 

ზ) #/, კვახიხომაა და ზემოდან უწყვეტია; 

#) / კვაზისომაა და ზემოდან უწყვეტია ცარიელ სიმრავლეზე. 
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დამტკიცება. 1) = 2). 1) = 3) და 1) = 4) იმპლიკაციები გამომღინა- 
რეობენ 4.4.I და 4.4.2 თეორემებიდან, ხოლო 3) => 4) ცსაღია. ასე რომ, 

დებულების დასამტკიცებლად გეჭირდება ღავადგინოთ 2) = 1) და 4) = 1) 

იმპლიფუაციები, 

ვთქვათ, შესრულებულია 2) პირობა. დავუშვათ #4, /#), 42,--·- C IM, 4 

სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია და >- = LI>” , 4,. აღვნიშნოთ 

88ა = LIIL) 4 (ი C M). (8,) არის LL რგოლის სიმრავლეთა ბრდადი 

მიმდევრობა და "IL";C ,, = 4, ამიტომ /#-ს ქვემოდან უწყვეტობისა და აღი- 

ციურობის ძალით გვექნება. 

71 C 

#(4) = სდ 4(8») = დ, 2 , 4) = 2 ,#(4ი. 

ამით /-ს თვლადად ადიციურობა დადგენილია, ე.ი. # ზომაა. 

ეთქვათ, შესრულებულია 4) პჰირობა. დაეუშვათ /, 4) , 42,:·: C I9V, 4 

სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია და # = LI2 , „,. აღვნიშნოთ 

= LIIL_) 4; და C, = 4% 8 (» CIM). #-ს ადიციურობის ძალით ყოველი 

"-სთვის გვექნება, რომ 

/I(4) = 2 ,II(4+) + CCა). (2) 
#L=1 

(C,) არის LL რგოლის სიმრავლეთა კლებადი მიმდევრობა და IIი Cა =9, 
7?7-–>%2 

ამიტომ ცარიელ სიმრაელებაე /-ას ბზემოდან უწყეეტობისს გამო, 

IL"·I /'(C») = 0. შედეგად, (2)-ის გათვალისწინებით მიეიღებთ, 
”-–>0CC 

MC4) = Iთ 2#(!4|—)+ IIრ /#M(C) = XML) 
X=1 

ამით /-ს თელადად ადიციურობა დადგენილია, ე.ი. / ზომაა. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია, C) 

სიმრავლეთა (4,,) მიმდევრობის ზედა ზღვარი ეწოდება ყველა იმ 

ელემენტის სიმრავლეს, რომელიც შედის („,4ც) მიმდევრობის წეერთა უსასრუ- 

ლო რაოდენობაში., სიმრავლეთა (#4„,ც) მიმდეერობის ზედა ზღვარი აღინიშნება 

["" 4ეგ ანაც I[I·" §"9|4 ჩანაწერით. 

სიმრავლეთა (/4") მიმდევრობის ქვედა ზღვარი ეწოდება ყველა იმ 

ელემენტის სიმრავლეს, რომელიც შედის (#4,,) მიმდევრობის ყველა წეერში, 

გარდა შესაძლოა წევრთა სასრული რაოდენობისა. სიმრაელეთა (4,„,) მიმ- 

დეერობის ქვედა ზღვარი აღინიშნება IIთ „#ე ანაც IიIი 4 ჩანაწერით. 
1565CC 75600 
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მარტივი შესამოწმებელია, რომ სიმრავლეთა ნებისმიერი (4„) მიმდევრო- 
ბისათვის სამართლიანია ტოლობები: 

= C (> ) – = მრირ რ თორ-0 ე4 
#=1 #=» ია=!) #=»ი 

სიმრავლეთა (#„) მიმდევრობას ეწოდება კრებადი, თუ მისი ბედა და 

ქვეღა ბღერები ერთმანეთის ტოლია, 

კრებადი სიმრავლეთა მიმდევრობის ზღვარი აღინიშნება III·I·I 4იგ ჩანა- 

წერით და ეწოდება მისი ზედა და ქვედა ზღვრების საერთო მნიშენჯობას 

ადეილი დასანახია, რომ მონოტონური სიმრავლეთა მიმდევრობები კრე- 

ბადია და მათი ბლვრების აღრე შემოღებული განსაზღვრებები თანხმობაშია 

კრებადი სიმრავლეთა მიმდევრობის ზღვრის განსაზღვრებასთან, 

შემდეგი თეორემა მოიხსენიება ბორელ-კანტელის ლემის სახელწოდებით. 

თეორემა #.#.#. ვთქვათ, /, არის II თ-ალგებრაზე განსახლვრული 

ზომა. თუ 4იCI (.CM სიმრავლეთა მიმდევრობა ისეთია, რომ 

ი=1 /(4») < C, მაშინ /( IIო #,) = 0. 

დამტკიცება. აღენიშნოთ „8გ = LI>>, 4L (ი C M). ადვილი დასანახია, 

რომ: 

) (3ა) კლებადი მიმდევრობაა; 

2) 1Iი 3გ = Iი. 4: 
7-CC ჩ% 

3) 8, C L ( C M) და /((8,) < 2:= ” /IC4V). 
ამის შემდეგ. თუ ვისარგებლებთ ზომის ზემოდან უწყვეტობის თეისებით 

და გავითვალისწინებთ 2 ;, V(-4.) მწკრივის კრებადობას, დავწერთ, 

/ ( 1ი #ც) =/( სო 8,.) = IIთ. /((8,) = 0. 
13 C უC წდ 

თეორემა დამტკიცებულია, დ) 

ამოცანები 

1. ეთქეათ, /| არის 8 თ-ალგებრაზე განსაზღერული ზომა და (4» :ი C M) C 
. დაამტკიცეთ. რომ |·1·( IIო /1") < I"·" #M(4»ი). 

. ეთქვათ, / არის LL ჟ·-ალგებრაზე განსაზღერული ზომა, (4გ:=CIM1CL 
და მოიძებნება ,, რომლისთვისაც /!( LI; ,4;) < % დაამტკიცეთ, რომ 

#( II 4ი) > Mთ /(4ი). 
.თ– ?–+C 

3. ეთქვათ, / არის LL თ-ალგებრაზე განსაზღერული ზომა, (/4, := C სჭ1 CL 

და მოიძებნება ,, რომლისთვისაც #(LI>> , 4) < C. დავუშვათ, გარდა 
ამისა, (4გ) მიმდევრობა კრებადია. დაამტკიცეთ, რომ /(:( IIი1 #ცგ) = 

ჩ-იიი0 

(C
) 

"I·I·,";”(/I").



§ 5. მოცულობა 

V = Vგ-ით აღენიშნოთ »-განსზომილებიანი მონაკვეთების ჯ” კლასზე გან- 

საზღვრული მოცულობა, ე.ი, ფუნქცია, რომელიც მოქმედებს შემღეგი წესით: 

V(0) = 0 და ყოველი თ-განზომილებიანი L; (ი, ს,.| C »" მონაკმეთისათეის, 
:=1 

V(,··;—21((1L·,I)|··]) = ]_2[(1”·· – CL). 
= L=1 

ერთ და ორგანზომილებიან შემთსვევებში V ფუნქციას, შესაბამისად, მოიხსე- 

ნიებენ, როგორც სიგრძეს და ფართობს. შევთანხმდეთ, რომ განზომილების 

მიუხედავად, V ფუნქციას ვუწოდოთ მოცულობა. 

ჩვენი მიზანია, ვაჩვენოთ, რომ მოცულობას აქვს ზომის თვისებები, თავ- 

დაპირველად დავადგინოთ შემდეგი თეორემის სამართლიანობა. 

თეორემა 4·5·|· ნებისმიერი 7 წ M-სთვის მოცულობა არის კვა·ხი·ხომა. 

თეორემა 4.5.1 ცსადია ერთგანზომილებიან შემთსვევაში, თუმცა ნებისმი- 

ერი თ»-სთვის მისი დამტკიცება არაა ტრივიალური და ეფუძნება ნახევარრგო- 

ლებისა და კვაზიზომების დეკარტული ნამრავლის თვისებებს, რომლებიც ქვე- 

მოთ იქნება განხილული. 

ვთქვათ, X, არის რაიმე არაცარიელი სიმრავლე, LL - X)-ის ქვესიმრაე- 

ლეების რაიმე ნახევარრგოლი, ხოლო V; - II)-ბე განსაზღვრული კვაზიზომა. 

განვიხილოთ, აგრეთვე, მსგავსი სასით ერთმანეთთან დაკაეშირებული X23 

სიმრავლე, IIგ ნახევარრგოლი და #2 კეაზიზომა. 

როგორც ვიცით, Lს) და წ კლასების დეკარტული ნამრავლი წარმო- 

ადგენს ნასევარრგოლს, განვისილოთ LL, XIIე ნახევარრგოლზე შემდეგნაირად 

განსაზღვრული /1 X /2 ფუნქცია: 

(/I1 X /I/2)(41 X 442) = /(1(41)//2(42) (4) 6 LL , 42 C I). 
/ს/) XIსI2 ფუნქციას /1 და /2 კვახიხომების დეკარტული ნამრავლი ეწოდება. 

თეორემა 4·5·2· კვაზიზომების დეკარტული ნაერავლი არის კვაზიზომა. 

ვთქეათ, სს და II ნახევარრგოლებია, II კლასს ვუწოდოთ 24) X 42 C 

LL XLI2 სიმრავლის ბადისებური III XII2-დაშლა, თუ II წარმოდგება სასით: 

II = IL) X IIე, სადაც IIუ არის 4) სიმრავლის რაიმე ILI1-დაშლა, ხოლო II 

კი - 4: სიმრაელის რაიმე LIე–დაშლა, ე.ი, #) X 42 სიმრავლის ბადისებური 

დაშლა წარმოდგება 4) და 4: თანამამრავლების დაშლათა წამრავლის სახით, 

ლემა #.95.L ვთქვათ, III და II2 ნახევარრგოლებია. დავუშვათ, -1 X 

426CILIXIი და §) = 0V XCთI, ..- L XCდი1 არის -41 X 45 სიმრავლის 

LI) X IIL0:-დაშლა. მაშინ არსებობს II კლასი, ისეთი, რომ: 
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« II არის /#) X /ი სიმრავლის ბადისებური III X II2-დაშლა; 

« ყოველი # C 1, თ-სთვის არსებობს II-ს ქვეკლასი II, რომელიც 

არის I7. X C2). სიმრავლის ბადისებური LL X II2-დაშლა. 

ნას, 4.I-ბე მოცემულია ლემა 4.5,1-ის შესაბამისი ილუსტრაცია IL) XII = 

#2 შემთხვევაში, 

დამტკიცება. მარტივი შესამოწმებელია, რომ 

”1 ”· 

L) 8.= 4,, L) ი- = 4-. (1) 
#%=1 %=1 

თუ (#,,...,6,) და (C0),...,C ღი1 კლასებისათვის გამოვიყენებთ თეო- 

რემა 3.2.2-ს და გავითეალისწინებთ (1)-ს, ვიპოვით #უ და #2 კლასებს, 

ისეთებს, რომ: 

2) #,) არის ) სიმრაელის ILI1-დაშლა: 

ხ) ყოველი X C 1,7.-სთვის მოიძებნება #),, C #) ქვეკლასი, რომელიც 

არის L სიმრავლის LL -დაშლა; 

C) #» არის 4: სიმრაელის LIე-დაშლა; 

ძ) ყოველი L C 1,თ-სთვის მოიძებნება /„Vს2,, C #ი ქეეკლასი, რომელიც 

არის C,, სიმრაელის LIე-დაშლა, 

II კლასის როლში ავიღოთ #) და #ა კლასების ნამრაელი, ე.ი. II = #) X 

#ი. ადვილი შესამოწმებელია, რომ ლემის პირველი დასკცენა გამომდინარეობს 

2) და C) პირობებიდან, სოლო მეორე დასცვნა კი - ხ) და ძ) პირობებიდან., 

ლემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა #.9.2-ის დამტკიცება. დავადგინოთ /; X /(2 ფუნქციის ადიცი- 

ურობა. კვაზიზომის სხვა თვისებები, ცხადია, შესრულებულია. ეთქვათ, „#კ C 

L , 40 CII და C6 კლასი არის „4 X „24ე სიმრავლის LL X LI-დაშლა. ჩვენი 

მიზანია, დავადგინოთ, რომ 

(//) X #9)(4) X 49) = > _ (VII X /49)(#%). 
Cი 

6!



თავდაპირველად განვისილოთ ის შემთხეევა, როცა §) კლასი არის ,74) X/52 

სიმრავლის ბადისებური ILI) X LI-დაშლა, ე.ი. §) = #) X #ე. სადღაც #) = 

(ნ....,L,) არის 4) სიმრავლის II)-დაშლა, ხოლო #2 = (C),...,C2ი.) 

კი - 4: სიმრავლის II-დაშლა. 

კვაზიზომის თვისებების გათვალისწინებით დაეწერთ, რომ 

” 1. 

2,(/) X /(2)(6) = 2., 2 ,(I/1 X //2X#; X C;) = 2 , 2 ,MI(წ,)/,9(0;) = 
86ი §=1 7=1 1=1 1=1 

= 2#1(?)2#2(@1) = /ს1 (1 )/I2(442). 
=1 2=1 

ახლა განვიხილოთ ზოგადი სიტუაცია. ვთქვათ, 

(: = [?1 X@I!····I)" X@"] 

არის 7#4,) X 4: სიმრავლის რაიმე II X LI2--დაშლა. II კლასი და II (# C 

1.7) კლასები შევარჩიოთ ლემა 4.5.1-ის მისედვით. თუ ვისარგებლებთ უკვე 
განხილული შემთხეევით და „გავითვალისწინებთ, რომ II, კლასები წყვილ- 

წყვილად თანაუკვეთია და მათი გაერთიანება II-ს ტოლია, დავწერთ, 

(I,1 X /(2)(41 X 49) = 2 ,(#L X #2)(#) = 
ნCII 

2 2_ Cს X #2)(8) = 2(”1 X /M2)(IX X 0V) = 2 ,(/4) X #2)5). 
=1 #CII #MC%) 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა #.5.-ის დამტკიცება. თეორემა მტკიცდება ინდუქციით თ-ის მი- 
ხედვით. როგორც უკვე აღევნიშნეთ, » = 1 შემთხეევაში დებულება მარტივად 

მოწმდება, ინდუქციის ბიჯის განხორციელება კი ხდება თეორემა 4.5.2-ის 

მეშვეობით, იმის გათვალისწინებით, რომ »-განზომილებიანი Vგ მოცულობა 

შეიძლება გავაიგივოთ Vგ_) X V, დეკარტულ ნამრაელთან (ჯ),...,ჯა) და 

((თ,,...,თიგ-I1),თი) სახის ელემენტების გაიგივების მეშვეობით. (8) 

შემდეგი დებულება განაზოგადებს თეორემა 4.5.1-ს და გვიჩვენებს, რომ 

მოცულობას აქვს ზომის თვისებები. 

თეორემა #.5.3. ნებისმიერი ი, C M·სთვის მოცულობა არის ზომა. 

დამტკიცება. თეორემა 4.5.1-ის და თეორემა 4.3.3-ის გათეალისწინებით, 
საკმარისია დავადგინოთ V ფუნქციის თვლადად ნახევრადადიციურობა. 

ქვემოთ X#,;, C IL”" სიმრავლის ჩაკეტვა და ყველა შიგა წერტილის სიმრავლე, 

შესაბამისად, აღნიშნული იქნება CI(M#) და 19I() ჩანაწერებით. 
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ვთქვათ, მოცემულია ჯ" კლასში შემავალი 1, ) ,I2,... მონაკეეთები, ისე- 

თები, რომ # = L IC> , #. ჩვენი მიზანია, დავამტკიცოთ შეფასება: 

V(ჩ) < 5 "V(ჩ). () 
L=1 

განვიხილოთ რაიმე § > 0 რიცხვი, შევამციროთ I მონაკვეთი / C »" მონაჯ- 

ეეთამღე ისე, რომ სრულდებოდეს პირობები: 

CIV)CI, V(I) <V(#)+-; (3) 

ხოლო ყოველი #: C M-სთვის I, მონაკვეთი გავზარდოთ . C X" მონაყეე- 

თამდე ისე, რომ (ნახ. 4.2) 

1. C IიL(. ), V(.I) < V(I) + 6/2". (4) 

გვექნება 
= ლ 

9IC)) C 1 C L ) # C L I IიI(X). 
#=1 #=1 

ამრიგად, ჩაკეტილი და შემოსაზღვრული CI(CI) სიმრავლე დაფარულია ღია 

1იL(7I) (ს C M) სიმრავლეების მეშვეობით. ასეთ შემთხვევაში ჰაინე-ბორელის 

ლემის გამოყენებით შეგეიძლია გამოვყოთ სასრული ქ>ვედაფარეა, ე.ი, ვიჰო- 

ეოთ »!) C M რიცხვი, ისეთი, რომ 

7ჩ 

CI(#) C L | IVIC#). 
M=1 

აქედან გამომდინარე, 
” 

/CLI1V. 
XM=1 
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საიდანაც (3) და (1) თანაფარდობების, V-ს ნახევრაღადიციურობისა და ზრდა- 

ღობის გათვალისწინებით ვწერთ, 

1 L/). (თ თ ) 

V(I) < VCI) +5 < 2 ,V(.) +6 < 2 , IV(II,) + 6/2“1 + § < > ,V(IV) + %. 
#=1 L=1 L=1 

აქედან, § > 0-ის ნებისმიერობის გათვალისწინებით, ვასკვნით (2)-ის სამარ- 

თლიანობას. L) 

თეორემა 4.5.3-ის დამტკიცების ანხალიზი ცხადყოფს, რომ ღდამატებითი 

არგუმენტი, რომლის მეშვეობითაც V კვაბიზომამ თვისებები გაიუმჯობესა და 

გახდა ზომა, უკავშირდება პაინე-ბორელის ლემის გამოყენებას. ქვემოთ მო- 

ცემული იქნება აღნიშნული მოვლენის გამომხატეელი ზოგადი პრინციპი. 

ვთქვათ, / არის LI ნახევარრგოლზე განსაზღვრული კვაზიზომა, ხოლო II 

და # სიმრავლეთა არაცარიელი კლასებია, შემოვიღოთ შემდეგი განსაზღვრე- 

ბები: 

« /-ს ვუწოდოთ შიგნიდან რეგულარული II კლასის მიმართ, თუ 

ყოველი 4 C II-სთვის და ყოველი « > 0-სთვის მოიძებნებიან /#” C LI 

და L C II სიმრავლეები, ისეთები, რომ: , C #; C #4# და /!(4”) > 

)(4) – C, 
« /-ს ვუწოდოთ გარედან რეგულარული /L. კლასის მიმართ, თუ 

ყოველი „4 C II-სთვის და ყოველი § > 0-სთვის მოიძებნებიან „4 C 

9 და L C # სიმრავლეები, ისეთები, რომ: 4 C L C #” და 

/|((4') < #(4) +§; 
· /#-ს ვუწოდოთ რეგულარული (II, #) წყვილის მიმართ, თუ / 

შიგნიდან რეგულარულია II-ის მიმართ და გარედან რეგულარულია 

# კლასის მიმართ; 

« (II,#) წყვილს ვუწოდოთ კომპაქტური, თუ 

C L/) 

(46[[„4,:6“(#6#, 4C L)/I*) = (3"16M:4C L)/M·)· 
#=1 1:=1 

ე.ი. ნებისმიერი 4 C II სიმრავლისათვის, # კლასის სიმრავლეების 

მეშვეობით, მისი ნებისმიერი თელადი დაფარვიდან გამოიყოფა სას- 

რული ქვედაფარვა. 

თეორემა #.5.#. თუ / კვახიხომა რეგულარულია რაიმე კომპაქტური 

წყვილის მიმართ, მაშინ / არის ზომა. 

დამტკიცება. თეორემა 4.5.4-ის დამტკიცება თეორემა 4.5.3-ის დამტკი- 

ცების ანალოგიურია და იგი მოგვყავს გადმოცემის სისრულისათვის. 

თეორემა 4.3.3-ის გათვალისწინებით, საემარისია დავადგინოთ / კვაზი- 

ზომის თვლადად ნახევრადადიციურობა. 
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ვთქვათ, V/, განსაზღვრულია LL კლასზე, ხოლო (II, #) არის ის კომპაქტური 

წყვილი, რომლის მიმართაც რეგულარულია /, 

განვიხილოთ II კლასში შემავალი #, #I), #9,,.. სიმრავლეები, ისეთები. 

რომ 4 = LI>- , 4/. ჩვენი მიზანია დავამტკიცოთი შეფასება: 

#(4) <9 _ #(4ი. რ) 
1:=1 

განეიხილოთ რაიმე § > 0 რიცხვი, ავიღოთ ,V C II ღა # C II სიმრავ- 

ლეები, ისეთები, რომ სრულღებოდეს პირობები: 

#” C L C 4, /X.4) > #(#4) –§; (6) 

ხოლო ყოველი # C M-სთეის ავიღოთ 721 C II და ,. C # სიმრავლეები, 

ისეთები, რომ 

4 C 9: C #L, /M(4L) < /IC4#) + §/2 (7) 

გეექნება, 
C CიC 

M C 4 = L | 4. C L | #. 
#=1 #=1 

(II, სც) წყვილის კომპაქტურობის ძალით ვიპჰოეით I C M რიცხეს, ისეთს, 

რომ 

L C | | X... 
#=1 

აქედან გამომდინარე, 

7 

4 C LI 4L 
#=1 

საიდანაც (6) და (7) თანაფარდობების, /-ს ნახევრადადიციურობისა და ზრდა- 

დობის გათვალისწინებით ვწერთ, 

713 77 C 

/(4) < /I(4)+§ < ზ ,M(4L)+6 < 3. IIIC4,)+§/2"|)+6 < 2 ,IM(4C)+%. 
#L=1 #=1 1:=1 

აქედან, C > 0-ის ნებისმიერობის გათვალისწინებით, ეასცენით (§)-ის სამარ- 

თლიანობას, თეორემა დამტკიცებულია. (ი



ჯ 6. მონაკვეთების ჯ" კლასზე განსახღვრული სასრული და 
ადიციური ფუნქციების დახასიათება 

მონაკვეთების ჯ” კლასზე განსაზღვრული სასრული და აღიციური ფუნ- 

ქციები შეიძლება დავასასიათოთ ,,წერტილის“ (ანუ ILL"-ზე განსაზღერული) 

ფუნქციების მეშეეობით, შერეული ნაზრდის ცნების გამოყენების საფუძველზე, 

თავდაპირველად განვიხილოთ ერთგანზომილებიანი სიტუაცია. 

ვთქვათ, «2 : IL –> L რაიმე ფუნქციაა და I = (თ,ხ) C »#. შემღეგ გამოსახულე- 

ბას: 

რტ(თ,1) = ი«X(ს) – «(ი) 

ეწოდება V ფუნქციის ნაზრდი / მონაკვეთსე. ჩავთვალოთ, რომ #6(%,40) = 0. 

ტი(V,I) გამოსახულება, როგორც -ს ფუნქცია, აღვნიშნოთ V,კ სიმბოლოთი, 

ერთგანზომილკაბიან შემთხვევაში, მონაკვეთის სასრული და ადიციური ფუნ- 

ქციების დახასიათება მოიცემა შემდეგი დებულებით: 

ვთქვათ, / არის » კლასსე განსახღვრული სასრული ფუნქცია. მაშინ 

შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 
« / ადიციურია; 

« მოიძებნება («2 : M –ს IL ფუნქცია, ისეთი, რომ / = Vკ. 

მარტივი შესამოწმებელია, რომ მეორე წინადადებიდან გამომდინარეობს 

პირველი, შებრუნებული იმპლიაციის დასადგენად უნდა განვიხილოთ « : M – 

M ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია შემდეგნაირად: 

/I((0,2:), როცა 21>0, 

(,0(1:) =40, როცა ჯ»ჯ=0, 

–/((თ,0)) როცა ჯ« <90. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ /; = V. 

ქეემოთ დადგენილი იქნება მონაცვეთის სასრული და ადიციური ფუნქციების 

დასასიათება ნებისმიერი განზომილების შემთხვევაში, რაც, უნდა აღინიშნოს, 

რომ, ერთგანზომილებიანი სიტუაციისაგან განსხვავებით, ტექნიკური თვალსაზ- 

რისით საკმაოდ დატვირთულ მსჯელობას მოითხოვს, 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

(ი1,..-,0ი) < (ხს),..-ეხი) «> 0ი0ი) <ხს),...,ძა <ხე; 

(თ,ხ| = ჯ; (თ.,ხL) (თ,ს CIL”, თ <ხ); 
:==1 

ჯV = (2)V),...ს,თიზი) (>,ჯ/ C I#”); 

|თ) = 2 |=.| (ჯ2 CII"); 
#=1 

I» = L(6),...,6ი):6),...,ნი C (0,1)). 
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ვთქვათ, ი #% - IL რაიმე ფუნქციაა და I = (ი,ხ| C »". შემდეგ 

გამოსახულებას 

4(2,I) = 2 ,(–<1)" MIC2(4 + 6(ხ – 9)) 
6CL» 

ეწოდება « ფუნქციის ·მერეული ნაზრდი , მონაკვეთზე. ტი2,I) გამოსა- 

ხულება როგორც #/-ს ფუნქცია, აღვნიშნოთ V,კ სიმბოლოთი. 

= 1 და » = 2 შემთხვევებში, შესაბამისაღდ, შერეული ნაზრდისათვის 

გვექნება: 
0ტ(0,1) = «(ხ) – «X0); 

20ტ(90,1) = «(ს).ხ2) – დ(ი),ხ2) – C(ხ),ი2) + (2(ი|,ძე2). 

თეორემა #.წ.L ყოველი C« LL" პ LL ფუნქციისათვის მისი მშერეული 

ნახზრდი - V,ც არის სასრული და ადიციური ფუნქცია. 

ლემა #.ნ.L ნებისმიერი » > 2-სთვის სამართლიანია C L 3 # 

ფუნქციის შერეუღ·" ნაზრდის შემღეგი წარმოდგენა: 

2(20,I) = #(%ს,,1) – რ(9%,, I”). 

სადაც I = ჩჭ1(“|””ხ“]” დ,; (L C Iჯ) არის შემდეგნაირად განსახღვრული 

# –1 ?ვლადის ფუნქცია: (0,(თ1), --. სი-1) = (0(თI, ..- 2,გ-1)1) და 
»ი»- 

I = X (თ,,ხ,). 
|.·=1(“|· ) 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ: 

თ' = (თ).....შმი-1).: სს = (ჩ ..-.,ხი-1); 

=(6)..-.,6გ-1) (=6LIL»)- 

თუ C C L ისეთია, რომ §გ = 1. მაშინ შესრულდება ტოლობა 

(–1)”“%IV-(6 + C(ხ – 0)) = (–1)"“ '“ Iი, (ი + 6(ხ – ი)),  (1) 
ხოლო, თუ § 6 L ისეთია, რომ §გ = 0, მაშინ 

(–1)?“%I(0 + <(ხ – C)) = –(–<1)"“ !- Iდა„ (ი + C (ხ – ი)) (9) 

(1) და (2) ტოლობებიდან გამომდინარე ვწერთ, 

ი( I)= 2>, (–-1)' !-ჩ , (ი' +4(ხ” – «/))– 
ბCILი-) 

– 3 (–1)9-1-Vა, (ი + ი(ს – ი”)) = 4(% , L”) – 4(% , 1”). 
661”"–! 

ლემა დამტკიცებულია. C 
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ლემა #.წ.2. ვთქვათ, ყოველი ! C IL-სთვის //, არის LL ნახევარრგოლზე 

განსახღვრული სასრული და ადიციური ფუნქცია. მაშინ LI X ჯ ნახევარ- 

/I(4 X (ი, ხ)) = /I(ხ(4) – ,„ა(ტშ) (46CL1II(ი,ხC7), 

არის სასრული და ადიციური. 

დამტკიცება. თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ /| ფენქციის სასრულობა 

ცხადია, 

ეთქვათ, 4 C II,I = (ი,ხ) C ჯ» და §) კლასი არის 4XXI სიმრაელის 

LI X ჯX-დაშლა. ჩვენი მიზანია, დავადგინოთ ტოლობა: 

M#4X0) = 9 ჩ), 
I156C9) 

რაც ნიშნაეს /-ს ადიციურობას. 

თავდაპირველად განვიხილოთ ის შემთხვეეა, როცა §) კლასი არის / X 

I სიმრავლის ბადისებური II X X-დაშლა, ე.ი. § = / X #, სადაც /#ბს = 

(4),..., 4ე) არის 4 სიმრავლის II-დაშლა, ხოლო # = (#/),...,1») კი 

I = (ი,ხ) მონაკეეთის X-დაშლა, რიცხვების სასრული ჯამი არ იცელე- 

ბა წევრთა გადანაცვლებით, რის გამოც შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

1I,..., ,, მონაკკეთები განლაგებულია ერთმანეთის მიყოლებით, მარცხნი- 
დან მარჯუნივ, ე.ი. I) = (0თი0,C)|),II) = (C),C21),..--, I = (0ი„-1,C»ა), სადაც 

ი=0<0) <·:<0»ა =ხ. 

/ ფუნქციის განსაზღვრისა და /, ფუნქციების ადიციურობის გათვალისწი- 

ნებით დავწერთ, რომ 
/ L4/) L 71 

2,M(9)= 2 ,2 ,M(4, X ს) = 2 ,2 ,(ს=(4) – Mი, ,(4.)) = 
Cი §=1 1=1 §=1 2=1 

” # ” ი M II 

= 22#6;· (14I) = 22#::–1(142·) = 2#4··;· (14) - 2”··::·–!(·4) = 

2=1 1=1 3=1 :1=1 31=L 3=1 

= MMხ(4) – #ი(4) = #(4 X 1). 
ახლა განვიხილოთ ზოგადი სიტუაცია ვთქვათ, §) = 4; X 7),..., 

4ი X I,) არის /# X I სიმრაელის რაიმე II X X-დაშლა. II კლასი და IL, 

(L C 1,7) კლასები შევარჩიოთ ლემა 4.5.1-ის მისედვით. თუ ეისარგებლებთ 

უკვე განხილული შემთხვეევით, ამასთან გავითვალისწინებთ, რომ II,, კლასები 

წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია და მათი გაერთიანება არის II, დავწერთ, 

M(4XI)= 2,M5)=2, 2, /C5) = 2 ,/(4L X I) = 2 /X8). 
#CII X=1 წCIIL L=1 L C§9) 

ამით ლემა დამტკიცებულია, L) 
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თეორემა #.ნ.+ის დამტკიცება. დამტკიცება მოვახდინოთ ინდუქციით »- 

ის მიმართ. 1 = 1 შემთხვევაში დებულება მარტიეი ღდასადგენია. ღავუშვათ, 

დებულება სამართლიანია (დ – 1)-ის შემთხეევაში. ყოველი ( C >#-სთვის გან- 

ვიხილოთ #9”“! კლასზე შემდეგნაირად განსაბღვრული /I, ფუნქცია: 

/,(#) = ბ(დცჰ) (/ Cჯ" “!). 

ინდუქციის დაშეების თანახმად, /, ალღიციურია, შემდეგ, თუ გამოვიყენებთ 

4.6.1 ღა 4.6.2 ლემებს, დავასკენით, რომ V, ფუნქცია ადიციურია. თეორემა 

დამტკიცებულია. C) 

თეორემა #.ნ.2. #"» კლასსე განსახღვრული ყოველი სასრული და 

ადიციური / ფუნქციისათვის მოიძებნება («2 : IL" – L ფუნქცია, ისეთი, 

რომ / = V-. 

ლემა #.წ.3. ვთქვათ, /!) და /(2 არიან »X”-ზე განსახღვრული სასრული 

ადიციური ფუნქციები, რომლებიც ერთმანეთს ემთხვევიან ყოველ ისეთ 

L1IC7 მონაკვე“წხე, რომლის ერთ-ერთი წვერო მღებარვობს კოორდინატ· 

თა სათავეში. მაშინ /! 1(#) = #2(1) ნებისმიერი I C »X" მონაკვეთისათვის. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ: 

(თ,ხ) = (MIი(0,ს), იიმX(ი,ხ)| (თ,ს C M,0ი Xხ); 

(ი,ხ) = X (%,ხი) (9,ხ C%% ი, # ხს ( C1,»)). 
ყოველი 24 C 1,1 სიმრავლისათვის აღვნიშნოთ 

ი/ = ((0.<) :99ი(=„) =1. (# 6 4)). 
აღვნიშნოთ აგრეთეე, (§)X(9) = 0 :--. ყოეელი »ი C 1,1-სთვის განვიხილოთ მო- 

ნაკვეთების დი(ი) კლასი, რომელშიც შედის ის »-განზომილებიანი X IL მონა)– 
L= 

ვეთები რომელთათეისაც #),..../, შუალედებს აქვთ სახე: /; = (0·1,61] 

I,, = (ი, ,ხ,ი), სადაც 0 < ი.; < ხ),...,0 < თ, < ხ,,; ხოლო I+),.. ,1 

შუალედებს კი აქვთ სასე: #„+1 = (0, ხ"·+1] -ი =(0,ხი). ცხადია, 
ო(0) C ო01) C ... C ი(”), 

ამასთან, მარტივი შესამოწმებელია, რომ ყოველი I C იIლ) მონაკჯვეთი წარ- 

მოდგება ი(ო-–)) კლასის ორი მონაკ)ვეთის სხვაობის სახით. ამ ფაქტისა და 

/), /ი ფუნქციების ადიციურობის გათვალისწინებით დავასკენით: რადგან /!1 

და /» ემთხეეეიან §)(0% კლასზე, ამიტომ ისინი ერთმანეთს დაემთხვევიან 

ოი)-ზე, აქედან გამომდინარე, დამთხვევა მოხდება (§X2)-ზე და ა.შ. §X(5)-ზე, 

ნებისმიერი 4 C 1,თ-სთვის მსგავსი მსჯულობით დავრწმუნდებით, რომ 

/I(1-ის და /ე-ის მნიშვნელობები ერთმანეთს ემთხყევიან §),, კლასზე. აქედან, 
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თუ გავითვალისწინებთ, რომ ნებისმიერი 1 C ჯ" იშლება C , კლასებში შემავა- 

ლი მოხაკვეთების გაერთიანებად, დავასცვნით //-ის და /გ-ის მნიშვნელობების 

ტოლობას ნებისმიერი I C ჯ7 მონაკვეთისათვის, IM) 

თეორემა 4#.ნ.2-ის დამტკიცება. « C IL" წერტილისათვის #(ჯ)-ით აღ- 
ენიშნოთ ჯ-ის უარყოფითი კოორდინატების რაოდენობა. 

: ე + I ფუნქცია განვსაზღვროთ შემღეგნაირად. «თ(;) = 

(– 1)”(:)”((0 ჟ)). როცა 3) --.დგ # 0 და «2(>) = 0, როცა ჯ ·· -თც = 0. 
ვაჩვენოთ, რომ / და V/ ფუნქციების მნიშვნელობები ტოლია ყოველ ისეთ 

I C ჯ” მონაჰკვეთზე, რომლის ერთ-ერთი წვერო მდებარეობს კოორდინატთა 

სათავეში, ამის შემდეგ კი, თეორემა 4.6.I-ისა და ლემა 4.6.2-ის ძალით 

დავასკვნით / და V, ფუნქციების მნიშვნელობების ტოლობას ნებისმიერი 71 C 

>Xჯ”" მონაკვეთისათვის, 

ამრიგად, ჩვენი მიზანია, ვაჩვენოთ, რომ ჯ C IL", 21 ·· -თგ X 0, წერტი- 

ლისათვის, 

V ((0, =)) = /#((0,=)). 
(0, ჯ) მონაკვეთის ,,კიდურა“ წვეროები იქნებიან 

ძ = (ჯიIი(0,>1),... , იი!ი(0, ჯ,)), 

და 

ხ = (IიიX(0,=)),..., I0X(0, ჯ, )) 

წერტილები. ცხადია, ხ –0 = (I=11,..., |«ი|). შეენიშნოთ, რომ (0, ) მონაკეე- 
თის ყველა წვეროზე, გარდა ჟჯ-ისა, თ ფუნქციის მნიშენელობა ნულის ტოლია, 

შედეგად, V„V((0, >)) შერეული ნაზრდის განმსაზღვრელ ჯამში დაგვრჩება მხო- 

ლოდ ის 

(–1)'” MIVX(ი + C(ხ – 9)) 
წევრი, რომლისთვისაც თ + 6(ხ – ი) = ჯ. «-ს განსაზღერებიდან გამომდინარე, 

(2(C+6(ხ–0)) = (–1)”(= /((0, >)). გავარუვიოთ, თუ რისი ტოლია ( –1)5“ 5. 

გვაქეს, რომ ჯიIი(0, ჯ) + Iთ = იი9X(0, |=ჯI) (% C 1,1,). შედეგად, 6,; = 1, 
როცა ჯ, > 0 და §, = 0, როცა :; < 0, ე.ი. » – |5 გამოსახავს ჯ 
წერტილის უარყოფითი კოორდინატების რაოდენობას, ანუ უდღრის #(7)-ს. 

აქედან გამომდინარე, 

V- ((0,=)) = (–1)”” ყ2(ი + 6(ხ – 9)) = 

= (–1)/I5)(–1)”(9/V((0, ) = /(((0, «)). 
ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა #.ნწ.L თეორემა 4.6.2-ის დამტკიცებისას დადგინდა არა მარტო 

წარმომქმნელი (ე.ი. /# = V» ტოლობის ღამა)მაყოფილებელი) დთ ფუნქციის 

არსებობა, უფრო მეტიც, ნაჰოვნი იქნა თ ფუნქციის ზუსტი სახე: «2X(-) = 
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(- 1)“(:) /((0, თ)). აქედან, მაგალითად ვღებულობთ, რომ იმ შემთხვევაში, 

როცა /, არის მოცულობა, წარმომქმნელ ფუნქციას აქვს სახე: «C2(%) = >1 ...#ი. 

4.6.1 და 4.6.2 თეორემებიდან ვღებულობთ მონა)ვეთის ადიციურ ფუნქცი- 

ათა შემდეგ ღახასიათებას, 

შედეგი #.ჩ.L ვთქვათ, # არის »”-ზე განსახლვრული სასრული ფუნ- 

ქცია. მაშინ შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

« /, ადიციურია; 

ა მოიძებნება ი: ს 3I ფუნქცია, ისეთი, რომ / = V. 

ი :I5 -3 I ფუნქციას ეწოდება ვიტალის აზრით სრდადი, თუ #ს(#2, ) > 

0 ყოეელი I C ჯ” მონა)ვეთისათვის, 

ცხადია, რომ ერთგანზომილებიან შემთხვეევაში ვიტალის აზრით ზრდადობა 

იგივეა, რაც ჩვეულებრივი ზრდადობა. 

სამართლიანია მონაკვეთების ჯ” კლასზე განსაზღერული სასრული კვაზი- 

ზომების შემდეგი დახასიათება, რომელიც გამომდინარეობს შედეგი 4.6.1-დან. 

შედეგი #.წ.2. ვთქვათ, / არის »”-ზე განსახღვრული სასრული ფუნ- 

ქცია. მაშინ შემდეკი წინადადებები ე კვივალენტურია: 

« / კვასიზომაა; 

თ მოიძებნება ვიტალის აზრით ზრდადი ” IL"” -> IL ფუნქცია, 
ისეთი, რომ /! = V,. 

§ 7. მონაკვეთების »” კლასზე განსახღვრული სასრული ზომების 
დახასიათება 

როგორც ეიცით (იხ. შედეგი 4.6.2), მონაკვეთების ჯ»-· კლასზე განსაბღვრუ- 

ლი სასრული კვაზიზომები ხასიათდებიან ვიტალის აზრით ზრდადი წერტილის 

ფუნქციების მეშეეობით. ბუნებრივია კითხვა: როგორია ანალოგიური დახასი- 

ათება კვაზიზომის ნაცვლად ზომის განხილვის შემთხეევაში? 

ერთგანზომილებიან სიტუაციაში დახასიათება მოიცემა შემდეგი დებულე- 

ბით: 

ვთქვათ, / არის » კლასზე განსახღვრული სასრული ფუნქცია. მაშინ 

შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 
« / ზომაა: 

« მოიძებნება ზრდადი და მარჯვნიდან უწყვეტი 2 ს - ჯ 

ფუნქცია ისეთი, რომ / = V, (ნახ. 4.3). 
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ნახ. 4.3. 

პირველი წინადადებიდან მეორე მიიღება 4.6.2 და 4.4.22 თეორემების 

საფუძველზე. შებრუნებული იმპლოფაციის დასამტკიცებლად უნღა გავითეა- 

ლისწინოთ თეორემა 4.6.1, რომლის ძალითაც Vკ ფუნქცია ადიციურია, შემდეგ, 

მარტივად დავადგენთ, რომ V, რეგულარულია იმ კომპაქტური წყვილის მი- 

მართ, რომლის პირველი კომპონენტია ყველა ჩაკეტილი მონაკვეთის კლასი, 

ხოლო მეორე კი - ყველა ღია მონაკვეთის კლასი. ამის შემდეგ, თეორემა 

4.5.4ის ძალით მივიღებთ, რომ Vკ არის ზომა, 

ქვემოთ დადგენილი იქნება აღნიშნულის მსგაესი დახასიათება ნებისმიერი 

განგომილებისათვის, 

ვთქვათ, / არის ჯ” კლასზე განსაზღვრული სასრული ფუნქცია. #-ს ვუ- 

წოდოთ მარჯვნიდან უწყვეტი ჯ» C IL წერტილში· თუ 

/(((თ, დ + M)) –> 0 

ყოველთვის, როცა ჩ),..., ი > 0 კოორდინატებს შორის ერთი ან რამდენიმე 

მიისწრაფვის ნულისაკენ, ხოლო დანარჩენები ფიქსირებულია. ვიტყვით, რომ 

/, მარჯვნიდან უწყვეტია, თუ ის მარჯვნიდან უწყვეტია ყოველ ჯ წერტილში, 

თეორემა #.7.L ვთქვათ, / არის »” კლასზე განსახღვრული სასრული 

ფუნქცია. მაშინ შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

« /, ზომაა:; 

« / კვაზიხომაა და უწყვეტია მარჯვნიდან. 

დამტკიცება. პირველი წინადადებიდან მეორის მისაღებად საკმარისია 

გამოვიყენოთ თეორემა 4.4.2, გადავიდეთ შებრუნებული იმპლიააციის დამტკი- 

ცებაზე. II-ს როლში ავიღლოთ ყველა ჩა)ეტილი თ»-განზომილებიანი მონაკვეთის 

კლასი, ხოლო #-ს როლში კი ყველა ღია »-განზომილებიანი მონაკვეთის 

კლასი, პაინე-ბბორელის ლემის თანახმად, (II, #) წარმოადგენს კომპაქტურ 

წყვილს, 
დავამტკიცოთ, რომ 

/((თ,ხ+7)) –> /((თ,ხ)) და /((თო+ /,ხI) –> /(((თ,ხ1), 
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როცა / – 0. /),...,Mი > 0. ამ თანაფარდობებიდან შემღეგი ჩართვების 

გათვალისწინებით: 

(თ,ხ) C (,ხ+ჩ)C(ი,ხ+ს,, (თ+ჩ,ხ)C (ღ0C+7/2,ხ) C (თ,ხI, 

უშუალოდ დავასკვნით, რომ / რეგულარულია (II, #) წყვილის მიმართ. ამის 

შემდეგ კი, თეორემა 4.5.4-ის მეშვეობით დავადგენთ, რომ # ზომაა. 

ყოველი » C 1,7, ინდექსისათვის #„ „-ით აღვნიშნოთ მონაკვეთი, რომე- 

ლიც წარმოადგენს შემდეგნაირად განსაზღვრული ერთგანზომილებიანი /„!ა,კ, 

..., C,, მონაკვეთების დეკარტულ ნამრავლს;: „ბ, = (თ,.ხ;), როცა # % თ და 

/#,, = (ხ,გ, ხ,, + I). მარტივი შესამოწმებელია, რომ ფიქსირებული #-სთვის, 

(ი,ხ+7ჩ)V(ი,ხ| C L | #».». 
#1=1 

აქედან გამომდინარე, კვაზიზომის ნახევრადადიციურობისა და ზრდაღობის 

ძალით, 

/(((0,ს +#)) < /((0,ხ)) + 2., /ICჩთ.). (1) 
»1=1 

/ ფუნქციის მარჯენიდან უწყვეტობის გამო, /#(I,#) -> 0, როცა ჩ -> 0, 
M ..- > 0. საიდანაც. (1)-ის გათვალისწინებით ვღებულობთ. რომ 

/(((თ, ხ + MI) –' /(((ი,ხ1). 
ანალოგიური მსჯელობით, დავრწმუნდებით #((ი+V/,ხ)) –> #((თ,ხ)) თანა- 

ფარდობის სამართლიანობაში, შეენიშნაეთ, რომ ამ შემთხეევაში დაგეჭირდება 

ჩართვა: 

(ი,ხ) ს (თ+ ჩ.ხ| C L") 'ო 
»L=1 

სადაც / ს-ით აღნიშნულია მონაკვეთი, რომელიც წარმოადგენს შემდეგნაი- 

რად განსაზღვრული ერთგანზომილებიანი 2?),..., #ბც მონაკვეთების დეკარტულ 

ნამრავლს: /"; = (იჯ,ხჯ), როცა /; # თ და #ბ, = (ით, ით + ჩ»თ). თეორემა 

დამტკიცებულია. L 

ი LIL”5 - I- ფუნქციასს ვუწოდოთ მარჯვნიდან უწყვეტი ვიტალის 

აზრით, თუ მისი შერეული ნაზრდი - V,კ მარჯენიდან უწყეეტია. 

ცსადია, ერთგანზომილებიან შემთხვევაში ვიტალის აზრით მარჯუვნიდან 

უწყეეტობა ემთხევეეა ჩვეულებრივი მარჯუნიდან უწყვეტობის ცნებას. 

შედეგი 4.6.2-ის ღა თეორემა 4.7.1-ის საფუძველზე ეღებულობთ მონაჯკეე- 

თების ჯ" კლასზე განსაზღვრული სასრული ზომების შემდეგ დახასიათებას. 

თეორემა 4#.7.2. ვთქვათ, /! არის X”-ზე განსახღვრული სასრული 

ფუნქცია. მაშინ ·მეეღეგი წინაღაღებები ეკვივალენტურია: 
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« / ზომაა; 

უ ეოიძებნება ვიტალის ახრით ·ხრღაღი და ეარჯვნიდან უწყვეტი 

2 :1§" –+ 11 ფუნქცია, ისეთი, რომ /ს = V.



თავი 5 

ზომის გაგრძელება 

სიმრაელის მიერ სივრცეში დაკავებული ადგილის გაზომვა ისტორიულად 

იყო ერთ-ერთი მნიშენელოვანი მათემატიური ამოცანა, ამ მიმართულებით 

საბაბისო დატეირთვისაა თ-განზომილებიანი მონაკვეთის მოცულობის ცნება. 

მონაკვეთზე უფრო რთული სტრუქტურის სიმრავლეების გაზომეისათვის საჭი- 

როა ახალი მეთოდების განეითარება, საინტერესო მიდგომები შემოთავაზებუ- 

ლი იქნა ჯერ კიდეე ანტიჯურ ეპოქაში, როცა წარმატებით ახერხებდნენ წრის, 

ბირთევის, პარაბოლეური სეგმენტისა და ზოგიერთი სხვა მრუდწირული საბღე- 

რის მქონე ფიგურების ფართობისა თუ მოცულობის გამოთელას. ამ მიდგომების 

არსებითი განეითარება მოხდა დიფერენციალური და ინტეგრალური აღრისხვის 

შექმნის შედეგად, კერძოდ, შესაძლებელი გახდა უწყეეტი ფუნქციების გრაფი- 

კებით შემოსაზღვრული ფიგურების გაზომვა. ეს მაშინდელი მათემატიკისათვის 

საკითხის დამაკმაყოფილებელ გადაწყეეტად მიიჩნეოდა, თუმცა მე-I9 საუკუ- 

სის მეორე ნახევარში, მთელი რიგი მნიშვნელოვანი ამოცანების კვლევისას 

წარმოიშვა კიდევ უფრო რთული აგებულების სიმრავლეთა გაზომვის აუცი- 

ლებლობა, კ. ჟორდანის, ჯ, პეანოსა და ე. ბორელის იღეების განვითარების 

გზით, გადამწყეეტი ნაბიჯი საკითხის კელეეაში გადადგმული იყო ა. ლებეგის 

მიერ (1902). 

ამ თაეში გავეცნობით ლებეგის კონსტრუქციის აბსტრაქტულ ვარიანტს, 

რომელიც ცოტა მოგვიანებით შემუშავდა ჯ. რადონის (1913) და კ. კარათე- 

ოდორის (19I8) შრომებში. 

§ I. გარე ზომა 

ლებეგის მიერ IL" სიერცის სიმრავლეთა გასაზომად შემოთავაბებული 

მეთოდი წარმატებით მუშაობს არა მხოლოდ მონაკეეთების კლასზე მოცემული 

ზომის - მოცულობის გაგრძელებისას, არამედ ნებისმიერი X სიერცის ქვესიმ- 

რავლეთა რაიმე ნახევარრგოლზე მოცემული ზომის შემთსეეეაშიც. ამ თაეში 

გომის გაგრძელების მეთოდი გადმოცემული იქნება ზოგად სიტუაციაში, ხოლო 

მომდევნო თავში მოსხდება აბსტრაქტული თეორიის გამოყენება " სიერცის 

სიმრავლეთა გაზომვის ამოცანისათვის,



შემდგომში ვიგულისსმებთ. რომ X რაიმე ფიქსირებული არაცარიელი 

სამრავლეა ღა განვიხილავთ X-ის ქვესიმრავლეთა კლასებს. 

შევნიშნოთ, რომ თეორემა 4.2.1-ის ძალით ზომის გაგრძელების ამოცანის 

ზოგადობა არ შეიზღუღება, თუ მას შევისწავლით რგოლზე მოცემული საწყისი 

ზომის შემთხეევაში, 

ვთქვათ, / არის LL რგოლზე განსაზღვრული ზომა, ლებეგის კონსტრუქციაში 

არსებით როლს ასრულებს /, ზომით წარმოქმნილი (ინდუცირებული) გარე 

ჯ%ომის ცნება, რომელიც შემდეგნაირად განისაზღვრება: დავუშვათ. 4 არის 

X-ის რაიმე ქვესიმრავლე. თუ არსებობს II რგოლის სიმრავლეთა ერთი მაინც 
CC 

(48) მიმდევრობა, რომელიც ფარავს ,4 სიმრავლეს (ე.ი, „ C ს 4,), მაშინ 
ი=1 

4-ს გარე ზომა - /”(.4) განვესაზღვროთ, როგორც შემდეგი ინფიმუმი: 

1"5%§”(/I„):4„61–I("6M). 4C ჟ ქ"ჯ, 
M2=1 »=1 

ხოლო აღნიშნული თვისების (4,„) მიმდეერობის არარსებობის შემთხვევაში, 

/' (4) მივიჩნიოთ იC-ის ტოლად, 

ამრიგად, /" გარე ზომა განსაზღვრულია Xჯ-ის ყველა ქვესიმრავლისათვის. 

ცხადია, რომ /" არაუარყოფითი ზრდადი ფუნქციაა და / (0) = 0. 

შენიშვნა 5.1.L რადგან L რგოლია, ამიტომ ნებისმიერი 4„ C II მიმდევ- 

რობისათვის არსებობს წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი წევრების მქონე 8, C I 

მიმდევრობა, ისეთი, რომ ,3, C 4ა(თ C M) და L)2”.1 3 = L):> , 4ი. აქედან 

გამომდინარე, მარტივი დასანახია, რომ /"(,4)-ს მნიშვნელობა არ შეიცელება, 

თუ მის განსაბღვრებაში დამატებით მოვითსოევთ დამფარავი 4,, სიმრავლეების 

წყვილ-წყვილად თანაუკვეთობას, 

შენიშვნა 5.12. მარტივი შესამოწმებელია, რომ თუ ალგებრაზე (რგოლზე) 
განსაზღვრული /# ზომა არის შემოსაზღვრული (თ-შემოსაზღვრული), მაშინ ” 

გარე ზომაც არის შემოსაზღვრული (თ-შემოსაზღვრული). 

შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, რომ /" ფუნქცია წარმოადგენს / ფუნქციის 

გაგრძელებას. 

თეორემა 5.1.I. ყოველი 4CLI სიმრავლისათვის სრულდება ტფოლობა: 

/' (4) = /I(4). 

დამტკიცება. ვთქვათ, 4 C L. 4 C 4სთ)Cდ... ჩართვიდან გამომდინა- 
რე გვაქვს, რომ / (/4) < /((4) + /(((0) + /(0) + · · · = /((4). მშეორე მსრივ, 

თუ 4, C L (» C M) ნებისმიერი მიმდევრობაა, რომლისთვისაც 4 C 

0- ) 4ა, მაშინ ზომის თვლადად ნასევრადადიციურობისა და ზრდადობის 
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ძალით: /!(4) < 2ეც>) /'((4ა). აქედან, #ც მიმდევრობის ნებისმიერობის გა- 
მო, ვასცენით /(#1) < / (.4) შეფასების სამართლიანობას, ამრიგად, / (7/) = 

/((4). თეორემა დამტკიცებულია, C) 

4 C X სიმრავლის გარე ზომა, უხეშად რომ ეთქვათ, გვიჩვენებს, სულ 

მცირე, რა რაოდენობის მასალა უნდა დაიხარჯოს 4 სიმრაელის დღასაფარად, 

აქ მასალად გაიგება LL რგოლის სიმრავლეები, ხოლო მათი ღდანახარჯის 

გასაგომად კი გამოიყენება / ზომა (ნახ, 5.1). 

ნახ. 5.1. 

გარე ზომის კონსტრუქცია საკმაოდ ბუნებრიე გბად ჩანს სიმრავლეთა 

გასაბომად. მაშინ რა გვიშლის ხელს, /“? მიეიჩნიოთ / ზომის საძიებელ 

გაგრძელებად? ხელშემშლელი გარემოება ძნელი მისათითებელი არაა: საღაა 

გარანტია იმისა, რომ /" ფუნქციას ექნება გომის თვისებები, კერძოდ, თელა- 

დად ადიციურობის თვისება? სწორედ აღნიშნული სირთულე იწეევს აუცი- 

ლებლობას იმისა, რომ გარე ზომის სახით შემოთავაზებული სიმრავლეთა 

გაზომვის მეთოდის მოქმედების არეალი შევზღუდოთ შეღარებით ვიწრო სიმ- 

რავლეთა კლასზე საიმისოდ, რომ შემცირებული კლასის ფარგლებში მიღწეული 

იქნეს ზომის თვისებების შესრულება. ასეთი სახის შეზლუდვის მეთოდი მოცე- 

მული იქნება მომდეენო პარაგრაფში. 

როგორც მოგვიანებით ენახავთ, ზომით წარმოქმნილ გარე ზომას, საზო- 

გადოდ, არა აქვს არა მხოლოდ თვლადად ადიციურობის, არამედ ადიცი- 

ურობის თვისებაც კი (იხ. თეორემა 6.4.3), თუმცა სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა, 

თეორემა 9.L2. /|" ფუნქციას აქვს თვლადად ნახევრადადიციურობის 

თვისება. 

დამტკიცება. ვთქეათ, #, 41, 42,... არიან X-ის ქვესიმრავლეები და 

4 = LI.=, 4ა. თუ /' (4,ც) = C2 რომელიმე »-სთვის, მაშინ ცხადია, რომ 
?1= 

/' (4) < 2, _ M"(4,). ამრიგად, განსახილავი რჩება ის შემთხვეეა, როცა 
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/' (4,) < ლ0 ყოველი ჯ#-სთვის, ავიღოთ ნებისმიერი § > 0 რიცსვი. //“- 

ის გაჩნსაზღერის ძალით ყოველი »-სთვის მოიძებნებიან შემდეგი პირობების 

დამაკმაკოფილებელი 8ე,თ C LL (/ C M) სიმრავლეები: 

ლ Cლ 

4 C L) 8ით. > ,/C8ი,თ) < M (4ა) + 2—,· 
»!1=1 » =1 

აქედან, /"-ის განსაზღვრისა და 4 C L]"_] LI> -) 8 ჩართვის გათვალის- 

წინებით გვექნება, 

/"(4) < 2 2: #(8,. =) < 2(” (4ა) + §/2") = 2” (4») +5. 
7=1 I=1 #=1 

საიდანაყც, 6-ის ნებისმიერობიდან გამომდინარე ვღებულობთ საჭირო შეფასე- 

ბას. თეორემა დამტკიცებულია. C 

ზომით წარმოქმნილი გარე ზომის თვისებები საფუძვლად ედება აბსტრაქ- 

ტული გარე ზომის განსაზღვრებას: X-ის ყველა ქვესიმრავლის კლასზე გან- 

საზღვრულ » ფუნქციას ეწოდება გარე ზომა X-ში, თუ მას აქვს შემდეგი 
თვისებები: 

X(9) = 
X» არაუარყოფითია; 

X ზრდადია; 

X თვლადად ნახევრადადიციურია. 

შენიშვნა 5.L3. მარტივი დასანასხია, რომ გარე ზომას აქეს ნასევრადადიცი– 

ურობის თვისებაც. 

ამოცანები 

1. ააგეთ მაგალითი გარე ზომისა, რომელსაც არა აქვს ადიციურობის თვისება, 

ვთქვათ, / არის რაიმე II რგოლზე განსაზღვრული ზომა, ჩეენი მიზანია, 

ვიპოვოთ სიმრავლეთა რაც შეიძლება დიდი 5 კლასი, რომლის ფარგლებ- 

შიც / ზომით წარმოქმნილ /” გარე ზომას ექნება %ზომის თვისებები. 

ბუნებრივია, § კლასს მოვთხოვოთ, რომ მან გააფართოოს II რგოლი და 

თავადაც წარმოადგენდეს რგოლს ან კიდევ უფრო მდიდარი სტრუქტურის 

მქონე რაიმე კლასს. 

პრინციპი რომლის მეშვეობითაც ლებეგმა გამოყო 5 კლასი ეფუძნება 

შემდეგ ბუნებრივ მოსაზრებას: 5 კლასიდან აღებულმა # სიმრავლემ II 
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რგოლის ნებისეიერი წჩ სიმრავღ·ე უნდა დაშალოს ადიციურობის თვისე· 

ბასთან თანხმობაში მყოფ ნაწილებად, ე.ი. 8ოი# და78 V 4 სიმრავლე- 

ებისათვის უნდა სრულდებოდეს ცტოლობა: 

/((3) = „(8ლ04)+#/'(8VM4). 
მართლაც, თუ 55 1I, 5 რგოლია და /+!" |- ზომაა, მაშინ სამივე - 8, 8..4 და 

8 V4 სიმრავლე უნდა შედიოდეს § კლასში და ზომის ადიციურობის თვისების 

ძალით უნდა გექონდეს, რომ /!|“(,3 ო „'4) + #”(8 V 4) = /' (88) = /X8) (ნახ. 

5.2). 

“ 

ნახ. 5.2. 

5 კლასისათეის ნაპოვნი აუცილებელი პირობის საფუძველზე შემოვიღოთ 

შემდეგი განსაზღვრება: 

4 C X სიმრაელეს ეუწოდოთ ლებეგის აზრით ზომადი / ფუძის 

მიხედვით (მოკლედ, ლებეგის აზრით ზომადი), თუ ყოველი 8 C LL სიმრავ- 
ლისათვის სრულდება ტოლობა: 

/I((8) = /'(8ო 4)+#'(8 V%4). 
შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, რომ ლებეგის აზრით ზომადობის პირობა 

არსებით შედეგს იძლევა დასახული ამოცანის გადაწყვეტის თვალსაზრისით. 

თეორემა 9.2.1. ვთქვათ, # არის LL რგოლხე განსახღლვრული ზომა. 
მაშინ ლებეგის პხრით ზომადი ყველა სიმრავლის 5 კლასს აქვს შემდეგი 

თვისებები: 

«52LI: 

ი 5 არის თ-ალგებრა; 

« / გარე ზომის შეზღუდვა 5 კლასხზე არის ზომა. 

თეორემა 5.2.1 აფუძნებს რგოლზე განსაზღვრული / ზომის გაგრძელების 
ლებეგის მეთოდს, რომლის არსი შემდეგში მდგომარეობს: ჯერ აიგება / 

ზომით წარმოქმნილი //“ გარე ზომა, ხოლო შემდეგ, /” გარე ჯზომა 

იხლუდება ლებეგის აზრით ზომად სიმრავლეთა კლასზე. ასეთი წესით 
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მიღებულ. გაგრძელებას /, ზომის ლებეგისეულ გაგრძელებას უწოდებენ და 
მას , ჩანაწერით აღნიშნავენ. 

ახლა ჩვენ არ დავამტკიცებთ თეორემა 5.2.1-ს, რადგანაც მომდეენო 
პარაგრაფში ღადგენილი იქნება კიდევ უფრო ზოგადი თეორემა, რომელიც 

ეკუთვნის კ. კარათეოდორს. 

შენიშვნა 5.2.1. იმ შემთხვევაში, როცა / ზომა არის მოცულობა (განსაზ- 

ღვრული ნახევრადღია მონაკვეთების სასრული გაერთიანებების »CX”) რგოლ- 

ზე), თეორემა 5.2.1 დამტკიცებული იყო ლებეგის მიერ. ზოგადი შემთხვევა კი 

ეკუთვნის ფრეშეს, 

შენიშენა 5.2.2. თეორემა 5.2.1-ის ძალით ლებეგის აზრით ზომადი სიმრავ- 

ლეების § კლასი წარმოადგენს LL რგოლის შემცველ თ-ალგებრას. შედეგად, 

5 შეიცავს LL რგოლით წარმოქმნილ თ-ალგებრასაც, ე.ი. 5 = თი(II). 

შენიშვნა 5.2.3. წინა პარაგრაფის პირველი შენიშენის გათეალისწინებით 
გვაქვს, რომ: თუ ალგებრაზე (რგოლზე) განსაზღვრული / ზომა შემოსაზ- 

ღვრულია (თ-შემოსაზღვრულია), მაშინ შემოსაზღვრულია (თ-შემოსაზღვრულია) 

მისი ლებეგისეული # გაგრძელებაც. 

შენიშვნა 5,2.#. შემდგომში ნაჩვენები იქნება, რომ (იხ. ამოცანა 5.2.| და 

თეორემა 5.3.1) ზომის ლებეგისეული გაგრძელების განმეორებითი გამოყენება, 

ზომის გაგრძელების თვალსაზრისით, ახალს არაფერს იძლევა, ე.ი. # = XI. 

ვთქვათ, / არის რაიმე ზომა, ხოლო II კლასი არის მისი განსაზღვრის 

არე. #ც ზომას ეწოდება სრული, თუ ნულზომიანი სიმრავლის ნებისმიერი 

ქვესიმრავლე ზომადია, ე.ი. 

(4 C M9ს, /((4) =0, 4 C 4) => #6CIM. 

ცხადია, რომ ზომის სისრულის შემთხვევაში, ნულზომიანი სიმრავლის ნების- 

მიერი ქვესიმრავლე ასევე ნულზომიანი სიმრაელე იქნება, 

თეორემა 5.2.2. ზომის ლებეგისეულ გაგრძელებას აქვს სისრულის 

თვისება. 

თეორემა 5.2.2 გამომდინარეობს შემდეგი დებულებიდან. 

თეორემა 5.2.3. ვთქვათ, / არის II რგოლსე განსახღლვრული ზ%ომა. 

თუ 4 C X სიმრავლეს აქვს ნულის ტოლი გარე ზომა, ე.ი. /!'(44) = 0, 

მაშინ 4 არის ლებეგის აზრით %ომადი. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი 8 C LL სიმრაელე. გარე ზომის 

ზრდადობის გამო: / (8 ო 4) < #“(4) = 0. შედეგად, /+ (/ ო 4) = 0. 
საიდანაც, გარე ზომის ზრდადობისა და ნასევრადადიციურობის თვისებების 
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ძალით გეექნება: /"(8) < /“(8ო 4) + /!“(#3 V #) = /!'(I1 V. 4) < /#'(8). 

ამრიგად, /"(I3) = /“(8(ა,4)+/+" (8V4). აქედან გამომდინარე, ვასკვნით, რომ 
4 სიმრავლე არის ლებეგის აზრით ზომადი, თეორემა დამტკიცებულია, LI 

ამოცანები 

I. ვთქეათ, /, არის რგოლზე განსაზღერული ბომა. დაამტკიცეთ, რომ / ზომის 

ლებეგისეული გაგრძელებით წარმოქმნილი გარე ზომა ემთხვევა / ზომით 

წარმოქმნილ გარე ზომას, ე.ი. #” = / 

§3. გარე ზომის მეშვეობით ზომის წარმოქმნის კარათეოდორის 

მეთოდი 

ვთქვათ, X არის აბსტრაქტული გარე ზომა X სიმრავლეში. შესაძლე- 

ბელია თუ არა რაიმე წესით X-ის ქვესიმრავლეთა ფართო 5. კლასის 

გამოყოფა, რომლის ფარგლებში ბ გარე ზომას ექნება ზომის თვისებები? 

ლებეგის მიდგომა ასეთ ზოგად სიტუაციაზე გაავრცელა კ. კარათეოდორმა,. 

რომლის კონსტრუქცია ეფუძნება შემდეგ განსაზღვრებას: 

ვთქვათ. X არის გარე ბომა X სიმრავლეში. 4 C X სიმრაელეს ვუ- 

წოდოთ კარათეოდორის ახრით ზომადი » ფუძის მიხედვით (მოკლელ. 

კარათეოდორის ახრით ზომადი), თუ ყოველი 8 C X სიმრაელისათვის 

სრულდება ტოლობა: 

2X(C8) = XC8 . .4) + X(8 V 4ტ). 

შენიშვნა 5.3.. თუ შემოვიღებთ აღნიშენას # = X V 4. მაშინ ცხადია, 
8V4 = 80.ი4. შედეგად, კარათეოდორის აზრით ზომადობის განსაზღვრებაში 

მოცემული ტოლობა შემდეგი სახით შეიძლება ჩავწეროთ: 

XC8) = X80 4)+X80ი7). 

შენიშვნა 3.3.2. 8 = (8ი 4) ს (8V4) ტოლ·:···ბისა და გარე ზომის 

ნახევრადადიციურობის ძალით, ყოველთეის სრულდება უტოლობა: 

XC8) < X8ი 4) + X8V#). 

უენი·მვნა 5.3.ვ. როგორც ვხედაეთ, განსხვაეებით ლებეგის აბრით ზო- 

მადობის გაჩნსაზღვრებისაგან, მოითხოვება, რომ კარათეოდორის აზრით ზო- 

მადმა 4 სიმრავლემ X სივრცის ნებისმიერი 8 ქვესიმრავლე დაშალოს ადიცი- 

ურობასთან თანსმობაში მყოფ 804 და 8 V 4 ნაწილებად, ზოგად სიტუაციაში 
არა გვაქვს ზომად სიმრავლეთა საწყისი LL კლასი, რის გამოც ეს მოთხოენა 

გონივრულ გზად ჩანს ზომადი 4 სიმრავლეების (ე.ი. § კლასის) გამოყოფის 

მიზნით, 
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შემდეგი თეორემის თანასმად, ლებეგისა და კარათეოღორის აზრით ზომა– 

დობის ცნებები ერთმანეთს ემთხვევა იმ სიტუაციაში, როცა X გარე ზომა 

წარმოქმნილია რაიმე / ზომით, ე.ი. X = /”. 

თეორემა 9.3.L ვთქვათ, /, არის LL რგოლხე განსასღყრული ზ%ომა. 

მაშინ ნებისმიერი 4 C X სიმრავლისათვის შემდეგი წინადადებები ტოლ- 

ფასია: 

« 4 ლებეგის აზრით ზომადია / ფუძის მიხედვით; 

« 4 კარათეოდორის აზრით ზომადია /" ფუძის მიხედვით. 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ 4 C X სიმრავლის ლებეგის აზრით ზო- 

მადობა / ფუძის მიხედვით იწვევს #4-ს კარათეოდორის აზრით ზომადობას 

”' ფუძის მიხედვით. შებრუნებული იმპლიკაცია ცხადია. 

ამრიგად, დასამტკიცებელი გვაქეს ნებისმიერი 8 C X სიმრავლისათვის 

/“(,83) = #"(8ო5 4) + /' (8 V.4) ტოლობის სამართლიანობა, შენიშვნა 5.3.2- 

ის თანასმად, /“(8) < / (8 ო #) + /+(8 V 4). დავადგინოთ შებრუნებული 
შეფასება: 

#"(8) > C806 4) +#“(8%4). 0) 
თუ /' (83) = C, მაშინ (1) ცხადია. დავუშვათ /!:”(I13) < C. განვიხი- 

ლოთ ნებისმიერი 6 > 0 რიცხეი. /ც" გარე ზომის განსაზღვრის საფუძველზე 

შეგვიძლია ვიპოვოთ II რგოლის სიმრავლეთა (Mს») მიმდევრობა, ისეთი, რომ 

ლ Cღ 

8 C L) ” და „"(8)+C6> > ,/I(M). 
7=1 »=1 

თუ , სიმრავლეებისათვის გამოვიყენებთ #4 სიმრავლის ლებეგის აზრით 

ზომადობას / ფუძის მიხედვით და გავითეალისწინებთ გარე ზომის თვლადად 

ნახევრაღადიციურობის თევისებას გვექნება, 

/' (8)+65> 2 ,0(წ,) = 
#=1 

იC სი = ) 

=3 (წ 04)+2 M (6V4) > C80 4) +#"(8%4). 
?71=1 ?1=1 

საიდანაც, 6 > 0 რიცსვის ნებისმიერობის საფუძველზე ვასცვნით (1) შეფასების 

სამართლიანობას, ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

კარათეოდორმა დაამტკიცა თეორემა 5.2.1-ის შემდეგი განზოგადება, 

თეორემა 5.4.2. ვთქვათ, X არის გარე სომა X სიმრავლეში. მაშინ 

კარათეოდორის აზრით ზომადი ყველა სიმრავლის 5 კლასს აქვს შემდეგი 

თვისებები: 

« 5 არის თ-ალგებრა; 
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.2 გარე ზომის შეზღუდვა 5 კლასზე არის ზომა; 

თ თუ დამატებით ცნობილია, რომ X არის LI რგოლ!ხე განსაზ- 

ღვრული “აომით წ·)რმოქენილი გ·)რე დრომა, მაშინ 5 > II 

ლემა 9.3.1L ვთქვათ, X არის გარე ზომა X სიმრავლეში. მაშინ კარა– 

თეოდორის ახრით ·სომადი ყველა სიმრავლის 5 კლასი არის ალგებრა· 

დამტკიცება. სიმიცლისათვის კარათეოდორის აზრით ზომადი სიმრავლე- 

ები მოვისსენიოთ, როგორც ზომაღი სიმრავლეები. 

ნაბიჯი I: თ და X არიან ზომადი სიმრაყვლყები. მართლაც, X(Cთ) = 0 

ტოლობის გათვალისწინებით, ნებისმიერი 8 C X სიმრაელისათვის გვექნება, 

X80ი C) + X-88.ო7) = X(Cთ) + XC8) = X588), 

X(8 ი X) + X8 ლო=X) = X8) + X(დ) = X(8). 

ნაბიჯი II: თუ 4C X სიმრავლე ზომადია, მაშინ ·ხოშადია მისი 

დამატებითი 4 სიმრავლეც. მართლაც, 4-ს ზომადობის გათვალისწინებით, 

ნებისმიერი 8 C X სიმრავლისათვის შეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

X80ი7) + X80.ო23) = X(8 ო 24) + X(C8 ო 4) = Xწ8). 

ნაბი«ჯი III: თუ C და #”” სიმრავლეები არიან ზომადი, მაშინ ზომა- 

დია მათი გაერთიანებაც. განვიხილოთ ნებისმიერი 8 C X სიმრავლე. C-ს 

ზომადობის გათვალისწინებით გვექნება, 

X8ი(>0)ნ))=X8ი(ლCსსით+X8ი(თს)იCთ = 

X80ი06C)+XM8რჯიC. (2) 

მეორე მხრივ, #-ის ზომადობის საფუძველზე დავწერთ, 

X8ი5(თC0#))=CX8ითწიL)=X8იC – X8ინწიჯ. (3) 

ახლა, თუ შევკრებთ (2) და (3) ტოლობებს და გავითვალისწინებთ C-ს 
ზომადობას მივიღებთ, რომ 

X86(ლ(20 ))+X8ი(თი L))CX8იC)+XL80C) = Xწ8). 

ნაბიჯი IV: თუ C და #” სიმრავლეები არიან ზომადი, მაშინ სომადია 

მათი სხვაობაც. ამ წინადადების დასადგენად სა)მარისია გავითეალისწინოთ 

ზემოთ ნაჩეენები II და III წინადადებები და შემდეგი ტოლობები: C V # = 

6იL თიL=Cთს)IL. 

L III და IV წინადადებების ძალით დადგენილია, რომ ყველა ზომადი 

სიმრავლის § კლასი არის ალგებრა. ლემა დამტკიცებულია. (5) 
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ლემა. შ.3.2. ვიქვათ, X არის გარე ზომა X სიმრავლეში. თუ 4I, 442, 

.-- 4ი წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი და კარათეოდორის აზრით ზომადი 

სიმრავლეებია, მაშინ ნებისეიერი 38 C X სიმრავლისათვის, 

)X(80 L"] ქჯ) = ჭჭ(ვიქ;—·)· 

#=1 »=1 

დამტკიცება. განვიხილოთ » = 2 შემთხვევა., ეთქვათ, 8 C X. 45 

სიმრავლის ზომადობისა და +ე (1 4 = 0 პირობის ძალით დავწერთ, 

X(C8 ო (41 L 42)) = X(88 ი) ((XM41 L «2) C) „42) + X(8 C) (X) L) -49) ) 22) = 

XC8 C) 42) + XC8 ი 4)). 

ამის შემდეგ, ნებისმიერი თ»-სთვის წინადადება მარტივად მტკიცდება ინდუქ- 

ციით თ-ის მიმართ. ლემა დამტკიცებულია, L) 

თეორემა 5.3.2-ის დამტკიცება. ნაბიჯი I: 5 არის თ-ალგებრა. დავუშ- 
ვათ, 4აც (» C M) არიან ზომადი სიმრავლეები, ჩვენი მიზანია, ვაჩვენოთ მათი 

გაერთიანების ზომადობა, ლემა 5.3.1-ის თანახმად, § არის ალგებრა. ამიტომ 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ /#,ც სიმრავლეები 

წყვილ-წყვილად თანაუკეეთია, განვიხილოთ ნებისმიერი 8 C X სიმრავლე. § 

ალგებრაა, ამიტომ LIIL_, -44, სიმრავლე ზომადია, აქედან, ლემა 5.3.2-ის და 

გარე ზომის ზრდადობის გათვალისწინებით გვექნება, 

ჭ(ვ)=ჭ(3ი0/ს·) +ჭ(ვი0/ს:) > 
L=1 #=1 

» CC 

2ჭ(ვიჭ„)+ჭ(ვი ) 4! ) 
L=1 X=1 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ თ-ის ნებისმიერობასა ღა გარე ზომის თვლადად 

ნახეერადადიციურობას, დავწერთ 

ჭ(ვ)ჭჭჭ(ვიქ,··#ჭ(ვი C·]/I„.) > 
X=1 M=1 

CC C 

ჭჭ(ვიყქ„)#(ვიცქჯ). (0) 
XM=1 #=1 

აქედან, შენიშვნა 5.3.2-ის გათვალისწინებით მიეიღებთ ტოლობას: 

% <0. . . _ 

XC8) =ჭ(ვი 3) ,4„) +ჭ(ვი ჰ ქ„)· 
X+=1 #L=1 

შედეგად, ვასყვნით, რომ LI> , 4, C 5. 
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ნაბიჯი II: X#-ს მეზლუდვა 5-ზე არის %:იმა. დასადგენი გვაქვს XI« 

ფუნქციის თვლადად ადიციურობა. ვთქვათ, 4 (# C M) არიან წყვილ-წყვეილად 

თ'ანაუკვეთი და ზომაღი სიმრავლეები, თუ (4)-ის პირველ შეფასებაში 8 როლ- 
% 

ში აეიღებთ L]"=1 4გ სიმრავლეს, მაშინ მივიღებთ, რომ 

,X( 8 ,4„) > > , XC4+) + X(0) = ჭჭ(ქ„), 
L=1 #L=1 #=1 

საიდანაც, გარე ზომის თვლადად ნასევრადადიციურობის გათვალისწინებით 

ვასყენით X( LI=, 4#) = >:> X4) ტოლობას. 
ნაბიჯი III: თუ X არის LL რგოლხე განსახღვრული / ზომით წარ- 

მოქმნილი გარე სზომა, მაშინ 5 -) I. 

ვთქვათ, 4# C LL უნდა ვაჩეენოთ, რომ ნებისმიერი 8 C X სიმრავლი- 

სათვის სრულდება ტოლობა: 

/#"(8) = #'(8ი0 4) +ი“(8ო 4). (5) 

/L'(8) = C შემთხვეეაში (5) ტოლობა მიიღება შენიშენა 5.3.2-ის საფუძველზე. 

დაეუშვათ, /' (,3) < C. /"-ის განსაზღვრის ძალით წებისმიერი C > 0 რიც- 

ხვისათვის მოიძებნება LL რგოლის სიმრავლეების (#„) მიმდევრობა, ისეთი, 

რომ 
Cლ ი- 

8C L) , და «”C8)+6> 2 ,/I(ჩ). 
#7=1 #=1 

აქედან გამომდინარე, / ზომის ადიციურობისა და /“ გარე ზომის განსაზღვრის 

გათვალისწინებით ვწერთ, 

/"(8)+6> 2 ,/'(%) = 
11=1 

=3 (ი 4)+ >2,ი(ნ-ი 4) > „I(8ი4)+V'(8ო42). 
7+=L X=1 

აქედან, თავის მსრივ, თუ გავითვალისწინებთ 6C-ის ნებისმიერობასა და შენიშ- 

ვნა 5.3.2-ს, დავასკენით (5) ტოლობის სამართლიანობას, 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა 5.3.2 საშუალებას გვაძლევს შემოვიღოთ შემდეგი განსაზღერება: 

ეთქვათ, X არის გარე ზომა X სიმრავლეში. მაშინ X-ს შეზლუდვას კარათე- 

ოდორის აზრით ზომადი ყველა სიმრავლის § კლასზე ეწოდება X გარე ზომით 

წარმოქმნილი (ინღუცირებული) ზომა და იგი აღინიშნება X ჩანაწერით. 

თეორემა 5.2.3-ის მსგავსად მტკიცდება შემდეგი დებულება. 
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თეორემა 5.3.მ. ვთქვათ, X არის X სიმრავლეში განსასღვრული გარე 

ზომა. თუ 4CX#X სიმრავლეს აქვს ნულის ტოლი გარე ზომა, ე-ი. 

X(4) =0, მაშინ # არის კარათეოდორის აზრით ზომადი. 

შედეგი 5.3.L გარე სომით წარმოქმნილ ზომას აქვს სისრულის თვი- 

სება. 

ამოცანები 

L. ვთქვათ, » გარე ზომაა X-ში. აჩვენეთ, რომ (0,X) C § C 2% (აქ და 
ქვემოთ § აღნიშნავს კარათეოდორის აზრით ზომადი სიმრავლეების კლასს), 

„ ააგეთ მაგალითი X გარე ზომისა, რომლისთვისაც § = (0, X). 

„ ააგეთ მაგალითი X გარე ზომისა, რომლისთვისაც 5 = 22. 

„ თუ C2I9(X) > 2, მაშინ ააგეთ მაგალითი X გარე ზომისა, რომლისთვისაც 
სრულდება მკაცრი ჩართეები: (0, X) C 5 C 27?. 

>
 

ს 
ბ
 

§ 4. ზომის ბორელისეული გაგრძელება და მისი კავშირი %ზომის 

ლებეგისეულ გაგრძელებასთან 
ეთქვათ, / არის LL რგოლზე განსაზღვრული ზომა, როგორც ვიცით, ლებე- 

გის აზრით ზომადი სიმრავლეების § კლასი შეიცავს II რგოლით წარმოქმნილ 

თ-ალგებრას, ე.ი,. § 5 თი(II). შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, რომ თი(L) 

კლასი ძალიან ახლოს დგას § კლასთან. 

თეორემა 5.#.L ვთქვათ, /, არის LL რგოლზე განსახღვრული ზომა. თუ 

4 არის ლებეგის ახრით სომადი სიმრავლე და /'(.4) < 0C0, მაშინ 4 

წარმოიდგინება სახით: „# = MILIM, სადაც MVCM =89, M C თი(II) და 

M არის სიმრავლე, რომლისთვისაც მოიძებნება # სიმრავლე, ისეთი, რომ: 

L, C თი(LI), L = MV და /' (M) = 0. თუ დამატებით ცნობილია, რომ 
/ ზომა არის თ-შემოსახღლვრული, მაშინ იგივე დასკვნა სამართლიანია 

ლებეგის აზრით ზომადი ნებისმიერი # სიმრავლისათვის. 

ლემა 5.#.L ვთქვათ, /, არის LL რგოლზე განსახღვრული ჭზომა. თუ 
4C7” და //'(C(/4) < C, მაშინ მოიძებნება 8 C თი(II) სიმრავლე, ისეთი, 

რომ 8 = #4 და /'(8) = #'(#). 

დამტკიცება. ყოველი » C M-სთვის განვიხილოთ სიმრავლეთა 4„ C LI 

(1 C M) მიმდევრობა შემდეგი თვისებებით: 

« თ 1 

4C 0 !4".#· 2/·1·(/4".16) < #·(!4) + ; 

XM=1 #M=1 

მარტივი შესამოწმებელია, რომ 8 სიმრავლის როლში შეიძლება ავიღოთ 

(I-) LIC=) 4ი,, სიმრავლე. ლემა დამტკიცებეულია. (=) 
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ლემა 5.#.2. ვთქვათ, / არის LL რგოლხე განსახღვრული თ-შემოსაზღვ- 

რული ზომა. მაშინ ლებეგის აზრით ზომადი ნებისმიერი 4 სიმრავლი- 

სათვის მოიძებნება 1 C თი(IMI) სიმრავლე, ისეთი, რომ 83 = # და 

" (93) = #"(4). 

დამტკიცება. განვიხილოთ II კლასის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ სიმ- 

რავლეთა (Xგ) მიმდევრობა თვისებებით: /,(X„) < % და X = L)” , X„. 
აღვნიშნოთ 4,, = 40ი X„. ცხადია, /((4,,) < % (ი C M). თუ ვისარგებ- 

ლებთ ლემა 5.4.1-ით, ყოველი თ-სთვის ვიპოეით ,, C თი(LI) სიმრავლეს, 

რომლისთვისაც: ,8, 5 4გ და /' (8,„) = #“(4ა). შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 

რომ 8, C Xგ (წინააღმდეგ შემთხვევაში „8„-ის ნაცვლად განვიხილავდით 
80.0X„გ სიმრაელეს). აღვნიშნოთ ,8 = 0;··;1 8ა. მაშინ გვექნება: ,8 C თი(ILI), 

88 2 4 და 

#·(8X·4) < / ( 0(5" X·4·")) < 2#·(3" X·4") = 0. 

»=1 #=1 

აქ ვითვალისწინებთ, რომ 4„ და 8გ სიმრაელეთა ზომადობის გამო, #"(8ა V 

4»ი) = / (18») – / (4„) = 0. 
ლემა დამტკიცებულია. L) 

თეორემა 5./#.ის დამტკიცება. ლემა 5.4.1-ის საფუძველზე ვიპოვოთ 8 C 
თი(II) სიმრავლე, რომლისთვისაც 8 = „#4 და /“(#3) = /!“(#). # და 8 სიმ- 

რავლეების ზომადობის გამო ადგილი ექნება /#"(8V.4) = 0 ტოლობას, შემდეგ, 

კელავ გამოვიყენოთ ლემა 5.4.1 და ვიპოვოთ # C თი(IIL) სიმრავლე, თვისე- 

ბებით: #; 5 838 V.4 და #”(L) = /' (8 V.4) = 0. ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

M = 8VL და M = 4VMI სიმრავლეები ა)მაყოფილებენ საჭირო პირობებს, 

თ-შემოსაზღვრული ზომის შემთხვევაში დამტკიცება სავსებით ანალოგიუ- 

რია, ოღონდ ლემა 5.4.1-ის ნაცვლად უნდა გამოვიყენოთ ლემა 5.4.2. თეორემა 

დამტკიცებულია. LI 

შენიშვნა 5.#.L ლემა 5.4.1-ის, ლემა 5.4.2-ისა ღა თეორემა 5.4.1-ის 

დამტეიცებების გათვალისწინებით. 8, V და M სიმრავლეების შესახებ შეგ- 

ვიძლია ვთქვათ უფრო მეტი, სახელდობრ ის, რომ ამ სიმრავლეებს აქვთ 

სახე: 
C C= 

ი L) -4".1;· 

ი=1 #=1 

სადაც #ა,, C II (M,X C IM). 

მარტივი შესამოწმებელია შემდეგი თეორემის სამართლიანობა, 

თეორემა §.#.2. ვთქვათ, / არის L ც-ღ·გოღჩე განსახღვრული ზომა. 

განვიხილოთ M ს V სახის სიმრავლეთა I კლასი, სადაც MიოიM=8, 
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M C I და M არის I-ში შემავალი რაიმე ნულხომიანი სიმრავლის 
ქკესიმრავლე. მაშინ: 

.I კლასი არის თ-რგოლი; 

« არსებობს ერთადერთი ზომა, რომელიც ახდენს /#-ს გაგრძელებას 

ჯ კლასზე. ეს ზომა მოიცემა ტოლობით: /I(/#V// L) IV) = //(M); 

« , არის სრული ზომა. 

თეორემა 5.4.2-ში განსაბღვრულ # ზომას / ზომის შევსება ეწოდება. 

ეთქვათ, / არის LL რგოლზე განსაზღვრული ზომა, /“” გარე ზომის შე- 

ზღუდვას თი(LI) კლასზე ეწოდება / ზომის ბორელისეული გაგრძელება. 

ცხადია, ბორელისეული გაგრძელება არის ზომის გაგრძელების უფრო 

სუსტი ვარიანტი, ვიდრე ლებეგისეული გაგრძელება. 

5.4.1 ღა 5.4.2 თეორემებიდან ვღებულობთ შემდეგ დებულებას. 

თეორემა 5.#.3. თ-შემოსახღვრული ზომის ლებეგისეული გაგრძელება 

წარმოადგენს მისი ბორელისეული გაგრძელების შევსებას. 

§5. სომის გაგრძელების ერთადერთობა 

თეორემა 5.9.. ვთქვათ, / არის L რგოლხე განსახღლვრული თ- 

შემოსახზღვრული ზჯომა. მაშინ /-ს ბორელისეული გაგრძელება წარმო- 

ადგენს ერთადერთ ზომას, რომელიც ახდენს /-ს გაგრძელებას თთ(II) 

კლასზე. 

დამტკიცება. ვთქეათ, » არის / ზომის ბორელისეული გაგრძელება (ე.ი. 

” = ”,·I„“(")), ხოლო X არის /!-ს რაიმე გაგრძელება თი(LI) კლასზე. უნდა 

ვაჩვენოთ, რომ X(.4) = V(/4) ყოველი 4 C თი(LI) სიმრავლისათვის. 

ჯურ თეორემა დავამტკიცოთ იმ შემთხევევაში, როცა II ალგებრაა და # 

შემოსაზღვრული ზომაა. ცხადია, M(X) = X(X) = /((X) < ი. ამრიგად, V და 
X შემოსაზღვრული ზომებია, აღვნიშნოთ 

C= (46Cთ0Cთი(LI) : X(#) = V(4)). 

ცხადია, II C 0 C თი(II). ვაჩვენოთ, რომ C წარმოადგენს მონოტონურ 

კლასს, ვთქვათ, „#აც C C ზრდადი მიმდევრობაა. მაშინ ზომის ქვემოდან უწყვე- 

ტობის თვისების ძალით ვწერთ, 

"( C·] ,4„) = სMთ M(4») = სო X4») = ,X( ჟ ·4„). 
#»=1 ით=1 

შედეგად, LI=” , 4„ C 0. ანალოგიურად, თუ გავითვალისწინებთ, რომ » და 2 

ზომები შემოსაზღვრული არიან და ვისარგებლებთ ზომის ზემოდან უწყვეტობის 
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თვისებით, დავასკვნით, რომ ყოველი კლებადი 4„ C C0 მიმდევრობისათვის: 
წ)ე-) 4 C C. ამრიგაღ, 0 მონოტონური კლასია, შედეგად, ჯი(IM) C 0 C 
თძ(8I). თუ გავითვალისწინებთ, რომ ალგებრით წარმოქმნილი მონოტონური 

კლასი და თ-ალგებრა ერთმახეთს ემთხვევა (იხ. შედეგი 3.3.1), გვექნება: 

»XII) = თი(LI) = 0. ამით განსახილავ შემთხვევაში თეორემა დამტკიცებულია, 

ასლა განვიხილოთ ზოგადი შემთხეევა, ვთქვათ, წყვილ-წყვილად თანაუკ- 

ვეთ სიმრავლეთა Xე C II მიმდეერობა ისეთია, რომ: /,(Xგ) < ი% (2CIM) 
და X = LI” , X,„. თუ ნებისმიერი »-სთვის გავითვალისწინებთ თეორემა 

3.3.23,ს და გამოვიყენებთ თეორემის უკვე დამტკიცებულ ნაწილს II L) X„ 

ალგებრისათვის და /|სიX., VIთი((ოX,). 2I>ი(ყოX,) ზომებისათეის, დავას- 
კენით, რომ » და X ზომები ერთმანეთს ემთხვე>ვა თი(LI) ი Xგ კლასზე ყო- 
ველი »-სთეის, აქედან კი უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ V და X ზომები 

ერთმანეთს ემთხვევა თი(LI) კლასზეც. ამით თეორემა დამტკიცებულია. L) 

დამტკიცებული თეორემიდან და თეორემა 5.4.1-დან გამომდინარეობს შემ- 

დეგი დებულება. 

თეორემა 9.5.2. ვთქვათ, V არის L რგოლზე განსახღვრული თ- 

შემოსახღვრული ზომა. მამინ #-ს ლებეგისეული გაგრძელება წარმო- 

ადგენს ერთადერთ ზომას, რომელიც ახდენს /#-ს გაგრძელებას ლებეგის 

აზრით სომად სიმრავლეთა 5 კლასზე. 

§ 6. ზომადობის კრიტერიუმი საწყისი რგოლის სიმრავლეთა 

მეშვეობით მიახლოების ტერმინებში 

ზომის ლებეგისეული გაგრძელების აგებისას, კლასი, რომლის ფარგლებ- 

ში გარე ზომას აქეს ზომის თვისებები, გამოყოფილი იქნა საწყისი რგოლის 

სიმრავლეთა ,წესიერ“ ნაწილებად დაჭრის თვისების საფუძველზე. საკმაოდ 

ზოგად პირობებში არსებობს საკითხის გადაწყვეტის სხვა ეკეივალენტური 

მიდგომებიც. ამ პარაგრაფში გავეცნობით ერთ-ერთ ასეთ მეთოდს, რომე- 

ლიც ზომად სიმრავლეთა კლასს გამოყოფს საწყისი რგოლის სიმრავლეებით 

მიახლოებადობის თვისების საფუძველზე. 

თეორემა 5.ნ.L ვთქვათ, / არის LL ალგებრაზე განსახღვრული შემო- 

სახღვრული ზომა. მაშინ ნებისმიერი M C X სიმრავლისთვის შემდეგი 

წინადადებები ეკვივალენტურია: 

« 4 არის ლებეგის ახრით ზომადი; 

« ყოველი § > 0–სთვის მოიძებნება 83 CII სიმრავლე, ისეთი, რომ 

ი"(478) < §. 
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შენიშვნა 5.წ.L გამომდინარე იქედან, რომ 4/»8 გამოხატავს 4 და 8 

სიმრაელეებს შორის განსსვავებას, ხოლო / (4/X,3) შეიძლება განვიხილოთ, 

როგორც აღნიშნული განსხვავების რაოდენობრიეი მახასიათებელი, თეორემა 

5.6.1-ის მეორე პირობა მართლაც ასახავს 4 სიმრავლის მიასლოების შესაძ- 

ლებლობას საწყისი LL რგოლის სიმრავლეების მეშვეობით. 

ლემა . 5.წ.1 ვთქვათ, /, არის II რგოლხე განსახღვრული ზომა. მაშინ 
ნებისმიერი -4, 8 C X სიმრავლეებისათვის სრულდება შეფასება: 

II (4) – #”'(8)| < V(44:8). 
დამტკიცება. მარტივი შესამოწმებელია შემდეგი ჩართვების სამართლი- 

ანობა: 4 C 8C0(4/8) და 8 C 4V0(4/8). აქედან, გარე ზომის ნახეერა- 
დადიციურობის ძალით,,ო გვექნება, 

„ (4) < #"(8) + ს'(4/8), /' (8) < /+'(4) + ს (44:8), 

ამ შეფასებებიდან გამომდინარეობს დასამტკიცებელი უტოლობა, ლემა დამ- 

ტკიცებულია. C) 

თეორემა 8.ნ.-ის დამტკიცება. თავდაპირველად დავადგინოთ 1) => 2) 

იმპლფაცია, აქ 1) და 2) შესაბამისად აღნიშნავენ თეორემის პჰირველ და მეორე 

წინადადებებს. იმის გათვალისწინებით, რომ /' (#4) < CC, შეგვიძლია ვიპოვოთ 

წყეილ-წყვილად თანაუკვეთი /,„ C II (ო C M) სიმრავლეები, ისეთები, რომ: 

4CLI)4», 2,/M(4ი) < / C4) + 5. 
»=1 71=1 

თუ გამოვიყენებთ ზომის ქვემოდან უწყეეტობის თვისებას # ლებეგისეული 

გაგრძელებისათვის, ვიპოვით V C M რიცხეს, ისეთს, რომ 

% M ” 

/ ( /1,··) < #/" ( ![„) + 2 
71=1 7L=1 

8-ს როლში ავიღოთ L],I:,___I 4,ც სიმრავლე, თუ ვისარგებლებთ ზომის თვისე- 

ბებით # ზომის შემთხვევაში, გვექნება: 

90 Cი M 

/·1··(14X3)5|1·( L_] 14")=#*(L_]/1")—#·( ·4") (·;:· 
ი=M+1 »=1 ?31=1 

და 

/' (5 V 4) < ”·( L—]]/I"VI) = " ("=1 14") – M (4) < § 

საიდანაც ვღებულობთ, რომ #"(44.3) < 6. ამით 1) = 2) იმალიკაცია 

ღადგენილია. 
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ვაჩვენოთ შებრუნებული 2) = 1) იმპლიკაცია. ვთქვათ, C C LI რაიმე 
სიმრავლეა, განვისილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცხვი და მისთვის ვიპოვოთ 

8 C LL სიმრაელე ისეთი, რომ /”(4/48) < §. მარტიეი შესამოწმებელია 

შემდღეგი ჩართეების სამართლიანობა: 

(Cო 4)40(C06 8) C 4/8. (CI#I 2)ბ(Cიწ) C 4/ა8. 

საიდაჩაც ლემა 5.6.I-ის ძალით ვასკვნით, რომ: 

I/I(Cო 4) – I/I(Cო8)| < #'(40:8) <%§, 

I/I”(Cი 4) – /'(C.ო78)| < #”"(44-8) < «. 

აქედან, იმის გათეალისწინებით, რომ 8 და C” სიმრავლეები ე კუთენიან LI 

რგოლს, დავწერთ, 
/('(C 0 4) +/"(C.ო 4) </'(ღCიო 8)+/'(CღCიოი8)+25= 

= VM(C08) +V(C C0 8) + 2 = /I(C) + 25. 

შედეგად, 6-ის ნებისმიერობის გამო, ვღებულობთ, რომ 

/I((C) > '(Cი 4) +/'(Cო4). 

უკანასნელი უტოლობა, როგორც ეიცით, საკმარისია /((C) = / (C C) 4) + 

" (C ი 4) ტოლობის დასადგენად, ამრიგად, „ სიმრავლე ლებეგის აზრით 

ზომადია, ამით 2) = 1) იმპლიკაცია და მასთან ერთად თეორემა დამტკიცებუ- 

ლია, C) 

სამართლიანია თეორემა 5.6.1-ის შემდეგი გაძლიერება. 

თეორემა 9.6.2. ვთქვათ, /, არის LL რგოლხე განსახლვრული ზომა, 

ი0 C I და /(C) < C. მაშინ ნებისმიერი +1 C C, სიმრავლისთვის 

შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

ი 4 არის ლებეგის ახრით ხომადი; 

« ყოველი 6 > 0 რიცხვისათვის ეოიძებნება 86CIL8C 0, 

სიერავლე, ისეთი, რომ /#“(.4/+8) < §. 

ლემა 5.წ.2. ვთქვათ, /, არის II რგოლხე განსა·ხღვრული ზომა. 

4CX, 8CL და 4ი.8:=წ, მაშინ /“(4L) 8) = #"(4) +/(8). 
ღაეტკიცება. შეენიშნოთ, რომ LL კლასისადმი მოუთენების გამო, 8 სიმ- 

რავლე იქნება ლებეგის აზრით ზომადი და შედეგად, კარათეოდორის აზრით 

ზომადიც. თუ 8 სიმრაელის ამ უკანასკნელ თვისებას გამოვიყენებთ 24 L) 8 

სიმრავლის მიმართ, მაშინ 40ო 8 = 0 პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ, 

/'(4L)8) = ”'IC40)8)იო8)+/'(4VI 8)V8) = 

= II (18) + /L (.1) = /L(188) + / (4–). 
ლემა დამტკიცებულია. C) 
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ლემა 5.6.3. ვთქვათ, /, არის LL რგოლ!სე განსახღვრული %ომა და 

C C II. მაშინ ნებისმიერი # C C/ სიმრავლისთვის შემდეგი წინადადებები 

ეკვივალენტურია: 
« 4 არის ლებეგის აზრით ზჯზომადი; 

« ყოველი CCI0ოCC0C, სიმრავლისათვის სრულდება /I(C) = 

/I'(C ო 4) + /"'(C V 4) (ტოლობა. 

დამტკიცება. 1) => 2) იმპლიკაცია ცხადია, დავამტკიცოთ შებრუნებული 
იმპლიკაცია: 2) პირობის შესრულება იწვევს იმას, რომ ნებისმიერი 8 C LI 
სიმრავლისათვის, 

ი(8) =/"(8ი64)+/“(8%4). 
4 C C ჩართვისა და 2) პირობის ძალით დავწერთ, 

ი'(86 4) =„'(8ი0)ი 4) =„(800) – ““((8ი0)V4). . 0) 
4 C C ჩართვისა და ლემა 5.6.2-ის საფუძველზე კი გვექნება, 

„“(8 V 4) = X 8%0)+/((800) V4). ფ 
(1) და (2) ტოლობების შეკრებით მივიღებთ, რომ 

„'(806 4)+#M(8V4) =#(8რ0)+#/(8%0). 
მიღებული ტოლობის მარჯვენა მხარე კი 8 და C) სიმრავლეების II კლასი- 

სადმი მიკ,უთვნების გამო /((8)-ს ტოლია. ამით ლემა დამტკიცებულია. (M) 

თეორემა 5.წ.2-ის დამტკიცება. განვიხილოთ LCIC) კლასი და მასზე # 

ზომის შეზღუდეა აღვნიშნოთ #(ც-თი, ცსადია, LIIC არის ალგებრა, სოლო #0 

არის შემოსაბზღვრული ზომა. თუ C-ს მიეიჩნევთ ძირითად სამოქმედო სივრცედ 

და თეორემა 5.6.2-ს გამოვიყენებთ LLსC ალგებრისა და /#(ლ ზომისათვის, მაშინ 

დავასკვნით, რომ ნებისმიერი /#4 C C) სიმრავლისათვის შემდეგი წინადადებები 

ტოლფასია: 

1”) 4 არის ლებეგის აზრით ზომადი #ც ფუძის მიხედვით; 

2/) ყოველი § > 0-სთვის მოიძებნება 8 C II), 8 C C), სიმრავლე, ისეთი, 

რომ #6(440-8) < §. 
აქ ცგ არის C-ში განსაზღვრული გარე ზომა, რომელიც წარმოქმნილია 

/,Iე ზომით. 

შემდეგ შევნიშნოთ, რომ ყოველი # C C სიმრავლისათვის ადგილი აქვს 

მარტივად შესამოწმებელ ტოლობას;: 

/,6(85) = M (#). (3) 

(3) ტოლობის გათვალისწინებით ვრწმუნდებით, რომ 2/) წინადადება 

იგივეა, რაც თეორემის მეორე წინადადება, ხოლო კვლავ (3) ტოლობისა და 
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ლემა 5.6.3-ის ძალით კი ვაკენით 1/) წინადადებისა და თეორემის პირველი 

წინადადების ტოლფასობას, ამით თეორემა დამტკიცებულია. L) 

თეორემა 9.ნ.3. ვთქვათ, / არის LL რგოლხზე განსახლვრული თ- 

შემოსახღვრული ზომა. მაშინ ნებისმიერი 4 C X სიმრავლისთვის შემ- 

დეგი წინადადებები ეკვიყალენტურია: 
« 4 არის ლებეგის ახრით ზომადი; 

« ყოველი C C ჩI, /!(C) < C,. სიმრავლისა და დადებითი § რი- 
ცხვისათვის მოიძებნება ,85 C II, 8 C C, სიმრავლე ისეთი, რომ 
/'((ტ4.ო C)4-8) < §. 

თეორემა 5.6.3 წარმოადგენს თეორემა 5.6.2-ის და ქეემოთ მოცემული 

ლემის შედეგს. 

ლემა 95.6.#. ვთ··]ვათ, / არის LI რგოღწხე განსა·ხღვრული ძ··შემოსა·ხ· 

ღვრული ზომა. მაშინ 4 C X სიმრავლისთვის შემდეგი წინადადებები 

ეკვივალენტურია: 
« # არის ლებეგის ახრით ზომადი; 

« /4(1C . არის ლებეგის აზრით სომადი ყოველი C0 6CI, /(C0) < 

CC, სიმრავლისათვის· 

დამტკიცება. 1) = 2) იმპლიკაცია მიიღება იმის გათეალისწინებით, რომ 
ყოველი C C II სიმრაელე ზომადია და ზომად სიმრავლეთა § კლასი წარმო- 

ადგენს თ-ალგებრას, შებრუნებული იმპლფაციის დასადგენად X უნდა წარმო- 

ვადგინოთ წყვილ-წყვილად თანაუკეეთი სასრული ზომის X,„ C II (თ» C IM) სიმ- 

რავლეების გაერთიანებად. შემდეგ უნდა გავითვალისწინოთ #4L() X»„ C II სიმ- 

რავლეების ზომადობა და ის. რომ ზომად სიმრავლეთა § კლასი წარმოადგენს 

თ-ალგებრას., ლემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა 9.ნ6.#4. ვთქვათ, ც არის II რგოლზე განსაზღვრული თ 

შემოსახღვრული ზომა. მაშინ ნებისმიერი #4 C X, /' (4) < C, სიმრავ- 

ლისთვის “მემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

« 4 არის ლებეგის ახრით ჭსომადი; 

თ ყოველი § > 0 რიცხვისათვის მოიძებნება 86CL სიმრავლე, 

ისეთი, რომ #·(ქჭვ) < C. 

დამტკიცება. 2) = 1) იმპლფაცია მარტივად მიიღება თეორემა 5.6.3-ის 
საფუძველზე, შებრუნებული დასცენის დასადგენად X წარმოვადგინოთ წყვილ- 

წყვილად თანაუკვეთი სასრული ზომის X„, C LL („ C IM) სიმრავლეების 

გაერთიანებად, განვისილოთ / სიმრავლე, რომელიც ლებეგის აზრით ზომადია 
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და /!'(#4) < დ. მაშინ გეექნება, რომ 

C 

2,M(4ოX») = #'(4) < თ. 
ი=1 

შედეგად, ნებისმიერი § > 0-სთვის შეგვიძლია ვიპოვოთ M C M, რომ- 

ლისთვისაც 
C 

2, #(4იX-») < §/2. (4) 
==V +1 

აღვნიშნოთ C) = L],I:LI Xა. ცხადია, C C II და /!((2–) < C. შემდეგ, თუ 

გავითვალისწინებთ, რომ 40C სიმრავლე არის ლებეგის აზრით ზომადი და 

გამოვიყენებთ თეორემა 5.6.2-ს, ვიპოვით ისეთ 8 C II,8 C C), სიმრაელეს, 

რომლისთვისაც 

/L'((4 ო დ)4/X-8) < «/2. (5) 

საბოლოოდ, (4) და (5) შეფასებებისა და 

ლი 

4208 C ((#ი0)ტ8)ს L) (4ოX.) 
#7–L=)IV +1 

ჩართვის ძალით ვღებულობთ, რომ 

#"(4/-8) < §. 

რითაც 1) => 2) იმპლფაცია და მასთან ერთად თეორემა დამტკიცებულია. L) 

§7. ზომადობის კრიტერიუმი საწყისი რგოლის სიმრავლეთა 

თვლადი გაერთიანებების მეშვეობით მიახლოების ტერმინებში 

ამ პარაგრაფში დადგენილ შედეგებს აქვთ გარკვეული დამოუკიდებელი 
მნიშვნელობა, თუმცა მათი მთავარი დანიშნულება დაკავშირებულია მომდეე- 

ნო თავში განხილულ ლებეგის კლასიკური ზომის შესწავლასთან. კერძოდ, 

ქვემოთ დამტკიცებული დებულებები გამოყენებული იქნება ღია და ჩაკეტილი 
სიმრავლეების ტერმინებში IL" სივრცის ლებეგის აზრით ზომადი სიმრავლეების 

დასახასიათებლად. 

სიმრავლეთა LL კლასისათვის თ(LI)-ით აღვნიშნოთ LILI-ის სიმრავლეთა 

ყველა შესაძლო თელადი გაერთიანებისაგან შედგენილი კლასი, ე.ი. 

ჟ(")=[ჟქ„:4„6|·|("6№)]. 

#=1 
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შენიშვნა 5.7.. ვთქეათ, /,| არის LL რგოლზე განსაბღვრული ზომა. მაშინ 

თ(წყე კლასის სიმრავლეები იქნებიან ლებეგის აბრით ზომადი. ეს დასკვნა 

გამომდინარეობს საწყისი II რგოლის სიმრავლეთა ლებეგის აბრით ზომადობი- 

დან და კიდევ იქედან, რომ ზომად სიმრავლეთა კლასი არის თ-ალგებრა. 

შენიშვნა 5.7.2. თუ II რგოლია, მაშინ ადვილი დასანახია, რომ ყოველი 

თ C თ(II) სიმრაელე შეიძლება წარმოვადგინოთ წყევეილ-წყვილად თანაუკეეთი 

4„CI (+CM) სიმრავლეების გაერთიანების სახით. 

ქვემოთ დადგენილი იქნება თეორემები, რომლებიც გვაძლევენ ლებე- 

გის აბზრით ზომად სიმრავლეთა დახასიათებას თ(LL) კლასის სიმრავლეების 

მეშვეობით ზემოდან მიახლოების ტერმინებში. 

თეორემა 9.7.1. ვთქვათ, / არის LL რგოლხე განსახღვრული ზომა, 

C0 C L და /!(C) < C. მაშინ ნებისმიერი # C C) სიმრავლისთვის 

შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 
ი 4 არის ლებეგის ახრით ზომადი; 

« ყოველი § > 0—სთვის მოიძებნება CC 0·(1—!), C C C, სიმრავლე, 

ისეთი, რომ C7 = 4 და /' (C V 4) < §. 

დამტკიცება. თეორემის პირველი და მეორე წინადადებები აღნიშნული 

იქნება შესაბამისად 1)-ით და 2)-ით. 
1) = 2) იმპლიკაცია: ადვილი შესამოწმებელია, რომ მოიძებნებიან წყვილ- 

წყვილად თანაუკეეთი #» C I, 4გ C C (ი C M), სიმრავლეები, ისეთები, 

რომ 

4C ჟ 4ი, ჭ#(ქ„) < / (4) +§. 
7=1 »=1 

Cთ-ს როლში ავიღოთ L ), 4 სიმრავლე. ცხადია, C C თ(II),C C C) და 
Cთ 2 4. #ე და 4 სიმრავლეების ზომადობის გათვალისწინებით მივიღებთ, 

რომ - 

" (C V 4) =#·(L_] !1"X/1) = 
»–=1 

იC (ი ი) 

=/“ ( :4") – C4) = 2 ,/(4ი) – #"(4) < §. 
11=1 71=1 

ამით იმპლიაცია დადგენილია. 

2) = 1) იმპლიკაცია: ვთქვათ, C > 0 და C მისი შესაბამისი სიმრავლეა 2) 

წინადადებიდან. C წარმოვადგინოთ როგორც წყვილ-წყვილად თანაუკეეთი 

4ი CI9 4ა C C (+C M), სიმრავლეების გაერთიანება. გევაქვს, რომ 

2 ,IMI(4ი) = #"(C) < /M(0) < C. 
1.=1 
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განვიხილოთ VV C IV რომლისთვისაც 

(ი ო 

2 /((4,,) < §. 
7=)7V +1 

8-თი აღვნიშნოთ L)# , 4„ სიმრავლე. ცსადია, 8 C LL და 8 C C. 8C C 
ჩართვიდან გამომდინარე, 

/,"(85 V 4) < #”(C ს 4) < §. 
მეორე მხრივ, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 4VI8 C LI2> M#+I 4ი. დავწერთ, 

C C 

M (4V8)<V" ( L] 14") = 2 /I(4,.) < §. 
#=M+1 #=MV+1 

შედეგად, 
/#'(4 7252 8) < 2-. 

საიდანაც თეორემა 5.6.2-ის ძალით ვასკენით, რომ #4 სიმრავლე ლებეგის 

აზრით ზომადია, ამით 2) = 1) იმპლიაცია და მასთან ერთად თეორემა 

დამტკიცებულია. L) 

თეორემა 5.7.2. ვთქვათ, /, არის L რგოლხე განსახღვრული თ- 

შემოსასღვრული ზ%ომა. მაშინ ნებისმიერი 4 C X სიმრავლისთვის შემ- 

დეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 
« 4 არის ლებეგის ახრით ზომადი; 

« ყოველი § > 0-სთვის მოიძებნება C C თ(ILI) სიმრავლე, ისეთი, 

რომ C = 4 და /' (Cღ V 4) < 6. 

დამტკიცება. განვიხილოთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ X,, C IL სიმ- 

რავლეთა მიმდევრობა, ისეთი, რომ /(X») < % (ი C M) და X =LI " , X». 

1) = 2) იმპლიკაცია: თუ „4 ლებეგის აბრით ზომადია, მაშინ ბომაღი 

იქნება 4რო X,, სიმრავლეც ყოველი 1. C M-სთვის. განვიხილოთ ნებისმიერი 

§ > 0. თეორემა 5.7.1-ის ძალით ყოველი » C M-სთვის მოიძებნება C,, C თ(II), 

Cა C X„, სიმრავლე თვისებებით: C, 5 4 და " (Cთ V 4ი) < 6/2”, სადაც 
4 = 4ი Xე. მაშინ ადვილი დასანახია, რომ C = L)2- , C„ სიმრაელე 

ეკუთენის თ(II) კლასს, C = 4 და 

C C 

ი (C%4) = / ( LI(C, M")) <5 "»(6,%4.) <§. 
==1 #X=1 

ამით იმპლიფაცია დადგენილია, 

2) => 1) იმპლფაცია: განევიხილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცსვი. C ” C თ(LI) 

იყოს სიმრავლე, რომლისთვისაც C = 4 და /!'(C V 4) < §. აღვნიშნოთ: 

Cთ =CI X და 4ტ=40Xია (ი C M). ცსადია, რომ C„ C თ(M),Cთ» C 
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% თი 2 4,ც და /' (Cღი ს 4) < /' (C V 4) < §. აქედან თეორემა 5.7.1- 
ის გათვალისწინებით დავასკვნით #„ სიმრავლის ზომადობას ნებისმიერი ”I- 

სთვის, საიდანაც თავის მხრივ გამომდინარეობს 4 სიმრავლის ზომადობა, 

ამით 2) = 1) იმპლიაცია და მასთან ერთად თეორემა დამტკიცებულია L) 

შენიშვნა 9.7.3. ვთქვათ, / არის II რგოლზე განსაზღერული თ-შემოსაზ- 
ღერული ზომა, 6 C 2% ღა L იყოს C-ში შემავალ სიმრავლეთა დამატებების 

კლასი, ე.ი, 

= (XVსVCთ:C6CCI). 

დავუშვათ, C კლასი ისეთია, რომ ნებისმიერი 4 C X სიმრაელისთეის შემდეგი 

წინადადებები ეკეივალენტურია; 

ს 4 არის ლებეგის აზრით ზომადი; 

2) ყოეელი § > 0-სთვის მოიძებნება C. C C, სიმრავლე, ისეთი, რომ C 2 4 

და #"(C V 4) < 6. 
ასეთ პირობებში შესაძლებელია ლებეგის აზრით ზომად სიმრაელეთა და- 

ხასიათება L კლასის სიმრავლეების მეშეეობით შიგნიდან მიახლოების ტერმი- 

ნებში, სახელდობრ, ადგილი ექნება შემდეგ დებულებას: ნებისმიერი # C X 

სიმრავლისთვის შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

I) 4 არის ლებეგის ახრით ზოშადი; 

3) ყოველი § > 0—სთვის ეოიძებნება #LCს სიერავლე, ისეთი, რომ 

L C 4 და /' (4 V#) <§. 

ამ დებულების დასამტკიცებლად უნდა გავითვალისწინოთ, რომ: 

ა) 4 C X სიმრავლისათვის 2) წინადადება სამართლიანია მაშინ და 

მსოლოდ მაშინ, როცა X V 4 სიმრავლისათვის სამართლიანია 3) წინადადება: 

ბ) # C X სიმრავლე ლებეგის აზრით ზომადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა ლებეგის აზრით ზომადია X V 4 სიმრავლე. 

§8. ზომით წარმოქმნილი გარე %ზომის ქვემოდან 

უწყვეტობის თვისება 

თეორემა 9.8.L ვთქვათ, / არის II რგოლხე განსახღვრული ზომა. 

მაშინ #* გარე “ზომა ქვემოღან უწყვეტია. 

დამტკიცება. ვთქეათ, (4გ) არის სიმრავლეთა ზრდადი მიმდეერობა და 

4= Iთ 4ა. /”-ის ზრდადობის გამო გვექნება, რომ 
7-639-%0 

/ (4ე))<M(4ე)– </!(4). (1) 

შედეგად, 
„)0 / (4) < / (4). (2) 
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დავამტკიცოთ (2)-ის შებრუნებული შეფასება: 

ი (4) < ი M (4,). (3) 
”-ი 

თუ მოიძებნება ი, რომლისთვისაც /“(4,) = C, მაშინ (1)-ის ძალით, 

/!(4) = 9- = IL"] /' (4,). ამრიგად, განსახილავი გვრჩება ის შემთსვეევა, 
»- ლ 

როცა #" (4,) < % ყოველი 1!-სთვის. 

ნებიმიერი #-სთვის შევარჩიოთ L რგოლის სიმრავლეთა (47) მიმ- 

დევრობა, რომელიც ფარავს „4გ სიმრავლეს და ა)მაყოფილებს შეფასებას: 

= 1 2 ა M40 < #C4») +1. 
7 

L=1 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

Cლ 

8 = L |)4 C6 =მიიჩმიი... 
L=1 

8.ე და Cა სიმრავლეები ლებეგის აზრით ზომადია და მათ აქვთ შემდღეგი 

თვისებები; 

4.C CC 8; (4) 

M(C) < (8») < #”(4») + 1. (5) 
ცსადია, (Cგ) სიმრავლეთა მიმდევრობა ზრდადია. მისი ზღვარი აღვნიშნოთ 

C-თი. მაშინ (4)-ის ძალით გვექნება, რომ 

Cლ- L =) 

4=L)4იCLIთ=Cთ. 
X=1 »=1 

შემდეგ, თუ სიმრავლეთა (C») მიმდევრობისა და ჯ ზომისათვის გამოვიყენებთ 

ზომის უწყვეტობის თვისებას და გავითვალისწინებთ (§5) შეფასებას, დავწერთ, 

/ (4) < C) = IIთ M(C-) < Iთ / (4»). 

ამით (3) შეფასება და მასთან ერთად თეორემა დამტკიცებულია. I8I 

შენიშვნა 5.8.L მოგვიანებით (იხ. თეორემა 6.4.5) დადგენილი იქსება, 

რომ /' გარე ზომას საზოგადოდ არა აქვს ზემოდან უწყვეტობის თვისება. 

შენიშვნა 5.ზ.2. თეორემა 5.8.1 არ ვრცელდება ნებისმიერ გარე ზომაზე. 
მართლაც, » იყოს 2-ზე შემდეგნაირად განსაზღვრული ფუნქცია: X(0) = 

0, X(M) = 2 და X(#L) = 1, როცა #; X 0 და L « M,. მაშინ ადვილი 

შესამოწმებელია, რომ X არის გარე ზომა და ამასთანავე, 

Iი = (1,2,...,?) 

სიმრავლეთა მიმდევრობისათვის არ სრულდება ქვემოდან უწყვეტობის პირო- 

ბა, 
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თავი 6 

ზოგიერთი კლასიკური ზომა 

ამ თავის ძირითაღი შესწავლის საგანია ლებეგის ზომა ILL" სივრცეში, 

რომელიც არსებითად აფართოებს მონაჰვეთის მოცულობის ცნებას, ასევე გან- 

ხილულია ლებეგ-სტილტიესისა და ჰაუსდორფის ტიპის ზომები. 

აღსანიშნაყია, რომ გადმოცემა ეფუძნება წინა თაყში განვითარებულ აბ- 

სტრაქტულ თეორიას, 

§ 1. ლებეგის %ზომა 

როგორც ვიცით, #-განზომილებიანი V = Vე მოცულობა არის ნახევრადღია 

მონაკვეთების ჯ" ნახევარრგოლზე განსაზღვრული ზომა., თეორემა 4.2.1-ის 

თანახმად, მოცულობა შეიძლება მივიჩნიოთ ჯ” კლასით წარმოქმნილ »(Cჯ") 

რგოლზე განსაზღერულ ბომადაც. 

ლებეგის ზომა ! 44 სივრცეში ეწოდება V, მოცულობის ლებეგისეულ 

გაგრძელებას, ლებეგის ზომა IL" სივრცეში აღნიშნული იქნება ი) = თ,-ით. 

ლებეგის ზომის განსაზღვრის არეში შემავალ სიმრავლეებს (ე.ი. V, ფუძის 

მიხედეით ლებეგის აზრით ზომად სიმრავლეებს) ლებეგის ახრით რსომადი 

სიმრავლეები ეწოდებათ. ლებეგის აზრით ზომად სიმრავლეთა კლასი აღნიშ- 

ნული იქნება C = #C„გ-ით. 

შევნიშნოთ, რომ ზომის ლებეგისეული გაგრძელების თვისებებიდან გამომ- 

დინარე: 

ლებეგის აზრით ზომად სიმრავლეთა კლასი თ-ალგებრაა; 

ლებეგის ზომას აქვს სისრულის თვისება; 

ლებეგის ზომა თ-შემოსაზღვრულია; 

ყოველი 1 C ჯ" მონაკვეთი ლებეგის აზრით ზომადია და C(I) = 

V(I). 

თეორემა ნ.IL.L IL” სივრცის ყოველი ბორელის სიმრავლე ლებეგის 

აზრით ზომადია.



დამტკიცება. ზომის ლებეგისეული გაგრძელების თეისებებიდან გამომ- 

დინარე, თთ(ჯ") C C„გ. მეორე მსრივ, თეორემა 3.4.1-ის თანასმად, თთ(»”) = 

50IL"). ამით თეორემა დამტკიცებულია. M 

იმის გათვალისწინებით, რომ ღია და ჩაკეტილი სიმრავლეები წარმო- 

ადგენენ ბორელის სიმრავლეებს (ის, თეორემა 3.4.1), თეორემა 6.1.1-დან 

ვღებულობთ შემდეგ დებულებას. 

თეორემა წ.1.2. #ჭჭ” სივრცის ყოველი ღია და ყოველი ჩაკეტილი 

სიმრავლე ლებეგის აზრით ზომადია. 

თეორემა წ.I.3. ვთქვათ, II ..., 1 სასრული სიგრძის გადაუგვარებე- 

ლი მონაკვეთებია წრფეზე. მაშინ I = I) X X 1გ მონაკვეთი ლებეგის 

აზრით ზომადია და 
71 

იი(7) = | | (ხჯ – 9,.), 
X=1 

სადაც თ, = Iიწ IL, ს = 5სი 1 (ჯL C 1,7). 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 0ი = (0თI,...,ძი), ხ = (ხ1,...,ხიგ) და 

(თ,ხ) = X (თჯ,ხჯ), |2,ხ| = X (ი, ხჯ). 
(თ,ხ) ღია, ხოლო (|ი,ხ) ჩაკეეტილი სიმრავლეა, საიდანაც თეორემა 6.1.2-ის 
ძალით ვასკვნით (თ,ხ) და |თ,ხ|) მონაკვეთების ლებეგის აზრით ზომადობას, 

ხ.- 
განვიხილოთ »-ეულების მიმდევრობა §, = (5:1L,..., 9%··9") (: C M). ად- 

ვილი შესამოწმებელია, რომ 

(ი,ხ) = L](@,I) –6;, |ი,ხ| = ი(ი, –6,,ხI. 

1=1 1=1 

აქედან გამომდინარე, თუ ვისარგებლებთ ზომის ზემოდან და ქვემოდან უწყვე- 

ტობის თვისებებით, მივიღებთ, 

იი((თ,ხ)) = ი(I9,§I) = | I (ხ- – «»). 
IX=1 

გვაქვს, რომ 71 = (თ,ხ) II (/ V(თ,ხ)). IC,ს) V(თ,ხ) ნულზომიანი სიმრავლეა, 

ამიტომ I V (თ,ხ) C |0,ხ| V (ი,ხ) ჩართვისა და ლებეგის ზომის სისრულის 

ძალით I V (ი,ხ) სიმრავლე ზომადია და 

I/7 

იM(#) = იი((ი,ხ)) = | | (ხ – ძ»). 
L=1 

თეორემა დამტკიცებულია, LI 
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თეორეეა ნ.14. IL” სივრცის წერტილთა ყოველი სასრული ან თვლა- 

დი სიმრავლე ლებეგის აზრით ზომადია და მისი ზომა ნულის ჟტოლია. 

დამტკიცება. ერთი წერტილისაგან შედგენილი სიმრავლე ჩაკეტილია და 

შედეგად, ზომადია, ცხადია, ის შეიძლება მოვათავსოთ რაგინდ მცირე ზომის 

I C 7” მონაკჯვეთში, საიდანაც ვასკვნით ერთწერტილიანი სიმრავლის ზომის 

ნულთან ტოლობას, აქედან კი, თუ გავითვალისწინებთ, რომ ნულზომიან სიმ- 

რავლეთა სასრული ან თვლადი გაერთიანება ზომადია და მისი ზომა ნულის 

ტოლია, მივიღებთ საჭირო დასკვნას, თეორემა დამტკიცებულია. = 

ბორელის ზომა I1-” სივრცემი ეწოდება Vგ მოცულობის ბორელისეულ 

გაგრძელებას, ბორელის ზომა აღენიშნოთ Lც = Lიგ, ჩანაწერით. 

თეორემა 5.4.3-ის ძალით, ლებეგის ზომა წარმოადგენს ბორელის ზომის 

შევსებას, აქვე შევნიშნოთ, რომ თეორემა 3.4.1-ის ძალით, ბორელის ზომის 

განსაზღვრის არე წარმოადგენს ბორელის სიმრავლეთა ,8(IL" ) კლასს. 

შენიშვნა წ.1.1. ქვემოთ მოცემული იქნება მცირე ისტორიული ექსცურსი 

იმის შესახებ, თუ რა საბიჯები იყო გადადგმული ზომის თეორიაში ლებეგის 

ზომის შემოღებამდე, 

ჯ. პეანომ (1887) და კ. ქორდანმა (1892) შემდეგნაირად განსაზღვრეს 

გაზომვადი სიმრაელეები და მათი გაზომვის წესი, ს იყოს IL” სივრცის მონაკ- 

ვეთების ყველა შესაძლო სასრული გაერთიანების კლასი. V" გარე მოცულობა 

და V, V შიგა მოცულობა განისაზღვრება ტოლობებით: 

V- (4) =1იI (VCV) :, C 4, L 5 .4), 

V.C.4) = §სნ (V(I) :1 C გბ, 1 C 4). 

4 C IL” სიმრავლეს ეწოდება პეანო-ჟორდანის აზრით ზომადი, თუ მისი 

შიგა და გარე მოცულობები ტოლია, ე.ი. V.(4) = V"(/4), და მისი პეანო- 
ჟორდანის » ჯX(X#4) ზომა განისაზღვრება, როგორც შიგა და გარე მოცულობების 

საერთო მნიშვნელობა: #ი»(.1) = V„(4) = V (:4). 

4 C IL” სიმრავლის ჰეანო-ჟორდანის აზრით ზომადობა ეკვივალენტურია 

შემდეგი პირობის: ნებისმიერი დადებითი C რიცხვისათვის მოიძებნებიან მო- 

ნაკვეთების სასრული გაერთიანებები ჯ| და # ისეთები, რომ: 

IC4C)# და V(I)) -V(I)<6. 

ამრიგად, პეანო-ჟორდანის თეორიაში სიმრავლის გაზომვა ეფუძნება შიგ- 

ნიდან და გარედან ერთდროულ მიახლოებას ისეთი სიმრავლეებით, რომელთა 

გაზომვის წესი წინასწარ ცნობილია (ნახ. 6.1). 

ასეთ მიდგომას ამოწურვის მეთოდს უწოდებენ და მას მთელ რიგ კონ- 

კრეტულ შემთსვევებში წარმატებით იყენებდნენ ჯურ კიდევ ანტიოურ ეპოქაში, 
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ნახ. 6.1. 

კერძოდ, ამოწურვის მეთოდის მეშვეობით გამოთვლილი იქნა წრის, პარა- 

ბოლური სეგმენტის, ბირთვის, პირამიდის და ზოგიერთი სხვა ფიგურისა და 

სხეულის ზომები, 

რიმანის ინტეგრალის თეორიაში მრუღწირული ტრაპეციის ფართობის 

გამოსათვლელად აგრეთვე ამოწურვის მეთოდი გამოიყენება. ამაში დარწმუ- 

ნებისთვის საკმარისია შევნიშნოთ, რომ დარბუს ქეედა და ზედა ჯამები წარ- 

მოადგენენ მრუდწირული ტრაპეციის შიგნიდან და გარედან მიმაახლოებელი 

საფეხუროვანი ტრაპეციების ფართობებს. 

პეანო-ჟორდანის ზომის თეორია მოხერხებული ინტრუმენტი აღმოჩნდა 

ინტეგრების რიმანის პროცესის გეომეტრიული გააზრებისათვის, თუმცა ის ვერ 

წყვეტდა ზოგიერთი მნიშვნელოვანი სიმრავლის გაზომვის საკითხს. მაგალითად, 

[0, 1] მონაკვეთის რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე არ გამოდის გაზომეადი 

(შიგა მოცულობა ნულია, გარე კი ერთი), საზოგადოდ, გაზომვადი არ 

გამოდის არც წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი მონაკვეთების თვლადი გაერთი- 

ანება, 

შემდგომი წინსვლა ზომის თეორიაში განასორციელა ე. ბორელმა (1894). 

ახალი მიდგომით წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი წრფივი მონაკვეთების თელადი 

გაერთიანების გასაზომად უარი ითქვა პეანო-ჟორდანის სქემაზე. ასეთი სახის 

გაერთიანება უშუალოდ ჩაითვალა ზომადად და მას ზომის მნიშვნელობად 

განესაზღვრა შემადგენელი მონა)ჯვეთების სიგრძეთა ჯამი (ნახ. 6.2). 

ძ, ჩ, 

C= ?(0“ხჯ)” /M(C) = ჯ(@ –ი,) 

ნახ. 6.2. 

უფრო კონკრეტულად, ბორელმა ჩამოაყალიბა ახალ-ახალი ზომადი სიმ- 
რავლეების მიღების შემდეგი ორი წესი, დაფუძნებული თელადი გაერთიანებისა 

და სხვაობის სიმრავლურ ოპერაციებზე: 
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« ვთქვათ, მოცემული გვაქვს წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი სიმრავ- 

ლეები; 24) 4ი,..., რომელთა გაზომვის წესი უკვე ცნობილია, მაშინ 

ზომადად უნდა მივიჩნიოთ მათი 4 = ( II ) 4, გაერთიანება და 4-ს 

ზომა უნდა ჩავთვალოთ #,, სიმრავლეების ზომათა ჯამის ტოლად; 

« ეთქვათ, მოცემული გვაქვს / და ,4ე სიმრაელეები თვისებით: 4) C 

#42, ამასთან, მათი გაზომვის წესი უკვე ცნობილია, მაშინ ბზომადად 

უნდა მიეიჩნიოთ მათი 4 = 423 V 4) სხვაობა და #-ს ზომა უნდა 

ჩაეთვალოთ 4: და 4) სიმრავლეების ზომათა სხვაობის ტოლად, 

თუ ზომად სიმრავლეთა საწყის ეგზემპლარებად აღებული იქნება მონაკჯ- 

ვეთები, მაშინ ბორელის პირველი და მეორე ოპერაციების რიგ-რიგობით გან- 

ხორციელებით მივაღწეეთ შემდეგი ტიპის სიმრავლეთა თანდათანობით შემოყ- 

ეანას გომად სიმრავლეთა კლასში; ღია სიმრავლეები, ჩაჯ)ეტილი სიმრავლეები, 

#V» ტიპის სიმრაელეები, Cგ ტიპის სიმრავლეები, C,გ>. ტიპის სიმრავლეები, 

M ტიპის სიმრავლეები, და ა, შ, ამით ბორელმა, ფაქტობრივად, მიუთითა 

ოფ ზომის აგების იტერაციული სქემა, 

ბორელის კონსტრუქციას აქვს შემდეგი ნაჯლოვანებები: 1) არაა გამოჯ- 

ვეთილი მარტივი პრინციპჰი, თუ როდისაა მიჩნეული კონს)რეტული სიმრავლე 

ზომადად და ზომადობის შემთხეევაში არაა მითითებული სიმრაელის ზომის 

განსაზღვრის მარტივი წესი; 2) ბორელის ზომა არ ახდენს პეანო-ჟორდანის 

ზომის გაგრძელებას (მტკიცდება, რომ ბორელის აზრით ზომად სიმრავლეთა 

კლასის სიმძლავრე კონტინუუმია, მაშინ, როცა პეანო-ჟორდანის აზრით ზომა- 

დი სიმრავლეები ქმნიან ჰიპერკონტინუუმის (ე.ი. 2-) სიმძლავრის კლასს), 

პეანო-ჟორდანისა და ბორელის მიდგომების სინთებირების მეშვეობით 

ლებეგმა შექმნა ზომის თეორია, რომელიც დაზღვეულია ზემოთ აღნიშნული 

ნაკლოვანებებისაგან, კერძოდ, პეანოსა და ჟორდანის მსგავსად, ლებეგმა 4 C 

IL" სიმრაელის გარე ზომა - V"(4) განსაზღვრა მონაკვეთების მეშვეობით 

წარმოქმნილი დაფარვების საფუძველზე, ოღონდ შეიტანა ერთი არსებითი 

ცვლილება: დაფარვები მოახდინა მონაკვეთების თვლადი კლასებით, ნაცვლად 

სასრული კლასებისა, თანაუკვეთი მონაკვეთების თვლადი კლასის გაერთიანება 

კი გაზომა ბორელის მიდგომის მიხედვიით შეკრიბა შემადგენელი მონაკვე- 

თების სიგრძეთა მწკრივი. სიმრავლის ზომადობის პირობად აიღო ზომის 

ადიციურობის თვისებით ნაკარნახევი მოთხოვნა: V(#/) = V"(4(II1)+V - (LIV4) 

ყოველი / მონა)ვეთისათვის. 

ფიქსირებულ / C " მონაკვეთში მოთავსებული სიმრავლეებისათვის ლებე- 

გის ზომა შეიძლება შემოღებული იქნას უშუალოდ ამოწურვის (ე.ი. პჰეანო- 

ჟქორდანის) მეთოდის გამოყენებითაც. ამაზე საუბარი გვექნება მომდევნო პა- 

რაგრაფის ბოლოს. 
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ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ. რომ L" სიერცის (« C L“ ჯგ = 0) ქეესივრცე ნული 

ზომისაა. 

2. დაამტკიცეთ, რომ კანტორის დისკონტინუუმის ზომა ნელის ტოლია. 

3. ვთქვათ, 0 < თ < IL. ააგეთ |0,1)-ის სრულყოფილი და არსად მყვრივი 
ქვესიმრაელე. რომლის ზომა თ-ს ტოლია. 

4. დაამტკიცეთ, რომ ნული ზომის ნებისმიერი /# C ILL" ჩაკეტილი სიმრავლე 

არსად მყვრივია. 

5. ვთქეათ, 4 C M ზომადი სიმრავლეა, »ი(.4) = თ > 0 და 0 < # < თ. ააგეთ 
ისეთი ზომადი 3 C # სიმრავლე, რომ Iი(8) = ჩ. 

6. ვთქვათ. 4 C |0,1|) დადებითი ზომის სიმრავლეა. დაამტკიცეთ, რომ 4-ში 

მოიძებნება ორი ისეთი წერტილი, რომელთა შორის მანძილი ირაციონალუ- 

რია. 

7. ვთქეათ, / C |0,1|) დადებითი ზომის სიმრავლეა. დაამტკიცეთ, რომ „-ში 

მოიძებნება ორი ისეთი წერტილი, რომელთა შორის მანძილი რაციონა- 

ლურია. 

8. დაამტკიცეთ, რომ წრფის ყველა ზომადი ქვესიმრავლის კლასის სიმძლავრე 

წრფის ყველა ქვესიმრავლის კლასის სიმძლავრის ტოლია, 
9. დაამტკიცეთ, რომ კანტორის 8 სიმრავლე ზომადია პეანო-ჟორდანის აზრით. 

L0. დაამტკიცეთ, რომ წრფის ყეელა პეანო-ჟორდანის აზრით ზომადი ქეესიმრაე- 
ლის კლასის სიმძლავრე წრფის ყველა ქეესიმრავლის კლასის სიმძლავრის 

ტოლია. 

I1. დაამტკიცეთ, რომ თუ #4 C L" სიმრავლე პეანო-ჟორდანის აზრით, ზომადია, 

მაშინ ის ზომადია ლებეგის აზრითაც და #VI(,#4) = თო»(). 

§ 2. ლებეგის აზრით ზომად სიმრავლეთა დახასიათება მარტივი 

სტრუქტურის სიმრავლეთა მეშვეობით 

4 C L" სიმრავლეს ვუწოდოთ ელემენტარული, თუ ის წარმოდგება #ჯ" 
კლასის მონაკვეთების სასრული გაერთიანების სასით (ე.ი. ეკუთენის 1-(7”) 

რგოლს). 
თეორემა 5.6.3-დან გამომდინარეობს ლებეგის აზრით ზომადი სიმრავლე- 

ების შემდეგი დახასიათება ელემენტარული სიმრაელეების მეშვეობით მიახ- 

ლოების ტერმინებში, 

თეორემა ნ.2.8 ნებისმიერი 4 C IL" სიმრავლისთვის შემდეგი წინადა- 

დებები ეკვივალენტურია: 
« 4 არის ლებეგის აზრით ზომადი; 

« ყოველი 1C7" მონაკვეთისა და ყოველი 6 > 0-სთვის შოიძებ– 

ნება ელემენტარული სიმრავლე 7#, ისეთი, რომ V”(4რ01)/5ს8) <«. 

შედეგი 6.2.1, ნებისმიერი ·შეეოსა·სღვრული #4 C IL” სიერავლისთვის 

შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 
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« 4 არის ლებეგის აზრით ზომადი; 

« ყოველი § > 0-სთვის მოიძებნება ელემენტარული სიმრავლე #, 

ისეთი, რომ V”(.44-ა/3) < «. 

თეორემა 5.7.2-ის საფუძველზე შესაძლებელია ლებეგის აზრით ზომად 

სიმრავლეთა დახასიათება ჯ" კლასის მონაკვეთების თვლადი გაერთიანებების 

მეშვეობით მიახლოების ტერმინებში, თუმცა ანალოგიური დახასიათება უფრო 

მოსერსებულია ღია და ჩაკეტილი სიმრავლეების ტერმინებში, რომელიც მო- 

იცემა შემდეგი თეორემით. 

თეორემა ნწ.2.2. ნებისმიერი 4 C LL" სიმრავლისთვის შემდეგი წინადა- 

დებები ეკვივალენტურია: 
« 4 არის ლებეგის ახრით ზომადი; 

« ყოველი § > 0-სთვის მოიძებნება ღია C C LL" სიმრავლე, ისეთი, 

რომ C = 4 და V“(CVს 4) <X«; 

« ყოველი C > 0-სთვის მოიძებნება ჩაკეტილი X C L" სიმრავლე, 

ისეთი, რომ #” C „4 და V”"(4V#/) <§. 

ლემა წ.2.L ვთქვათ, C თ(»X”). მაშინ ყოველი 6 > 0-სთვის მოი- 
ძებნება ღია C C L" სიმრავლე, ისეთი, რომ C2% და თ(C V #) < §. 

დამტკიცება. ვთქვათ. # = L , II,, სადაც I C X" (L C M). ყოველი 
X C M-სთვის ღია 71!-განზომილებიანი მონაკვეთი ), შევარჩიოთ ისე, რომ 

სრულდებოდეს V V IC) < 6/2“ შეფასება, განეიხილოთ C = LII= , I ღია 
სიმრაელე. გვექნება, რომ 

CVსVC 6(1*XIს)· 
#=1 

საიდანაც ვწერთ, 

(C V 6) < 23„= 

ლემა დამტკიცებულია. I9 

თეორემა წ.2.2-ის დამტკიცება. თავდაპირველად შეენიშნოთ, რომ თ(ჯ") 

= თ(-Cჯ")). 
1) = 2) იმპლიაცია: თეორემა 5.7.2-ის ძალით მოიძებნება #, C თ(X”) 

სიმრავლე, ისეთი, რომ V”(# V 4) < C/2. მეორე მხრივ, ლემა 6.2.1-ის 

თანახმად მოიძებნება ღია სიმრავლე C, რომლისთვისაც C = და V"(CV 

L) = თ(C V #) < §/2. მაშინ გეექნება, რომ C = 4 და 

V' (C V 4) < V'(CC V 8) +V (# V 4) <6. 

ამით 1)=>>2) იმპლიკაცია დამტკიცებულია 
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2) = 1) იმპლიკაცია: თეორემა 3.2.2-ის თანასმად, ყოველი ღია სიმრავ- 

ლე წარმოიდგინება #»” კლასის მონაკვეთების თელაღი გაერთიანების სასით. 

შედეგად, ყოველი ღია სიმრავლე ეკუთენის თ(ჯ") კლასს. საიდანაც, თეორემა 

5.7.2ის ძალით ეასკვნით 2) = 1) იმპლფაციის სამართლიანობას, 

ამრიგად, პირველი და მეორე წინადადებების ეკვივალენტობა დადგენი- 

ლია, ახლა, თუ გავითეალისწინებთ, რომ ღია და ჩაკეტილი სიმრავლეები ურ- 

თიერთდამატებითია და გამოვიყენებთ 5.7.3 შენიშენას, დავასკენით მესამე წი- 

ნადადების ეკვივალენტობას პირველი და მეორე წინადადებებისადმი, თეორემა 

დამტკიცებულია. (88) 

შედეგი 6.2.2. ნებისმიერი ლებეგის ახრით ზომადი 4 C ILL” სიმრავლი- 

სათვის სამართლიანია ცტოლობები: 

იM(>1) = IიI (იXC) : C = 4, C ღიაა1 = §სი (C(#) : # C 4, L ჩაკეტილია1. 

აქვე დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა, რომელიც გვიჩვენებს, რომ VV გარე 

ზომის განსაზღვრისას შეიძლება შემოვიფარგლოთ დამფარავ სიმრავლეებად 

ღია სიმრავლეების განხილვით, 

თეორემა ნ.2.3. ნებისმიერი 4 CI" სიმრავლისთვის, 

V ('44) = IიI (იი(Cთ) : C 25 4,C ღიაა). 

დამტკიცება. შეენიშნოთ, რომ V“(.4) გარე ზომა ტოლია 2 ჯ-, V(I.) 

სახის ჯამების ინფიმუმის, სადაც I, წყვილ-წყვილად თანაუკევეთი მონაკეეთებია 

ჯ" კლასიდან, რომლებიც ფარავენ #4 სიმრავლეს. 

აღენიშნოთ თი. = Iი (ი(C) C 2 4,C ღიაა). თუ გავითვალისწინებთ, 

რომ ყოველი ღია სიმრავლე წარმოდგება ჯ" კლასის წყეილ-წყვილად თანა- 

უკვეთი მონაკეეთების თვლადი გაერთიანების სახით (ის, თეორემა 3.2.2), 

მარტივად დავასკენით V"(74) < თ შეფასების სამართლიანობას, დავამტკიცოთ 

შებრუნებული უტოლობა, განვისილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცსვი და ვიპოვოთ 

4-ს დამფარავი წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი L, ( C M) მონაკეეთები »ჯ" 
კლასიდან, რომელთათვისაც 

C 

2 ,V(#) < V“(4) + 6. 
X=1 

ლემა 6.2.1-ის ძალით მოიძებნება ისეთი ღია სიმრავლე C, რომ 

65 [·_·]I„, ო(CXჟIჯ·) <§. 
L=1 1:=1 

შედეგად გვექნება, 

ი < თ(Cთ) < ო( ჟ 1·,:) +6= §V(I|··)+5 < V (:44) + 25. 
1=1 #M=1 
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საიდანაც § > 0 რიცხვის ნებისმიერობის გათვალისწინებით ვაIყვნით შებრუნე- 

ბული თ < V“(/#) შეფასების სამართლიანობას, ამით თეორემა დამტკიცე- 

ბულია, LCI 

შენიშვნა წ.2.1. ფიქსირებელ I C =% მონაჯკეეთში მოთავსებული სიმრავლე- 

ებისათვის ლებეგის ზომა შეიძლება შემოღებული იქნას უშუალოდ ამოწურვის 

(ე.ი, პეანო-ჟორდანის) მშეთოდის გამოყენებითაც. განვიხილოთ წრფივი ერთე- 

ულოვანი 1 = (0.1) მონაკვეთის შემთხვევა. შესაძლებელია დამტკიცღეს, რომ 

4 C (0,1) სიმრაველე ლებეგის აბრით ზომაღია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა 1 = V (X4) + V' (/ V ), ე.ი. როცა 

1 – V (IV 4) = V (/4). (1) 

1 – V"(VI V.4) სიდიდეს შეიძლება შევხედოთ როგორც V“( 4) სიმრავლის შიგა 

V.(/#) გომას. 
მაშინ 4 სიმრავლის ლებეგის აბრით ბომადობის პჰირობა ღებულობს შიგა 

და გარე ზომების ტოლობის სახეს: V.(,4) = V ” (.1). სწორედ ასეთი იყო 

ლებეგის ორიგინალური განსაზღვრება (1902 წ.). 

ახლა დაეგვუბრუნდეთ საკითხს იმის შესახებ. თუ რატომ შეიძლება. 1 – 

V”"(I V 4) სიდიღეს შევხედოთ, როგორც #-ს შიგა ზომას. 

გარე ზომის განსაზღვრისას შეიძლება შემოვიფარგლოთ მხოლოდ წყვილ- 

წყეილად თანაუკეეთი ღია მონაჯვეთების მეშვეობით მიღებული დაფარვებით 

(იხ, თეორემა 6.2.3). მონაკეეთების ასეთი გაერთიანებები ქმნიან ღია სიმრავ- 

ლეებს. ყოევლი ღია C სიმრავლე ბორელის პირველი პრინციპის გამოყენებით 

(იხ. შენიშენა 6.1.1) მივიჩნიოთ ზომადად და მას ზომის მნიშენელობად განეუ- 

საზღვროთ შემადგენელი მონაკვეთების სიგრძეთა ჯამი:; ი1(C) = 2.,, (ხს –0,). 
ბორელის მეორე პრინციპის თანახმად, ზომადად შეიძლება მივიჩნიოთ ყო- 

ეელი X C (0,1) ჩაკეტილი სიმრავლეც, როგორც ღია 7 V # სიმრავლის 
დამატება და მის ზომად ჩაითელება 1 – თ(I V ”) რიცხეი. ამგვარად, ღია 

და ჩაკეტილი სიმრავლეები ხდებიან გაზომეადი. რა მოხდება, თუ მათი გა- 
მოყენებით მოეახდენთ სიმრავლეთა ამოწურვას? ვაჩვენოთ, რომ შედეგად 

მიეიღებთ ლებეგის ზომას, 

I მონაკვეთის ღია და ჩაკეტილი ქვესიმრავლეების კლასები აღვნიშნოთ, 

შესაბამისად, 6 და L სიმბოლოებით. შესაძლებელია დამტკიცდეს, რომ ნე- 

ბისმიერი 4 C / სიმრავლისათვის სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

§სი ი(ჩ)== §სი «XL6), 
§C4, 65CCLან6 5C#4, Cჩ 

III V(C) = __ Iიწ _X#), 
827/4, 8CC6.ან 27#4, CC 

1– ”(# 3) IIC #). 
831X·4 560 ( ) 8C|I·986|·· ( ) 
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ამ ტოლობებიდან გამომდინარე. C ს L ოჯახის სიმრავლეების მეშვეობით 

წარმოქმნილი 4 სიმრავლის შიგა და გარე ზომები ტოლი არიან შესაბამისად 

1 –V"(7 V.4) და V (-4) რიცხვების. შედეგად, (1)-ის გათვალისწინებით, ასეთი 
სახას შიგა და გარე ზომების ტოლობა ტოლფასია 4 სიმრავლის ლებეგის 

აზრით ზომადობის. 

ამრიგად, ღია და ჩაკეტილ სიმრავლეებზე ზომის გავრცელება და 
შემდეგ მათი მეშვეობით ამოწურვის მეთოდის გამოყენება იძლევა ლებეგის 

ზომას I მონაკვეთხე. ასეთნაირად დანახული ლებეგის ზომის კონსტრუქცია 
ჰგავს პეანო-ჟორდანის თეორიას იმით, რომ ისიც იყენებს ამოწურვის მეთოდს 

იმ სიმრავლეებით, რომელთა გაზომვის წესი უკვე ცნობილია, განსხვავება კი 

იმაშია, რომ ამოწურვისათვის გამოყენებული საწყისი კლასი შედგება ღია და 

ჩაკეტილი სიმრავლეებისაგან, ნაცვლად მონაჰეეთების სასრულ გაერთიანებათა 

ღარიბი კლასისა. ღია და ჩაკეტილ სიმრავლეთა გაზომვა, როგორც ითქეა, 

ხდება ბორელის მიდგომის მიხედვით. აღნიშნულიდან კიდევ ერთხელ ნათლად 

ჩანს, რომ ლებეგის ზომის თეორია შეიქმნა ჰეანოს, ჟორდანისა და ბორელის 

იდეების სინთების საფუძველზე. 
შევნიშნავთ, რომ ლებეგის ზომის აგება ღია და ჩა)ეტილ სიმრავლეთა 

გამოყენებაზე დაფუძნებული ამოწურვის მეთოდით გადმოცემულია, მაგალითად, 

(29) და (34) სახელმძღვანელოებში. 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ, რომ L" სივრცის ნებისმიერი დადებითი ზომის ქვესიმრავლე 
კონტინუუმის სიმძლავრისაა. 

§3. ლებეგის ზომის ძვრის მიმართ ინვარიანტულობა 

თეორემა წ.3.L. ლებეგის აზრით ზომადი #4# C ILL" სიმრავლის ნების- 

მიერი 4 +ჯ> ძვრა ასევე ლებეგის აზრით ზომადია და Vი( + >) = იX(4). 

ლემა წ.3.L გარე ზომა ინვარიანტულია ძვრის მიმართ, ე.ი. ნებისმიერი 

4 C IL” სიმრავლისათვის, V' (X# + >) = V"(4) (2: C IL"). 

დამტკიცება. ადვილი შესამოწმებელია, რომ ნებისმიერი I C ჯ" მონაკ- 

ქეთისათვის I + » ასევე ჯX· კლასის მონა)ვეთია და V(I + ჯ) = V(#I). 
შევნიშნოთ რომ, თუ /,, C ჯX მონაკვეთები ფარავენ 4 სიმრავლეს, მაშინ 

I. + თ C 75% მონაკვეთები დაფარავენ # + > სიმრავლეს და 2 ,, V(I. + 2) = 

2 V(7,.). საიდანაც, უშუალოდ ვღებულობთ შეფასებას: 

V (4 +>) < V (4). (1) 
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თუ გავითვალისწინებთ, რომ (1I) შეფასებაში სიმრაელე და მისი ძვრა ნების- 

მიერია, შეგვიძლია ასეეე დავწეროთ: 

V (4) = V ((4 + =) + (–>)) < V"(4 + 2). 

საიდანაც, (1)-ის გათვალისწინებით ვასკენით V”(/ + ე:) = V”(/1) ტოლობას, 

ლემა დამტკიცებ-ელია. L) 

თეორემა ნ.3.1-ის დამტკიცება. ნაბიჯი I: ვთქვათ, C C I15 რაიმე არა- 

ცარიელი ღია სიმრავლეა. ცხადია, C + ჯ ასეეე ღია სიმრაელეა. წარმოვად- 

გინოთ C. სიმრავლე. როგორც წყვილ-წყეილად თანაუკვეთი /, C »" (L C 

M) მონაკეეთების გაერთიანება, მაშინ C + » წარმოდგება წყვილ-წყეილად 

თანაუკეეთი /; + » (L C M) მონაკვეთების გაერთიანების სახით. საიდანაც, 

I C ჯ" მონაკვეთებისათვის ლებეგის ზომის ძვრის მიმართ ინეარიანტულობის 

გათვალისწინებით დავწერთ, რომ 

ი(C + ჯ) = 2"·!(1* + >) = 2"1(1#) = MC). 
#=1 L=1 

ნაბიჯი II: დავუშვათ ახლა, რომ 74 C IL" ნებისმიერი ლებეგის აბრით 
ზომადი სიმრავლეა, განეიხილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცხეი. თეორემა 6.2.2-ის 

ძალით მოიძებნება ღია C = / სიმრავლე, ისეთი, რომ V- (C V „1) < §«. მაშინ 

C+27 ასევე ღია სიმრავლეა, C+>» = 4+> და ლემა 6.3.1-ის გათეალისწინებით 
გეაქეს: V"((C + ჯ) V (4 + »)) < §. აქედან, თეორემა 6.2.2-ის საფუძველზე 
ვასკენით ,4 + » სიმრავლის ლებეგის აზრით ზომადობას, გარდა ამისა, კვლავ 

ლემა 6.3.1-ის გათვალისწინებით გვაქეს, რომ C4 + ჯ) = V' (4 + ჯ) = 

V“C.4) = Mი(264). 

თეორემა დამტკიცებულია. M 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, 4 C ILL" ზომადი სიმრავლეა. აჩეენეთ, რომ ნებისმიერი L > 0-სთვის 

L# = (I(თ : ჯ C 41 სიმრავლე ზომადია და #ი(I/1) = ,' იი(.4). 
2. ვთქვათ, .44 C L" ზომადი სიმრავლეა. აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი #” მობრუ- 

ნებისათვის #" სივრცეში 7(/#) სიმრავლე ზომადია და XI(IC4)) = IVIC>)- 

3. ვთქვათ, # C L" ზომადი სიმრავლეა. აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი ჯ” 

1.ო ვ დ" წრფიეი ასახვისათვის X7(„) სიმრავლე ზომადია და იIX(7MX>X)) = 
(იII0(#1), სადაც თ არის 7 ასახეის იაკობიანი. 

4. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი სიმრავლე, რომელიც ჩართულია L" სივრცის 

-ზე დაბალი განზომილების ქვესივრცემი, ზომადია და მისი ბომა ნულის 
ტოლია, 
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5. დაამტკიცეთ. რომ IL" სიერცეში ღია ბირთვების ნებისმიერი სასრული §) 

კლასიდან შეიძლება გამოეყოთ §!' ქვეკლასი, რომელიც შედგება წყვილ- 
წყეილად თანაუკვეთი ბირთვებისაგან და 

"Cს.5) > > MLCLI2)' 

§4. ლებეგის ახრით არაზომადი სიმრავლე 

თეორემა წ.4.1. არსებობს ლებეგის ასრით არახომადი 4 C IL სიმ- 

რავლე. 
დამტკიცება. (–1,1)-ში შემოვიღოთ ეკვივალენტობის მიმართება შემ- 

დეგნაირად: ჯ და V რიცხვები მივიჩნიოთ ეკვივალენტურად, თუ მათი სხვაობა 

რაციონალურია, მარტივი შესამოწმებელია, რომ განსაზღვრება კორექტულია, 

ე.ი. ასეთი მიმართება მართლაც ეკვივალენტობის მიმართებაა, 

განვიხილოთ ყველა ეკვივალენტობის კლასი, რომლებადაც დაიშლება 

(–1,1) ინტერვალი და მათი ოჯასი აღვნიშნოთ II-თი. ვისარგებლოთ ცერმე- 

ლოს აქსიომით ამორჩევის შესახებ და განვიხილოთ 4 სიმრავლე, რომელიც 

შედგება ეკვივალენტობის კლასებისაგან ამორჩეული თითო-თითო ელემენტი- 

საგან, ე.ი. 4 C (–1,1) და 400 # ერთელემენტიანი სიმრაელეა ყოველი 

ჯ, C II ეკვივალენტობის კლასისათვის, 

შევნიშნოთ რომ, თუ #) და ჯე განსსვავებული რაციონალური რიცსეებია, 

მაშინ 

(!4+·|·1)ი(·4+7·2)=@. (1) 

მართლაც, თუ დავუშვებთ საწინააღმდეგოს, მაშინ ვიპოვით #4 სიმრავლის 

თუ და ჯ2 ელემენტებს, რომელთათვისაც §1 + ) = ჯ9 + ”გ. უკანასკნელი 
ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ჯ) და ჯე ელემენტები ეკვიეალენტურია. 

შედეგად, 4 სიმრავლეში აღმოჩნდება ერთმანეთის ეკვივალენტური ორი გან- 

სხვავებული ელემენჩტი, რაც ეწინააღმდეგება 4 სიმრავლის განსაზღვრას. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ 

(-1,1)C L) (4+»)C(–13,ვ). (2) 
»C(–2,2)ი0ლ 

მართლაც, თუ ნებისმიერი » C (–1,1)-სთვის განვიხილავთ 4 სიმრავლის იმ 

ჯ" ელემენტს, რომელიც :-ის ეკვივალენტურია და »-ის როლში ავიღებთ ჯ->» 

რიცხვს, გვექნება: » C (–2,2) C და ჯ» C 4 +7ჯ. რაც ნიშნავს მარცსხენა 

ჩართვის სამართლიანობას. მარჯვენა ჩართვის დასადგენად კი საკამარისია 

გავითვალისწინოთ, რომ #4 C (–1,1). 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ 4 სიმრავლე არ არის ლებეგის აზრით ზომა- 

დი. დავუშვათ საწინააღმდეგო: ვთქვათ, 4 ზომადია. მაშინ ლებეგის ზომის 
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ძერის მიმართ ინვარიანტულობის თეისების ძალით ყოველი L-სთვის, ზომა- 

დღი იქნება , + L სიმრავლე, აქედან, # სიმრავლის (I) და (2) თვისებების 
გათვალისწინებით დავწერთ, 

თ(-1,1))< >, თ(4+») < თ((–3,3)). 
#C(<–2,2)ი0 

საიდანაც (/ + ჯ) = ი(4) (ჯ C IL) ტოლობის გათეალისწინებით მივიღებთ, 

2 < იL(4) + ი(–4) +:-· <6. 

მაშინ მარცხენა შეფასებიდან გამომდინარეობს, რომ ი(/4) > 0. ხოლო მარ- 

ჯეენა შეფასება იწვევს საწინააღმდეგო პირობის: იI(,4) = 0 ტოლობის, შეს- 
რულებას, მიღებული წინააღმდეგობის ძალით ვას,კვნით 4 სიმრავლის არა- 

ზომადობას, თეორემა ღამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა ნ.#.1. ლებეგის აზრით არაზომადი სიმრავლის ზემოთ მოცემული 
მაგალითი აგებული იყო ვიტალის მიერ 1905 წელს. როგორც ეხედაეთ, მისი 

აგება იყენებს ცერმელოს ამორჩევის აქსიომას. საკმაოდ ინტენსიური კვლევის 

საგანი იყო საკითხი იმის შესახებ, შესაძლებელია თუ არა არაზომადი სიმ- 

რაელის აგება ამორჩევის აქსიომის გამოყენების გარეშე, ამ მიმართულებით 

1970 წ. რ. სოლოეეიმ (15) მიიღო ძალზე მნიშენელოვანი შედეგი, რომე- 

ლიც აჩეენებს ამორჩევის აქსიომის არსებით როლს არაზომადი სიმრავლის 

აგებისას. 

სამართლიანია თეორემა 6.4.1-ის შემდეგი განზოგადება. 

თეორემა 6.#.2. ყოველი დადებითი ზომის # C L სიმრავლე შეიცავს 

ლებეგის აზრით არახზომად ქვესიმრავლეს. 

თეორემა 6.4.2-ის დამტკიცება იმეორებს თეორემა 6.4.1-ის დამტკიცებისას 

ჩატარებულ მსჯელობებს, იმ განსხეავებით, რომ: ჯურ უნდა ვიპოვოთ L > 0 

რიცხეი. რომლისთვისაც # (1 (–!,!) დადებითი ზომისაა, მერე ეკვივალენტო- 

ბის მიმართება შემოვიღოთ # 0 (–I,() სიმრაელეში, ხოლო არაზომადობის 

დამტკიცებისთვის ვისარგებლოთ შემდეგი ჩართეებით: 

ხი(-')სC L) (4+»)C(–3/,3ჰ. 
#C(–2(,2ს))ო0 

თეორემა წ.#.3. V” გარე ზომას არა აქვს ადიციურობის თვისება. 

თეორემა 6.4.3 მიიღება თეორემა 6.4.1-დან, შემდეგი დებულების საფუძ- 

ველზე. 
თეორემა 6.4.#. ვთქვათ, X არაცარიელი სიმრავლეა და /: წარმო- 

ადგენს რაიმე # C 22 რგოლზე განსასღვრულ ზ%ომას. მაშინ შემდეგი 

წინადადებები ეკვივალენტურია: 
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« /" გარე ზომა ადიციურია; 

« ნებისმიერი 4 C X სიმრავლე ლებეგის »ხრით ზსომადია /| ფუძის 

მიხედვითს. 

დამტკიცება. ადღვილი შესამოწმებელია, რომ X სიმრავლეში განსაზ- 

ღვრული ნებისმიერი X გარე ზომისათვის შემდეგი წინადადებები ტოლფასია: 

2) X ადიციურია; 

ხ) ნებისმიერი 4 C X სიმრავლე კარათეოდორის აზრით ზომადღია » 

ფუძის მიხედვით. 

ამის შემდეგ. თუ X-ს როლში ავიღებთ /#“ გარე ზომას და მსედველობაში 

მივიღებთ, რომ კარათეოდორის აზრით ზომადობა /" ფუძის მიხედეით და 

ლებეგის აზრით ზომადობა / ფუძის მიხედვით ტოლფასი მოთსოვნებია (იხ, 

თეორემა §.3.1), დავასკვნით თეორემის პირობაში მითითებული წინადადებების 

ეკვივალენტურობას. თეორემა დამტკიცებულია, C) 

თეორემა ნ.#.5. V" გარე სომას არა აქვს ზეეოღან უწყვეტობის თვი– 

სება. 

დამტკიცება. განვიხილოთ თეორემა 6.4.1-ის დამტკიცებისას აგებული 

არაზომადი 4 სიმრავლე. #4-ს აქეს შემდეგი თვისებები: 

(რ+ო)ი(4+.)=.ე (,152C0, ჯ) #175); 

(-1,11C L) (4+»)C(-–ვ3,3). 
#C(–2,2)ოლ 

გადავნომროთ (–2, 2)რC სიმრავლის ელემენტები: (–2,2)(:0 = («,72,...1 
და 4,-ით აღვნიშნოთ 4 + » სიმრავლე. მაშინ, ზემოთ მოცემული თანაფარ- 

დობებიდან გამომდინარე, 

#4.ი4ე=Mი (#: #XI); (3) 

C 

(–1,1) C L | 4; C (–3,3); (4) 
#=1 

გარე ზომის ძვრის მიმართ ინვარიანტულობის ძალით (ის, ლემა 6.3.1) 

გვაქვს, 
V (4) =V(C4) (#CM). (5) 

თეორემა 5.2.3-ის თანასმად ნულის ტოლი გარე ზომის მქონე სიმრავლე 
გომადია, რის გამოც გვექნება, რომ 

V (4) > 0. (6) 

ახლა განვიხილოთ სიმრავლეთა შემდეგი მიმდევრობა: 

31:=14L·L114|:+1L]··. (სნ#) 
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ცხადია, (#) კლებადი მიმღეერობაა ღა (3)-ის ძალით მისი ზღვარი არის 

ცარიელი სიმრავლე. ამასთან, (4)-დან გამომდინარე, 

V CM)) < V”((–3,3)) = 6 < ი. 

შეენიშნოთ, რომ (5)-ის ძალით: V- (#) > V"(/44.) = V”(/#4). შედეგად, (6)-ის 

საფუძველზე მივიღებთ, 

V“(0) = 0 < V"(4) < Mო V  (#>.). 
ს% 

ამრიგად, (#.) მიმდევგრობის მაგალითზე ვრწმუნდებით V“ გარე ზომისათვის 

ზემოდან უწყეეტობის თვისების შეუსრულებლობაში, თეორემა დამტკიცებუ- 

ლია. L) 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ 6.4.) და 6.4.2 თეორემების ანალოგები L" (ი > 2) სივრცი- 

სათვის. 
2. ვთქვათ, # C # და 8 C X ზომადი სიმრავლეებია, დაამტკიცეთ, რომ 

4 X I3 სიმრავლე ზომადია (ე.ი. ზომადია ორგანზომილებიანი ლებეგის ზომის 

მიხედეით)), 

§ 5. ლებეგ-სტილტიესის ზომები 

ეთქვათ, ი II -> II არის ვიტალის აზრით ზრდადი და მარჯუვნიდან 

უწყვეტი ფუნქცია, Vკ ზომის ლებეგისეულ გაგრძელებას ეწოდება ( ფუნქციით 

წარმოქმნილი ლებეგ-სტილტიესის ზომა, რომელიც აღნიშნული იქნება C„ 

ჩანაწერით. თკ-ზომის განსაზღვრის არეში შემავალ სიმრავლეთა კლასი (ე.ი. 

V» ფუძის მიხედვით ლებეგის აზრით ზომად სიმრავლეთა კლასი) აღვნიშნოთ 

#„ ჩანაწერით, შემდგომში, სიმოკლისათვის, 4 C C„ სიმრავლეებს ვუწოდოთ 

სიV/-ზომადი. 

ცხადია, «2(>) = 2 ...თგ შემთხვევაში თკ წარმოადგენს ლებეგის თ 

გომას,. 

ყოველ. ლებეგ-სტილტიესის თ. ზომას აქვს ლებეგის ზომის მსგავსი ზო- 

გიერთი თვისება. კერძოდ, სამართლიანია შემდეგი წინადადებები (რომელთა 

დამტკიცებები ლებეგის ზომისათვის ცნობილი შესაბამისი დებულებების დამ- 

ტკიცებათა ანალოგიურია): 

« Cს კლასი არის თ-ალგებრა: 

ი)კ-ს აქვს სისრულის თვისება; 

ნებისმიერი I C ჯ” მონაკვეთი თ„,-ზომადია და ი „(7) = V„-(I) < X«: 

ყლ არის თ-შემოსაზღვრული: 
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« (L" სივრცის ყოველი ბორელის სიმრავლე არის ოდ·ზომადი· ე.ი. 

8(L")C C. შედეგად, IL" სივრცის ყოეელი ლია. ყოეელი ჩაკეტილი 
და ყოველი სასრული ახ თელადი სიმრავლე არის Lი/-ზომადი; 

« სამართლიანია თკ-ზომადობის კრიტერიუმები ელემენტარული, ჩა- 

კეტილი და ღია სიმრავლეების ტერმინებში, რომლებიც 6.2.I და 

6.2.2 თეორემების ანალოგიურია. 

შენიშენა 6.5.1. ყოველი ლებეგ-სტილტიესის ზომა არის »(X") რგოლზე 

განსაზღვრული გარკვეული სასრული ზომის ლებეგისეულ გაგრძელება, თეორე- 

მა 4.7.2-ის ძალით სამართლიანია შებრუნებული დებულებაც: ნებისმიერი ზომა, 

რომელიც არის »(ჯ") რგოლზე განსაზღვრული რაიმე სასრული ზომის ლებე- 

გისეული გაგრძელება, წარმოადგენს გარკვეული ი ფუნქციით წარმოქმნილ 

ლებეგ-სტილტიესის ზომას, 

შენიშვნა წ.5.2. ლებეგ-სტილტიესის ზომა შეიძლება დავუკავშიროთ ნე- 

ბისმიერ ზრდად «2 : M –> LL ფუნქციასაც. საამისოდ « უნდა შევასწოროთ 
ისე, რომ გახდეს მარჯვნიდან უწყვეტი, კერძოდ, უნდა განვისილოთ «2(ჯ) = 

XX>+0) ტოლობით განსაზღვრული «2 ფუნქცია. მაშინ თ მიიჩნევა « ფუნქციით 

წარმოქმნილ ლებეგ-სტილტიესის თVკ ზომად, 

შენიშვნა ნ.5.3. 5.4.2 და 5.43 თეორემების ძალით ნებისმიერი ლე- 

ბეგ-სტილტიესის ი, ზომა ცალსახად განისაზღვრება ბორელის სიმრავლეთა 

ვ(_·ღ") კლასზე მიღებული მნიშვნელობებით, სახელდობრ, ოგ მიიღება ო·ჟ| 8(8-) 

ზომის შეევსების მეშვეობით. აღნიშნულიდან გამომღინარე, თკ-ზომადი სიმ- 

რავლეების C„ კლასს ცალსახად განსაზღვრავს შემდეგი კლასი: 

» = (# C 8(L") : ი»„(#M) =0). 

კერძოდ, ადგილი აქვს #„-ს შემდეგ წარმოდგენას: 

Cა = 8(L") თ.M,, 

სადაც 

M@ = L) 25· 

86Cწ, 

83(L" ) 8 V, = CMI ს V :#I C 8(0%"), M C Vკ). 

ამრიგად, თკ ზომისა და C„ კლასის შესასებ სრულყოფილ წარმოდგენას 

შევიქმნით, თუ, შესაბამისად, გვეცოდინება თკ-ს მნიშვნელობები ბორელის 

სიმრავლეებზე და ნაპოვნი გვექნება 6 კლასი, 

მიუხედავად გარკვეული მსგავსებებისა, ლებეგ-სტილტიესის ზომას შეიძ- 

ლება ჰქონდეს ლებეგის ზომისაგან არსებითად განსხვავებული სასიათი. მო- 

ვიყეანოთ ამის დამადასტურებელი მაგალითი. ეთქვათ, L C IL და 6:I 53 L 
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არის შემდეგნაირად განსაზღვრული ფენქცია: 

0. –Cლ<7<(, 
«(2) = ლუ 

1 თუ (<ჯ<0. 

ყოველი (ი, ს| მონაკვეთისათვის გვექნება, 

იი„((თ, ს|) = «-(ხ) – «(თ) = (0· თუ #C(0ი,ხ), 
1, თუ LC(თ”,ხ. ) 

განეისილოთ ბორელის კლასზე შემდეგნაირად განსაზღვრული V ფუნქცია: 

ნებისმიერი M C 8(95) სიმრაელისათვის, 

”(#) = 0, თუ (2#, 
1, თუ 1CVX#. 

მარტივი შესამოწმებელია, რომ ასეთი ფუნქცია წარმოადგენს ზომას /:3(%”") 

კლასზე, ამის შემდეგ, თუ გავითეალისწინებთ (1) ტოლობას და 5.5.1 თეო- 

რემას ზომის გაგრძელების ერთადერთობის შესახებ, დავასცენით, რომ ნების- 

მიერი L C 8(+X") სიმრაელისათვის, 

0, თუ (დV, 

1. თუ (§6#. (2) 
თ„(5) = V(6) = [ 

როგორც ეხედავთ, § კლასში შედის (- C,L() და (”,50) მონასეეთები. აქედან 

კი, შენიშენა 6.5.2-ის საფუძველზე გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი #, C I 

ქვესიმრავლე თ„,-ზომადია და თ, (8) გამოითელება (2) ტოლობით მოცემული 
წესით, 

ჩვენ მიერ განსილულ , ზომას ბ, ჩანაწერით აღნიშნავენ და უწოდებენ 

ჯ წერტილში საყრდენის მქონე დირაკის ზომას. 

დირაკის ზომის შემთხვევაში, სიერცის მთლიანი მასა თავმოყრილია ერთ- 

ადერთ წერტილში, განსხვავებით ლებეგის ზომისაგან, რომელიც მასას თანაბ- 

რად ანაწილებს რიცხვით ღერმზე, 

განეიხილოთ საკითხი ოდ–არავომაღი სიმრავლის არსებობის შესახებ, 

თუ 2დ :M -> ILL ფუნქცია მუდმივია, მაშინ ცხადია, C. = 2“. ამიტომ საჯ- 

თხი საინტერესოა არამუდმივი ჯ2 ფუნქციის შემთხვევაში. ამ მიმართულებით 

სამართლიანია შემდეგი დებულება. 

თეორემა ნწ.2.L ვთქვათ, 92 : 1 - L არის ზრდადი და უწყვეტი 

ფუნქცია, თ < ხ და «2X(თ) < (X(ხ). მაშინ არსებობს 4 C Iთ,ხ) სიმრავლე, 

რომელიც არაა ჭსომადი თ/ სომის მიხედვით. 

დამტკიცება. თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ (2 ფუნქციის უწყვეტობის 

გამო ყოველი > C I წერტილისათვის, თ.((21) = 0. შედეგად, ყოველი 
სასრული ან თვლადი , C IL სიმრავლისათვის, #,(.4) = 0. 
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ცნობილია, რომ (ის. მაგ., (10), თავი 2, ან (I1), თავი 5) არსებობს 

40C [ე„ ს] სიმრავლე თვისებით: არცერთი /# და [“,ს] V 4 სიმრავლეებს 

შორის არ შეიცავს არათელად ჩაკეტილ ქეესიმრავლეს. ასეთი 4 სიმრავლე 

ბერნმტეინის ტიპის სიმრავლის ტერმინით მოისსენიება., 

ვაჩვენოთ, რომ ბერნშტეინის ტიპჰის 4 C |ი,ხ| სიმრავლე არაა ი,- 

ზომადი, დავუშვათ საწინააღმდეგო: „24 არის თკ-ზომადი. მაშინ #4 და |ი,ხIV.4 
სიმრავლეებს შორის ერთ-ერთი მაინც დადებითი ზომის იქნება. ზოგადობის 

შეუბღუდავად ვიგულისსმოთ, რომ თკ(4) > 0. როგორც აღვნიშნეთ, ლებეგ- 

სტილტიესის ზომებისათვის შესაძლებელია ზომადი სიმრავლის შიგნიდან მი- 

ახლოება ჩაკეტილი სიმრავლეების მეშვეობით (ე.ი. I „-სთვის ადგილი აქვს 

თვეორემა 6.2.2-ის ანალოგს), აღნიშნულის ძალით იარსებებს 4-ს ჩაკეტილი 

ქვესიმრავლე #, რომლისთვისაც თV/ჯ(ჯ) > 0. საიდანაც, დამტკიცების დასაწ- 
ყისში გაჯკეთებული შენიშვნის გათვალისწინებით დავასცვნით # სიმრავლის 

არათვლადობას. ამრიგად.  არის /#4-ს არათვლადი და ჩაკეტილი ქვესიმ- 

რავლე. ასეთი რამ კი შეუძლებელია, რადგანაც „# ბერნშტეინის ტიპის სიმ- 

რავლეა. მიღებული წინააღმდეგობის ძალით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

ლებეგ-სტილტიესის ბომები უფრო სიღრმისეულად შესწაელილი იქნება 

მე-13 თავში. 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, ი I - I არის მრდადი და მარჯვნიდან უწყვეტი ფუნქცია. 

აჩვენეთ, რომ თ»((თ1)) = 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა « არის 

უწყვეტი ჯ წერტილში. 
2. ვთქვათ, ! რაიმე წრფეა სიბრტყეზე. ააგეთ ლებეგ-სტილტიესის არანულო- 

ვანი ზომა სიბრტყეზე, ისეთი, რომ ყოველ ერთწერტილიან სიმრაელესა და 

! წრფის გარეთ მდებარე ყოველ სიმრავლეს ჰქონდეს ნულის ტოლი ზომა. 

§ 6. ჰაუ·სღორფის ზომები და ჰაუ·სდორფის განზომილება 

ლებეგის ზომა იძლევა მექანიზმს იმისა, თუ როგორ შეიძლება გავზომოთ 

სიმრავლის მიერ სივრცეში დაკავებული ადგილი »-განზომილებიანი განფე- 

ნილობის თვალსაზრისით, მაგრამ არ იძლევა საშუალებას, გავზბომოთ და- 

ბალგანზომილებიანი სიმრავლეები, კერძოდ, წირის სიგრძე ანაც ბედაპირის 

ფართობი, ასეთი საკითხი წყდება პჰაუსდორფის ზომების მეშვეობით. კერძოდ, 

ჰაუსდორფის ერთგანზომილებიანი გომა იძლევა წირის და სსვა „„ერთგახზომი- 

ლებიანი“ სიმრავლეების სიგრძის პოვნის საშუალებას, ორგანზომილებიანი 

ზომა - ზედაპირის და სხეა „ორგანზომილებიანი“ სიმრავლეების ფართობის 

პოვნის საშუალებას, საბოგადოდ, ძ-განზომილებიანი ჰაუსდორფის ზომა ას- 

დენს სივრცის ,,ი-განზმომილებიანი“ ქვესიმრავლეების გაზოშვას. ჰაუსდორფის 
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ზომისა და განზომილების ცნებებს ფუნდამენტური მნიშვნელობა აქეს ზომის 
გეომეტრიულ თეორიაში. 

ეთქვათ, ძ > 0 ღა § > 0. I/§-თი აღენიშნოთ ფუნქცია, რომელიც ნების- 

მიერი # C L% სიმრავლისათვის განისაზღვრება შემდეგნაირად;: 

2C ი 

M5(4) = ო[% 2 ,(9)8ი 4,.)? : 4 C L ) 4+, ძIმთ 4- < § (L C M)]. 
#=1 L=1 

#ILვ§ ფუნქციას აქვს გარე ზომის თვისებები. მართლაც, ნახევრად ადიციურობა 

მოწმდება თეორემა 5.1.2-ის მსგავსად, ხოლო დანარჩენი თვისებები ცხა- 

დია, შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ თუ §-ს შევამცირებთ, მაშინ ინფიმუმი აიღება 

დაფარვების უფრო შებღუდული კლასის მიმართ, რის გამოც #§(4) გამო- 

სახულების მნიშენელობა იზრდება. აღნიშნულის ძალით, ნებისმიერი 4 C 35 

სიმრაელისათვის არსებობს სასრული ან უსასრულო ზღეარი IIთ„-,ი #M/§(.4), 

რაც საშუალებას იძლევა შემოვიღოთ ფუნქცია: 

M1(4) = სთ M5(4), (4 C 9”). 

ცხადია, #/1(/) შეიძლება განესაზღეროთ §სი, 0 II5((1) გამოსახულების მეშ- 

ეეობითაც. 

თეორემა წ.6.L M7 (ძ > 0) ფუნქცია წარმოადგენს გარე ზომას. 

დამტკიცება. ადვილი დასანახია, რომ #/კ არის არაუარყოფითი, ზრდადი 

და #MMკ(0) = 0, 
შევამოწმოთ #ჩIვ ფუნქციის თელადად ნახევრადადიციურობა, დავუშვათ. 

4,4), 42,... არიან IL"-ის ქვესიმრავლეები და „ = LI>, 4,. თუ გავით- 

ეალისწინებთ, რომ ყოეელი დადებითი #«-სთვის #8 არის გარე ზომა, გვექნება, 

M1(4) = M M5(4) < ლ,ჭ; M5(4.) < ჭ”·;(ქ*·)· 
ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

Mკ ფუნქციას ეწოდება ჰაუსდორფის ძ-განზომილებიანი გარე ზომა L% 
სივრცეში. 

ძ > 0 რიცხეისათვის, ჰაუსდორფის ძ-განზომილებიანი ზომა ILL" სივრ- 
ცეში ეწოდება #ვ გარე ზომით წარმოქმნილ ზომას. ჰაუსდორფის ძ-განზომი- 

ლებიანი ზომა აღვნიშნოთ IIკ-თი. 

შენიშვნა წ.ნ.L ჰაუსდორფის ზომა, განსსვავებით ლებეგ-სტილტიესის ზო- 

მებისაგან, არაა წარმოქმნილი რაიმე რგოლზე წინასწარ მოცემული ზომის 

ლებეგისეული გაგრძელების შედეგად. ჰაუსდორფის ზომის კონსტრუქცია ეფუძ- 

ნება ზომის წარმოქმნის კარათეოდორის მეთოდს, 
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დაუმტკიცებლად მოვიყვანოთ ჰაუსდორფის ზომებისა და გარე ზომების 

ბოგიერთი თვისება: 

« #ი წარმოადგენს დამთვლელ ზომას; 

« M ზომა ლებეგის თ, ზომის პროპორციულია, ე.ი. ზომად სიმრავ- 

ლეთა კლასები ერთიდაიგივეა აღნიშნული ზომების თვალსაზრისით 

და Mია(4) = რთიე(4) ყოველი 4 C C„ სიმრავლისათვის, სადაც ი, 

არის დადებითი მუდმივი; 

« თუ ძ>V, მაშინ #/7) ტრივიალურია, სასელდობრ, ყოეველი 4 C IL" 

სიმრავლისათვის #I(.4) = 0; 

« ყოველი ბორელის სიმრავლე #კ-ზომადია, ანუ შედის #Mკ-ს გან- 

საზღვრის არეში; 

« თუ #M)(4) >0, მაშინ ყოველი § < ძ-სთვის, #1(4) = C; 

« თუ #კ(24) < იი, მაშინ ყოველი § > ძ-სთვის, #I; (+#4) = 0. 

4 C IL”" სიმრავლის ჰაუსდორფის განზომილება ეწოდება რიცხვეს: 

)იწ(ძ > 0: #M/3(4) =0). 

ჰაუსდორფის განზომილება აღინიშნება ძ!ო,, 4 ჩანაწერით. 

შენიშვნა 6.ნ.2. ადვილი შესამოწმებელია, რომ წერტილის ჰაუსდორფის 
განზომილება - ნულის, ხოლო მონაჰვეთის - ერთის ტოლია, არსებობენ არამ- 

თელი განზომილების სიმრავლეები, რომელთა ყველაზე ცნობილი მაგალითია 

კანტორის I სიმრავლე. I)-ს ჰაუსდორფის განზომილება Iი 2/ 1ი 3-ის ტოლია. 

შენიშვნა წ.6.3. Iგ გარე ბომების ზბემოთ მოცემული მე-5 და მე-6 თვისე- 
ბების საფუძველზე გვაქვს, რომ: #/კ (4) = 0, თუ ძ > ძI!თ,// 4 და #/ჟ(4) = 00, 

თუ 0 < ძ < ძIო,, 4. ძ= ძIიყ 4 შემთხვევაში საზოგადოდ არ გამოირიცსხსება 
არცერთი /#/კ (-#) = 0, 0 < #3(4) < «% და #”/,კ(4) = 00 შესაძლებლობებს 

შორის, 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ ჰაუდორფის ზომებისა და გარე ზომების ზემოთ მოცემული თვი- 

სებები, 

2. აჩვენეთ, რომ კანტორის სიმრავლის ჰაუსდორფის განზომილება 1ი 2/ 18 3-ის 

ტოლია. 

3. ააგეთ ლებეგის აზრით ნული ზომის სიმრავლე წრფეზე, რომლის პაუსდორ- 

ფის განმომილება ერთის ტოლია. 

4. ააგეთ კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლე წრფეზე, რომლის ჰაუსდორფის 

განზომილება ნულის ტოლია. 
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თავი 7 

ზომადი ფუნქციები 

ლებეგის ინტეგრალის კონსტრუქცია ეფუძნება ბომადად წოდებული ფუნ- 

ქციების, ანუ ისეთი ფუნქციების განხილვას, რომელთათვისაც უბრუნველყოფი- 

ლია #“1(/) სახის სიმრავლეების (ნახ. 7.1) ზომადობა, სადაც / რიცხვითი 

ღერძის რაიმე მონაკვეთია. 

/ - / V 

“XXXX,// ჩ 

“ 

ნახ, 7.1. 

ეს თავი ეთმობა ზომად ფუნქციათა თვისებების შესწავლას, 

§ 1. სომადი ფუნქციის ცნება 

გაფართოებულ რიცხვით L = M L) (–00) L (%0) ღერძზე მონაკვეთი გა- 

ნისაზღვრება ისევე როგორც ჩვეულებრიე რიცხვით ღერძზე, ე.ი. ეწოდება 

სიმრავლეს, რომელიც თავის ნებისმიერ ორ წერტილთან ერთად შეიცავს მათ 

შორის მოთავსებულ ნებისმიერ წერტილსაც. აქვე შევნიშნოთ, რომ 1-ის ბო- 

რელის თ-ალგებრა განისაზღვრება, როგორც 4, 4Lს (–-%), #4V1(X%) და 

40ს)(-%,C) სახის ყველა სიმრავლის კლასი, სადაც 4 რიცხვითი ღერძის 

ნებისმიერი ბორელის სიმრავლეა.



შემდგომში განვიხილავთ ფუნქციებს რომლებიც შეიძლება უსასრულო 

მნიშვნელობებს ღებულობდნენ, თუ ფუნქცია ყოველ წერტილში სასრულ მნიშ- 

ვნელობას ღებულობს, მაშინ ვიტყვით, რომ მოცემული გვაქეს სასრული 

ფუნქცია. 

სომიანი სივრცე ეწოდება სამეულს (X,5, ), სადაც X არის არაცა- 

რიელი სიმრაელე, § არის X-ის ქვესიმრავლეთა რაიმე თ-ალგებრა. სოლო 

/, კი. 5-ზე განსაზღვრული რაიმე ზომა. # C 5 სიმრავლეებს /7!:-ზომადი 

(მოკლედ, ზომადი) სიმრაელეები ეწოდებათ. 

ქვემოთ ქიგულისსმებთ, რომ (X 15,/,) ფიქსირებული ზომიანი სიერცეა და 

განვიხილავთ X-ზე განსაზღვრულ ფუნქციებს, 

# ფუნქციას ეწოდება /!:-ზომადი (მოკლედ, ზომადი), თუ გაფართოებული 

რიცხვითი ღერძის ნებისმიერი I მონაჯვეთის /“1(7) წინასასე /,-ზომადი სიმ- 

რავლეა. 

ფუნქციის ზომადობა სავსებით ანალოგიურად ფორმულირდება X-ის ბო- 

მად L ქვესიმრავლეზე განსაბგღვრული ფუნქციების შემთსვეევაში. შევნიშნოთ, 

რომ # L -3 L ფუნქციის ზომადობას შეიძლება შევხედოთ, როგორც 

(L,5 0 M,VIყი8) სივრცეზე ზომადობას, 

არსებობს ფუნქციის ზომადობის სხვა განსაზღვრებებიც, რომელთა ეკვი- 

ვალენტობას ადგენს შემდეგი თეორემა, 

თეორემა 7.1.1+ ნებისმიერი # ფუნქციისათვის ·შემდეგი წინადაღებები 

ტოლფასია: 

# ზომადია; 

ყოველი I = [(1·, 00] სახის მონაკვეთისათვის, ]·—·1(1) C 5; 

ყოველი 1 =(0ო0, 00] სახის მონაკვეთისათვის, ]·—1(1·) C 5; 

ყოველი 1 = [—00,0·] სახის მონაკვეთისათვის, ]·—] (I) C 5; 

ყოველი I= [—00,(1,) სახის მონაკვეთისათვის, ]·—1(1) C 5; 

გაფართოებული რიცხვითი ღერძის ყოველი ბორელის 4 ქვესიმ– 

რავლისათვის, ]·—] (!4) C 5. 

ზომადი სივრცე ეწოდება (X,5) წყვილს, სადაც X რაიმე არაცარიელი 

სიმრაელეა, ხოლო § არის X-ის ქვესიმრაელეთა რაიმე თ-ალგებრა, 

ლემა 7.1.L. ვთქვათ, (X,5) ზომადი სივრცეა. მაშინ ნებისმიერი წკ 

X–X» ასახვისათვის, 

I.=(4CV # 1(4)C5) 

კლასი წარმოადგენს თ-ალგებრას, 
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დამტკიცება. IL/ კლასის საჭირო თვისებები უშუალოდ გამომდინარეობს 

შემდეგი ტოლობებიდან: 

# '%V)=X, L 'I((4V8)= / '(4)V/ I(8), 

/ი ([·_31 #.) = 91.!—1(/1"), 
საღაც 4,8 და 4, (ი C M) წარმოადგენენ II/-ის ნებისმიერ ქვესიმრავ- 

ლეებს, L 

ეთქვათ, X და / არაცარიელი სიმრაელეებია, 5 და X შესაბამისად 

წარმოადგენენ X-ის და X -ის ქვესიმრავლეთა რაიმე კლასებს. / : X –– V 
ასახვას ეწოდება (5,1)-ზომადი, თუ ყოველი 4 C I სიმრაელის /“1(4) 

წინასახე ეკუთვნის § კლასს, 

შევნიშნოთ, რომ ზომიან (X, 5, ,ც) სივრცეზე განსაზღერული / ფუნქციის 

ზომადობა ნიშნავს მის (5.I1)-ზომადობას, სადაც 1 არის გაფართოებული 

რიცხვითი ღერძის ყველა შესაძლო მონაკვეთის კლასი. 

ლემა 7.1.2. ვთქვათ, (X,5) ზომადი სივრცეა, » არაცარიელი სიმრავ- 

ლეა, ხოლო III და II არიან X -·-ის ქვესიმრავლეთა კლასები, ისეთები, 

რომ 0·0(!—[1) = თძ(Iი). მაშინ ნებისმიერი # X -3 » ასახვისათვის 

შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 
« / ასახვა (5,II1)-ზომადია; 
« / ასახვა (5, LI2)-ზომადია. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ | ასახვა (5,IL)-ზომადია. ცხადია, LL C 

LV/. საიდანაც, ლემა 7.1.1-ის ძალით შივიღებთ, რომ თი(LML) C IV/. აქედან, 

ლემის პირობის გათვალისწინებით გვექნება: M C თი(II2) = თი(81) C LL. 

რაც ცხადია, იწეევს / ასახვის (5, ILI2)-ზომადობას, ანალოგიურად ვაჩევენებთ 

შებრუნებული იმპლფაციის სამართლიანობას., ლემა დამტკიცებულია. C 

თეორემა 7.1.-ის დამტკიცება. LL იყოს გაფართოებული რიცხვითი ღერ- 
ძის ყველა შესაძლო მონაკვეთის კლასი, ხოლო VI, (1 C 2,6) იყოს რიგით 

ჯ-ურ წინადადებაში მითითებული ყეელა იმ სიმრავლის კლასი, რომელთათვი- 

საც გარანტირებულია წინასასეთა ბომადობა (მაგალითად, IIვ იქნება ყველა 

I = (ი,CI სახის მონაჰვეთის კლასი), 

§ვ.ტ4-ში დადგენილი შედეგების საფუძველზე ადვილი შესამოწმებელია, 

რომ II (: C 1,6) კლასებით წარმოქმნილი თ-ალგებრები ერთი და იგი- 

ვეა და ტოლია ,8(IL) ბორელის თ-ალგებრისა, საიდანაც, ლემა 7.1.2-ის ძა- 

ლით ვასკვნით ექვსივე წინადადების ეკვივალენტურობას. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. C) 
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შენიშვნა 7.LL საბოგაღოდ, თუ ვიცით, რომ გაფართოებული რიცხვითი 

ღერძის ქვესიმრავლეთა II კლასით წარმოქმნილი თ-ალგებრა ემთხვევა 8(LL) 

ბორელის თ-ალგებრას, მაშინ / ფუნქციის ზომადობა ტოლფასია შემღეგი 

პირობის: ყოველი „2 C II სიმრავლისათვის, / “ 1(,4) C 5. 

4C7 სიმრავლის მახასიათებელი ფუნქცია X სიმრაყლეში (მოკლედ, 

მახასიათებეული ფუნქცია) აღინიშნება X„ სიმბოლოთი და განისაზღვრება 

შემდეგნაირად: 

1, თუ ჯC , 
ჯ) = 

X4(9) [0, თუ ჯC #X V 4. 

შემდგომში სიმიოიკლისათვის (# > ი1)-თი აღვნიშნავთ /“1((თ,%C)) = (; C 

X : #(ჯ) > ი) სიმრავლეს., მსგავსად იქნება გაგებული (/ > თ), (/ <ი) და 
ა.შ. აღნიშვნები. 

თეორემა 7.I2. 4 C X სიმრავლის მახასიათებელი X ფუნქცია 

ზომადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ზჯსომადია 4 სიმრავლე. 

დამტკიცება. განვიხილოთ (ი,C9)| სახის მონასვეთების წინასახეები X,„ 
ფუნქციის მოქმედებისას, გვექნება, რომ 

მ, თუ 20>1, 
(X4>0ი1=4%4#4, თუ 0<9<1, 

X, თუ 0<0. 

საიდანაც, თეორემა 7.1.I-ის ძალით ვასკენით დასამტკიცებელი დებულების 

სამართლიანობას, L) 

ეთქვათ, L C I . ლებეგის აზრით ზომადი სიმრავლეა / V#; 3 M 

ფუნქციას ეწოდება ლებეგის ახრით ზომადი, თუ გაფართოებული რიცხვითი 

ღერძის ნებისმიერი 1 მონაკვეთის /“1(I) წინასახე ლებეგის აზრით ზომადი 

სიმრავლეა. 

ეთქვათ, X C #" ბორელის სიმრავლეა. # # - L ფუნქციას ეწოდება 

ბორელის აზრით ზომადი, თუ გაფართოებული რიცხეითი ღერძის ნებისმიერი 

I მონაკვეთის /“1(#/) წინასახე ბორელის კლასის სიმრავლეა, 

ცხადია, ყოველი ბორელის აზრით ზომადი ფუნქცია ზომადია ლებეგის 

აბრითაც. 

არაცარიელ L C I” სიმრავლეზე განსაზღვრული სასრული / ფუნქციის 

უწყვეტობა გაიგება L სიმრავლეში ბუნებრივი მანძილის მიხედვით. 

თეორემა 7.1.3. ვთქვათ, # C IჯL” ლებეგის ახზრით ზომადი სიმრავლეა 

და 1:M-–5M უწყვეტი ფუნქციაა. მაშინ / ლებეგის აზრით ზომადია. 
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დამტკიცება. განევიხილოთ (ი,C%) სახის მონაკვეთების წინასახეები / 
ფუნქციის მოქმედებისას, უწყვეტ ასახვათა მახასიათებელი თვისება მდგომა- 
რეობს იმაში, რომ (იხ, დანართი 2) ღია სიმრავლის წინასახე ასევე ღია 

სიმრაელეა. ამ თვისების ძალით, #“1((ი,%)) არის #-ს ღია ქვესიმრავლე 

#-ში არსებული ბუნებრივი მანძილის მიხედვით. შედეგად (იხ. დანართი 2), 

I I(თ,%)) წარმოდგება C რ # სახით, სადაც C არის ღია სიმრავლე 

I" სივრცეში. აქედან, თუ გავითვალისწინებთ, რომ LL5-ის ნებისმიერი ღია 

სიმრავლე ლებეგის აზრით ზომადია, თეორემა 7.1.1-ის ძალით დავასკენით / 
ფუნქციის ლებეგის აზრით ზომადობას. თეორემა დამტკიცებულია, C) 

შენიშვნა 7.L2. ღირიხლეს ფუნქციის, ანუ რაციონალურ რიცხეთა სიმრაე- 

ლის მახასიათებელი ფუნქციის მაგალითი გვიჩვენებს, რომ ლებეგის აბრით 

ზომადი ფუნქცია შეიძლება ყველა წერტილში წყვეტილი იყოს, 

თეორემა 7.1.3-ის მსგავსად მტკიცდება შემდეგი დებულება. 

თეორემა 7.1.4. ვთქვათ, L C IX" ბორელის სიერავლეა ღა 17:– IC) 

უწყვეტი ფუნქციაა. მაშინ / ბორელის აზრით ზომადია. 

აქვე შევნიშმნოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი ორი მარტიეალ შესა.- 

მოწმებელი წინადადება; 1) რიცხვითი ღერძის ლებეგის აზრით ზომად ქვესიმ- 

რაელეზე განსაზღერული ნებისმიერი მონოტონური ფუნქცია ლებეგის აბრით 

ზომადია; 2) რიცხვითი ღერძის ბორელის აზრით ზომად ქვესიმრავლეზე გან- 

საზღვრული ნებისმიერი მონოტონური ფუნქცია ბორელის აზრით ზომაღია, 

ამოცანები 

1. აჩვენეთ, რომ თუ / ზომადი ფუნქციაა., მაშინ (# = ი) სიმრაელე ზომა- 

დია ნებისმიერი ი C L-სთვის, არის თუ არა სამართლიანი შებრუნებული 

წინადადება? 
2. აჩეენეთ. რომ თუ (/ > »1 სიმრაელე ზომადია ყოეელი რაციონალური ჯ 

რიცხეისათვის, მაშინ / ფუნქცია ზომადია. 

§82. ზომადი ასახვების კომპოზიცია 

თეორემა 7.9.1. ყთქვათ, ყოველი L C ჟ·სთვის X, არაცარიელი 

სიერავლეა, ხოლო 5. არის X#-ს ქვესიმრავლეთა რაიმე არაცარიელი 

კლასი. თუ #/ : X) -3 X ასახვა (51, 55)-ზომადია, ხოლო ყ : X2 –> Xვ 

ასახვა კი (52, 53)-ზომადი, მამინ მათი 99/ კომპოზიცია არის (5), 5)- 

ზომადი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, » C §ვ. მაშინ ყ-ს (52,5ვ)-ზომაღობის ძალით, 

ყ“!(4) C 5. შემდეგ კი, /-ის (5),50)-მომადობის ძალით გვექნება, როი 
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#L-1(ე“1(4)) C 5). საიდანაც, თუ გავითვალისწინებთ / -1 (ე' 1(4)) = (ეი 
#)“ '(4) ტოლობას, დავასცვნით ყC0 / ასასვის (§), 5კ)-ზომადობას. თეორემა 

დამტკიცებულია, C) 

თეორემა 7.2.2. ვთქვათ, (X,5,/,) ზომიანი სივრცეს, #, X -–3Vს% 

(/··· C 1,7·1·) #–··ხომადი ფუნქციებია, ხოლო 1? M II%"· -I ბორელის ახრით 

ზომადი ფუნქციაა. მაშინ შემდეგნაირად განსახღვრული X#M/1,..., #ი) 

ფუნქცია: 
X337->XM(M)(თი),...,/»„(2)) C II#, 

არის //-ზომადი. 

დამტკიცება. თ-თი აღენიშნოთ შემდეგი ასახვა: 

X3თ989 - (M)(V),...,IV(თ)) C IL"”. 

ცსადია, #(/),..., ი) = # 9 წ. ვაჩვენოთ, რომ დ არის (§, /ბ,)-ზომადი, 

სადაც #ა, აღნიშნავს IL” სივრცეში X (ი,., -) სახის ყველა 7-განზომილებიანი 
3=1 

მონაკვეთის კლასს. მართლაც, /; ფუნქციების ზომადობის საფუძველზე გვექნე- 

ბა ჰ 

(I)—I(@1 (თ-, %)) = [I CX (ჩ(2),..., /.(2)) C ჯჭ·(ო··თ)] = 

” 

= ი(უნ)·”:]ჯ·(·ფ)>თ:] C5. 

X=1 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ, რომ /", კლასით წარმოქმნილი თ-ალგებრა 

ემთხვევა L” სივრცის ბორელის თ-ალგებრას (იხ, §3.4), მაშინ ლემა 7.1.2-ის 

საფუძველზე დავასკვნით # ასახვის (5,/3(IL”))-ზომადობას, 

ამრიგად, დ ასახვა არის (5,I3(M-”))-ზომადღი, ხოლო #' ფუნქცია კი, 

(80L”"), 80%))-ზომადი შედეგად, თეორემა 7.2.1-ის ძალით #(C#9M,...,#ი) 

ფუნქცია იქნება ზომადი. თეორემა დამტკიცებულია. (8) 

შედეგი 7.2.L. ვთქვათ, # C IL ლებეგის ახზხრით სომადი არაცარიელი 

სიმრავლეა, 7 L535Vს ფუნქცია ლებეგის ახრით ზომადია, ხოლო 

:I - I ფუნქცია კი არის ბორელის ახზრით ზხომადი. მაშინ #9ი#/ 

ფუნქცია ლებეგის ახრით ზომადია. 

შენიშვნა 7.2.L შემდგომში (იხ, §7.4) ნაჩვენები იქნება, რომ ლებეგის 

აზრით ზომადი ორი ფუნქციის კომპოზიცია შეიძლება არ იყოს ლებეგის აზრით 

ზომადი, 
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§ 3. მოქმედებები ზომად ფუნქციებზე 

ქვემოთ ვიგულისხმებთ, რომ (X,5,/) ფიქსირებული ზომიანი სივრცეა და 

განეიხილავთ X-ზე განსაზღვრულ ფუნქციებს., 

როგორე შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, არითმერტიჯელი ხასიათის ოპერ- 

აციებს არ გამოვყავართ ბომად ფუნქციათა კლასიდან. 

თეორემა 7.მ.I. ვთქვათ, / და 9 ზომადი სასრული ფუნქციებია. მაშინ 

შემდეგი ფ·ენქციები ზომადია: C/ (C C L#)., / +-9. #19. 1/9 (თუ 0 C 

9ყ(X)), LII(#, ძ), IიმX(#/, 9), |VI. 

დამტკიცება. დასამტკიცებელი წინადადებები გამომდინარეობენ თეორემა 

7:2.2-დან, თუ მას შესაბამისად გამოვიყენებთ შემდეგი ფუნქციებისათეის: 

#I(ჯ) = C(; ჩ5(/1./2) =1) +1M2: Mყ((1,12) = #179: 

1რ ჯ ჩც) = 1 +: როცა 1790, 
0, როცა ჯ =0; 

#5(11, 9) = #იI9M(#I , ჩ5); ჩი6(#),42) = წიმX(#ჩ),/2): #7(1) = ILI. 

შევნიშნოთ, რომ თეორემა 7.2.2-ის გამოყენების საფუძველია #V, ფუნქციების 

ბორელის აზრით ზომადობა, რაც #: # 4 შემთსვევებში გამომდინარეობს #X 

ფუნქციების უწყვეტობიღან, ხოლო L = 4 შემთხვეეაში კი, L ფუნქციის 

უწყვეტობიდან (–C.0) და (0,Cლ) სხივებზე. 
თეორემა დამტკიცებულია, C) 

შევთანსმდეთ, რომ: თ-+ი =ი+C-%=C (ი C X), –=ლ=+0=0+(–=) = 

-ი (თCIსV) XX+C=C%-(-%«)=VC%, - =-– C= -თ%C+(-Cთ)= –C. 

C-CლC=-%-ი-(--%X)=0, თX(+2-)=(+-)XC=+0 (9CX,0>0). 
თ X (+ი0) = (+ლ0C) X 0ი = +20 (0 C ჯ,ი <0), 0X(+ი090) = (+CC) X0 =0, 
ი0 X C02 =(–-C60) X (–0ე:) = C;, (–%)XC=CX(–ი09) = –=9, 31 =0 

(თიCIM) –ლ<ი<Cი(იC1:) 

თეორემა 7.3.1-ის მსგაესი დებულება სამართლიანია ნებისმიერი (არა 

აუცილებლად სასრული) ფუნქციებისთვისაც. 

თეორემა 7.8.2. ვთქვათ, / და 9 ზომადი ფუნქციებია. მაშინ შემდეგი 
ფუნქციები ჭომადია: C/ (C C IL), /+9, Iე, 1/ე (თუ0 6 9«(X)), 

იიIი(/, 9), IV9X(/, 9), III 
დამტკიცება. დაეამტკიცოთ /ე ნამრაელის ზომადობა. დანარჩენი შემ- 

თხეეევები ანალოტიურია, 

ადვილი შესამოწმებელია შემდეგი დებულების სამართლიანობა: დაეუშვათ, 

” რაიმე ფუნქციაა X-ზე, ხოლო 41ჰ,..., 4ი წყვილ-წყეილად თანაუკვეთა 
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ზომადი სიმრავლეებია, რომელთა გაერთიანება X-ის ტოლია. მაშინ #, ფ-ენ- 

ქციის ზომადობისათვის აუცილებელი და საკმარისია ზომადი იყოს თითოეული 

4.- 4, ფუნქციებს შორის, 

ნებისმიერი ” ფუნქციისათეის შემოვიღოთ აღნიშენები: 41(V) = (ი < 

)სჩ) < C), 459(,M) = (# = %), 4ვ(#) = (M = –C%), -44(/-) = (ჩ =0). 
ზემოთ მოცემული დებულების ძალით, /(0 ფუნქციის ზომადობა დადგენილი 

იქნება, თუ ვაჩვენებთ, რომ თითოეული ( /9)|4,(/)ი#,(ი) (%2 C 1,4) შეზღუდ- 
ვებს შორის არის ზომადი. ეს ფაქტი უშუალოდ მოწმდება, თუ ერთ-ერთი მაინც 

1 და 7 ინდექსებს შორის არ უდრის 1-ს. რაც შეესება ჯ = 1,1 = 1 შემთხვევას: 

ზემოთ მოცემული დებულების ძალით, #| , (/ო (ყე და 9)#/.(/)ო,,(ე) ფუნ- 

ქციები ზომადია, საიდანაც თუ გავითვალისწინებთ 

(#9)I4.(/ოტ+(9) = II#(/)რ4) (9) 914:(/)რ4) (9) 
ტოლობას და გამოვიყენებთ თეორემა 7.3.1-ს, დაეასკვნით (#9)|,(/)ი#4,(9) 

ფუნქციის გომადობას, ამით /0 ნამრავლის ზომადობა დადგენილია. თეორემა 

დამტკიცებულია. 5 

არითმეტიფულ ოპერაციებთან ერთად ზომად ფუნქციათა კლასი ჩაკეტილია 

ზღვარითი ოპერაციების მიმართაც, კერძოდ, სამართლიასია შემდეგი თეორემა, 

თეორემა 7.3.3. თუ (#») ზომადი ფუნქციების მიმდევრობაა, მაშინ 

შემდეგი ფუნქციები ზომადია: 

1111·· ი, 5სი/ი, Iი #, I"" ჰი. 
CI 3-3% 

კერძოდ, თუ ყოველი ჯ C X წერტილისათვის არსებობს სასრული ან 

უსასრულო ზღვარი "1—I+II·)10 #ი(თ), მაშინ "11)[120 #ი ფუნქცია %ზომადია. 

ღამტკიცება. ნებისმიერი ი C ]1—ღ·–სთვის გვაქვს, რომ: 

[I : ჭზჩ!”(:უ) > ე·ჯ = 5[1· :ი(თ) > “]· C5; 

[I 5[]]·) 1ი (2:) < ცჯ ი[ქ· ჰი(თ) < ი) C5. 
1:=1 

ამით IიI / და §სი ]·„ ფუნქციების ზომადობა დადგენილია. 
თCIM იCM 

თუ გავითვალისწინებთ ტოლობებს: 1Iი / = 3სე 1"!·· ·/·L] 10 / = 
ი5-% »CM გ”ლიი 

1";· §სი ]ჯ·]· მაშინ ზომად ფუხქციათა სუპრემუმისა და ისფიმუმის ზომადობის 
»CM ხ>ი 

უკვე დადგენილი თვისებიდან გამომდინარე, დავასკენით Iთ / და ხი / 
ი-359% ი–ი09 

ფუნქციების ზომადობას, თეორემა დამტკიცებულია. C) 
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აეოცანები 

L. აჩეენეთ, რომ თუ /? ზომადი ფუნქციაა, მაშინ / ზომადია. არის თუ არა 

იგიეე დასკვნა სამართლიანი /2-ის ზგომადობის შემთხეეეაში? 

2, აჩვენეთ, რომ თუ §) ზომად ფუნქციათა არათვლადი კლასია, მაშინ ]II·I·I_·] #(თ) 

და §სის /(«) შეიძლება არაზომადი ფუნქციები იყვნენ. ' 
Cი 

3. აჩვენეთ, რომ თუ C) არის (0, 1)-ზე. განსაზღერულ უწყვეტ ფუნქციათა არა- 
ცარიელი კლასი, მაშინ ]II·I·I··· #(თ) და §სი /(თ) ფუნქციები ლებეგის აბრით 

C #6ი 
ბომადი არიან, 

4. ვთქვათ, / I0,1) –> # ფუნქცია ლებეგის აბრით ზომაღია, აჩვენეთ, რომ 

ყვეელა იმ წერტილის 4 სიმრავლე, რომელშიც არსებობს /#-ის სასრული 

წარმოებული, არის ლებეგის აზრით გომადი. აჩვენეთ აგრეთვე. რომ /”, 

როგორც 4 სიმრავლებე განსაზღვრული ფუნქცია, არის ლებეგის აზრით 

ზომადი, 

§4. კანტორის ფუნქცია 

ქვემოთ მოცემული აგება მიზნად ისახავს ნამდეილი ანალიბის ერთ-ერთი 

მნიშვნელოვანი ობიექტის - კანტორის ფუნქციის განსაზღერას, 

L გ-ით აღენიშნოთ კანტორის სიმრავლის აგების თ-ურ ეტაჰზე |0,1|) სეგ- 

მენტიდან ამოგდებული ყველა ინტერვალის კლასი, ხოლო #ეგ იყოს IL),..., 

II კლასების გაერთიანება. 

#იე შედგება 2" – 1 ცალი წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ინტერვალისავგან: 

ჩ = (I),...,I0--1), ხოლო IIგ+) შედგება 2" ცალი წყვილ-წყვ·ილად თა- 
ნაუკვეთი ინტერვალისაგან: II: = (§+#7), .-. /2ი)1. ეიგულისხმოთ, რომ რო- 

გორც II., ასევე #,, ინტერეალები გადანომრილია მათი მდებარეობის მარცხნი- 

დან მარჯუვნივ გადანაცვლების შესაბამისად. შევნიშნოთ, რომ II,,ე კლასის 

ინტერვალები ლაგდებიან #, კლასის ინტერვალებს შორის, სახელდობრ, V 

მოთავსებულია ჯ = 0 წერტილსა და 71ე ინტერეალს შორის, ”: მოთავსებულია 

L და 1 ინტერვალებს შორის, და ა.შ. ი» მოთავსებულია ჯ„ ჯ ინტერ- 

ვალსა და ჯ = 1 წერტილს შორის. ამრიგად, #,„-დან #ეგ+1-ბე გადასვლისას 

ხდება კლასის გაფართოება, რომლის დროსაც შემომატებული ინტერვალები 

იკავებენ კენტნომრიან 1,3,...,25+! –- 1 პოზიციებს, ხოლო #„-ში შემავალი 

შძველი ინტერვალები გადადიან ლუწნომრიან: 2,4,...,25+1 – 2 პოზიციებზე. 

0, იყოს ფუნქცია, რომელიც #გ კლასის /),/9,...,1I---1 ინტერვალებზე 

შესაბამისად ღებულობს »-, 2>,..., 2=1 მნიშვნელობებს. 

იმის გათეალისწინებნთ· :თუ როგ[·;რ ხდება #აც-დან #იგ+)-ზე გადასვლისას 

შემომატებული და მანამდე არსებული ინტერვალების გადანომვრა, აღვილი 

დასანახია, რომ ყოველი თ-სთვის 0„+)1 წარმოადგენს 0მეც-ის გაგრძელებას, ეს 
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უკანასკნელი გარემოება საშუალებას იძლევა შემოვიღოთ 60“ ფუნქცია, რომე- 

ლიც განსაზღვრულია კანტორის სიმრავლის ყველა დამატებით ინტერვალზე 

(ე.ი. [0. 1) ს სიმრავლებე) და ყოველი ?!-სთვის წარმოადგენს მე ფუსქცი- 

ის გაგრძელებას. კერძოდ, 0? ფუნქციის განსაზღვრისათვის უსდა მოვიქცეთ 

შემდეგნაირად: კანტორის სიმრავლის ნებისმიერი დამატებითი / ინტერვალი- 

სათვის უნდა განვიხილოთ ყველა ის »,7 + 1,... ნომერი, რომელთათვისაც 

I C #ე და 0” ფუნქციას I ინტერვალზე უნდა მივანიჭოთ 0,,0,,+),... ფუნქცი- 
ების მიერ I-ზე მიღებული საერთო მნიშვნელობა. მარტივი დასანახია, რომ: 

§" ზრდადია თავის განსაზღერის არეზე, მუდმივია კანტორის სიმრაელის ყო- 

ველ დამატებით ინტერვალზე და ღებულობს 2—*,: (იCIM, M#=1,2,...,2" –1) 
სახის ყველა მნიშვნელობას, 

0 : I0,1) –+IL ფუნქცია განვსაზღვროთ შემდეგნაირად: 80(0) = 0 და 

0(9:) = §სხი(0"(V) :) < «, C I0,1IსI)) (0<X#<1). 

ცხადია, 0 ზრდადია, ხოლო 0" ფუნქციის ზრდადობიდან უშუალოდ გამომდი- 

ნარეობს, რომ 0 წარმოადგენს 0“-ის გაგრძელებას. ამრიგად, 0 ზრდადი ფუნ- 

ქციაა, რომლის მიერ მიღებული მნიშვნელობების სიმრავლე ყველგან მჯვრივია 

(0, 1)-ში, ასეთი თვისებების მქონე ფუნქცია კი უწყვეტია. მართლაც, დავუშ- 

ვათ საწინააღმდეგო: რომელიღაც ჯ C |0,1) წერტილში 0 განიცდის წყეეტას. 

აღვნიშნოთ 

(0(2),0(2 +0)), თუ ჯ=0, 

I = « (0(= – 0),0(დ +0)) V (0(>)), თუ « C(0.1), 
(მ(2 – 0),0(=)), თუ ჯ =1. 

0-ს ზრდადობის გამო ადვილი დასანასია, რომ 60 ვერ მიიღებს ვერცერთ 

მნიშვნელობას I-დან, რაც ეწინააღმდეგება 0-ს მიერ მიღებულ მნიშვნელობათა 

სიმრავლის ყველგან მკვრივობას [0I 1]–ში· 

0-ს კანტორის ფუნქციას უწოდებენ როგორც ზემოთ დავადგინეთ, 0 
ფუნქციას აქვს თვისებები: 

ი 0 არის (0,1|)-ზე განსაზღვრული, ზრდადი და უწყვეტი; 

« 0(0) = 0 და 0(1) =1. შედეგად, 0 არაა მუდმივი: 

ა 0 მუდმივია კანტორის სიმრავლის ყოველ დამატებით ინტერვალმზე. 

შედეგად, 0'(=) = 0 თითქმის ყველგან (0, 1|-ზე. 
ნახ. 7.2-ზე მოცემულია კანტორის ფუნქციის გრაფიკის ესციზი, 

შემდეგი თეორემა მტკიცდება კანტორის ფუნქციის თვისებების გამოყენე- 

ბით. 

თეორემა 7.4.L არსებობენ ლებეგის აზრით ზომადი #: [0, 1] _ [0, 1] 

და 9: I0, 1] ლ [0, 1] ფუნქციები, ისეთები, რომ: 
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ნახ. 7.2. 

« მოიძებნება ლებეგის აზრით ზომადი 4 C (0, 1) სიმრავლე, რომ 

ლის / 1(/1) წინასახე არაა ლებეგის აზრით ზომადი; 
« 09 / არაა ლებეგის ახრით ზსომადი. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ( : |0,1) –» M ფუნქცია, განსაზღვრული შემ- 
დეგი ტოლობით: 

ყ2(2:) = ჭმ(:) + ჭ“·· (« C (0,1)), 

სადაც 0 კანტორის ფ-ენქციაა თუ გავითვალისწინებთ კანტორის ფუნქციის 

თვისებებს, დავასკვნით, რომ: 

« დ მკაცრად ზრდადია, უწყვეტია და ბიექციურად ასახაეს (0,1| სეგ- 

მენტს თავის თაეში; 

დ« კანტორის სიმრავლის დამატებითი სიმრავლის «2X(0.1|) VL)) ანასახის 

ზომა 1/2-ის ტოლია. შედეგად, 1/2-ის ტოლი ზომა აქვს კანტორის 

სიმრავლის «X(I)I) ანასახსაც. 

ყოველი დადებითი ლებეგის ზომის სიმრავლე შეიცავს არაზომად ქეესიმ- 

რაელეს, რის გამოც არსებობს (2(0) სიმრავლის არაზომადი #V/ ქეესიმრავლე. 
M#-ით აღენიშნოთ #/-ის წინასახე 90··1(1·4 ). V როგორც ნულზომიანი I სიმ- 

რავლის ქვესიმრაელე, იქნება ლებეგის აზრით ზომადი, ამრიგად. (2 ფუნქციის 

მოქმედებისას ზომადი V სიმრაელის ანასახი გამოდის არაზომადი #I სიმ- 

რაელე. 

# განვესაზღვროთ როგორც «-ს შებრუნებული ფუნქცია. მაშინ / იქნე- 
ბა უწყეეტი და შედეგად, ლებეგის აზრით ბზომადიც. ამასთან, შესრულდება 

ტოლობა L “ 1(V) = #/. ამით თეორემის პირველი ნაწილი დადგენილია, შემ- 

დეგ, თუ ყ ფუნქციას განვსაზღვრავთ, როგორც MV სიმრავლის მახასიათებელ 
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ფჟუნქციას, გვექნება, რომ 

(0C/ =1) = /' I((ყ=1))= / 1(M) = 
რაც ნიშნავს 9 9 / კომპოზიციის არაზომადობას, ამით თეორემა დამტკი- 

ცებულია, I5) 

ქვემოთ მოცემული ორი დებულება წარმოადგენს თეორემა 7.4.1-ის შე- 

დეგს. 

თეორემა 7.#.2. არსებობს ლებეგის ასრით ზომადი სიმრავლე, რომე- 

ლიც არაა ბორელის სიმრავლე. 

დამტკიცება. განეიხილოთ ლებეგის აზრით ზომადი 4 სიმრავლე და / 

ფუნქცია თეორემა 7.4.1-დან. მაშინ 4 ვერ იქნება ბორელის სიმრავლე, ვინა- 

იდან, წინააღმდეგ შემთხვევაში, მისი /“1(/4) წინასასე (#-ის ლებეგის აზრით 

ზომადობის ძალით) გამოვა ლებეგის აზრით ზომადი, რაც ეწინააღმდეგება 

თეორემა 7.4.1-ის პირეელ დასცენას. (8) 

შენიშვნა 7.#4.L ლებეგის აზრით ზომად სიმრავლეთა C კლასი რომ უფრო 
ფართოა, ვიდრე ბორელის სიმრავლეთა 8(LL) კლასი, ამის დამტკიცება შეიძ- 

ლება სიმძლავრესთან დაკავშირებულ მოსაზრებებზე დაყრდნობითაც. კერძოდ, 

C ჰიპერკონტინუუმის, სხოლო 8(L) კი კონტინუუმის სიმძლავრისაა. CიLძ # 

= X ტოლობის მისაღებად საკმარისია გავითვალისწინოთ ლებეგის ზომის 

სისრულე და კანტორის სიმრავლის ლებეგის აზრით ზომადობა. 501) კლა- 

სისათვის C29 3(L) = C ტოლობის დამტკიცება შედღარებით რთულია და 

მოითხოვს ტრანსფინიტული ინდუქციის გამოყენებას (იხ. მაგ.. |I6), §1.6). 

თეორემა 7.#.3. ბორელის ზომას არა აქვს სისრულის თვისება. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ლებეგის აზრით ზომადი # C (|0,1) სიმრაელე, 

რომელიც არაა ბორელის სიმრავლე, თეორემა 5.4.3-ის ძალით, 4 წარმოდ- 

გება სახით „4 = M LIIV, სადაც M C 8(L), ხოლო MV ისეთია, რომ მისთვის 

მოიძებნება M C 58(0L) სიმრავლე თვისებებით: M C M და "18(1V ) = 

მაშინ M წარმოადგენს სიმრავლეს, რომელიც ჩართულია ნულის ტოლი ბო– 

რელის ზომის მქონე M სიმრავლეში, მაგრამ არაა ზომადი ბორელის ზომის 

მიხედვით. შედეგად, ბორელის ზომას არა აქეს სისრულის თვისება. C) 

§ 5. ზომადი ფუნქციის მიახლოება მარცტივი ფუნქციების 
მეშვეობით 

ვთქვათ, (X,5,/) ზომიანი სივრცე. , X - IL ფუნქციას ეწოდება 
მარტივი, თუ / არის ზომადი და ღებულობს სასრული რაოდენობის მნიშვნე- 

ლობებს. 
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მარტივი / ფუნქციის სტანდარტული წარმოდგენა ვუწოდოთ ჯამს: 

7 

2 0I:X#VC) 

IL=1 

საღაც /(X) = 10),...,ძიე)| ღა 4, = (/ = 0;). ცხადია, ,1, სიმრავლეები 
ზომადები არიან. 

მარტივი ფუნქციის ელემენტარული მაგალითია ზომადი ,#4 სიმრავლის 

მახასიათებელი X, ფუნქცია. 

მარტივ ფუნქციებს არსებითი დატვირთვა აქვთ ლებეგის ინტეგრალის 

კონსტრუქციაში, 

ფუნქციათა (#„) მიმდევრობას ვუწოდოთ წერტილოენად კრებადი, თუ 

ყოველი ჯ C X წერტილისათვის არსებობს II /„(თ) ზღეარი. 

ნებისმიერი ზომადი ფუნქცია შეიძლება %36,···:·(”]ოეადგინოთ· როგორც მარ- 

ტივ ფუნქციათა მიმდევრობის წერტილოვანი ზღვარი, კერძოდ, სამართლიანია 

შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 7.5.1. ნებისმიერი ზომადი / ფუნქციისათვის არსებობს მარ- 

ტივ ფუნქციათა (/„) მიმდევრობა, ისეთი, რომ 1]_)"1 #ი(თ) = M(ჯ) ყო- 
.-3% 

ველი ჯ C # წერტილისათვის. თუ / არაუარყოფითი ფუნქციაა, მაშინ 

(/ი) შეიძლება შევარჩიოთ ისე, რომ დამატებით სრულდებოდეს პირობა: 

0 < /)(«) < #5(ჯ) < (ჯ C X); 

ხოლო, თუ / შემოსახღვრული ფუნქციაა, მაშინ შეიძლება მივაღწიოთ 

(]·„) მიმდეყრობის თანაბარ კრებადობას. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 4 = (#ი,...,1.) მონაკეეთებისაგან შედგენილი 
კლასია, ისეთი, რომ: /ც = I00,0C1),II = (01.02),...,Iი-1 = (იი-1.0ი),1ი = 

(ი, C), სადაც 0 = იი < 0) < < იგ < «. არაუარყოფითი ზომადი / 

ფუნქციის /#-გამარტივება ვუწოდოთ შემდეგ ფუნქციას: 
'/ 

#ა = 2“1··X[|6IM· 
IL=0 

#-დან /„ ფუნქციაზე გადასელისას მართლაც ხდება ფუნქციის ყოფაქცევის 

გამარტივება, ვინაიდან ((/ C I1 სიმრავლეზე / ფუნქცია შეიძლება ღებულობ- 

დეს ნებისმიერ მნიშვნელობას I მონაკვეთიდან, მაშინ, როცა /„ ღებულობს 

ერთადერთ მნიშვნელობას, რომელიც I მონაკვეთის ქვედა საზღვრის ტოლია 

(ნახ. 7.3). 

მოვიყვანოთ /+-გამარტივების თვისებები: 

« /გ მარტივი ფუნქციაა;



რ 

რ 

თ. 

M “ L 
· ' 

' 

“ 

ნახ. 7.3. 

ი თუ /(ჯ) < ძაე, მაშინ 0 < /() – /„(7) < Xგ, სადაც Xგ არის 

მაქსიმალური # კლასის მონა)ვეთების სიგრძეებს შორის; 

« თუ /(თ) >0», მაშინ /გ(>) = ძე: 
ა თუ #" ოჯახის მონაკვეთები მიიღებიან / კლასის მონაკვეთების 

დანაწილების შედეგად, მაშინ /2- > #4. 
პირველი, მეორე და მესამე თვისებები მარტივად მოწმდება. მეოთსე 

თვისების დასადგენად განვიხილოთ ნებისმიერი ჯ» C X წერტილი. I(ჯ) რიცხვი 

შევა რომელიმე I C #" მონაკვეთში თავის მხრიე, ! მონაკვეთი შედის 

რომელიმე V C # მონა)ვეთში. მაშინ გვაქვს, რომ /„.-(ჯ) = IიLI > Iი(./ = 

#4(5). 
ვთქვათ, / არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა. ყოველი თ C M-სთვის გან- 

ვისილოთ #„ც კლასი, რომელიც შედგება 

I0, 1/2”), |1/2”, 2/2”), ..., IX – 1/2”,7), (ი, CI 

მონაკეეთებისაგან და ჯ,-ის როლში ავიღოთ /„, ფუნქცია. #ა,ე კლასის 

მონაკვეთები მიიღებიან #, კლასის მონაჰვეთების დანაწილების შედეგად, რის 

გამოც, #-გამარტივების თვისებებიდან გამომდინარე, (ჯ,გ) იქნება მარტივი 

არაუარყოფითი ფუნქციების ბრდადღი მიმდეერობა, ამასთანავე, შესრულდება 

პირობები: 

0 < #(2) – /„(2) < 1/2", თუ /(§) < »; 
და 

ჰ„(თ) = », თუ /(თ) > ». 
ცხადია, (/გ) მიმდევრობა აკმაყოფილებს არაუარყოფითი ფუნქციისათვის თე- 

ორემაში მოთხოვნილ ყველა პირობას, აქვე შევნიშნოთ, რომ / ფუნქციის 

შემოსაზღვრულობის შემთხვევაში, (#„) მიმდევრობის კრებადობას თახაბარი 

ხასიათი ექნება, 
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ნებისმიერი ზომადი / ფუნქციისათვის შემოვიღოთ ფუნქციები: 

+- – I/თ, თუI/(9 >0, 
/ (I)—[@ თუ /(დ) <0; 

-) _ 19, თუ /(4) > 0, 
, C) L](I),";·](I)(@ 

მათ, შესაბამისად, / ფუნქციის დადებით და უარყოფით ნაწილებს უწოდებენ. 

ცხადია, ორივე მათგანი არაუარყოფითია და / = /+ – /-. თუ გავითვალის- 

წინებთ /+(2) = თ2X(/(თ),0) და /+ = – თIი(/(<),0) ტოლობებს, თეორემა 
7.3.2-ის საფუძველზე დავასკვნით /+ და ჯ“ ფუნქციების ზომადობას, განვი- 

ხილოთ მარტივ ფუნქციათა (/+) და (/„) მიმღეერობები, რომელთაც აქეთ 

საჭირო თვისებები, შესაბამისად. /“ და /“ ფუნქციებთან მიმართებაში. მაშინ 

ცხადია, რომ მარტივ ფ-ენქციათა /„ = > - /- მიმდევრობა ყოველ წერ- 

ტილში კრებადი იქნება / ფუნქციისაკენ, ამასთან, / ფუნქციის შემოსაზღერუ- 

ლობის შემთხვევაში, კრებადობას ექნება თანაბარი ხასიათი, თეორემა ღამ- 

L ტკიცებულია. C 

შენიშვნა 7.5.. თუ არაუარყოფით ზომად / ფუნქციას აქვს თვისება: 

/I((/ > !)) < -0 ყოველი დადებითი (-სათვის, მაშინ თეორემა 7.5.1-ის 

დამტკიცებიდან ნათლაღ ჩანს, რომ ყოველი /, ფუნქცია დადებით მნიშვნე- 

ლობებს მიიღებს სასრული ზომის სიმრაელეებზე. 

ამოცანები 

1. აჩვენეთ. რომ ფუნქციათა მიმდეერობის წერტილოვანი კრებადობიდან, საზო- 

გადოდ, არ გამომდინარეობს მისი თანაბრად კრებადობა. 

§ 6. ეკვივალენტური ფუნქციები 
ქვემოთ ვიგულისხმებთ, რომ (X.5./,) ფიქსირებული ზომიანი სივრცეა და 

ცჩებები შემოღებული იქნება ამ სივრცესთან მიმართებაში. 

ეთქვათ, ყოველი ჯ„ C X წერტილისათვის მოცემულია #(») პირობა. ამ- 

ბობენ, რომ » პირობა სრულდება თითქმის ყოველ + C X წერტილში 

(მოკლედ, სრულდება თითქმის ყველგან). თუ ყველა იმ ჯ C X წერტილის 

Mინ სიმრავლე, რომელშიც არ სრულდება #(ჯ) პირობა, შეიძლება დაიფა- 

როს ნული ზომის სიმრავლის მეშვეობით, ე.ი. მოიძებნება , C § სიმრავლე 

თვისებებით: /((4) = 0 და M,„ C 4. შეენიშნოთ, რომ განსაზღვრებაში არაა 

მოთხოვნილი V-ი სიმრავლის ზომადობა. ცხადია, თუ /! ზომ—··) სრულია, მაშინ 

Mნ-ს ზომადობა თავისთავად უზრუნველყოფილი იქნება. 
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X-ზე განსაზღვრულ # და ყ ფუნქციებს ეწოდებათ ეკვივალენტური, თუ 

X(=) = 9(») პირობა სრულდება თითქმის ყოველ ჯ C X წერტილში. ფუნქცი- 

ათა ეკვივალენტობას აღხიშნავენ შემდეგნაირად: # ე ან 1 = ძ(იოძძ /!). 

თეორემა 7.წ.. ფუნქციათა ეკვივალენტობის მიმართებ·)ს აქვს ეკვივა- 

ლენტობის ზოგადი მიმართებისათვის დამახასიათებელი რეფლექსურობის, 

სიმეტრიულობისა და ტრანზიტულობის თვისებები. 

დამტკიცება. რეფლექსურობისა და სიმეტრიულობის თვისებები ცხადია, 

შევამოწმოთ ტრანზიტულობა. ვთქვათ, # = ყძ(ი0ძ /:!) და ჟ = ჩ(ოძ0ძ /). 

მაშინ მოიძებნებიან ნულზომიანი M და Mაე სიმრავლეები, რომელთათვისაც 

(/ # 9) C M, და (9. ” #) C Mა:. ახლა თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

#, L) Vგ ნული ზომისაა და (# # #) C M, L) M, დავაცენით / და ჩ 
ფუნქციების ეკვივალენტობას, თეორემა დამტკიცებულია., I88) 

თვორემა 7.6.2. თუ /, სომა სრულია, მაშინ ეკვივალენტურ ფუნქციათა 
შორის ერთ-ერთის ზომადობა იწვევს მეორე მათგანის ზომადობასაც. 

დამტკიცება. დავუშვათ, ყ ზომადია და | = ე(ოიიძ /). განეიხილოთ 

ნებისმიერი რიცხვი თ C IL. ე-ს ზომადობის გამო, (ე > (·1]· სიმრავლე არის 

ზომადი, ზომის სისრულიდან გამომდინარე კი, (# % ე) სიმრავლე არის 

ზომადი და მისი ზომა ნულის ტოლია, აღვნიშნოთ #,/ = (/ > 0) და M = 

9 > ძ). შევნიშნოთ, რომ: 

1) 9, 0ი% C (ჯ# 9), 
2) #; = (M/ V #ი) L) (/ ო Mე) = (#/ V #%9) L) (X%ე V (Mე V ##)). 
ამ ორი პირობიდან ზომის სისრულის საფუძველბე მარტივად ვასკვნით 

, სიმრაელის ზომადობას, რითაც თეორემა დამტკიცებულია, L) 

ამოცანები 

L. აატეთ ლებეგის აზრით ზომადღი / |0,1| –> IL ფუნქცია, ისეთი, რომ მისი 
ეკვივალენტური ნებისმიერი ფუნქცია იყოს ყველა წერტილში წყვეტილი. 

2. აჩვენეთ, რომ თუ |0,1|-ზე განსაზღვრული ორი უწყვეტი ფუნქცია ეკვივა- 
ლეხტურია ლებეგის ზომის მისედვით, მაშინ ეს ფუნქციები ყველა წერტილში 

ტოლია. 

§7. თითქმის ყველგან კრებადობა 

ქვემოთ ვიგულისხმებთ, რომ (X,5,/,) ფიქსირებული ზომიანი სივრცეა და 

განსახილავი ფუნქციები განსაზღვრულია X-ზე. 

ფუნქციათა (/) მიმდევრობას ეწოდება თითქმის ყველგან კრებადი / 

ფუნქციისაკენ, თუ ს—ჯ"ჰი Iი (7) = #(9:) პირობა სრულდება თითქმის ყოველი ე; C 
” 
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X წერტილისათვის. თითქმის ყველგან კრებადობას შემდეგნაირად აღნიშნავენ: 

ჰო -) #(ო0ძ /) ან / -3 # თ.ყ. 

თეორემა 7.7.. თუ ზომად ფუნქციათა (/-) მიმდევრობა თითქმის 
ყველგან კრებადია / ფუნქციისაკენ და დამატებით ცნობილია, რომ / 
ზომა სრულია, მაშინ / ფუნქცია ზომადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, V ნულბომიანი სიმრავლეა, რომლის გარეთ მდე- 

ბარე წერტილებზე სრულდება Iთ #.(>) = ((2) პირობა, ( ფუნქცია წარ- 
მოვადგინოთ შემდეგი სახით: _ 

#=IMX»ა +IMXჯ.ა- 

ადეილი დასანახია, რომ (/"XXVV)(I) “ (]XXX”)(I) ყოველი ჯ C X წერტი- 
ლისათვის, ამასთან, X V/V სიმრავლის ზომადობის გამო, Iჰ.ოXჯ., ფუნქციები 

ზომადი არიან. შედეგად, IX ,, ზომადია, როგორც ზომად ფუნქციათა წერტი- 

ლოვანი ზღვარი, ახლა დავადგინოთ /X„ ფუნქციის ზომადობა, რითაც თეო- 

რემა დამტკიცებელი იქნება, მართლაც, თუ 0 > 0, მაშინ (#X„, > თ) სიმრავლე 

წარმოადგენს #-ის ქვეესიმრავლეს, ხოლო თუ ძ < 0, მაშინ (/X,, > თ;უ წარ- 

მოდგება (X VM)VI# სახით, სადაც # C MV. ორივე შემთხვევაში (#X., > 01 

სიმრავლე ზომადია / ზომის სისრულის გამო. თეორემა დამტკიცებულია. (L) 

ცხადია, თითქმის ყვეელგან კრებადობა არ იწვევს თანაბარ კრებადობას, 

თუმცა, როგორც ნ. ეგოროვის მიერ დამტკიცებული შემდეგი თეორემა გვიჩვე- 

ნებს, შემოსაზღვრული ზომის შემთხეევაში, თითქმის ყველგან კრებადობიდან 

გამომდინარეობს თახაბარი კრებადობა ზომის თვალსაზრისით დიდ გარცვეულ 

სიმრავლეებზე. 

თეორემა 7.7.2. თუ ზომად სასრულ ფუნქციათა (») მიმდევრობა 

თითქმის ყველგან კრებადია ზომადი სასრული / ფუნქციისაკენ და დამა- 

ტებით ცნობილია, რომ ც ზომა შემოსაზღვრულია, შაშინ ნებისმიერი 

§ > 0 რიცხვისათვის მოიძებნება ზომადი 4 = 4.- სიმრავლე, ისეთი, 

რომ: 

« /(.4)<§, 
« (/„) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია / ფუნქციისაკენ X V 4 

სიმრავლეზე, ე.ი. :ჰჯჩქ Iი (თ) – I() –+0 თდ –+Cთ). 

ლემა 7.7.L ვთქვათ, შესრულებულია თეორემა 7.7.2-ის პირობები. მა- 

შინ ნებისეიერი 6>0 და ბ>0 რიცხვებისათვის მოიძებნებიან სომადი 

4 = 4.აკ სიმრავლე და IV = V-პ რიცხვი, ისეთები, რომ: 

« /(4) <§; 
« §სი |/(2) – /(«) <2 ყოველი » > IV-სთვის. 

ჯ«CXMV4



დამტკიცება. აღვნიშნოთ 

M = (დ C X :|I/.„(2) – #I(=)|>ბ) (1CM). 

თუ ჯ წერტილი ეკუთვნის (L„) მიმდევრობის წევრთა უსასრულო რა- 

ოდენობას, მაშინ ცხადია, (/,,(7)) არაა კრებადი /(ჯ:)-საკენ. შედეგად, /„ – 

#0Xიძ /,)) პირობის გათვალისწინებით, (#,) მიმდევრობის ზედღა ზღეარი იქ- 

ნება ნული ზომის სიმრავლე. ახლა, თუ მსედველობაში მივიღებთ IIი. , = 
-ი-5 

(IX-L LI= » Mი, ტოლობას, ზომის ზემოდან უწყვეტობის თეისების საფუძ- 
ველზე ვიპოვით V ინდექსს, რომლისთვისაც, 

„( 0 5·„) <+ 0) 
ი=V 

(M») სიმრავლეების განსაზღვრიდან გამომდინარე, LI2C> „ #,, სიმრავლის გა- 

რეთ მყოფი ნებისმიერი ე; წერტილისათვის გვექნება, რომ 

I/=(§) – I(>)| < ბ ყოველი. » > IV-სათეის, (2) 
(1) და (2) შეფასებების ძალით ადვილი დასანახია, რომ , = LI2" „· #, 

სიმრავლე და V ინდექსი დააკმაყოფილებენ მოთხოვნილ პირობებს, ლემა 

დამტკიცებულია. L) 

თეორემა 7.7.2-ის დამტკიცება. ლემა 7.7.1-ის ძალით ყოველი I-სათვის 
შეიძლება ვიპოვოთ. „4 სიმრავლე და IV, ინდექსი, ისეთები, რომ: 

« /(4I) < 3: 
ი ზსი |/»(=) – I(2)|<1 ყოველი » > M,-სათვის, 
ჯC X V. 

4-ს როლში ავიღოთ L I> , -, სიმრავლე. მაშინ „4-ს ზომა იქნება 6-ზე ნაკლები, 

ამასთან, ყოველი #-სათვის გვექნება, რომ 

1 
ზსი |ჩ.(2) – 1(თ)| < -> ყოველი » > V,.-სათვის. 

თ=6XV4 # 

ბოლო შეფასება ცხადია იწვევს / ფუნქციისაკენ (/,ც) მიმდევრობის თანაბრად 

კრებადობას X V 4 სიმრავლეზე, თეორემა დამტკიცებულია. L) 

შენიშვნა 7.7.. მარტივი შესამოწმებელია, რომ ეგოროვის თეორემა 

ვრცელდება იმ სიტუაციაზეც, როცა მიმდევრობის წეერები და ზღვარითი ფუნ- 

ქცია თითქმის ყველგან სასრული არიან, 

შენიშვნა 7.7.2. ეგოროვის თეორემა არ რჩება სამართლიანი იმ შემთხვე- 
ვაში, როცა ზომა არაა შემოსაზღვრული., შესაბამის კონტრმაგალითს მივიღებთ, 

თუ ზომიანი სივრცის როლში ავიღებთ რიცხვით ღერძს, რომელიც აღჭურვილია 

ლებეგის გომით, ხოლო (/#,) მიმდევრობას შევარჩევთ შემდეგნაირად: / = 

Xთ,C): ცხადია, (ჯგ) მიმდევრობა ყველა წერტილში კრებადია იგივურად 
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ნულის ტოლი / ფუნქციისაკენ. მეორე მხრიე, როგორი სასრული ზომის / 

სიმრავლეც არ უნდა ავიღოთ, ყოველი #-სთვის გვექნება, რომ 

ასი I/„(თ) – /(2)| =1. 
»«CXV4 

შედეგად, კრებადობა X V 4 სიმრავლეზე არაა თანაბარი, როგორიც არ უნდა 

იყოს სასრული ზომის ,1 სიმრავლე. 

ამოცანებ ი 

1. დაამტკიცეთ ეგოროვის თეორემის ანალოგი იმ შემთხვეეაში, როცა მიმდეე– 
რობა თითქმის ყველგან მიისწრაფვის იC-საკენ. 

2. ვთქვათ, / ზომა შემოსაზღვრულია, აჩვენეთ, რომ ზომად სასრულ ფუნქციათა 

(#/) მიმდევრობა თითქმის ყეელგან კრებადია ზომადი სასრული / ფუნქცი- 

ისაკენ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ყოეელი დადებითი C-სთვის, 

L)(=<CX:I/.C) – /დ)I > წ]) =0. ი( 
7=# 

3. ვთქვათ, /„ (ი C M) და / ზომადი სასრული ფუნქციებია და ყოველი 

6 > 0-სთვის მოიძებნება ბგომადი „4 სიმრავლე შემდეგი თვისებებით: #(X V 

4) < § და (/,) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია / ფუნქციისაჯენ X V 4 

სიმრავლეზე. აჩვენეთ, რომ (/გ) თითქმის ყველგან კრებადია / ფუნქციისაკენ. 

4. დაამტკიცეთ, რომ /„(«) = (§10 >)" ფუნქციათა მიმდევრობა თითქმის ყველ- 

გან კრებადია ნულისაკენ ლებეგის ზომის მიხედვით. 

§ 8. სომით კრებადობა 

ქეემოთ ვიგულისხმებთ, რომ (X,5,/) ფიქსირებული ზომიანი სივრცეა და 

განსახილაეი ფუნქციები განსაზღვრულია X-ზე, 

ეთქვათ, /„ (ი C M) და / ზომადი სასრული ფუნქციებია. (/„) მიმდევ- 
რობას ეწოდება ზომით კრებადი / ფუნქციისაკენ, თუ ნებისმიერი დადებითი 

ბ რიცხვისათვის, 

შხთ M(6/ი – /1> 5)) =9. 
ზომით კრებადობას შემდეგნაირად აღნიშნავენ: /#„ 4 /. 

ნახ. 7.4-ზე მოცემულია ზომით კრებადობის შესატყვისი ილუსტრაცია. 

თეორემა 7.8.L ზომით კრებად მიმდევრობას ერთადერთი ზღვარი აქვს 

ეკვივალენტობის სიზუსტით, ე.ი. თუ » 1 # და ს 446 9, მაშინ /# = 

9(თიძ /). 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი, ადვილი და- 

სანახია, რომ ყოველი » C Iყ-სთვის სამართლიანია ჩართვა: 

(I/ – 9| > ბ) C (I/ – #ს»| > ბ/21 V (I)ი – 9| > ბ72).



ჩ / /- 

ქ # ' : # ' 
' ' ' : 
> _) '. · 
ააა სრ 
(I- /1> ქ/.-/1> ( (MI>/I) 

ნახ, ”.4. 

საიდანაც, თეორემის პირობის გათვალისწინებით, ვღებულობთ, 

/I(II/ – 9| > ბ1) < /+(LII – #» | > ბ/2)) + / 61ო – 9| > ბ/2)) –) 0. 
შედეგად. /I((LI# – 9I > ბ1) = 0. აქედან, თავის მხრივ, თუ გავითვალისწინებთ, 
რომ 

(#7#9) = LIII/ –9>1/%), 
#M=1 

მივიღებთ /!((# « 91) = 0 ტოლობას, ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შემდეგი თეორემა ეკუთვნის ლებეგს. 

თეორემა 7·8·2· თუ ზოეად ·სასრულ ფუნქციათა (]·”„·) მიმდევრობა 

თითქმის ყველგან კრებადია ზომადი სასრული I ძფუნქციისაკენ და 
დამატებით ცნობილია, რომ # რზომა შემოსახღვრულია, მაშინ (V/) 
მიმდევრობა ზომით კრებადია / ფუნქციისაკენ. 

დამტკიცება. განეიხილოთ ნებისმიერი დადებითი ტ და 6 რიცხვები. ლემა 

7.7.1-ის ძალით შეიძლება ვიპოვოთ ზომადი 4 სიმრავლე და IV ინდექსი, 

ისეთები, რომ: 

« /I(4) < §, 
.· §ხსი |/»(X) – /(>)| < ბ ყოველი » > IV-სთვის, 

ჯC XV4 

ბოლო შეფასებიდან გამომდინარე, LI| /„ – /#| > ბ) C # ყოველი » > M-სთვის. 

საიდანაც მივიღებთ, 

MI((I#» – 1I > ბ1) < #(C4) < § ყოველი » > VV-სთვის. 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. (89) 

შენიშვნა 7.მ.1L. ლებეგის თეორემა არ რჩება სამართლიანი იმ შემთხვევა- 

ში, როცა ზომა არაა შემოსაზღვრული. შესაბამის კონტრმაგალითს მივიღებიი, 
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თუ ზომიანი სივრცის როლში ავიღებთ რიცხვით ღერძს, რომელიც აღჭურეი- 

ლია ლებეგის ზომით, ხოლო (/ც) მიმღეგრობას შევარჩევთ შემდღეგნაირად; 

”ი = Xთ,=). ცხაღია, (/გ) მიმდევრობა ყოველ წერტილში კრებადია იგივუ- 
რად ნულის ტოლი / ფუნქციისაჯენ. მეორე მხრიე, ყოველი »-სთვის გვექნება, 

რომ /+((I/ – /| = 11) = თ. 

შენიშვნა 7.8.2. ეაჩვენოთ, რომ ლებეგის თეორემის დასკენა არაა შებ- 
რუნებაღი, საამისოდ ყოველი ნატურალური #»-სთვის |0,1|) სეგმენტი დავყოთ 

» ცალ ტოლ სეგმენტად: 

I(7),1) = [0, 1], #(I.,2) = [1,3], „L>, I(7',7) = [" = 1,1]· 
» ი » ( 

განვისილოთ (0, 1) სეგმენტზე განსაზღვრულ ფუნქციათა შემდეგი მიმდეერობა: 

XI(CIL.I): XI(2,1): XI(2.2)? XI(3,1)» X/7(3.2): XI(3,3)1.·- 

ე.ი, მიმდევრობა, რომელშიც თ-ური ეტაპის სეგმენტების მახასიათებელი ფუნ- 

ქციები ქმნიან »-ურ ბლოეჟს (ნახ. 7.5). 

1 = II – | ლი 
' 'I ( ' () '! 

' ' ' ( | ' ' 

XM. 1I > ჯ. ! X9ოა ) 
'I I ' ' 'I ' 

“ '' . 
L ! :) (% 

I ი| I 0| I 0| I 

ნახ, 7.5. 

მივანიჭოთ აღნიშნულ მიმდევრობას ერთინდექსიანი (/,) ნუმერაცია. იქე- 

დან, რომ ნებისმიერი დადებითი ძ-სთვის: 

1 –=- 
I·I·I([X,(„·L·) > ბ)) < = (ი C M,X C 1,»), 

უშუალოდ გამომდინარეობს ( /,) მიმდევრობის ლებეგის ზომის მიხედვით კრე- 

ბადობა იგივურად ნულის ტოლი / ფუნქციისაკენ, მეორე მხრიე, /,„(ჯ) -+ 0 

კრებადობას ადგილი არა აქვს არცერთ » C |0,1) წერტილში. მართლაც, 

განვიხილოთ ნებისმიერი ჯ C |0.1)| წერტილი, ყოველი »-სთვის ჯ შედის 
ერთ-ერთში მაინც (ი, L) მონაკვეთებს შორის. შედეგად, ყოველი »-სთვის 

მოიძებნება /; C 1,1 ინდექსი, რომლისთვისაც 

XICი,) (§) = 1. 

რაც იწვეეს იმას, რომ გარცვეული ქვემიმდეერობის გასწვრივ ( #§(X)) არაა 

ნულისაკენ კრებადი. 
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მიუსედავად იმისა, რომ ზომით კრებაღობა არ იწვევს თითქმის ყველგან 

კრებადობას, სამართლიანია შემდეგი თეორემა, რომელიც ეკუთვნის ფ.რისს., 

თეორემა 7.8.,. თუ სომად სასრულ ფუნქციათა (/») მიმდევრობა 

ზსომით კრებადია ზომადი სასრული / ფუნქციისაკენ და დამაცფებით 

ცნობილია, რომ / ზომა შემოსახღვრულია, მაშინ მოიძებჩება (/#»,) 

ქვემიმდევრობა, რომელიც თითქმის ყველგან კრებადია / ფუნქციისაკენ. 

დამტკიცება. განეიხილოთ დადებით რიცხვთა (ბ,) და (უ,) მიმდევრო- 

ბები, ისეთები· რომ: 

Cლ 

1··11,"·3.:, ი =0, ,ჯ;?„C < C. 

ვიპოვოთ ») ინდექსი, რომლისთვისაც 

”(IIIი, – #I > ბ11) < 1. 
მეორე ეტაპზე ავარჩიოთ ჯაე > ») ინდექსი თვისებით: 

#M((I/ია – II > ბ21) < »ჯ. 

თუ გავაგრძელებთ აგების ასეთ პროცესს, ყოველი #-სათვის ვიპოვით შემდეგი 

პირობის დამაკმაყოფილებელ თ, > 7ც-1 ინდექსს: 

#([L/·";·- —·|·| > 61:]·) < ?7L- 

ვაჩვენოთ ასეთნაირად აგებული (/„,) ქვემიმდევრობის თითქმის ყველგან 

კრებადობა ” ფუნქციისაკენ. 

M#-ით ალღვნიშნოთ (L|/,, - #I > ბიჯ| სიმრავლეთა მიმდევრობის ზედა 

ზღვარი, აგების თანახმად, 

2,I((ო, – #I > 5:)) < 2 ,% < თ. 
XM=1 X=1 

საიდანაც, ბორელ-კანტელის ლემის ძალით (იხ. თეორემა 4.4.4) დავასკვნით 

# სიმრავლის ნულზომიანობას, ვაჩვენოთ, რომ /(აგ,(2:) –> /(=) ყოველი 

თ C V წერტილისათვის, რითაც თეორემა დამტკიცებული იქნება. მართლაც, 

თუ დჯ C V, მაშინ მოიძებნება /#, რომლისთვისაც 

რაც, თავის მხრივ, იმას ნიშნავს, რომ 

IIი,(=) – /(თ)| < ბე, როცა 1 >X. 
საიდანაც ვღებულობთ (/ა,(2)) ქვემიმდევრობის კრებადობას /(ჯ) რიცხვი- 

საკენ; თეორემა დამტკიცებულია, L) 
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შენიშვნა 7.8.3. რისის თეორემა ვრცელდება იმ სიტუაციაზეც, როცა ბო- 

მა თ-შემოსაზღვრულია. მართლაც, ასეთ შემთხვევაში, X სიერცე შეიძლება 

დაეყოთ სასრული ზომის მქონე წყეილ-წყვილად თანაუკვეთ 4„ც (» C II) ნა- 

წილებად. განვიხილოთ / ფუნქციების შეზღუდვები 4#ჯ სიმრაელეზე, მარტიეი 

დასანახია, რომ (/,I2,) მიმდევრობა ზომით კრებადი იქნება /|„+, ფუნქცი- 

ისაკენ. შედეგაღ, თუ ზომიანი სივრცის როლში აეიღებთ მოცემული სივრცის 

შეგღუდეას 4) სიმრავლეზე, რისის თეორემის უკვე დადგენილი ევარიანტის 

გამოყენებით მოეძებჩით ( /,,() I))LCM ქვემიმდევრობას, რომელიც „4 სიმრაე- 

ლის თითქმის ყოველ წერტილში კრებადია / ფენქციისაკენ. მეორე ეტაპზე, 

(0როი IM))#CM ქვემიმდევრობის მიმართ მსგაესი მსჯელობის გამოყენებით მოე- 

ძებნით მის ( /„(2,L))-CM ქვემიმდევრობას, რომელიც „4 სიმრაელის თითქმის 

ყოველ წერტილში კრებადია / ფუნქციისაკენ თუ ამ პროცესს უსასრულოდ 

გავაგრძელებთ და განვიხილავთ დიაგონალურ (/#»(L.L))#CL; ქვემიმდევრობას, 
მივიღებთ, რომ ასეთი ქვემიმდევრობა ყოველი 1-სათვის, / ფუნქციისაკეჩ 

კრებადია 4, სიმრავლის თითქმის ყოველ წერტილში, შედეგად, კრებადობას 

ადგილი ექნება X-ის თითქმის ყოველ წერტილშიც. 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, /, შემოსაზღვრული ზომაა, /„ % # და ძმ 4 ე. აჩვენეთ, რომ; 

I) / +ძი > / 9: 2) /იძი “ #9: 3) /ი/ძი 5 #/0. თუ 0 დ ძი(X) 
(» C M) და 00 ი(X). 

2. იმისათვის, რომ გომად სასრულ ფუნქციათა (/„) მიმჯევრობა ზომით კრე- 
ბადი იყოს ზომადი სასრული / ფუნქციისაკენ; აუცილებელი და საკმარისია 

(/”) მიმდეერობა იყოს ზომით ფუნდამენტური. ე.ი. ყოველი დადებითი 0 

და უ რიცხვებისათვის მოიძებნებოდეს V C M, ისეთი, რომ /(LI /ი – #= I > 

ბ1) < უ. როცა თ. »1 > V. 
3. ვთქეათ, /, შემოსაზღერული 8ზომაა,. აჩეენეთ, რომ ზომად სასრულ ფუნქციათა 

(/,) მიმდევრობა ზომით კრებადია ზომადი სასრული / ფუნქციისაკჯენ მაშის 

და მსოლოდ მაშინ, როცა (/აც) მიმდეერობის ნებისმიერი ქვემიმდეერობიდან 

შესაძლებელია / ფუნქციისაკენ თითქმის ყველგან კრებადი ქეევემიმდევრობის 

გამოყოფა. 

§9. ლუზინის თეორემა 

ქეემოთ (X,ძ) მეტრიკული სიერცის #, ქვესიმრავლეზე განსაზღერული 

ფუნქციის უწყეეტობა გაიგება #-ში ინდუცირებული მანძილის მიხედვითა, ე.ი. 

ძ + 8 მანძილის მისედვით. 

შემდეგი თეორემა ეკუთვნის ნ, ლ.ეზინს და გვიჩვენებს, რომ ლებეგის 

აზრით ზგომადი ნებისმიერი ფუნქცია რაგინდ მცირე ზომის სიმრავლებე შეს- 

წორებით (ე.ი. მნიშვნელობათა შეცვლით) შეიძლება გავხადოთ უწყეეტი. 
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თეორემა 7.9.1. ვთქვათ, # C IL" ლებეგის ასრით ზომადი სიმრავლეა, 
ხოლო # არის L სიმრავლე·ხე განსაზღვრული ლებეგის ახრით ·სომადი 

სასრული ფუნქცია. მაშიჩ ნებისმიერი 6 > 0 რიცხვისათვის არსებობს 

#-სე განსახღვრული უწყვეტი 9 ფუნქცია, ისეთი, რომ 

თ((ყ # /)) <<. 
გარდა ამისა, დამატებით შესაძლებელია იმის მიღწევაც, რომ ი ფუნქცია 

აკმაყოფილებდეს შეფასებას: 3[11!)7 I9(4:)| < ვჰჩ II («<)I. 
ჯC ჯ2 

შემდეგი დებულება წარმოადგენს ლუზინის თეორემის შესუსტებულ ვარი- 

ანტს. 

თეორემა 7.9.2. ვთქვათ, ჯ C IL” ლებეგის ახრით ზომადი სიმრავლეა, 

ხოლო / არის # სიმრავლეზე განსახღვრული ლებეგის ასრით ზომადი 
სასრული ფუნქცია. მაშინ ნებისმიერი 6 > 0 რიცხვისათვის არსებობს 
ჩაკეტილი L C # სიმრავლე, ისეთი, რომ »ი(L V X#) < 6 და # ფუნქციის 
შესღუდვა ” სიმრავლეზსე არის უწყვეტი. 

დამტკიცება. თავდაპირველად განვიხილოთ შემთხვევა, როცა # შემო- 

საზღვრული სიმრავლეა და / მარტივი ფუნქციაა. წარმოვადგინოთ /# სტან- 

დარტული სახით: 

M# 

Mჰ = 2 ,თაXხ. 
#=1 

ყოველი #,, სიმრავლისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ (იხ. თეორემა 6.2.2) მისი 

ჩაკეტილი #M, ქვესიმრავლე, რომელიც აკმაყოფილებს შეფასებას: 

ი(% V M) < ჯ 

ჯL' სიმრავლის როლში ავიღოთ L]C,:I #L გაერთიანება (ნახ. 7.6). 

ნახ. 7.6. 
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გვექნება, რომ 
M 

თ(”V,I) = 2 ,თ(% V#I) <6§. 
1:=1 

ჯL სიმრავლეები კომპაქტური და წყვილ-წყვილად თანაუკევეთია, რის გამოც, 

ნებისმიერი #,,, სხეა დანარჩენი #, სიმრავლეების გაერთიანებისაგან დაშორე- 

ბულია დადებითი მანძილით (იხ. დანართი 2), ეს უკანასკნელი გარემოება, 

იმის გათვალისწინებით, რომ / მუდმივია თითოეულ #I-ზე, გვაძლევს საშუ- 

ალებას უშუალოდ დავასკენათ X სიმრავლეზე /#-ის შებღუდეის უწყეეტობა. 

ახლა განვიხილოთ შემთხეევა, როცა # შემოსაზღვრული სიმრავლეა და 

ჯ ნებისმიერი ზომადი სასრული ფუნქციაა თეორემა ჟ7.5.1-ის საფუძველზე 

შევარჩიოთ მარტივ ფუნქციათა (ჩ,) მიმდევრობა, რომელიც / ფუნქციისაკენ 

კრებადია ყოველ წერტილში, ვისარგებლოთ თეორემის უკვე დადგენილი ნა- 
წილით და ყოველი # ინდექსისათვის ვიპოვოთ X C I· სიმრავლე, ისეთი, 

რომ M ფუნქციის შეზღუდვა #ჯ სიმრავლეზე იყოს უწყვეტი და სრულდებოდეს 
პირობა: 

(X 

XX ( C M) სიმრავლეების თანაკეეთა აღვნიშნოთ #.-ით. ცხადია, რომ #. 
სიმრავლეზე შეზღუღვისას თითოეული # ფუნქცია შეიძენს უწყვეტობის თვი- 

სებას და ამასთან, ადგილი ექნება შეფასებას: 

= 

თ(5V#) < 9 თ(წ% .) < >. 
#=1 2 

შემდეგ ვისარგებლოთ ეგოროვის თეორემით და ზომადი სიმრაელის ჩაკეტილი 

სიმრავლეებით შიგნიდან მიახლოების შესაძლებლობით (იხ. თეორემა 6.2.2). 

შედეგად, ვიპოვით #. სიმრავლის ჩაკვტილ / ქვესიმრაელეს, რომელზეც 
თანაბრად კრებადია (ჩ,) მიმდევრობა და რომელიც აკმაყოფილებს ჰირობას: 

თ(C, V #) < § 

ცხადია, თითოეული /I,| » ფუნქცია უწყვეტია და (#MI ) მიმდევრობა თანაბრად 
კრებადია. შედეგად, ზღვარითი /I > ფუნქცია იქნება უწყვეტი, როგორც უწყეეტ 
ფუნქციათა თანაბრად კრებადი მიმდევრობის ზღვარი, ახლა, თუ შევნიშნაეთ, 

რომ (# V L) < §, დავასკვნით თეორემის სამართლიანობას განსახილავ 

შემთხვეეაში, 

გადავიდეთ ზოგადი სიტეაციის განხილვაზე, ე.ი. მოვხსნათ # სიმრავლის 

შემოსაზღვრულობის შეზღუდეა. საამისოდ I " სივრცე დავშალოთ წყვილ- 

წყვილად თანაუკვეთ CI (# C M) კუბებად. შემდეგ, თითოეული C2 კუბი 
ოდნავ შევამციროთ მის კონცენტრულ C2ჯ კუბამდე ისე. რომ ზომის ჯამური 

დანაკარგი #" სივრციდან C2ჯ კუბების გაერთიანებაზე გადასვლისას ნაჯლები 
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იყოს C/2-ზე. ამის შემდეგ კი, ყოველი #ჯ-სათვის გამოვიყენოთ თეორემის უკვე 

ღამტკიცებული ნაწილი #IC:ინ ფუნქციისა და C/2M+! რიცსვის შემთხვევაში 

და ვიპოვოთ ჩაკეტილი #, სიმრაელე შესაბამისი თვისებებით. მარტივი შე- 

სამოწმებელია, რომ ასეთნხაირად შერჩეული #, სიმრაელეების გაერთიასება 

მოგვცემს სასურველი თვისებების მქონე ჩაკევტილ L სიმრაელეს. თეორემა 

დამტკიცებულია. C) 

შემდეგი დებულება წარმოადგენს დამატებით არგუმენტს, რომლის მეშვე- 

თობითაც თეორემა 7.9.2-დან მიიღება ლუზინის თეორემა. 

თეორემა 7·9·3· ვთქვათ, ? არის ჯ·”” სივრცის არაცარიელი ჩაკექხილი 

ქეესიმრავლე, ხოლო / არის L-სე განსახღვრული უწყვეტი ფუნქცია. 

მაშინ არსებობს IL”-ზე განსასღვრული უწყვეტი 9 ფუნქცია, რომელიც 

წარმოადგენს /-ის გაგრძელებას და აკმაყოფილებს პირობას: 

500 |0(2:)| = 5სი |/(%)I. 
ჯღ დCL” 

ქვემოთ მოცემული იქნება თეორემა 7.9.3-ის დამტკიცება ერთგანბომი- 

ლებიან შემთხვევაში. მრავალგანზომილებიან სიტუაციაში დამტკიცება საკმაოდ 

ვრცელი და ტექნიკური თვალსაზრისით რთულია. მისი ნასეა შესაძლებელია 

მაგალითად (29) წიგნის XII.I პარაგრაფში. 

დამტკიცება. ((ი,,ხ,)ჯ იყოს L სიმრავლის დამატებითი ინტერვალების 

კლასი, თუ (იც,სც) შემოსაზღვრული ინტერვალია, მაშინ (იც,ხგ) სეგმენტის 

შიგნით # ფუნქცია გაკაგრძელოთ ისე, რომ მივიღოთ |ია, ს„)-ზე წრფივი ფუნ- 

ქცია სეგმენტის ბოლოებში შესაბამისად IM(Vგ) და /(ხგ) მსიშვსელობებით; 

ხოლო, თუ ძმე = –% ან ხე = C, მაშინ (იც,ხე) ინტერვალის წერტილებში 

9 ფუნქციას მივანიჭოთ ის მნიშვნელობა, რომელსაც ჯ/ ფუნქცია ღებულობს 

(თიე,ხც) ინტერვალის სასრულ ბოლოზე (ნახ, 7.7). 

-/ ა L 
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შევამოწმოთ, რომ / ფუნქციის ასეთი ე გაგრძელება აკმაყოფილებს სა- 
სურველ. პირობებს, ცხადია, რომ 

§ს9 |09(2)| = §სჩ |/(5)I. 
ჯC6დ ჯCL 

დავადგინოთ ჟ-ს უწყვეტობა, უწყეეტობა ცხადია დამატებით (იგ,ს,„) ინტერ- 

ეალებზე. განვიხილოთ ჯ სიმრავლის ნებისმიერი ჯ წერტილი, დაეადგინოთ 

მარჯენიდან უწყვეტობა ჯ-ში. თუ ჯ» არის რომელიმე დამატებითი ინტერვალის 

მარცხენა ბოლო, მაშინ ჯ-ში ე-ს მარჯენიდან უწყევტობა ცხადია. ამრიგაღ, 

განსახილავი რჩება ის შემთხვევა, როცა ჯ არ არის არცერთი დამატებითი ინ– 

ტერვალის მარცხენა ბოლო., ავიღოთ ჯ წერტილისაკენ მარჯენიდან კრებადი 

რაიმე (დ«,) მიმდეერობა, ე.ი. ». > ჯ ( C M) და Iთ- თ!თ; = 2>. / 

ფუნქციის უწყვეტობის გათვალისწინებით შეგვიძლია შემოვიფარგლოთ იმ შემ- 

თხვევით, როცა ჯ, წერტილები არ ეკუთვნიან L' სიმრავლეს, ყოველი #-სთვის 

(ი„,,ხი,) იყოს ის დამატებითი ინტერვალი, რომელიც შეიცავს », წერტილს. 

ადვილი დასანახია, რომ (თი,, სგ,) ინტერეალები მარჯენიდან მიისწრაფვიან ჯ 

წერტილისაყენ, ე.ი. ჯ < ძე, < >ჯ < ხი,, IIისსთ იი, = ჯ და IIII.- ,თ ხი, = 

ჯ. მაშინ /-ის უწყვეტობის გამო, IIთL- ,თ #(ძი„,) = LIი- ი #(ხი„) = I(>). 

ამის შემდეგ. თუ გავითვალისწინებთ, რომ ე(ჯ;) მოთავსებულია /(ი„,) და 
#(ხი,) რიცხვებს შორის, დავა!ცენით IIი1,-„ი- 4(ჯXL) = #(+) = ყ/(#-) ტოლობას, 
ამით ყ-ს მარჯვნიდან უწყვეტობა ჯ-ში დადგენილია, ანალოგიურად ვაჩვენებთ 

ჯ-ში მარცხნიდან უწყვეტობასაც. C) 

შენიშვნა 7.9., თეორემა 7.9.3 დამტკიცებული იყო ა. ლებეგისა და ლ. 
ბროუერის მიერ, ჰ. ტიცემ თეორემა 7.9.3 გაავრცელა მეტრიჯულ სივრცეებზე. 

შემდგომი განზოგადება ე.ეწ ნორმალური ტოპოლოგიური სიერცეებისთვის 

ეკუთვნის პ. ურისონს (იხ, მაგ. (5), §2.1). 

თეორემა 7.9.Lის დამტკიცება. § > 0 რიცხვისათვის თეორემა 7.9.2-ის 

საფუძეელზე ვიპოვოთ ჩაკეტილი ჯX C ჩ სიმრავლე, ისეთი, რომ XXჯ V ჯ') < 
§ და /I- არის უწყვეტი. ამის შემდეგ, გამოვიყენოთ თეორემა 7.9.3 და 

#I/ გავაგრძელოთ L--ზე. განსაზღვრულ. უწყეეტ # ფუნქციამდე, რომელიც 
აკმაყოფილებს პირობას;: 

ზსი |II(>)| = §სდ |/(5)I. 
ჯ65 ჯ6CL 

ადვილი დასანახია, რომ ქ = ჩMI ფუნქციას ექნება საჭირო თეისებები. (8) 

შენიშვნა 7.9.2. მარტივი შესამოწმებელია, რომ ლუზინის თეორემა ვრცელ- 

დება იმ სიტუაციაზეც, როცა ფუნქცია თითქმის ყეელგან სასრულია. 

შენიშვნა 7.9.3. ლებეგის აზრით გომადი სიმრავლეები და ფუხქციები, 
კლასიკუური ანალიზიდან ცნობილ, გლუვი საზღვრის მქონე სიმრავლეებთან 
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და უწყვეტ ფუნქციებთან შედარებით, რთული ბუნებისანი არიან, მიუხედა- 

ვად ამისა როგორც ეგოროვის, ლუზინისა და 6.2.1 თეორემები გვიჩვენებენ, 

ამ ობიექტებს შორის არსებობს გარცვეული სიასლოეე, რაც შემდეგი სამი 

პრისციპის სახით გამოხატა ფუნქციათა თეორიის ცნობილმა მკუვლევარმა ჯ. 

ლიტლვუდმა: 

146 

« ლებეგის აზრით ზომადი ყოველი სიმრავლე დაახლოებით მონაყკვე- 

თების სასრული გაერთიანებაა; 

« ლებეგის აზრით ზომადი ყოველი ფუნქცია დაასლოებით უწყვეტი 

ფუნქციაა; 

« თითქმის ყველგან კრებადი ყოველი მიმდეერობა დაასლოებით თა- 

ნაბრად კრებადია. 

ამოცანები 

1. ეთქვათ, # C " ლებეგის აზრით ზომადი და სასრული ზომის სიმრავლეა, 

ხოლო / არის # სიმრავლეზე განსაზღვრული ლებეგის აზრით ზომადი 

სასრული ფუნქცია. მაშინ ნებისმიერი § > 0-სთვის არსებობს ჩაკეტილი 

#" C # სიმრავლე, რომლისთვისაც IიC#2 V #) < 6 და / ფუნქციის შეზღუდვა 

ჯ" სიმრავლეზე არის შემოსაზღვრული. 

2. ეთქვათ, L C IL"" ლებეგის აზრით ზომადი სიმრაელეა, ხოლო / არის 

L; სიმრავლებე განსაზღვრული ლებეგის აზრით ზომადი სასრული ფუნქცია. 

მაშინ არსებობს #M-ზე განსაზღვრულ უწყვეტ ფუნქციათა (ყ.„) მიმდევრობა, 
რომელიც თითქმის ყველგან კრებადია / ფუნქციისაკენ. 

3. ვთქეათ, C #" ლებეგის აზრით ზომადი სიმრავლეა, ხოლო ##-ზე გან- 

საზღვრული / ფუნქციას აქვს შემდეგი თვისება: ნებისმიერი § > 0 რიცხვი- 

სათვის არსებობს # C # სიმრავლე, ისეთი, რომ ი1(#; V #) < 6 და / 

ფუნქციის შებლუდვა #' სიმრავლეზე არის უწყვეტი. აჩვენეთ, რომ / არის 

ლებეგის აზრით ზომადი, 

4. ეთქვათ, # : I#L – M ლებეგის აზრით ზომადი ფუნქციაა, რომლის საყრდენი, 

ე.ი. (/ « 0)ჯ სიმრავლე, მოთავსებულია |0,1) მონაკვეთში, აჩეენეთ, რომ 

I#.-(თ) = #(% – 1/) ფუნქციათა მიმდევრობა ლებეგის ზომის მიხედვით 

კრებადია / ფუნქციისაკენ, 
5. ააგეთ |0,1) მონაკვეთში საყრდენის მქონე ლებეგის აზრით ზომადი / :I# – 

LL ფუნქცია, რომლისთვისაც /გ(ჯ7) = /(ჯ – 1/თ) ფუნქციათა მიმდევრობა 

განშლადია |0,1)| მონაკვეთის დადებითი ზომის ქვესიმრავლეზე,



თავი 8 

ლებეგის ინტეგრალი 

მეცხრამეტე საუკუნის ბოლოს მათემატიუური ანალიზის სფეროში წარმო- 

შობილი რამდენიმე მნიშვნელოვანი ამოცანის გადაწყვეტასთან დაკავშირებით 

ნათლად გამოთვეთა რიმანის ინტეტგრალის განზოგადების აუცილებლობა, გე- 

ომეტრიული ინტერპრეტაციის თანახმად, განსაზღვრული ინტეგრალი უნდა 

გამოთვლიდეს ფუნქციის გრაფფქვეშა სიმრავლის ზომას. რიმანის ინტეგრალი 

ამ საკითხს ეერ წყვეტს. მაგალითად, ძალზე მარტივი ბუნებსს დირიხლეს 

ფუსქციის შემთხვევაშიც კი, საზოგადოდ, რიმანის კონსტრუქციას აქვს ორი 

მთავარი ნაკლოვანება: 1) შეუძლებელია მისი გამოყენება შემოუსაზღერელი 

ფუნქციებისათვის; 2) შემოსაზღვრული ფუნქციებისთვის კი მისი მოქმედების 

არეალი შორს ვერ სცილდება უწყვეტ ფუნქციათა კლასს, 

ლებეგმა (1902) შექმნა ინტეგრების ძალზე მოქნილი და ეფექტური მეთო- 

დი, რომელიც თავდაპირეელად გამოყენებული იყო ერთგანზომილებიან (ი, ხ) 

მონაკვეთზბე განსაზღვრული ფუნქციებისთვის, შემდეგ კი (1910), მრავალგან- 

ზომილებიან სიტუაციაში, ლებეგის ინტეგრალის აბსტრაქტული ვარიანტი გა- 

ნავითარეს ჯ. რადონმა (1913) და მ. ფრეშემ (1913). წინამდებარე თავში 

სწორედ აღნიშნულ აბსტრაქტულ კონსტრუქციას გავეცნობით. 

§ 1. არაუარყოფითი მარტივი ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალი 

ამ თაეის ფარგლებში ვიგულისხმებთ, რომ (X,5, /) ფიქსირებული ზომიანი 

სივრცეა, სიმრავლეებისა და ფუნქციების ზომადობას განეიხილავთ ამ სივრ- 

ცესთან მიმართეაბაში. 

X-ზე განსაზღვრული არაუარყოფითი | ფუნქციის გრაფიკქვემა სიმრავლე 

(ნახ. 8.1) განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

L"/ = L(2:,Vყ) C X X I0,ლ=–|:X>XC X,0<V< /(«)). 

გეომეტრიული ინტერპრეტაციით, ლებეგის ინტეგრალი წარმოადგენს ფუნ- 

ქციის გრაფთფქვეშა სიმრავლის გაზომვის მექანიზმს, ეს მექანიზმი ნათლად 

გასაგებია არაუარყოფითი მარტივი / ფუნქციის შემთხვევაში: ვთქვათ, / 

ფუნქციის სტანდარტული წარმოდგენაა 2)ეL , 0-X#6,. მაშინ L წარმოადგენს



საფეხუროვანი ტიპის სიმრავლეს, რომლის საფეხურებია L ფუძისა და ი, 

სიმალლის განზოგადებული X X (0,0,) მართცუთხედები (ნახ. 8.2). 

#L,M0,ი) 

[ 
ნახ. 8.2. 

ჭ
 % 

ელემენტარული გეომეტრიული მოსაზრებებიდან გამომდინარე, ბუნებრი- 

ვია, L , გრაფიკქვეშა სიმრავლის ზომად მივიჩნიოთ მისი საფეხურების ზომათა 

ჯამი, ხოლო საფეხური კი გაიზომოს, როგორც მისი ფუძის ზომა გამრავლე- 

ბული მისსავე სიმაღლეზე. 
ზემოაღნიშნულის შემდეგ მოვიყეანოთ ზუსტი განსაზღვრება: დავუშვათ, 

# არაუარყოფითი მარტივი ფუნქციაა და 23,)ეL-, 0LX8, მისი სტანდარტული 

წარმოდგენაა, / ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალი X სივრცეზე აღინიშნება 

IX #9/ ჩანაწერით და განისაზღერება შემდეგნაირად: 

” 

/ #ძ/ს = 2 ,0LI/((წ».). 
X L=1 

ინტეგრალის აღსანიშნად ზოგჯურ იყენებენ |,, #(?7)ძ/((+) ჩანაწერსაც. 
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შემდეგი დებულება გვიჩვენებს, რომ არაუარყოფითი მარტივი ფუნქციის 

ინტეგრალი შეიძლება გამოვთვალოთ სტანდარტულისაგან განსხვავებული წარ- 

მოდგენის მეშვეობითაც. 

თეორემა 8.1.1. ვთქვათ, #= 2·;7·;1 ხქ)(/···„ სადაც ხ1,..., ი, არაუარ- 

ყოფითი სასრული რიცხვებია, ხოლო #1,..., I წყვილ-წყვილად თანა- 

უკვეთი ზომადი სიმრავლეებია. მაშინ 

/ / = 21);#(1·”) 

დამტკიცება. ზოგადობის შეუგღუდაეად ვიგულისხმოთ, რომ #; სიმრავ- 

ლეების გაერთიანება X-ის ტოლია, წინააღმდეგ შემთხვევაში მოცემულ წარ- 

მოდგენას ფორმალურად შევავსებდით ხ,+1X/-,., წეერით, სადაც ხ,+|) = 0, 
ხოლო ,, ) არის #VI,...,#,ც სიმრავლეების გარეთ დარჩენილი სივრცის 

ნაწილი, 

თუ ხ),...,ხფ წყვქილ-წყვილად განსხვავებული რიცხვებია, მაშინ 2 ხ;X ”, 

არის / ფუნქციის სტანდარტული წარმოდგენა. რის გამოც, ასეთ შემთხეევაში 

დებულება ცხადია. 
თუ ხ),...,ხ,, რიცსვებს შორის ბოგიერთი ერთმანეთს ემთხვევა, მაშინ 

განეისილოთ მათ მიერ მიღებული ყველა განსსვავებული მნიშენელობა: C), ... 

თი. ყოველი #: C 1,7'-სთვის შემოვიღოთ აღნიშენები: 

ბჩ·=[1·6№:ხე·=“ჯ·], #ML = 0 #). 

364 

მაშინ ადვილი დასანახია, რომ 3_L_, 0Vწ იქნება # ფუნქციის სტანდღარტული 

წარმოდგ·]ნა და ადგილი ექნება ტოლობებს: 

21),”(1··· ) = 2 2 ხ,/I((ს;) = 2(”·11(51·) = /I·V](I”· 

L=1 164 

L) 

თეორემა დამტკიცებულია· (8) 

X-ის ზომად #; ქეესიმრავლეზე არაუარყოფითი მარტივი ( ფუნქციის 

ინტეგრალი აღინიშნება |„ #/, ჩანაწერით და განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

/ვ/ძ”=/ჯ!)(ჩ ძ/!. 

მარტივი დასანახია, რომ 3.; , C-X V, სტანდხარტული წარმოდგენის მქონე 

# ფუნქციისათვის, 

/ #9ძ/, = X“#|L(5# (1 #). 

L L=1 
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შევნიშნოთ, რომ არაცარიელ #; სიმრავლეზე ინტეგრალს შეგვიძლია შეეხე- 

დოთ, აგრეთვე, როგორც #| 5 ფუნქციის ინტეგრალს (#,50 #M, VI§ი§) ზომიან 
სივრცეზე. 

ამოცანები 

1. განვიხილოთ IL სივრცე ლებეგის I ზომით. გამოთეალეთ: ა) ]·ჯ Xლძიი; 

ბ)/ _ ,, X8ალძო; . გ)ჩ , ) 219ძიი(თ). 

§ 2. არაუარყოფითი მარტივი ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალის 

ზოგიერთი თვისება 

შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, რომ არაუარყოფითი მარტიეი ფუნქციის 

ლებეგის ინტეგრალს აქვს წრფივობისა და მონოტონურობის თვისებები, 

თეორემა ზ.2.1. ვთქვათ, / და ძ არაუარყოფითი მარტივი ფუნქციებია. 

სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

1I V+თ4:= / /9»+ / ძ 

, 604%=65 / /« C>0), 
თუ /#/ <9, მაშინ ·/)(]ძ#ჭ/)·(ჟძ#· 

დამტკიცება. განვიხილოთ / და 0 ფუნქციების სტანდარტული წარმოდ- 

გენები: 
” 77 

#I= 2,0X8, 9 = 2 ,ხ;Xჯ- 
1=1 3=1 

ცხადია, L IIX, სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკეეთია და მათი გაერთი- 

ანება X-ის ტოლია, ამასთან, გეაქვს, რომ 

/ = 22“:)(8#·,· 9 = 221”#;·#%, 
1=1 1=41 2=1 1=1 

#I+9= 22(0·; + ხ]“)XI.·:.·იI····,·· 

1=1 1=41 

თეორემა 8.1.I-ის ძალით დავწერთ, 

/X(] + 9)ძი = 2 , პ ,(0, +ხ,)/(ს, ო L,) = 
1=1 21=1 
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=220·#(5ქი1”·,·)+22ხ№(5··ი!···,·)=/)ჯ/ძ#+/)·(9ძ#· 
1=1 1=1 1=1 1=1 

ამით პირველი წინადადება დადგენილია, 

მეორე წინადადება ცხადია. 

მესამე წინადადების დასამტკიცებლად შევნიშნოთ, რომ თუ XL, ო #,; სიმ- 

რავლე არაცარიელია, მაშინ მის ყოველ ჯ» წერტილში შესრულდება ი, = 

#(2) < 9ძ(2) = ხ; შეფასება. შედეგად, კვლავ თეორემა 8.1.1-ის საფუძველზე 
დავწერთ, 

1. /4= 3 M6ი6)= თ:  იM606ი#ჩ) < 
(1,1) ((+,1):8,0ჩე#8) 

< ბ, ხ,//( . ნწ) = 2ხ,–„(15,ი1–—,·)=/· ძძ/. 
((«,7):5,0#,#9) (L)) ჯ 

თეორემა დამტკიცებულია, L) 

ფუნქციათა (/„) მიმდევრობას ეწოდება სრდადი, თუ /| < /2 <.... 
ქვემოთ მოცემული თეორემა არსებითი როლს ასრულებს ინტეგრალის 

ცნების არაუარყოფით ზომად ფუნქციათა კლასზე გავრცელებისას, რასაც ვნა- 

ხავთ მომდევნო პარაგრაფში, 

თეორემა 8.2.2. ვთქვათ, ჩ (7], C M) და # არაუარყოფითი მარტივი 

ფუნქციებია. თუ (/-ს) სრდადი მიმდევრობაა და #(თ) < "11)11·:·,10]·„(1) 

ყოველი ჯ C X წერტილისათვის, მაშინ 

/!ძ#ჭ სთ / ჰოძტ. (1) 
ჯ 7-–656 ჯ 

დამტკიცება. წარმოვადგინოთ # ფუნქცია სტანდარტული სასით: ( = 

2, 0-X6.- 
M=1 

განვიხილოთ ნებისმიერი § C (0,1) რიცხვი. შემოვიღოთ სიმრავლეები: 

I = (თ 6 ML : Iა(თ) >(1-6)ი,)ს (#C1,M, » C IMM). 

(1 ) მიმდევრობის ზრდადობის საფუძველზე, ყოველი L C 1,7L-სთვის გვექნება, 

რომ 
ლ 

ნ#ქ C I:·I·L···_; C ... ღა L] 5·;:·„ = ჩ. 

#=1 

შედეგად, ზომის ქვემოდან უწყვეტობის თვისების ძალით, ყოველი L C 1,»1- 

სთვის, 

Iი, /I(M-») = /I(ჩ.). 
L 4 სა) 
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აღენიშნოთ 

9ა = 2(1 – 6)0X-=,, (ი 6CI). 
L=1 

ცხადია, ყ,, მარტივი ფუნქციაა და I/,, > ძ,. 8.1.) თეორემისა და ინტეგრალის 
მონოტონურობის თვისების გათვალისწინებით დაეწერთ, 

ჯი 

–/X” ”ი ძ/! > ·L ძიძ/! = 2(1 – 6)“1··#(·5·1···")· 
“ L :=1 

საიდანაც, თავის მხრივ მივიღებთ, რომ 

71 

I > I = . - ) = ყოი ·/X ჰიძ/ > "11[20 ,§(1 6)0CI:/((ML») 
”ი–>CC 

L// ' 

= (1 – C)თ-/(LL) = (1 – 1#9ძ/. ჯ 6)თL/M(ს»#) = ( 6)/X „ 

შედეგად. § C (0,1) რიცხვის ნებისმიერობის საფუძველზე ვღებულობთ (1) 
შეფასებას. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

§3. არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალი 

როგორც აღვნიშნეთ, ლებეგის ინტეგრალი წარმოადგენს ფუნქციის გრა- 

ფიკქეეშა სიმრაელის გაზომვის მექანიბმს, რომელიც უკეე ფორმირებულია არა- 

უარყოფითი მარტივი ფუნქციებისათვის. ნებისმიერი არაუარყოფითი ზომადი 

# ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალის განსასაბღვრად უნდა ვიხელმძღვანელოთ 

შემდეგი ბუნებრივი გეომეტრიული მოსაზრებებით: განვიხილოთ არაუარყო- 

ფითი მარტივი ფუნქციების ზრდადი (/„) მიმდევრობა, რომელიც ყოველ 

წერტილში კრებადია / ფუნქციისაკენ. მაშინ L ,, სიმრავლეები თანდა- 
თანობით ამოწურავენ L წ სიმრავლეს (ნახ. 8.3), ე-ი. 

L, CI . C და I···|·="ILI·I·;I"|". 

აღნიშნულის საფუძველსე მივიჩნიოთ, რომ 

/X /ძ,= სო /X წაძ. 0) 
შევნიშნოთ, რომ (1)-ში მითითებული ზღვერის არსებობა გარანტირებულია 

(/») მიმდევრობის ზრდადობისა და არაუარყოფითი მარტივი ფუნქციის ინ- 

ტეგრალის მონოტოჩურობის თვისების საფუძველზე. აქვე ისმის განსაზღვრების 

კორექტულობის საკითხი, დაკავშირებული (/,) მიმდევრობის შერჩეეისაგან 

ზღვრის დამოუკიდებლობასთან, ზღვარი მართლაც დამოუკიდებელია მიმდეე- 

რობის შერჩევისაგან, რადგან თუ (#გ) და (ყგ) არიან / ფუნქციისაკენ კრებადი 
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არაუარყოფითი მარტივი ფუნქციების ზრდადი მიმდევრობები, მაშინ თეორემა 

8.2.2-ის ძალით, ყოველი ჯი-სთვის გვექნება, რომ 

/ ჩიძს < Iო / ძაძ/ ღა / 9თძ/ც < სი / ჰიძV. 
X ”-ი ჯ X ”-აC X 

უკანასკნელი შეფასებები კი გვაძლევს ტოლობას: 

11"1/]·,··(1#: 1]"1/9„(1#. 
76% X 7656% ჯ 

დაბოლოს, კიდეე ერთი საკითხი, რომელიც ასევე მოითხოვს გარჟეევას: შე- 

მოღებული განსაზღვრება მიზნად ისახავს, ინტეგრალის ცნება გაავრცელოს 

არაუარყოფითი მარტივი ფუნქციების კლასიდან არაუარყოფითი ზომადი ფუნ- 

ქციების კლასზე. ამიტომ არაუარყოფითი მარტივი # ფუნქციისათვის ინტეგ- 

რალის თ მნიშვნელობა თავდაპირველი (ე.ი. წინა პარაგრაფში მოცემული) 

განსაზღერების მიხედეით, უნდა ემთხვეოდეს (1) ტოლობის მეშვეობით გა- 

მოთვლილ # მნიშვნელობას, ამაში დასარწმუნებლად საკმარისია, (1) ზღვარი 

განვიხილოთ /გ = / (ი C M) მუდმივი მიმდეერობის მიმართ. 

შევაჯამოთ ზემოთქმული: ვთქვათ, ! არაუარყოფითი ზომადი ფუნ- 

ქციაა, ხოლო #(/)-ით აღნიშნავს ყველა იმ (/„) მიმდევრობის კლასს, 

რომელიც შედგება არაუარყოფითი მარტივი ფუნქციებისაგან, ზრდადია 

და ყოველ წერტილმში კრებადია / ფუნქციისაკენ. მაშინ: 

« ნებისმიერი (/„) C #(#) მიმდევრობისათვის არსებობს (1) ზღვა- 

რი; 

« (1) ზღვრის მნიშვნელობა ერთი და იგივეა ყველა (#ი) C #(#) 

მიმდევრობისათვის; 

« თუ / მარტივი ფუნქციაა, მაშინ (1) ზღვრის მნიშვნელობა ემ- 

თხვევა /-ის ლებეგის ინტეგრალს მნიშვნელობას §8.1-ში მოცე- 

მული განსაზღვრების მიხედვით; 
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« X სივრცეზე / ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალი განისასღვრება 

როგორც (1) ზღვრის მნიშვნელობა. 

აღსანიშნავია, რომ ყოველ არაუარყოფით ზომად ფუნქციას გააჩნია სას- 

რული ან უსასრულო ინტეგრალი. 

არაუარყოფითი ზომადი / ფუნქციისათვის I(#)-ით აღევნიშნოთ ყეელა 

იმ არაუარყოფითი მარტივი ფუნქციის კლასი, რომლებიც არ აღემატებიან | 

ფუნქციას. 

შემდეგი თეორემა გვაძლეეს არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციის ინტეგრა- 

ლის განსაბღვრის კიდევ ერთ შესაძლო ვარიანტს. 

თეორემა 8.3.1. ვთქვათ, / არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა. მაშინ 

Iძს= §სჩ / მი0/. 
ჯ »6ნ(/) #X 

დამტკიცება. ვთქვათ, (/„გ) C #(/). თუ გავითეალისწინებთ, რომ (/ 

ი C IMI) C #X/), ინტეგრალის განსაზღვრიდან გამომდინარე დავწერთ, 

/ IM9ძ# = IIი / ჩაძს< §სი / ჯი/. 
ჩჯ იი )X» »CM(/) /X 

მეორე მხრიე, ნებისმიერი #ჯ C #(/) ფუნქციისათეის, თეორემა 8.2.2-ის ძალით 

გვაქვს, რომ 

/ »”ძეს < Iი / #აძ/. 
Xჯ ”-ი X 

შედეგად, 

§სხ /;)(1#·5/ #9ძ/#. 
იC#XIV) / -V X 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

X-ის ზომად X ქეესიმრავლეზე არაუარყოფითი ზომადი / ფუნქციის ინ- 

ტეგრალის განსაზღვრა ხდება შემდეგი ტოლობის მეშეეობით: 

ესე-. 
L » 

არაცარიელ L სიმრავლეზე ინტეგრალს შეგვიძლია შევსედოთ, აგრეთვე, რო- 

გორც /I8 ფუნქციის ინტეგრალს (#,, 5(1M%, /,|§ი8) ზომიან სივრცეზე, ადვილი 

დასანახია, რომ 

/ძ.= Mუ / #ძ.= ჯსს / ჯძე,, 
/I.·", ირ0ილ9 ) ' »X6CM9(/) » 8 

სადაც (/») ნებისმიერი მიმდევრობაა #(#) კლასიდან, 
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თეორემა 8.3.2. ვთ··]ვათ, #= 2@1 0.Xჩ. სადაც ე”. წყვილ· 

წყვილაღ თანაუკვეთი ზომადი სიმრავლეებია, ხოლო თ1,02,... არაუა- 

რყოფითი რიცხვებია. მამინ 

> (2) 
2 L=1 

დამფტკიცება. აღესიშნოთ ჯ, = 2;·;] თLXM5, (ი C M). ადვილი დასა- 

ნასია, რომ (/გ) მარტივ ფუნქციათა ბრდადი მიმდეერობაა და /(ჯ) = 

"IL";) #ა»(თ) ყოველი დჯ-სთვის. შედეგად, ინტეგრალის განსაზღვრების გათვა- 

ლისწინებით დავწერთ, 

/]([/[: Vი / #.ძ/!. 
|V 7-7C%C X 

საიდანაც, თეორემა 8.1.1I-ის ძალით ვღებულობთ (2) ტოლობას, თეორემა 

დამტკიცებულია. IMI 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, / და ყ არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციებია, / და ყ ფუნქციებს 
ეწოდებათ ტოლადზგომადი, თუ 

/I(((/ > 09))=IX((9 >9)) 

ყოველი თ > 0-სთვის. აჩვენეთ, რომ თუ / და ე ტოლადზომადია, მაშინ 

1 II = IV ყძ/. 

§4. არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალის 

ზოგიერთი თვისება 

თეორემა ზ.#.L ვთ··]ვათ, # და 9 არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციები·)· 

სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

4(/+9)(I”=L]ქ|L+Lექჯ|, 

/··V((··_/·)(I”. = C/X #0ი,ე (-ი>0), 

თუ # < 9, მაშინ /]ძ#ჭ/ 9ძ/!. 
X X



დამტკიცება. ვთქვათ, (/„) C #(#/) და (ი„) C #(ი). მაშინ ცსადია, რომ 

(/”+9ძ»ი) C M(#+9) და (ი/») 6 #(#). შედეგად, ინტეგრალის განსაზღვრებისა 
ღა თეორემა 8.2.1-ის ძალით ეწერთ, 

/X (/ + 9)ძ/ = II /X (/ი + ძი)ძ/ = II [ /ჯ ჰაძს + /ჭ ჟ„ქ„] = 

ია-+ლ< Iჯ »-+% / X X X 

/(C])([/,L: 1Iი /(C]„)CI#= 
ჯ»· X––-0 ჯ 

= II0V (C/ ·/·„ძ#) =C სი / !·„ძ#=(:/ #ძ/. 
7-–C9C6 ჯ 71-00 ჯ ჯ 

მესამე წინადადების დასამტკიცებლად უნდა ვისარგებლოთ თეორემა 8.3.1- 

ით და გავითვალისწინოთ, რომ I#X/) C IX(Vი). 

თეორემა დამტკიცებულია. L) 

თეორემა 8·4·2· ვთქვათ, ·/· არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა ღა 

C > 0. თუ /(?) < C (« 6 X), მაშინ | #/თ/ < C/I(X). 

დამტკიცება. შეფასება გამომდინარეობს ინტეგრალის მონოტონურობის 

თვისებიდან (იხ. თეორემა 8.4.1-ის მესამე წინადადება), თე მას გამოვი- 

ყენებთ ჯ და 9 ფუნქციათა წყვილისათვის, სადაც ყ არის იგივურად C-ს 

ტოლი ფუნქცია. C) 

თეორემა 8ზ.#.3. ვთქვათ, / არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა. თუ # 

და # %ომადი სიმრავლეებია და #; C #V მაშინ _[ვ 19/! < ·[1:· IMძVM#. 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ #Xგ < #X „ და გამოვიყენოთ ინტეგრა- 

ლის მონოტონურობის თვისება. შედეგადღ დავწერთ, 

| /4#= / /ირ < / /ირ = / /ძ+ 
8 X X L 

თეორემა დამტკიცებულია. ლ 
თეორემა 8.#.#. ვთქვათ, / არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა. თუ 

]·X](I,LL( C, მაშინ #(>) < % თითქმის ყველგან. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ ჩხლე = 1# = C-). 8.4.2 და 8.4.3 თეორემების 

ძალით ვწერთ, 

« > /X #IM# > /ვ _ I4 = 60#(წ%ი). 
რაც შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა /I(M>) = 0. I88) 
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თვგორემა 8.#.5. ვთქვათ, / არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა. თუ 

]·, ჯI V/|= 0, მაშინ /(>ჯ) = 0 თითქმის ყველგან. 

დამტკიცება. შემოვიღოო აღნიშენები: 

ს#. = (/ >1/L) (:CM), #=L(#/>0!. 

ცხადია, (M,.) ზომად სიმრაელეთა ზრდადი მიმღევრობაა და LI–I·"; #, = . 

8.4.2 და 8.4.ქ3 თეორემების ძალით ეწერთ, 

0= / /4#> / /4#> L წ). 
X ” - 

საიდანაც, გომის ქვემოდან უწყეეტობის თვისების საფუძველზე ვღებულობთ, 

რომ /(ჩ) = Iო /((-%-) = 0. თეორემა დამტკიცებულია. C) 
'–>9:C 

თეორემა 8.4.ნ6. ვთქვათ, / არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა. თუ 

/|(M) = 0, მაშინ I- /ძ/! = 0. 

დამტკიცება. დებულება ცხადია მარტიეი ფუნქციის შემთხეევაში, რის შემ- 

დეგაც, ბოგად სიტუაციაში დებულების ღასადგენად საკმარისია გაეითვალის- 

წინოთ, რომ |,./ძე = 5ს– |,.»ძ/. ღ) 
#XCVIXL/) 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, / ზომადი ფუნქციაა და /(») > 0 ყოველი ჯ» C X-სთვის, აჩეენეთ, 
რომ თუ ს ზომადი სიმრავლეა და |„ /ძ/, = 0. მაშინ /7:(#L) = 0. 

2. ეთქვათ, / ზომა შემოსაზღერულია, / ზომადი ფუნქციაა და /(ჯ7) > 0 ყოველი 
27 C X-სთვის, აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი ი; C (0,/,(X)) რიცხვისათვის, 

I%I· ·/[·: #9/ > 0, 

სადაც ქვედა ზღეარი აიღება ყეელა იმ ზომადი L სიმრაელის მიხედეით, 
რომელთათეისაც /I(L) > ი. 

3. აჩვენეთ, რომ თუ / ზომა შემოუსაზღვრელია, მაშინ ამოცანა 2-ის დასცენა 

საჭიგადოდ არაა სამართლიანი, 

4. დაამტკიცეთ, რომ კანტორის ფუნქციის ინტეგრალი ლებეგის ზომის მიხედვით 

1/2-ის ტოლია, ე.ი. ·[[0·11 0ძო = 1/2. 

§ 5. ზღვარ·ხე გაღასვლა ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ არაუარყოფით 

ზომად ფუნქციათა მიმდევრობებისათვის 

ყოველი ნატურალური »-სთვის განევიხილოთ რიცხვით ღერძზე განსაბ- 

ღვრული / ფუნქცია, რომელიც ი-ის ტოლია (0,1/») ინტერვალზე და ნულის 

ტოლია (0, 1/თ) ინტერვალის გარეთ, ე.ი. /გ = აXა,,,) (ნახ. 8.4). 
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ნახ. 8.4. 

მარტივი შესამოწმებელია, რომ (/,,) მიმდევრობა ყოველ წერტილში კრე- 

ბადია იგივურად ნულის ტოლი / ფუნქციისაკენ, მაგრამ, მიუხედავად ამისა, 

1=”1L"·0I0/“]„(1"1;6/“]·(1M=0· 

ამ მაგალითის საფუძველზე შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ფუნქციათა მიმდევრობის 

ყოველ წერტილში კრებადობა, საზოგადოდ, არ უზრუნველყოფს ლებეგის 

ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ ზღვარზე გადასვლას, რის შემდეგაც აქტუალური 

ხდება საკითხი: რა დამატებით პირობებშია დასაშვები ინტეგრალის ნიშ- 

ნის ქვეშ ზღვარზე გადასვლა? შემდეგი თეორემა ეკუთვნის ბ. ლევის და ის 

გვიჩვენებს, რომ ფუნქციათა მიმდევრობის ზრდადობის შემთხვევაში ბღვარზე 

გადასვლა შესაძლებელია. 

თეორემა 8.5.1. ვთქვათ, (/„) არის არაუარყოფით ზომად ფუნქციათა 
სრდადი მიმდევრობა, ხოლო # - მისი წერტილოვანი ზჯღვარი, ე.ი. 

#(“) = "1320 #.(თ) (თ C X). მაშინ 

/ /0) = 1ი / /ძი. 
X (/ ა შ) IV 

აქვე მოვახდინოთ კიდეე ერთი მნიშვნელოვანი ზღვარითი თეორემის ფორ- 

მულირება, რომელიც ეკუთენის პ. ფატუს. ეს თეორემა, კერძოდ, გვიჩვენებს, 

რომ ფუნქციათა მიმდევრობის წერტილოვანი კრებადობა, მართალია, ვერ უზ- 

რუნველყოფს ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ ზღვარზე გაღასელას, მაგრამ მიუხედა- 

ვად ამისა, უზრუნველყოფს ცალმხრივი შეფასების სამართლიანობას ზღვარითი 

ფუნქციისა და მიმდევრობის წევრთა ინტეგრალების შედარებისას, 

თეორემა ზ8.5.2. ვთქვათ, არაუარყოფით ზომად ფუნქციათა (#,) მიმ- 

დევრობა წერტილოვნად კრებადია და #(>) = ,ჭქ!ჰი ჰი(თ) (თ C X). 

მაშინ 

MIძ,ს < Iთ / ჰიძს. 
X X ი-თ 
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უფრო მეტიც, იგიყე შეფასება სამართლიანია მაშინაც, როცა ჯც„ მიმდევ- 

რობა არ··)ა აუცილებლად წერტილოვნად კრებადი და ·]·-ის ნაცვლად 

აიღება Iი /გ ფუნქცია. 
»-3 

აქვე მოვიყვანოთ ფატუს თეორემის ერთი საინტერესო შედეგი. 

თეორემა 8.5.3. ვთქვათ, არაუარყოფით ზომად ფუნქციათა (/#) მიმ- 
დევრობა წერტილოვნად კრებადია და /#(>) = IIი) 1„(>) (« C X). თუ 

წ–0C% 

ყოველი »-სთვის სრულდება შეფასება: 

/ჩ#ჭც 
X 

|,/#<50. 
შენიშვნა 8.5.1 ადეილი დასანახია, რომ ფატუს თეორემა და მისი შედეგი 

სამართლიანია მაშინაც, როცა (/,,) მიმდევრობის ყოველ წერტილში კრებადო– 

ბის პირობას შევცვლით ზომადი / ფუნქციისაკენ თითქმის ყეელგან კრებადობის 

პირობით, 

მაშინ 

ლეეისა და ფატეუს თეორემები მიღებული იქნება შემდეგი დებულების სა- 

ფუძეელზე, რომელიც. თავის მხრივ, წარმოადგენს თეორემა 8.2.2-ის განზო- 

გადებას,. 

თეორემა 8.5.#. ვთქვათ, #/„ (» C M) და / არაუარყოფითი ზომადი 
ფუნქციებია. თუ (#) ზრდადი მიმდევრობაა და /(>) < „@,LL Iი(2) 

ყოველი Xჯ C X წერტილისათვის, მაშინ 

/M#;M/№M 
ჯ –>2-0C M# 

დამტკიცება. თეორემა 8.3.1-ის საფუძეელზე დამტკიცება დაიყვანება იმ 

შემთსეევის განხილეაზე, როცა / მარტივი ფუნქციაა. შემდგომი მსჯეულობა 

ანალოგიურია 8.2.2 თეორემის დამტკიცებისა და ის მოგეყავს გადმოცემის 

სისრულისათვის, 

წარმოვადგინოთ / ფუნქცია სტანდარტული სახით: / = 3I 1 0.Xწ,- 

განეიხილოთ ნებისმიერი § C (0,1) რიცხვი. შემოვიღოთ სიმრაექლეები: 

. = (2C ML: Iი(>)>(1- იი,სს (:CI,I, 71C IM). 

(/1») მიმდეერობის ზრდადობის საფუძველზე, ყოველი ჯ; C 1, თ1-სთვის გვექნება, 

რომ 
C 

I1 C MX.2 C და L | ა„ = #.. 
#X=1



შედეგად., ზომის ქვემოდან უწყვეტობის თვისების ძალით, ყოველი /: C 1,7ი- 

სთვის. 

„“)ი #M(-%თ ) =· /(X%). 

აღვნიშნოთ 
((/1 

9, = 2(1 – ნ)(”··)(ვ“·" ( C IM). 

L=1 

ცსადია. 0, მარტივი ფუნქციაა და /„ > ძა. 8ზ.1.1 თეორემისა და ინტეგრალის 

მონოტონურობის თვისების გათვალისწინებით დავწერთ, 

LI/ 

წ --- .-. 
X=1 

საიდანაც, თავის მსრივ მივიღებთ, რომ 

71 

„ილ, / /ოძი > Iო ,§(1 – 6)რL/I(%-ი) = 

=2 0-9%M80=0 -9 /X ჯ9ი 

შედეგად, C C (0,1) რიცსვის ნებისმიერობის საფუძველზე ვღებულობთ (1) 

შეფასებას. თეორემა დამტკიცებულია, (86) 

თეორემა 8.5.-ის დამტკიცება. არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციის ინტეგ- 
რალის მონოტონურობისა და (/,) მიმდევრობის ზრდადობის გათვალის- 

წინებით გვექნება, 

წ ..... 
ჯ ჯ X 

საიდანაც ვასკვნით, რომ სო II /„ძ/ არსებობს და არ აღემატება | X I 9//-ს. 
ჯიი 

ეს დასკვნა კი, თეორემა 8.5.4-თან ერთად გეაძლევს სასურეელ ტოლობას. 

თეორემა დამტკიცებულია, C) 

თეორემა 8.5.2-ის დამტკიცება. დავამტკიცოთ თეორემის მეორე ნაწილ- 
ში ჩამოყალიბებული უფრო ზოგადი დებულება, აღვნიშნოთ 

ძი = II /ი იდ CM). 

ცხადია, (ყე) ზრდადი მიმდევრობაა და /(») = "11)"3·09”(1;) (: C X). აქვე 

შევნიშნოთ, რომ ყ, < #თ (ი < ჯ), საიდანაც ინტეგრალის მონოტონურობის 

თვისების ძალით, 

/9"(1#5/ ჰთძის (# < ჯი). 
X X 
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ზემოაღნიშნულიდან გამომდინარე, თეორემა 8.5.4-ის ძალით დავწერთ, რომ 

ძ < Iთ / ძიძ, < სო / ძ/!. 
/)·ჯ!” ი–6თ X·I"“—"·I··—·;·:· X!" ” 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შემდეგი მნიშვნელოვანი დებულება წარმოადგენს ლევის თეორემის შე- 

დეგს. 

თეორემა 8.5.5. თუ (/,) არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციების მიმდევ- 
რობაა, მაშინ 

CC (ი ი) 

ბ. ;;„)ქ„ =2. / M 
·/I·V ("=I ა=) ” X 

დამტკიცება. აღენიშსოთ: 

« M 

I=2,ჩს I=2,M (MC6M. 
M=1 ი=1 

ცხადია, (/V») არაუარყოფით ზომად ფუნქციათა ზრდაღი მიმდევრობაა და 

#(თ) = IL"·I MM(Cთ) ( C X). თუ ვისარგებლებთ ლეეის თეორემით და 
7–რ56იC 

ინტეგრალის წრფიეობის თვისებით, გვექნება, რომ 

/X(ჯ”")ძ”=/X“”=„]I—·."·,·,/X|
M1”= 

=ქლო2"2/„”"ძ#=§/ჯ”„ძ”. 
#=1 “- II=1 

თეორემა დამტკიცებულია. (8) 

ამოცანები 

I. ააგეთ არაუარყოფით ზომად ფუნქციათა კლებადი (/„-) მიმდეერობა, რომ- 
ლისთვისაც არ სრულდება ტოლობა: 

·/:ჯ·("["ჭჭ···/")(თ="|ჭ|
ჰი/ჯ|"კ“_ 

2. აჩვენეთ, რომ თუ არაუარყოფით ზომად ფუნქციათა კლებადი (ჯ#,) მიმდევ- 
რობაა და დამატებით ცნობილია, რომ |., /1ძ/ < C, მაშინ 

/·(II"I ჰ»)ძე = II / ჰიძM. 
X 'ი-+ით ი–+=< Iჯ 

3. ააგეთ არაუარყოფით ზომად ფუნქციათა (/(გ) მიმდეერობა, შემდეგი თვისე- 

ბებით: 

/["ძ#51 (იCIM), / ( იი /6)ძ = CC. 
Xჯ Xჯ ი–ლლ 
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§ 6. არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციის ლებეგის განუსაზღვრელი 
ინტეგრალის თვლადად ადიციურობა 

არაუარყოფითი ზომადი / ფუნქციის ლებეგის განუსა·ხღვრელი ინტეგ· 

რალი ეწოდება ზომად სიმრავლეთა კლასზე შემღეგნაირად განსაზღვრულ 

ფუნქციას: 

”,(C)=]|(I„. ( C 5). 
L 

ცხადია, #/ არაუარყოფითი ფუნქციაა და I//(@) = 0, 

თეორემა 8.ნ.1. ნებისმიერი არაუარყოფითი ზომადი ფუნ··]ციის ლებეგის 

განუსახღვრელი ინტეგრალი არის თვლადად ადიციური და შედეგად, 

არის ზომა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, #, (I C M) წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ზომადი 

სიმრავლეებია და # = LI>, #L. თუ გავითეალისწინებთ ტოლობას: 

(> ი) 

X65 = 2,Xჩხი 
L=1 

და გამოვიყენებთ თეორემა 8.5.5-ს, მივიღებთ, რომ 

”](1—·7)=·/5/ძ#=/)(]·ჯ|·:ძ”=/)·((,ჯ/·ჯვ*)ქ”: 

=|·§1/X /X5*11#=|§·/5*·|·11|·!=,§I/](5“1·—). 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

მოვიყვანოთ თეორემა 8.6.1-ის რამდენიმე შედეგი. 

თეორემა 8.ნ.2. ვთქვათ, / არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა. მაშინ 

ნებისმიერი თანაუკვეთი # და # რზომადი სიმრავლეებისათვის, 

_ I4+= /ვ #9.++ /? /ძ». 
თეორემა ზ8.წ.3. არაუარყოფითი ზომადი / ფუნქციის ლებეგის ინტეგ- 

რალი არ არის დამოკიდებული ნული ზომის სიმრავლეზე ფუნქციის 

მიერ მიღებულ მნიშვნელობებსე. სახელდობრ, თუ # შრზომადი სიმრავ- 

ლეა, ხოლო /V - მისი ნული ზომის ქვესიმრავლე, მაშინ 

L](!M=/CXM](I|L 
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თეორემა 8.6.3 გამომდინარეობს თეორემა 8.6.2-დან იმის ცხადი ფაქტის 

გათვალისწინებით, რომ ნული ზომის სიმრავლეზე ინტეგრალის მნიშვნელობა 

ხნხულის ტოლია. 

'მენიშვნა 8.წ.. თეორემა 8.6.3-დან გამომდინარე, ამ თავის ყოველი თე- 

ორემა, რომლის პირობაში მოთხოვნილია რაიმე თვისების ყოველ წერტილში 

შესრულება, სამართლიანი რჩება იმ შემთხვევაშიც, როცა იგივე პირობები 

შესრულებულია თითქმის ყოველ წერტილში, მაგალითად, ფატუს თეორემა 

სამართლიანია იმ შემთხვევაშიც, როცა (/,გ) მიმდეერობა ზღეარითი / ფუნ- 

ქციისაკენ კრებადია თითქმის ყოველ წერტილში, 

თეორემა 8.წ.#. თუ #ჯ#დაძ ეკვივალენტური არაუარყოფითი ზომადი 

ფუნქციებია, მაშინ ნებისმიერი ზომადი L სიმრავლისათვის, 

/ ILძ/ = / ყძ/. 
” L 

დამტკიცება. ვთქვათ, V ნული ბომის სიმრავლეა, ისეთი, რომ (/ # 

9) C M. მაშინ თეორემა 8.6.3-ის ძალით დაეწერთ, 

/ M = / Iი = / ეძ» = / ყძი. 
8 ნVVონჩ) ”V(Vონ) ჩ 

თეორემა დამტკიცებულია. 5 

თეორემა წ.ნ.5. ვთქვათ, # არაუარყოფითი სომადი ფ-ენქციაა, (ჩი) 

ზომად სიმრავლეთა ზრდადი მიმდევრობაა და ჯ = L]“” #,,,. მაშინ 11=1 

/](I#= სი #ძ/!. 
წი) 7-–6C ნ" 

თეორემა 8.6.5 უშუალოდ გამომდინარეობს თეორემა 8.6.1-დან და ზომის 

ქვემოდან უწყვეტობის გათვალისწინებით. 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, /, ზომა შემოსაზღვრულია და /, /), /2,... ზომადი სასრული ფუნ- 

ქციებია, აჩვენეთ, რომ (/„გ) მიმდევრობა ზომით კრებადია / ფუნქციისაკენ 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

IIი – II /·—·——1+I]"—/I(|”·)0 თ + თ). 

2, აჩვენეთ, რომ თუ / ზომა შემოუსაზღერელია, მაშინ ამოცანა 1-ის დაIკენა 

საზოგადოდ არაა საქართლიანი, 
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3. ვთქვათ), #41, 49,... ზომადი სიმრავლეებია და Iი (ი. C M) არის ყველა იმ 
წერტილის სიმრავლე, რომელიც შედის არანაკლებ თი ცალში 74 სიმრაელეთა 

შორის. აჩვენეთ, რომ 

/(5„) < 1 9 _ //). 
I X=1 

§.7. ლებეგის ინტეგრალი ზოგად შემთხვევაში 

ვთქვათ, / რაიმე ზომადი ფუნქციაა. განვიხილოთ /|-ის წარმოდგენა და- 

დებითი და უარყოფითი ნაწილების სხვაობის სახით, ე.ი, 

#I=1ჰ'-I, 

სადაც L = IX/ჯ>იე და #“ = – ,/X//<0) (ნახ. 8.5). 

ნახ. 8.5. 

თუკი შევნიშნავთ, რომ /+ და L“ არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციებია, 

მაშინ ბუნებრივ მოსაზრებად ჩანს / ფუნქციის ინტეგრალად X სივრცეზე 

მივიჩნიოთ 

| /- / “ი 
X ჯ 

გამოსახულება. ოღონდ აქვე უნდა გავითვალისწინოთ შემდეგი გარემოება: თუ 

I #M+ძც და I» I “ ძც ინტეგრალები ორივე უსასრულოა, მაშინ მათი სხვაობა 
აზრს მოკლებულია, ანუ ასეთ შემთხვევაში | /ძ/ ინტეგრალის განსაზღვრა 

შეუძლებელი ხდება., სწორედ ეს მოსაბრებები უდევს საფუძელად ლებეგის 

ინტეგრალის გზოგად განსაზღვრებას, სახელდობრ: 
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ხომადი / ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალი X სიერცეზე (აღნიშენა: 

I ჯ #4/)) განისაზღვრება იმ შემთხვევაში, როცა 

/X #+ძი და L I-ძი 
ინტეგრალებს შორის ერთ-ერთი მაინც სასრულია და ]· X #ძ/-ის მნიშვნე- 

ლობად მიიჩნეეა სხვაობა 

| /1.- / /-ძი. 
X X 

ცალკე გამოიყოფა ის შემთხვევა, როცა ორივე ]X #+ძი და ·,·X # “ ძ ინტეგ- 

რალი სასრულია, ასეთ შემთხვევაში, / ფუნქციას ეწოდება ლებეგის აზრით 

ინტეგრებადი ან კიდეე, ჯამებადი· ყველა ჯამებადი ფუნქციის კლასი აღი- 

ნიშნება ჯL(X, /!) ჩანაწერით. 

შე3ვნიშნოთ, რომ ლებეგის ინტეგრალის აღსანიშნად, აგრეთეე, გამოიყენება 

, #C0)ძი(თ) ჩანაწერი. 
შენიშვნა 8.7.. არაუარყოფითი ზომადი / ფუნქციისათევის / + = # და 

#“ = 0. შედეგად, /-ის ინტეგრალის მნიშვნელობა ზემოთ მოცემული გან- 

საზღვრების მისედეით ემთხევევა /-ის ინტეგრალის მნიშენელობას §8.3-ში 

მოცემული განსაზღვრების მიხედეით. 

შენიშვნა ზ.7.2, არაუარყოფითი ზომადი / ფუნქციის ჯამებადობა ტოლ- 

ფასია მისი ინტეგრალის სასრულობის, ე.ი. ·[· X #M9/! < % პირობის. 

თეორემა 8.7., ზომადი / ფუნქცია ჯამებადია მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როცა ჯამებადია მისი მოდული, ე.ი. / C LLCX,/M) « II C 

#(X,/!). 

დამტკიცება. ვთქვათ, # C (CX, /!). მაშინ გვაქვს, რომ IX11+9ძ/ < % 

და II I ძ < თ. შედეგად, თუ გავითვალისწინებთ |#| = /+ + #“ ტო- 
ლობას და გამოვიყენებთ არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციებისათვის ლებეგის 

ინტეგრალის წრფივობის თვისებას, დავასცვნით, რომ 

I IVIM«= / #+ძ+ / /-ძ, <თ, 
X X X 

რაც ნიშნაეს |/|-ის ჯამებადობას. 

ვთქვათ, ახლა |/I C #(X,/,). მაშინ /+ < |I/I და /“ < |/I შეფასე- 

ბების გათვალისწინებით, არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციებისათეის ლებეგის 

ინტეგრალის მონოტონურობის თვისების ძალით დავასცენით, რომ 

/X/+(1|1·5/;·(|]I(I#(00 და /·V]–ძ”5/:ჯ|/|ძ”(თ· 

შედეგად, # C L(X,/(). თეორემა დამტკიცებულია, C 
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თეორემა 8.7.2. ვთქვათ, / C LCX, ). მაშინ |/(>)| < C2 თითქმის 

ყველგან. 
თეორემა 8.7.2 გამომდინარეობს 8.7.! და 8.4.4 თეორემებიდან. 

თეორემა 8.7.3. ვთქვათ, 1, 9 C LCX, /). სამართლიანია “'შემდეგი წინა- 

დადებები: 

ს #+9 6 L(X,/!) და I»(/ + ე)ძ/|= I» I0/+ Iჯ 9ძI» 
2) ნებისმიერი C C IL-სთვის, C/ C L(X, ) და ]·X(C])(I;I, = C]·X 9 

3) თუ / < 9, მაშინ |, /ი/: < Iჯ 0ძ/+. 

დამტკიცება. არაუარყოფითი ფუნქციებისათვის ინტეგრალის მონოტო- 

ნურობისა და წრფივობის თვისებების ძალით ვწერთ, 

/X I/ +9Iძი < /ჯ (0/I+19)ძ/ < /X IIIი++ /X Iე1ძ/. 
საიდანაც, თეორემა 8.7.1-ის საფუძველზე ვასკვნით # + ი ფუნქციის ჯამე- 

ბადობას, 

გვაქეს, რომ 

(I+ყ) –(#I+ძ) =#+9=/ -/ +ელ-ყ 

შედეგად, 

(/+ი)L+I +9ყ =(/+ი) +I/1+ი"'. 
არაუარყოფითი ფუნქციებისათვის ინტეგრალის წრფივობის თვისების საფუძ- 

ველზე გვექნება, 

·/)((·|+9)+ძ#+·/ჯ]—ძ#+·/;(9—ძ„= 

=/(]+9)—ძ#+/ !+ძ#+/ 9'ძM. 
X ჯ X 

საიდანაც, ტოლობაში მონაწილე თითოეული ინტეგრალის სასრულობის გათ- 

ვალისწინებით, უშუალოდ ვღებულობთ, რომ 

/X(/+9)·I#=/XM”+/XM#· 

გადავიდეთ ერთგვაროვნების თვისების დამტკიცებაზე, არაუარყოფითი ფუნ- 

ქციებისათვის ინტეგრალის დადებითად ერთგვაროვნების ძალით დაეწერთ, 

| IVIM#= / (9IM)4=I9 / II 
X X Xჯ 

საიდანაც, თეორემა 8.7.1-ის საფუძველზე ვასცენით C/ ფუნქციის ჯამებადობას, 
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თუ ი > 0. მაშინ გვაქეს, რომ (ი/)+ = C/+ და (ი/)“ =CL“ შედეგად, 

არაუარყოფითი ფუნქციებისათვის ინტეგრალის დადებითად ერთგვაროენების 

გათვალისწინებით დავწერთ, 

/X(C])(I”= /X (9/1)ძს – /X (ი/“)ძე = 

=C/X]+(1|L—C/X]—(I|L=C/X·[(I#· 

მეორე შემთხვევაში, ე.ი. როცა C < 0, გვექნება, რომ (C/)+ = (–ი0)/“ და 

(9I)“ = (–ო)/“. შედეგად, კვლავ არაუარყოფითი ფუნქციებისათვის ინტეგ- 
რალის დადებითად ერთგვაროვნების გათვალისწინებით დავწერთ, 

/X («/)ძ/ = /X (ი/“)ძ/, – /X (ი/-)ძი = 

=(-9 / /-ძ- Cძ /X /10#=6 | /4+ 
ინტეგრალის მონოტონურობის დასადგენად შეევნიშნოთ, რომ | < ყ პი 

რობის შესრულების შემთხვევაში სამართლიანი იქნება შეფასებები: 

#IL<VყI, 9 </“ 

საიდანაც, არაუარყოფითი ფუნქციებისათვის ინტეგრალის მონოტონურობის 

საფუძველზე დავწერთ, 

/ I-ძის < / ი-ძი, / ი-ძი < / /-ძი. 
X X X X 

ამ შეფასებებიდან, მათში მონაწილე ინტეგრალების სასრულობის გათეალის- 

წინებით, ეღებულობთ, რომ 

/]+ძ|1–/ ·!·—ძ#ჭ] 9+ძ#—/ 9 ” ძ/. 
ჯ X X X 

რაც ნიშნავს დასამტკიცებელი შეფასების სამართლიანობას, 

თეორემა დამტკიცებულია. (8) 

I I4 < I I/Iძი. 

თეორემა 8.7.4-ის დასამტკიცებლად საკმარისია გავითვალისწინოთ, რომ 

]·X./I|#=]·X]+C1#—IXI—11# და ·,·X |·|·|ქ#=·|·)(!+ქ#+·|·ჭ·!—ძ#· 

თეორემა მ8.7.5. ვთქვათ, # C6 სხ(X,/სI), #ჰ1 >20, 9 ზომადი ფუნქციაა 

და |9| < /. მაშინ ყ C L(X,//). 

თეორემა ზ8.7.#. ვთქვათ, # C L(CX,/I). მაშინ 
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დამტკიცება. არაუარყოფითი ფუნქციებისათვის ინტეგრალის მონოტო- 

ნურობის საფუძველზე გვაქევს, 

/ IიIძი < / /ძი < C. 
X X 

საიდანაც. თეორემა 8.7.1-ის ძალით ვასკვნით ი ფუნქციის ჯამებადობას. თე- 

ორემა დამტკიცებულია. L) 

თეორემა 8.7.ნ6. თუ /I(X) < C, მაშინ ნებისმიერი შემოსახღვრული 

ზომადი ფუნქცია ჯამებადია. 

დამზტკიცება. ვთქვათ, / ზომადი ფუნქციაა და |/(>)| < C (ჯ 6 X). 
შეეჩიშნოთ, რომ /I!(X) < % პირობის საფუძველზე, იგივურად C-ს ტოლი 

ფუნქცია ჯამებადია. ამის შემდეგ, თუ გამოვიყენებთ თეორემა 8.7.5-ს, დავას- 

კვნით /-ის ჯამებადობას, თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა 8.7.7. თუ / ზომადი ფუნქციაა, იჯ < #(>) < M (თ>C #X) 

და /I(X) < 00. მაშინ / C (X,/) და ?11'/(X) < I» #9/ < M/(X). 

დამტკიცება. თეორემა 8.7.4-ის ძალით /, იXჯ და ხსXX ფუნქციები 

ჯამებადია. ამის შემდეგ ინტეგრალის მონოტონურობის თვისება გვაძლევს 

საჭირო უტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. LI 

შემდეგი დებულება მოიხსენიება როგორც ჩებიშევის უტოლობა. 

თეორემა 8.7.მ. ვთქვათ, # C LCX,/!). მაშინ ყოველი X > 0 რიცხვი- 

სათვის სრულდება შეფასება: 

#((I/I > X)) < ჭ/ჯ|]|ქ„. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი X > 0. ადვილი შესამოწმებელია, 

III > XXVVI>X)- 
საიდანაც, არაუარყოფითი ფუნქციებისათვის ინტეგრალის მონოტონურობის 

საფუძეელზე, გვაქვს, 

1 VI#> / Xიიი>ააშ = MXVVI > X). 
თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თვორემა 8.7.9. ვთქვათ, #= 22;1 Cთ, XC., სადაც Iი, L2,... წყვილ- 

წყვილად თანაუკვეთი ზომადი სიმრავლეებია, ხოლო 01,თ2,... რაიმე 

სასრული რიცხვებია. / ფუნქცია ჯამებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
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როცა კრებადია 22;1 |თ/:|/4(წ) მწკრივი და ჯამებადობის შემთხვევა·მი 

#-ის ინტეგრალი გამოითვლება ტოლობით: 

| /4#= 9 5. 
X M=1 

დამტკიცება. აღენიშმნოთ #,) = (2C M ძგ > 0) და #2 = (დ C 

M ი,, < 0). ადეილი დასანახია, რომ /+ = 2-6Cჩ,ე 0LM(8.) და |“ = 

2)Cჩე 1CLI/I(M.). ამის შემდეგ, თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია გა- 
ეითვალისწინოთ თეორემა 8.3.2. L 

თეორემა ზ.7.M. ვთქვათ, / ზომა შემოსაზღვრულია, / შემოსაზღვრუ- 

ლი ზომადი ფუნქციაა და »: < /((>) < M, (ჯ C Xჯ). (თ,#V/) მო- 

ნაკვეთის ნებისმიერი 1 = (ყ0,VI,--.,ზჭი) 7% = ზი < 1 –< < 
Vი = IM, დანაწილებისათვის აღვნიშნოთ: XLI) = I;2X (V – 1/--1), 

1</:<I 

M = L/-1 < I» < -) (1 < # <») და 
L L/) 

9,(1) = 2 ,9-IMC%), 5/(0 = 2 ,V-MCჩ). 
L=1 #=1 

ასეთ პირობებში გვაქვს, რომ 

ძს= სით 5,70 = სთ 5V/(2). 
/;LI # ჭ(”[·)—·ი—!( ) #ო530 /თ) 

დამტკიცება. განვიხილოთ 5/(7) ჯამების შემთხვევა. ჯ” დანაწილები- 

სათვის აღენიშნოთ: /უ· = 2ეL-) VLX6,. ცხადია, / მარტივი ფუნქციაა, ამას- 

თან, თეორემა 8.7.9-ის ძალით გვაქეს, 

| / =5/0. 
ჯX 

შემდეგ, თუ შეენიშნავთ, რომ |/-(>) – /(ჯ)| < X(X) (> C X), ინტეგრალის 
წრფივობისა და 8.7.4 და 8.7.7 თეორემების ძალით დავწერთ, 

| /,: ჩძ# – L I9 = /* Iჩი – IIძი < X ოი(X). 

საიდანაც გამომდინარეობს დასამტკიცებელი ტოლობა. 5,(1') ჯამების შემ- 

თხვევაში მსჯულობა ანალოგიურად წარიმართება. თეორემა დამტკიცებულია. 

CI 

შენიშვნა ზ.7.3. 5,(I) და 5/(1) ჯამებს შესაბამისად ლებეგის ზედა 

M ბენ. 1 = 1 Iღ) და ქვედა ინტეგრალურ ჯამებს უწოდებენ ჭ(#იჰ წIV ) X(I”II·I)·!L05 წ V1) 

ტოლობა შეიძლება საფუძვლად დაედოს ლებეგის ინტეგრალის განსაზღვრას 
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შემოსაზღვრული ზომით აღჭურვილ სივრცეზე მოცემული შემოსაზღვრული და 

ზომადი ფუნქციებისთვის. სწორედ ასეთი იყო ლებეგის ორიგინალური განსაზ- 

ღვრება. 

ამოცანები 

1. აჩვენეთ, რომ თუ / ზომა შემოსაზღვრულია, მაშინ ბომადი / ფენქციის ჯა- 

მებადობა ტოლფასია 2 ,-, M < I/I < #+ 11) მწკრივის კრებადობის, 

„ აჩვენეთ, რომ თუ / ზომა შემოსაზღერულია, მაშინ ზომაღი / ფუნქციის 

ჯამებადობა ტოლფასია 2 ,I ) /I((I/II > #1) მწკრივის კრებადობის, 
3. აჩეენეთ, რომ თუ # ზომა შემოუსაზღვრელია, მაშინ | და 2 ამოცანების 

დასკვნები საზოგადოდ არაა სამართლიახი. 

4. აჩვენეთ. რომ თუ / ფუნქცია ჯამებადია, მაშინ სრულდება პირობა /(((| /| > 

2X)) = 0(1/X) (X» –> «%). ააგეთ მაჭგალითი შემოსაზღგრული / ზომის და 
ზომადი / ფუნქციისა რომლებისთვისაც სრულდება აღნიშნული პირობა, 

მაგრამ მიუხედავად ამისა, / არაა ჯამებადი. 
5. ეთქვათ, / ზომადი ფუნქციაა. აჩვენეთ, რომ თუ რომელიმე თ > 1 და C >0 

რიცხვებისათვის შესრულებულია //((I/I > X)) < C/X“ (X> 0) ჰირობა, 

მაშინ / ფუნქცია ჯამებადია, 

(C
) 

§ 8. ლებეგის ინტეგრალი, როგორც სიმრავლის ფუნქცია 

ზომადი / ფუნქციის ინტეგრალი X-ის ზომად #, ქეესიმრავლეზე განი- 

საზღვრება შემდეგი ტოლობით: 

წეა- /ჯ ჩ ძ 
ამასთან, იგულისხმება, რომ |, § #9ძ/ს არსებობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

არსებობს _|· X XMX8 ძე. არაცარიელი I სიმრავლის შემთხვევაში, ·]· 8 1ძ/!-ს 

შეიძლება შევხედოთ, როგორც / ფუნქციის ინტეგრალს (#,5+0) L, /,§იL) 

სივრცეზე. 

# ფუნქციას ეწოდება ლებეგის ახრით ინტეგრებადი, ან კიდევ, «ჯამე- 

ბადი # სიმრავლეზე, თუ /X5 C LCX,/!). L-ზე ჯამებადი ყეელა ფუნქციის 

კლასი აღენიშნოთ L(L,/) ჩანაწერით. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ;: 1) I 8 I#0/ არსებობს მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა |, 8V +ძც და I 8# . ძ9/, ინტეგრალებს შორის ერთ-ერთი მაინც 

სასრულია; 2) / C LC, /) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ორივე |„» /+ძ/ 

და I /“ ძ/ ინტეგრალებს შორის სასრულია. 

თეორემა 8.ზ.I. ვთქვათ, / ზომადი ფუნქციაა. თუ /I(M) = 0, მაშინ 

# C LCჩM,/) და I> 1ძ/ = 0. 
თეორემა 8.8.) არის 8.7.4 და 8.4.6 თეორემების შედეგ"· 
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თეორემა 8მ.8.2. ვთქვათ, ! ხზომადი ფუნქციაა, ს დღა # ზომაღი 

სიერავლეებია, C M და 1C LCM, ). მაშინ / C #(ILX /!). 

თეორემა 8.8.2 არის 8.7.| და 8.4.3 თეორემების შელეგი. 
# C L(CX, /ს) ფუნქციის ლებეგის განუსახღვრელი იჩტეგრალი ეწოდება 

გომად სიმრავლეთა კლასზე შემდღეგნაირად განსაზღვრულ ფუნქციას;: 

|||(15·)=/ხ·]([# (5 C 5). 

შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი ზომადი #; სიმრაელისათვის |, 6 #9/, ინტეგრალის 

არსებობა გარანტირებულია თეორემა 8.8.2-ის ძალით. 

თეორემა 8.8.3. ნებისმიერი | C #(X.#V) ფუნქციის ლებეგის განუსაზ· 

ღვრელი ინტეგრალი წარმოადგენს ორი შემოსახღერული ზომის სხვა- 

ობას და შედეგად არის თვლადად ადიციური. 

დამტკიცება. გვაქეს, რომ I» ჯ“ ძ,/ < %. II I ძ/ < % და M/(L) = 
”/+(8) – ,- (%M) ( C 5). საიდანაც, თეორემა 8.6.1-ის გათეალისწინე- 
ბით, ვასკვნით, რომ », წარმოდგება M#/+ და M,- შემოსაზღერული ზომების 

სხეაობის სახით, თეორემა დამტკიცებულია, CI 

მოვიყეანოთ თეორემა 8.8.3-ის რამდენიმე შედეგი. 

თეორემა ზ.8.#. ვთქვათ, / C #(-+V,/:(). მაშინ ნებისმიერი თანაუკვეთი 

ჯ და ჯ ზომადი სიერავლეებისათვის, 

/M /9/ = /ნ /M.+ ]? /ი 
თეორემა 8.8.5. / C LLCX.V) ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალი არ 

არის დამოკიდებული ნული ზომის სიმრავლეზე ფუნქციის მიერ მიღებულ 

მნიშვნელობებზე. სახელდობრ, თუ ჯ, სომადი სიმრავლეა, ხოლო V - 

მისი ნული ზომის ქვესიმრავლე, მაშინ 

/](I#=/ #9ძ/. 
(2. ნVM 

თეორემა 8.8.5 გამომდინარეობს 8.8.I და 8.8.4 თეორემებიდან. 

თეორეეა 8.8.ნ. თუ ეკვივალენტურ ზომად წ და 9 ფუნქციებს შორის 

ერთ-ერთი «ჯამებადია, მამინ ჯამებადია შეორე მათგანიც და ნებისმიერი 

ზომაღი L სიერავლისათვის, 

| #/4= | იძ« 
171



დამტკიცება. ადვილი შესამოწმებელია, რომ /+ – ყ+ და /“ « ე“, 

შედეგად, თეორემა 8.6.4-ის ძალით გვაქვს, რომ ყოველი ზომადი X სიმრავ- 

ლისათვის სრულდება ტოლობები: 

/ /I+ძ, = / ი?ძი, / I-შ, = / ი-ძი. 
წ » L # L 

საიდანაც გამომდინარეობს დასამტკიცებელი წინადადებები, თეორემა დამტკი- 

ცებულია. C) 

თეორემა ზ.ზ.7. ვთქვათ, / C LCX,/#), (=ი) ზომად სიმრავლეთა 

ზრდადი მიმდევრობაა და # = L);;I ჰაგ. მაშინ 

/]ძ#= ]1"·1/ #ძ/. 
L L უ 4", ი) ნ" 

თეორემა 8.8.7 გამომდინარეობს თეორემა 8.6.5-დან, თუ მას გამოვიყე- 

ნებთ /+ და #“ ფუნქციებისათვის, 

შემდეგი თეორემა გამოხატავს ლებეგის განუსაზღვრელი ინტეგრალის 

ერთ-ერთ უმნიშვნელოვანეს თვისებას, რომელსაც აბსოლუტურად უწყვე- 
ტობად მოიხსენიებენ. 

თეორემა ზ.8.ზ. ვთქვათ, # C LCX,/!). მაშინ ნებისმიერი 5 > 0-სთვის 

მოიძებნება ბ > 0, ისეთი, რომ 

/ !ძ#| < §, 
L 

ყოველი ზომადი # სიმრავლისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს /((#) < ბ 

პირობას. 

დამტკიცება. V, = V/+ – „V,- ტოლობის გათვალისწინებით, საკმარისია 

თეორემა დავამტკიცოთ არაუარყოფითი ფუნქციის შემთხვევაში დავუშვათ 

საწინააღმდეგო: ვთქვათ, მოიძებნება C > 0 და ზომად სიმრავლეთა (#ა:) 
მიმდევრობა, ისეთი, რომ ყოველი »-სთვის, 

1 
/I(M») < გ და ”/(Mი) > 6. 

განვიხილოთ სიმრავლეთა (#„) მიმდევრობის ზედა ზღვარი: 

=-ჩი» 
#=1 L=»ჯ 
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მაშინ ბორელ-კანტელის ლემის (იხ., თეორემა 4.4.4) საფუძველბე მივიღებთ 
/((M) = 0 ტოლობას, მეორე მხრივ, თუ გავითვალისწინებთ, რომ #/ შემოსაზ- 

ღვრული ზომაა (იხ. თეორემა 8.6.|) და გამოვიყენებთ ზომის ბემოდან უწყვე- 

ტობის თვისებას, მიეიღებთ, 

% 

”/(M) = "IL"·;C V, ( L·L=]" 5·“) · 

შედეგად, M,( LI.=„ ) > M/(წ») > § შეფასების გამო, V,(6) > «. ამრიგად, 
ნ-ელზომიან # სიმრაელეზე არაუარყოფითი / ფუნქციის ინტეგრალი გამოეიდა 

დადებითი, ეს კი ეწინააღმდეგება თეორემა 8.8.1-ს, ამით თეორემა დამტკი- 

ცებულია,. IMI 

შენიშვნა 8.8.L თეორემა 8.8.1 სამართლიანია მაშინაც, როცა | |„ #4/!| 
გამოსახულებას შეეცელით 6 IIII/ს გამოსახელებით. ამის დასადგენად საც- 

მარისია გავითეალისწინოთ, რომ / C L(X,/) = |I) C L(X,V) და შემდეგ 

თეორემა 8.8.I გამოვიყენოთ | /| ფუნქციისათვის, 

ამოცანები 

1. ვი”ქვათ, / C ჩ(M%,თ). აჩვენეთ. რომ ნებისმიერი შემოსაზღერული და ლე- 
ბეგის აბრით გომადი L სიმრავლისათვის, I I> ყჯიIIIძო = 0, სადაც 

ი–იი 

ი”+»=1(2+#:26#-). 
2. ვთქვათ, / C L((თ,ხ),თ). აჩვენეთ, რომ თუ |., , /ძი = 0. ყოველი C C 

(თ,ხ) წერტილისათვის, მაშინ / თითქმის ყველგან ნულის ტოლია, 

§0. ზღვარხზე გადასვლა ლებეგის ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ 

შემღეგი დებულება წარმოადგენს ბ. ლევის თეორემის ვარიანტს ნების- 

მიერნიშნიანი ფუნქციებისათვის. 

თეორემა ზ.9.. ვთქვათ, (/2) არის ჯამებად ფუნქციათა ზრდადი 

მიმდევრობა, ხოლო / მისი წერტილოვანი ზღვარი, ე.ი. I(Cთ) = 

I—I·)I·" #ი(თ) (2 C X). თუ დამატებით ცნობილია, რომ 
ი-% 

5"9/ ჰიძ,ს < %, 
ინMV X 

მაშინ / ფუნქცია ჯამებადია და 

/!(I”: I%"]·/]·„(I#· 
= ი»ი-–>Cლ 'წ% 
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დამტკიცება. განვიხილოთ ჟე = /, – ) ( C M) ფუნქციები, ცხადია, 
რომ ეს მიმდევრობა აკმაყოფილებს არაუარყოფითი ფუნქციებისათვის ლევის 

თეორემის პირობებს, რის გამოც, ყ(3:) = IIი1 9,,(-) ტოლობით განსაზღვრუ- 
ი-+% 

ლი ფუნქციისათვის გვექნება, რომ 

გეეერ.“ .-- 0) 
X 7–->0C IV ”-36% X X 

შედეგად, თეორემის პირობის ძალით ვასკვნით ი ფუნქციის ჯამებადობას,. 

აქედან, # = 9 + # ტოლობის საფუძველზე გამომდინარეობს / ფუნქციის 

ჯამებადობა. შემდეგ, (1)-ის გათვალისწინებით, ეწერთ, რომ 

| 444 = / 94++ / ჩძ#= სო / /რ 
ჯ X ჯ ზიოილ,Xჯ 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

ახლა ჩამოვაყალიბოთ უმნიშვნელოვანესი ზღვარითი თეორემა, რომელიც 

ეკუთვნის ლებეგს. ეს დებულება მოიხსენიება როგორც ლებეგის თეორემა 

მაჟორანტული კრებადობის შესახებ და გვიჩვენებს, რომ თითქმის ყველგან 

კრებადობა უზრუნველყოფს ზღვარზე გადასელას ინტეგრალის ნიშნის ქევეშ, 

თუ დამატებით ცნობილია, რომ მიმდევრობის წევრები ერთობლივ შემოსა- 

გღვრულია რაიმე ჯამებადი ფუნქციით (მაჟორანტით). 

თეორემა 8.9.2. ვთქვათ, (/„) ჯამებად ფუნქციათა მიმდევრობაა და 

# ჯამებადი ფუნქციაა. თუ "111)·20 ჰ»(თ) = I(თ) თითქმის ყველგან და 

დამატებით ცნობილია ისეთი არაუარყოფითი ჯამებადი ყ# ფუნქციის არ- 

სებობა, რომ ყოველი »-სთვის, Iს.(თ)| < 9ძ(თ) თითქმის ყველგან, მაშინ 

სთ. / I/ა – /I0#=0, 
IV 

72-30ი% 

და შედეგად, 

თ. / /ძ#= / /9». 
--% ჯ X 

ლემა 8.9.1. ვთქვათ, (წ-5) ჯამებაღ· ფუნქციათა მიმდევრობაა და / «ა- 

მებადი ფუნქციაა. თუ /((X) < C, "ჭ"ჰი I» (>) = #M(ჯ) თითქმის ყველგან 

და დამატებით ცნობილია ისეთი არაუარყოფითი C რიცხვის არსებობა, 

რომ ყოველი »-სთვის, |/=(>)| < C” თითქმის ყველგან, მაშინ 

Iი / II – 1ძV = 0, 
X 7-36ი0 
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და შედეგად, 

II["/I„(I/,L /]·ძ# 

დამტკიცება. ბოგადობის შეუბღუდა3ვად შეგვიძლია ეიგულისხმოთ, რომ 

I#ი(2)| < C და |/C2)| < C შეფასებებს ადგილი აქვთ ყოველ წერტილში. მარ- 
თლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში განეიხილავდით /გ და # ფუნქციების ეკვი- 

ვალეხტურ ფუნქციებს, რომლებიც ხსენებულ პირობებს აკმაყოფილებენ ყოველ 

წერტილში და გავითვალისწინებდით, რომ ეკვივალენტურ ფუნქციებს ერთი 

და იგივე ინტეგრალები აქვთ. 

ეთქეათ, 6 > 0. განეიხილოთ დადებითი ბ და უ რიცხეები, რომლებიც 

შერჩეული იქნება მოგვიანუბით. შემოსაზღვრული ზომის შემთხვეეაში. თით- 

ქმის ყეელგან კრებადობა იწვეეს ზომით კრებადობას (იხ, თეორემა 7.8.2). 

აღნიშნულის გათვალისწინებით მოიძებნება IV C M, ისეთი, რომ 

ML(I/, – I > ბ)) <ჟ, როცა » > V. 
თუ გავითვალისწინებთ | /, – /| <: 2C ' შეფასებას და გამოვიყენებთ ინტეგრალის 

აღდიციურობისა და მონოტონურობის თვისებებს, ყოველი » > M-სთვის გვექ- 

ნება, 

/X I/, – /1ძ, = / I/) -- /Iძ#+ / /ი – /Iძი < 
1II» –II>ბ) (IIIი-II<8) 

< / 2Cძ/, + /6(1;1 < 2Cუ + ბ/(X). 

IIIX –</I>8) 
თუ ვიგულისხმებთ, რომ »უ < -5; კფ და ბ < უ––წ– (ჯ) მაშინ ყოველი » > IV-სთეის 

გვექნება, 

I ი- /4<+. 
X 

ამით ლემა დამტკიცებულია. C) 

ლემა 8.9.2. ვთ:]ვათ, წკ ჯამებაღი ფუნქციაა· მაშის. ნებისმიერი 6>0- 

სთვის მოიძებნება სასრული ზომის # სიმრავლე, ისეოი, რომ / შემოსაზ. 

ღვრულია # სიმრავლეზე და I IV/Iძ/: < . 
დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, როL! # არაუარ- 

ყოფითია და ყოველ წერტილში სასრულია. 

აღვნიშნოთ ჯ». = (1/L < | < L) (L C M). ადვილი შესამოწმებე ლია, რომ 

(/X5,) ზრდადი მიმდევრობაა და /(>) = IMთ (IX5,X>) ყოველი =-სთეის, 
:-+5 

შედეგად, ლევის თეორემის ძალით, 

/X] . „_I·";C/X/XL—···I# ს11=·20]1··:|·!ძ”·



საიდანაც. განუსაზღვრელი ინტეგრალის ადიციურობის თვისების საფუძველზე, 

საკმარისად დიდი /-სთვის გვექნება, 

/ #ძ/! < §. 
XV6. 

ამის შემდეგ, თუ შევნიშნავთ, რომ / შემოსაზღვრულია თითოეულ #), სიმ- 

რავლეზე და ჩებიშევის უტოლობის ძალით, 

M(C5) < #((#/ > 1/ს)) <# /X #ძს < C, 
დავასკვნით, რომ სა)მარისად დიდი #-სთვის . სიმრავლე დააკმაყოფილებს 

ყველა საჭირო პირობას, თეორემა დამტკიცებულია. 

L) 

თეორემა წ.9.2-ის დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგეიძლია ვი- 

გულისხმოთ, რომ „13% Iჰი(>) = /(თ) და |/ა(=)| < 9(ჯ7) < C« პირობებს 

ადგილი აქვთ ყოველ წერტილში, მართლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში განვი- 

ხილავდით ჯ,, / და ყ ფუნქციების ეკვივალენტურ ფუნქციებს, რომლებიც ხსე- 
ნებულ პჰირობებს აკმაყოფილებენ ყოველ წერტილში და გავითვალისწინებდით, 

რომ ეკვივალენტურ ფუნქციებს ერთი და იგივე ინტეგრალები აქვთ. 
ვთქვათ, 6 > 0. ლემა 8.9.2-ის გამოყენებით შეგვიძლია ვიპოვოთ სასრული 

ზომის # სიმრავლე, ისეთი, რომ ჟე ფუნქცია შემოსაზღვრულია #-ზე და 

I 9<5 
XV ვ. 

(M,5(M, /Iზ§ი8) ზომიანი სივრცე და /„|8 (ო C M), /| ფუნქციები აჯმაყოფი- 

ლებენ ლემა 8.9.1-ის პირობებს, შედეგად, ლემა 8.9.1-ის ძალით, საკმარისად 
დიდი თ-სთვის შესრულდება შეფასება: 

C 

/ჯ9 Iი – II0 < 5. 
ზემოაღნიშნულიღდან გამომდინარე, საკმარისად დიდი »-სთეის გვექნება, 

რომ 

| ი- II4= | M - /I9++ / M - II < 
X 8 XV8 

C 68 2 
–+2 ი/ < – + - =§წ. <3+2|) 0იძ<3+3=5 

თეორემა დამტკიცებულია. L) 

ვთქვათ, (/„) თითქმის ყველგან სასრულ ზომად ფუნქციათა მიმდევრობაა, 

# თითქმის ყველგან სასრული ზომადი ფუნქციაა და # ზომადი სიმრავლეა. 
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ვიტყვით, რომ ( /„) მიმდევრობა ზომით კრებადია / ფუნქციისაკენ # 

სიმრავლეზე, თუ ყოველი 6 > 0-სთვის სრულდება პირობა: 

„სო  /((» C 8 : | /»()| < C, |/(5)| < ი, I/V(5) – #(5)| > §)) = 0. 
შენიშვნა 8.9., თეორემა 7.8.2-ის ძალით (/,) მიმდევრობის თითქმის 

ყეელგან კრებადობა იწეევს (/„)-ის გომით კრებადობას სივრცის ნებისმიერ 

სასრული ზომის L ქვესიმრავლეზე. 

შენიშენა 8.9.2. ცხადია, რომ (/,)-ის ზომით კრებადობა იწვევს (/„,)-ის 
ზომით კრებადობას სივრცის ნებისმიერ ზომად ჯ; ქვესიმრავლეზე. 

თუ გავაანალიზებთ თეორემა 8.9.1-ის დამტკიცებას, დავრწმუნდებით, რომ 

სამართლიანია შემდეგი კიდევ უფრო ზოგადი დებულება. 

თეორემა 8.9.1. ვთქვათ, 0ი) ჯამებაღ ფუნქციათა მიმდევრობაა და წკ 

ჯამებადი ფუნქციაა. თუ (#6) მიმდევრობა ზომით კრებადია # ფუნქციი- 

საკენ სივრცის ნებისმიერ სასრული %ომის ქვესიმრავლეზე და დამატე- 

ბით ცნობილია ისეთი არაუარყოფითი ჯამებადი 9 ფუნქციის არსებობა, 
რომ ყოველი თ-სთვის, | /„(>)| < ი(>) თითქმის ყველვან, მაშინ 

Iღ, | Iი – /Iძ+=0, 
ჯ7ჯ–C% 

და შედეგად, 

?7-6CთC 
Iი ]„ძ# /)·( #ძV/. 

შენიშვნა 8.9.ვ. ამ პარაგრაფის დებულებების ანალოგები სამართლიანია 

2 ჩM. ფუნქციური მწკრივის წეერ-წევრად ინტეგრების საკითხთან მიმართე- 

ბაში აქ, ოღონდ, ერთობლივ შემოსაზღვრულობის შესაბამისი პირობები უნდა 

მოეთხოეოთ მწკრივის 2 ჩ. კერძო ჯამებს. 
X=1 

შენიშვნა 8.9.4. წევრ-წევრად ინტეგრების საკითხი მნიშვნელოვანია, როცა 

გვინდა გარკვეულ ფუნქციურ მწკრივად წარმოდგენილი ჩ ფუნქციის ინტეგრა- 
ლის გამოთვლა. რიმანის ინტეგრალის ფარგლებში ამ სასჯითხის გადაწყვეტა 

შეუძლებელია სას)მაოდ მარტიე შემთხვევებშიც კი. 
ზემოაღნიშნულის დამადასტურებელი მაგალითის ასაგებად განვიხილოთ 

(0,1) მონაკვეთის არსად მკვრივი და სრულყოფილი # ქვესიმრაელე, რომელ- 

საც აქვს დადებითი ზომა. ასეთი სიმრავლე აიგება კანტორის დისცონტინუ- 

უმის მსგავსად. სახელდობრ, ავიღოთ დადებით რიცხვთა (ი,) მიმდევრობა 

თვისებით: 23)ე>> , ძგ = 6 < 1. აგების პირველ ეტაჰზე (0,1) სეგმენტიდან 
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ამოვაგდოთ მისი კონცენტრული ინტერვალი ი)-ის ტოლი სიგრძით და სა- 

გოგადოდ, აგების I-ურ ეტაპზე განვისილოთ აგების » – 1 ეტაჰის შემდეგ 

დარჩენილი 21 ცალი სეგმენტი და მათგან ამოვაგდოთ მათი კონცენტრული 

და ი,/2"“1 სიგრძის ინტერვალები. ასეთი აგების შედეგად მივიღებთ (0, 1) 

მონაკვეთის არსად მკვრივ და სრულყოფილ ქვესიმრავლეს, რომელსაც ექნება 

1 – = რიცხვის ტოლი ზომა, 

((ი*·ხ*))*წ" იყოს #, სიმრავლის დამატებითი ინტერევალების მიმდევ- 

რობა, ყოველი I-სათვის /,-თი აღვნიშნოთ |0,1|)-ზე განსაზღვრული ფუნქცია, 

რომელიც ნულის ტოლია (ი6,,ხჯ) ინტერვალის გარეთ და რომლის გრაფიკი 

0ე ღერძთან ერთად ქმნის ტოლფერდა სამსუთხედს (ი,.,ხ,) მონაკვეთის 
ტოლი ფუძით და წეეროთი (C,.,1) წერტილში, სადაც C, არის (თ,.,ხ/,)-ს 

შუაწერტილი. 

განვიხილოთ 3 ,-, I ფუნქციური მწკრივი. ამ მწკრივს აქვს შემდეგი 
თვისებები; 

« M ფუნქციები უწყვეტი და არაუარყოფითია; 

« 2):>) M(თ) < 1 ყოველი ჯ C |0,1) წერტილისათვის; 
თ 2.L=1 VV,ხ) Mა(<)0 < 1; 

2.8-1 M მწკრივის # ჯამი არაა რიმანის აზრით ინტეგრებადი. 

პირველი, მეორე და მესამე თვისებები ცხადია. მეოთხე თვისების დასადგე- 

ნად უნდა შევნიშნოთ, რომ # იქნება ს სიმრავლის ყოველ წერტილში წყეე- 

ტილი ფუნქცია. ეს მტკიცდება #-ს არსად მუევრივობის საფუძველზე. დადებითი 

ზომის სიმრავლის წერტილებში წყვეტილი ფუნქცია კი რიმანის აზრით არა- 

ინტეგრებადია. ეს უკანასკ-ნელი დასკვნა გამომდინარეობს რიმანის აგრით 

ინტეგრებადობის ცნობილი კრიტერიუმიდან, რომელიც დამტკიცებული იქნება 

მომდევნო თაეში (იხ, §9.2). 

ამრიგად, რიმანის ინტეგრალი, საზოგადოდ, ვერ უზრუნველყოფს ფუნქცი- 

ური მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრებას იმ შემთსვევაშიც კი, როცა მწკრივი 

შედგება არაუარყოფითი უწყვეტი ფუნქციებისაგან, მისი კერძო ჯამები ერ- 

თობლივ შემოსაზღვრულია და, ამასთანავე, ინტეგრალების მწკრივი კრებადია. 

აღნიშნულის გამო წევრ-წევრად ინტეგრების საკითხი მიჩნეული იყო ერთ- 

ერთ ძირითად გადაუჭრელ ამოცანად, რაც მოითსოვდა ინტეგრების ახალი 

უფრო ძლიერი მექანიზმის შექმნას, 

ამ და წინა პარაგრაფებში დადგენილი შესაბამისი თეორემები გვიჩვენებენ 

ლებეგის ინტეგრალის ეფექტურობას ფუნქციური მწკრივის წევრ-წევრად ინ- 
ტეგრების საკითხთან მიმართებაში. 
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ამოცანები 

(. ვთქ8ვათ, / ზომა შემოსაზბღვრულია და (/#,) ჯამებად ფუნქციათა მიმდეე- 

რობაა, რომელიც თანაბრად კრებადია ჯამებადი / ფუნქციისაკენ. აჩვენეთ, 

რომ "I·LM(·»·[X ·,"ძ„· = ·[·X· ]ძ“ 

2. ვთქეათ, (/გ) არაუარყოფით ჯამებად ფუნქციათა მიმღეერობაა და / ჯამე- 

ბადი ფუნქციაა, აჩვენეთ, რომ თუ IIთ /„(ჯ) = /(>) თითქმის ყველგან და 
”ი–ირC 

"III·IL[X ჰიძ/ = |,. Iძ//, მაშინ 

ი- CC 
სთ /X I/ი – II4, =0. 

3. აჩეეჩეთ, რომ ამოცანა 2-ის დასკცენა, საზოგადოდ, არაა სამართლიანი, თუ 

(/,,) ნებისმიერ ჯამებად ფუნქციათა მიმდევრობაა. 

4. ეთქეათ, / ზბომა შემოსაბღვრულია, /, #),/2,... არაუარყოფითი ჯამება- 

დი ფუნქციებია და (/) მიმდევრობა ზომით კრებადია / ფუნქციისაკენ. 

აჩვენეთ, რომ "11·"3·9·,·1: მჰოძს = ( ძ ტოლობა სრულდება მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა /„ ფუნქციებს აქვთ თანაბარხარისხოვნად აბსოლუ- 

ტურად უწყეეტი ინტეგრალები, ე.ი, ყოველი « > 0-სთვის მოიძებნება ბ > 0, 

ისეთი, რომ ტ-ზე მცირე ზომის ნებისმიერი #, სიმრავლისათეის და ყოველი 

»-სთვის სრულდება შეფასება: L /„ძ/ < §. 
5. აჩვენეთ, რომ ამოცანა 4-ის დასკენა საზოგადოდ არაა სამართლიანი, თუ 

/, ზომა შემოუსაზღვრელია. 

§ 10. ლებეგის ინტეგრალის გამოთვლა განაწილების ფუნქციის 

მეშვეობით 

ზომადი / ფუნქციის განაწილების ფუნქცია განისაზღვრება შემდეგნაირად;: 

#/(I)=V(III>')) (0<1<VX%9). 

ადეილი შესამოწმებელია, რომ #/ ფუნქცია კლებადია და მარჯვნიდან უწყვე- 

ტია ყოველ წერტილში (ნახ. 8.6). 

ქვემოთ მოცემული თეორემა გვიჩვენებს, თუ როგორ გამოითვლება ზო- 

მადი ფუნქციის მოდულის ინტეგრალი მისი განაწილების ფუნქციის მეშვეობით. 

თეორემა 8.10.L. ნებისმიერი ზომადი # ფუნქციისათვის სამართლიანია 

ტოლობა: 

/ _I/Iძს = / LVCI)ძოთ(). 
ჯ (0,5ი) 

თეორემა 8.10.1-ს ჩეენ მივიღებთ შემდეგი უფრო ზოგადი დებულებიდან, 

თეორემა ზ8.10.2. ვთქვათ, დ I0, ) –+ (0, თ-) რაიმე უწყვეტად წარ- 

მოებადი, მკაცრად ზრდადი ფუნქციაა და «(0) = 0. მაშინ ნებისმიერი 
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·X 

ნახ. 8.6. 

ზომადი / ფუნქციისათვის სამართლიანია ფცოლობა: 

| 90/)4#= /  ს(9(ეძოდ. () 
X I0,=C) 

შენიშვნა 8.9.L ცხადია, #დ(ჯ) = ჯ (0 < ჯ < დ) შემთხვევაში თეორემა 

8.10.2-დან მიიღება თეორემა 8.10.I. 

დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ ის შემთხეევა როცა / არის არა- 

უარყოფითი მარტივი ფუნქცია, რომელიც დადებით მნიშვნელობებს ღებუ- 

ლობს სასრული ზომის სიმრავლეებზე. განვიხილოთ |-ის წარმოდგენა: # = 

2ას-00:X6,, სადაც 0 = თი < 01 < < ძ და (# = თ,) = #M. 
(0 < # < »). /-ის განაწილების ფუნქციას აქვს შემდეგი სახე: 

/I(M.) + /((M52) +-+ I(Mა), თუ 0<1<0), 

#(ს2) + ·· + #(ჩი), თუ ი2 <1<0), 

XM/V(CL) = 
/CM»), თუ ი,ცა-1<0<0ე, 

0, თუ თძაე <L. 

აქედან გამომდინარე, გეექნება, რომ 

/ #,(04/0)ძთ() = 2 /I , V(09/(0ძთრ = 

L/ ) 

=2, (2“(3 )) ,. .ე (ძორ = 
X=1 

=2პ, (2;.·(8··)) (რ(ი,) – თ(თ:-1)) = 2 ,თ(ი)#(ი). .  (2) 
=1 V 1=/# M=1 
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მეორე მხრივ, «(/) = 2,:_, ი(ი.)X6, ტოლობის ძალით, 

| §0/04+ = 2 ,9(%)/(6. (3) 
#=1 

(2)-დან და (3)-დან ვღებულობთ დასამტკიცებელ (1) ტოლობას. 

გადავიდეთ ზოგადი შემთხვევის განხილვაზე, ზოგადობის შეუზღუდავად 

ვიგულისსმოთ, რომ / არაუარყოფითია, თუ /#((#/ > (1)) = X,, რომელი- 

მე დაღებითი L-სათვის, მაშინ დებულება მარტივი შესამოწმებელია, ასე რომ, 

განეიხილოთ შემთხვევა, როცა /!((# > (1) < % ყოველი დადებითი L-სათვის, 

მაშინ თეორემა 7.5.1-ის გამოყენებით (იხ. აგრეთეე შენიშევნა 7.5.1) ვიპოვით 

მარტიე ფუნქციათა ზრდად (/,) მიმდევრობას, რომლის ყოველი წევრი დადე- 

ბით მნიშენელობებს ღებულობს სასრული ზომის სიმრავლეებზე და რომელიც 

ყოეელ წერტილში კრებაღია / ფუნქციისაკენ თუ გამოვიყენებთ თეორემის 

ზემოთ დამტკიცებულ ნაწილს, ყოველი თ-სთვის გვექნება, 

| 904 = / _ ჩ,(0#ხძოდ. (4) 
X C) 

(#/ი) მიმდევრობის თვისებებიდან გამომდინარე ადეილი დასანახია, რომ (#/ .) 

ფუნქციათა მიმდევრობა არის ზრდადი და ყოველ წერტილში კრებადია #V 

ფუნქციისაკენ. ამის შემდეგ, ლევის თეორემის გამოყენებით, (4) ტოლობის 

ორივე მსარეში გადავიდეთ ზღვარზე, რაც მოგეცემს დასამტკიცებელ ტოლო- 

ბას, თეორემა დამტკიცებულია. C 

ეთქვათ, # [ი,თ) ლო [0· C) ბორელის აზრით ზომადი რაიმე ფუნ- 

ქციაა, V(L)(X,/,) ინტეგრალური კლასი განისაზღვრება, როგორც ყველა 
იმ ზომადი / ფუნქციის კლასი, რომლისთვისაც 

/MM#(ო 
ჯ 

ცხადია, #(#) = # შემთსვევაში დ( L)(X,/() დაემთხვევა ლებეგის აზრით ინტეგ- 

რებად ფუნქციათა #(X,/!) კლასს. მე-11 თავში შესწავლილი იქნება დ(ჯ1) = L" 

(1<»ჯ<თ) სასის ფუნქციებით წარმოქმნილი ინტეგრალური კლასები, 
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თავი 9 

რიმანისა და ლებეგის ინტეგრალების შედარება 

ეს თავი ეთმობა ზოგიერთი იმ უპირატესობის წარმოჩენას, რომელიც 

ლებეგის ინტეგრალს აქვს რიმანის ინტეგრალთან შედარებით. 

§ 1. მიმართება რიმანისა და ლებეგის ინტეგრალებს შორის 

ქვემოთ ყველგან ვიგულისხმოთ, რომ (ი,ხ) არის რაიმე გადაუგვარებელი 

7L-განზომილებიანი სეგმენტი. 

#(I.,ხI) ჩანაწერით აღვნიშნოთ (|ი,ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული და რიმა- 
ჩნის აზრით ინტეგრებადი ყველა ფუნქციის კლასი, 

ლებეგის ახრით ზომადი არაცარიელი #; C L" სიმრავლისათვის L(CL) 

ჩანაწერით აღენიშნოთ #-ბე განსაზღვრული და ლებეგის ზომის მიხედვით 

ინტეგრებადი ყველა ფუნქციის კლასი, ე.ი. წ(%) = L(M, ონ), სადაც თგ არის 
ლებეგის ზომის შეზღუდეა #-ში შემავალ ლებეგის აზრით ზომად სიმრავლეთა 

კლასზე. 

შევთანხმდეთ, რომ / C #(I(0,ხ)) ფუნქციის რიმანის ინტეგრალს აღ- 

ენიშნავთ ·,·I·:.I”] # ჩანაწერით, ხოლო / C L(8) ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალს 

I9 #ძი ჩანაწერით. 

შემდეგი თეორემა გეიჩვენებს, რომ ლებეგის ინტეგრალი წარმოადგენს 

რიმანის ინტეგრალის გავრცელებას. 

თეორემა 9.1.L თუ /# C #L(Iთ,ხ)), მაშინ / C L(I(თ,ხ)) და 

/ /”ძთ = # 
(6,ხ) (6,ხ) 

სიმარტივისათვის, თეორემა 9.1.1-ს დავამტკიცებთ ერთგანზომილებიან 

შემთსეევაში. 

გადმოცემის სისრულისათვის ქვემოთ მოცემული იქნება ზოგიერთი გან- 

საზღვრება და დებულება რიმანის ინტეგრალის თეორიიდან, 

I0C,ხ| სეგმენტის დანაწილება ეწოდება ნებისმიერ # = (#ი0,...,თი) (1+ 
1)-ეულს, სადაც ი = ჯი < >1 < < ჯე =ხ. # დანაწილების პარამეტრი 

ეწოდება X(#) = I?L?··”:("(I* – ჯას-1) რიცხვს.



I(თ,ს) სეგმენტის შონიშნული დანაწილება ეწოდება (#,6) წყვილს, სა- 

დაც # = (+ი0,..-., -) არის |ი,ხ)-ს დანაწილება, ხოლო § = (8ფ,...,6,) 

თ-ეული, რომლის §),...,§5ც წევრები შესაბამისად ეკუთენიან (ჯ0,თ)I,..., 

(Iს- 1 დ) მონაკვეთებს, (#, C) მონიშნული დანაწილების პარამეტრი გაიგე- 

ბა, როგორც # დანაწილების პარამეტრი, 

ვთქვათ, / არის (ი, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული სასრული ფენქცია. |თ, ხ|-ს 
მონიშნული (#,§) დანაწილებისათვის აღვნიშნოთ 

თ,(ს,§) = > ,I(6.)(თ, – თ- )). 
L=1 

თ/(X§) ჯამს უწოდებენ / ფუნქციის რიმანის ინტეგრალურ ჯამს. 
ამბობენ” რომ I რიცხვი არის თ/7,(#,C) ჯამების ხღვარი, როცა 

პX(#L) –> 0 (ჩანაწერი: ჯ(ჭ!)"—)იქ·/(?, C) = 1), თუ ნებისმიერი § > 0-სთეის 

მოიძებნება ბ > 0. ისეთი, რომ (V, ხ|) სეგმენტის ნებისმიერი მონიშნული (#2> C) 

დანაწილებისათვის, რომლის პარამეტრი ნაკლებია ტ#-ზე, სრულდება შეფასება: 

.|ე·!(??6) – II < §. 

M!,%);IL(]CI](I”, §) ზღვრის არსებობის შემთხვევაში ამბობენ, რომ # ფუნ- 

ქცია რიმანის ახრით ინტეგრებადია [(L, ხ] სეგმენტხე, ან კიდევ, არსებობს 

# ფუნქციის რიმანის ინტეგრალი Iთ, ხ| სეგმენტხე. 

# ფუნქციის რიმანის ინტეგრალი [ც, ხ] სეგმენტბე (მისი არსებობის შემ- 

თხვევაში) აღინიშნება ·[[ი.ხ] # ან ]·[“·ხ] M(თ)ძთ ჩანაწერით და ინტეგრალის 

მნიშენელობად მიიჩნევა I0თო თ/(#,§) ზღვარი. 
XCნ)-30 

მარტივად მოწმდება, რომ რიმანის აბრით ინტეგრებადი ფუნქცია აუცი- 

ლებლად შემოსაბღვრულია. 
ვთქვათ, ჯ არის შემოსაზღვრული ფუნქცია. (ი,ხ) სეგმენტის I> = (ჯი,2:), 

...,ზე) დანაწილებისათვის აღვნიშნოთ: 

შ,(C) = > ,Mა(თს – =L-))) თ/(#) = 2 ,ი(დ – =L-I), 
#X=1 #=1 

სადაც M,. და , შესაბამისად არიან / ფუნქციის სუპრემუმი და ინფიმუ- 

მი (=. ),>:| სეგმენტზე. C/(/2) და თ,(>) ჯამებს შესაბამისად უწოდებენ 

დარბუს ზედა და ქვედა ჯამებს. ცხადია, ნებისმიერი (ჩ,§) მონიშნული 

დანაწილებისათვის, 9|(19) < თყ(#,C) < C)/(#ჯ), ამასთან, C/,(L) და ჭ·/(?) 

ჯამები, შესაბამისად, წარმოადგენენ თ/,(I>§) ჯამების სუპრემუმსა და ინფი- 

მუმს, აღებულს §-ს მიხედვით. რიმანის ინტეგრალი შეიძლება გამოითვალოს 
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დარბუს ჯამების საფუძველზე: თუ / რიმანის ახრით ინტეგრებადია, მაშინ 

= II 1 · 
/[..,ა] / = 9 7/(7) = ,,ო თ/(ჩ) 

ე·ი. ფუნ··]ციის რიმანის ინტეგრალი მისი დარბუს ზედა და ქვედა ჯამების 

·სღვრების ცტოლია. 

თეორემა მ.1.-ის დამტკიცება. შევნიშძნნოთ, რომ / ფუნქცია შემოსაზჭ- 

ღვრულია რიმაჩის აბრით ინტეგრებადობის გამო, ყოველი # C M-სთვის 

ღავანაწილოთ |0C,ხ) სეგმენტი 2% ტოლ ნაწილად X»., = C + -21|·-(ხ –0ძ) 

(/ = 0,...,2-) წერტილების მეშვეობით და ამ დანაწილების შესაბამისი 

დარბუს ჯამები: 

+ 2» 
ხ-–ი< ხ-ი« C, = —27·1_2=;MI=·1·· 6 = ?]·ჯ”#·]·” 

სადაც M.,,,, არის /(-ის სუპრემუმი ( -1 ,2:L ) სეგმენტზე, ხოლო »1, , 

#-ის ინფიმუმი იგიეე სეგმენტზე, რიმანის ინტეგრალის თვისებების ძალით, 

/ #= Iო ი = II[" C. 

(ი,ხ| ხ-–+= 

+ და !|, ფუნქციები განესაზღვროთ შემდეგნაირად: ჯ,.(თ) = I(C) = /((0) 

და 

V.(I) = MIკ, I6L(თ)ლ–7ი, (ჯ7 C (–კ-1,9)1, ქ =1,...,2”). 

. და (. არიან უბან-უბან მუდმივი ფუნქციები და 

/ ",··ქო = 01··, / 11··ძო = CV. 

I9,ხ) Iთ,ხ| 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ #-ური ეტაპის ყოველი დანაწილების სეგმენტი 

წარმოადგენს (# + 1)-ე ეტაპის დანაწილების ორი სეგმენტის გაერთიანე- 

ბას, ადეილად დავრწმუნდებით (I(„) მიმდეერობის კლებადობასა და (V-) 

მიმდევრობის ზრდადობაში. აქეე შევნიშნოთ, რომ 

1ი[]([ჯ(](“|:(3"1)] ( C M). 
(ი, (6,ხ) 

განვიხილოთ V და ! ფუნქციები, რომლებიც შესაბამისად წარმოადგენენ 

() და (I,) მიმდევრობების წერტილოვან ზღვარს, ე.ი, V(2) = “1320 079C3) 

და I(ჯ) = L"[" IL(2:) (« C (ი,ხ)). # და 1 ფუნქციები არიან ლებეგის აზრით 
C-–+9% 

ზომადი და აკმაყოფილებენ შეფასებებს;: 

IM·]([(]("(M[)]· 
(ი, (ი.ხ| 
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მაჟორანტული კრებადობის შესასებ ლებეგის თეორემის ძალით დავწერი), 

# = Iი §),, = 1Iი V.CVII =/ Vძით, 
|თ,ხ| I,ხ| 

[“·M 1-–95 L-+Cთ% 

/ # = IIიი CV. = IIი MVIIII) =/ !ძიი. 
(9,ხ) L-–თ -3% (თ,ხ) (0,ხ 

შედეგად, 

C – )ძო =0, 
ICII0| 

საიდანაც ვასკენით I(ჯ) = V(ჯ) ტოლობის თითქმის ყველგან შესრულებას. 

აქედან., თავის მხრივ, ლებეგის ზომის სისრულის საფუძეელზე, გეაქეს, რომ 

/ ბომადი ფუნქციაა რომელიც ეკვივალენტურია ” და ! ფუნქციების. ეს 

უკანასკნელი პირობა კი საშუალებას გეაძლევს, დავადგინოთ ტოლობა: 

/ ჯძო = #· 
(=“,ხ) (თო,ხ) 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა 9.11 ლებეგის აზრით ინტეგრებად ფენქციათა კლასი გაცილებით 

უფრო ფართოა, ეიდრე რიმანის აბრით ინტეგრებად ფუნქციათა კლასი. კერ- 

ძოდ, რიმანის აზრით ინტეგრებადი ყოველი ფუნქცია აუცილებლად შემოსაზ- 

ღვრულია, მაშინ, როცა ძნელი მისათითებელი არაა ლებეგის აზრით ინტეგრე- 

ბადი შემოუსაზღვრელი ფუნქციები, განსხვავება თვალსაჩინოა შემოსაზღერული 

ფუნქციების შემთხვევაშიც: ნებისმიერი შემოსაზღვრული და ლებეგის აზრით 

ზომადი ფუეუნქცია, თეორემა 8.7.6-ის ძალით, ლებეგის აზრით ინტეგრებადია 
მაშინ როცა როგორც მომდევნო პარაგრაფში იქნება დადგენილი, ასეთი 

ფუნქციები, წყვეტის წერტილთა სიმრაელის არანულზომიანობის შემთხეევაში, 

არ არიან რიმანის აზრით ინტეგრებადი. კონკრეტულ მაგალითს შემოსაბღვრუ- 

ლი ფუნქციისა #L(IV,)) V #XI(0C, ხ|) კლასიდან გვაძლევს დირიხლეს ფუნქცია. 

ამოცანები 

1. გამოთვალეთ თ /ი ) 4 იზიწძე ზღვარი, 
ი-–6-=9=C-9 ”I 

2. გამოთვალეთ ო / 5ი2"(ჯ? + ყ?)ძდძყ, ზღვარი, სადაც /2 = ((თ,ჭ) 
2-6+C· 

ჟდ? + ს < 9»). 
3. გამოთვალეთ ]·[0·" #ძი ინტეგრალი, თუ / არის ფუნქცია, რომელიც დ?- 

ის ტოლია კანტორის სიმრავლის წერტილებში და წჯმ-ის ტოლია [0· 1] 

მონა)ვეთის დანარჩენ წერტილებში. 
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8.2. რიმანის ახრით ინტეგრებადობის კრიცტერიუმი 

თეორემა შ,2.1. Iთ, ხ) სეგმენტხე განსახღვრული / ფუნქცია რიმანის 
ახრით ინტეგრებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ერთღროულად 

·მესრულებულია ·ეემდეგი ორი პირობა: 

« / შემოსახღვრულია; 

. / უწყვეტია თითქმის ყველგან ლებეგის ზომის მიხედვით. 

დამტკიცება. სიმარტივისათეის განვიხხილოთ ერთგანზომილებიანი შემ- 

თხეევა. 

ქვემოთ ვისარგებლებთ თეორემა 9.1.1-ის დამტკიცებაში გამოყენებული 
აღნიშენებით და დასცენებით. I> ( C M) იყოს 20 . -.:2LეL წერტილები- 

საგან შედგენილი I0,ხ) სეგმენტის დანაწილება, სოლო IL იყოს # (V: C IV) 

დანაწილებების შემადგენელი ყეელა წერტილის სიმრაელე, ე.ი, 

II=[I,···,·:196M,·]·=0,...,2*·]. 

თავდაპირველად დაეამტკიცოთ შემდეგი დებულება: შემოსაზღვრული / 

ფუნქცია უწყვეტია 2 C Iთ,ხI II წერტილში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

1(5:) = VI(CXL). 

თუ IL(X) = #V(X), მაშინ I(ყ9:) < /(X) < V(+) შეფასებების გამო, I(X) -= 
#(თ) = V(>). ამიტომ ნებისმიერი C > 0-სთვის მოიძებნება #, ისეთი, რომ 

II-(<) – /(<)| < 6 და IIL(დ) – /(5)| < §. განვიხილოთ ის / ინტერვალი 
X დანაწილებით წარმოქმნილ ინტერვალთა შორის, რომელიც შეიცავს » 

წერტილს, აღვილად დაერწმუნდებით, რომ ყოველი V C I წერტილისათვის 

სრულდება შეფასებები: 

#(2) – 6 < 1.(2:) < #(V) < VL-(») < /(ჯ7) +§. 

რაც ნიშნაეს /-ის უწყვეტობას ჯ წერტილში, 

ეთქვათ, / უწყვეტია ჯ წერტილში. მაშინ ნებისმიერი 6 > 0-სთვის მო- 

იძებნება ი > 0 თვისებით: |/(ყ) – /(ჯ)| < §. როცა |V – ჯ| < 6. ადვილი 
დასანასია, რომ საკმარისად დიდი /:-სთვის ის ! ინტერეალი #», დანაწი- 

ლებით წარმოქმნილ ინტერვალთა შორის. რომელიც შეიცავს ე; წერტილს. 

მოთავსდება ე;-ის ბ-მიდამოში, შედეგად, საჯ)მარისად დიდი L-სთეის შესრულ- 

დება “V).(2:) – I-(>) < 26 შეფასება. საიდანაც გამომდინარეობს I(ჯ) = V(C>) 

ტოლობა, ამით დებულება დამტკიცებულია, 

ახლა გადავიდეთ უშუალოდ თეორემის დამტკიცებაზე ვთქეათ, / C 

#L(IV,ხ)). მაშინ / იქნება შემოსაზღვრული. თეორემა 9.1.1-ის დამტკიცება- 

ში დადგენილია, რომ V(ი:) = I(ე:) თითქმის ყველგან. აქედან გამომდინარე. 

დამტკიცებული დებულების საფუძველზე ვასკვნით / ფუნქციის უწყვეტობას 
თითქმის ყოველ წერტილში, ამით აუცილებლობის ნაწილი დადგენილია, 
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დავუშვათ. / შემოსაზღვრულია და / უწყვეტია თითქმის ყველგან ლებე- 
გის ზომის მიხსედვით!. ვაჩვენოთ, რომ II·]·I·I C), = II"I CV. შედეგად, გვექნება 

შესაძლებლობა ვიპოვოთ დანაწილება რომლის შესაბამის დარბუს ზედა და 

ქვედა ჯამებს შორის განსსვავება წინასწარ დასასელებულ რიცხებე მცირე 

იქნება. ეს კი, როგორც ცნობილია, ნიშნაეს ფუნქციის რიმანის აზრით ინტეგ- 

რებადღობას, სსენებული ტოლობის დასადგენად შევნიშნოთ: 1) # და ! ფუნქცი- 

ები შემოსაზღვრული და ლებეგის აზრით ზომადია; 1I) %(ე:) = 1(>) თითქმის 

ყველგან (ზემოთ დამტკიცებული დებულების ძალით). საიდანაც ეწერთ, 

/ Vძმი = 'ძი. 

I8,ხ) (ი,ს) 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ, რომ მარცხენა ინტეგრალი ,·"ო C), ზღვრის 
--C 

ტოლია, ხოლო მარჯვენა კი - Iი C ზღვრისა, მივიღებთ IIIი § = II CV 
L-–300 L-–305 --% 

ტოლობას, ამით თეორემა დამტკიცებულია. 0 

შენიშვნა 9.2.1 გავიხსენოთ პირველყოფილის განსაზღვრება: #' ფუნქციას 

ეწოდება / ფუნქციის პირველყოფილი, თუ L არის წარმოებაღი ყოველ 

5 C (ი,ს| წერტილში და #”(5) = /(2). 
რიმანის აზრით ინტეგრებადი / ფუსქციისათვის L-ით აღვნიშნოთ მისი 

რიმანის განუსაზღვრელი ინტეგრალი, ე.ი. #ICჯ) = ·“ი.:] # ტოლობით განსაზ- 

ღვრული ფუნქცია, 
კლასიკური ანალიზიდან ცნობილია, რომ თუ / ფუნქცია უწყვეტია რაიმე 

ჯ0 C I|ი,ხ) წერტილში, მაშინ # წარმოებადია ჯე-ში და #ჯ#”(ჯი) = /(«%ლ0). 

აღნიშნულიდან გამომდინარე, თუ / უწყვეტი ფუნქციაა, მაშინ მისი რიმანის 

განუსაზღვრელი ინტეგრალი წარმოადგენს მისსავე პირველყოფილს. 
იგივეს თქმა შეუძლებელია რიმანის აბრით ინტეგრებადი ნებისმიერი / 

ფუნქციისათვის მართლაც, თუ / რიმანის აზრით ინტეგრებადი ფუნქციაა, 

რომელსაც აცილებადი წყვეტა აქვს რაიმე ჯა წერტილში, მაშინ ადვილი 

დასანახია, რომ M7/(ჯი) იარსებებს, მაგრამ ის არ იქნება /(>ი)-ის ტოლი. 

შესაძლებელია ამ თვალსაზრისით კიდევ უფრო მეტი ნეგატივის შემცველი 

ფუნქციების აგება. მაგალითად, თუ #; C (ი,ხ) არის ნებისმიერი ნული ზომის 

ჩაკეტილი სიმრავლე, მაშინ / = X„ ფუნქციისათვის X7(,) = /(>) ტოლობა 

დაირღვევა ყოველ ჯ C # წერტილში, 
ამრიგად, რიმანის განუსაზღვრელი ინტეგრალი, საზოგადოდ, არ წარმო- 

ადგენს ინტეგრალქვეშა ფუნქციის პირველყოფილს კლასიური გაგებით. 

თეორემა 9.2.1 საშუალებას იძლევა, რიმანის განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

გავიაზროთ, როგორც ინტეგრალქვეშა ფუნქციის პირველყოფილი. ამასთან 

დაკავშირებით შემოვიღოთ შემდეგი განსაზღვრება: # ფუნქციას ვუწოდოთ / 

ფუნქციის გან···ხოგაღებული პირველყოფილი. თუ X არის თითქმის ყველ- 

გან წარმოებადი ფუნქცია და #”(») = M(>) თითქმის ყოველი « C Iთ7,ს| 
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წერტილისათვის., მაშინ თეორემა 9.2.1-ის ძალით, რიმანის აზრით ინტეგრე- 
ბადი ნებისმიერი / ფუნქციისათვის მისი რიმანის განუსაზღერელი ინტეგრალი 

წარმოადგენს მისსავე განზოგადებულ პირველყოფილს, 

შენიშვნა 9.2.2. როგორც უკვე ვიცით, შემოსაბზღვრული ფუნქცია რიმა- 
ნის აბრით ინტეგრებადია მაშინ და მსოლოდ მაშინ, როცა მისი წყეეტი! 

წერტილთა სიმრავლის ზომა ნულის ტოლია, ხოლო რაც შეეხება ლებეგის 

აზრით ინტეგრებადობას - ის უზრუნველყოფილია ნებისმიერი შემოსაზღერული 

და ზომადი ფუნქციისათვის. გავაანალიზოთ, თუ რითაა გამოწვეული ასეთი 

პროგრესი რიმანის ინტეგრალიდან ლებეგის ინტეგრალზე გადასვლისას, 

აღნიშნული მიზნისათვის მოხერხებულია, გამოვიყენოთ რიმანის ინტეგრა- 

ლის განსაბღვრა დარბუს ჯამების ტერმინებში და შემოსაზღვრული ზომადი 

ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალის განსაზღვრა ლებეგის ჯამების ტერმინებში (იხ. 

თეორემა 8.7.10). 

შევნიშნოთ, რომ ღარბუს და ლებეგის ჯამებს აქვთ ერთმანეთის მსგაესი 

სახეები: 23 ,, თ2.იი(M) და >- 4 / თ(#ჩ),), სადაც L სიმრავლეები ქმნიან 
Iთ,ხ) სეგმენტის გარცვეულ დაყოფას. ხოლო »: და #I/, არიან რიცხვები, 

რომელთა შორისაც მოთავსებეულია / ფუნქციის ინფიმუმი და სუპრემუმი, 

აღებული #. სიმრაელეზე. განსხვავება იმაშია, რომ დარბუს ჯამებში # 

სიმრაელე არის (ი, ს) სეგმენტის დანაწილების |; ), >;) მონაკვეთი, ხოლო 

ლებეგის ჯამებში M არის 

(2: C I0V,ხ| : V–1 < /(X) < Vა) 

სახის სიმრავლე, სადაც IIL-I,7L) წარმოადგენს / ფუნქციის მნიშვნელობათა 

სიმრაელის შემცველი |#I), #/) მონაკვეთის დანაწილების მონაკვეთს. ამრიგად. 

პირველ შემთხვევაში L), სიმრავლეებში წერტილები თაეს იყრიან ფუნქციის 

განსაზღვრის არეზე მათი სიახლოეის მიხედვით, ხოლო მეორე შემთხვევაში კი 

- ამ წერტილებში ფუნქციის მნიშვნელობათა სიახლოვის მიხედეით. აღნიშნული 

მოვლენა არსებითი განმასხვავებელი მომენტია რიმანისა და ლებეგის ინტეგ- 

რალთა მექანიზმებს შორის, ქეემოთ გაანალიზებული იქნება მიზებები, რომლის 

გამოც, ინტეგრალის განზოგადების პროცესში დარბუს ჯამები გარდაიქმნება 

ლებეგის ჯამებად, 

დავიწყოთ იმით, რომ, გეომეტრიული თვალსაზრისით, ინტეგრალი გაიგე- 

ბა როგორც / > 0 ფუნქციის გრაფფქვეშა L", სიმრავლის (ე.წ. მრუდწირული 

ტრაჰპეციის) გაზომვის მექანიზმი. 

ვთქვათ, / უწყეეტი დადებითი ფუნქციაა. კლასთური ინტეგრალური აღ- 
რიცხვა გვთაეაზობს L მრუდწირული ტრაჰეციის ზომის გამოთელის შემდეგ 

გოგად პრინციპს: L"„ სიმრავლე, გარკვეული წესით, იყოფა ისეთ ნაწილე- 

ბად, რომელთა მიახლოებითი გა"ხომვის სარწმუნო არგუეენტებიც არ- 

სებობს. ამ ნაწილების ზომათა მიახლოებითი მნიშვნელობების შეკრების 
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საფუძველზე განისახლვრება მთლიანი მრუდწირული ტრაპეციის %ზომის 

მიახლოებითი მნიშვნელობა, საბოლოოდ კი ხდება სღვარსე გადასვლა 
უფრო და უფრო %ზუსტი მიახლოების უსრუნველმყოფი დაყოფებით წარ- 

მოქმნილ სღვარით პროცესში. 

სახელდობრ, რიმანის ინტეგრალის კონსტრუქციაში L',-ის დაყოფა ხდება 
შემდეგნაირად: დავანაწილოთ |0თ,ზხ) სეგმენტი ჯი < ჯ) < ··· < დგ წერტილე- 
ბით სა)მარისად მცირე მონაკვეთებად და განვიხილოთ |ჯ»,; 1, 2>,|) მონაკვეთე- 

ბით წარმოქმნილი მცირე მრუდწირული ტრაპეციები: II = ((«,1) : >1 < ჯ2 

< ჯ, 0 <ჯ < /(X)) (1 <# <»). თI და M, შესაბამისად იყენენ («. 1 =,.) 
სეგმენტზე / ფუნქციის ინფიმუმი და სუპრემუმი, მაშინ ცსადია, რომ ყოველი 

#-სათვის, LI. მოიცაეს /,, = |თL-L, ჯ| X (0, ) მართკუთხედს და ჩართულია 

ჰ. = (დL-1, 2ჯ| X (0, MI-) მართცუთხედში (ნას. 9.1). 

ნახ. 9.1. 

ზემოაღნიშნული ჩართვების გამო, თუ LV-ს ზომის მიახლოებით მნიშ- 

ვნელობად ჩავთვლით I,. ან #, მართკუთხედის ფართობს, ე.ი. 1”(X – «L-1) 

ან M/MI(თL – >-1) სიდიღეს, მაშინ ცდომილება არ იქნება (VVI,, – თ1,)(>, – 

ჯL 1) რიცხვზე მეტი, ეს უკანასკნელი კი, /-ის უწყვეტობის გათვალისწინებით, 

შეიძლება ყოველი #-სათეის გავხადოთ 6(თL – ,- 1) რიცხეზე მცირე, ამისათ- 

ვის, დL წერტილები უნდა შევარჩიოთ ისე, რომ თეX (დ – თგ 1) იყოს საკმა- 
რისად მცირე. მაშინ 22=·I 71..(2 – თ>L-1) და 2ჯ=] M (თ, – >-1) ჯამების 

გადახრა L/-ს ზომის პიპოთეტური მნიშვნელობიდან იქნება 62)_.(2, – 
ჯL-1) = 6(ხ – ი) რიცხვზე მცირე. ზღვარზე გადასვლა, როცა |ი,ხ) სეგმენტის 

დანაწილების 11·(1];3("(::„—:;#_1) პარამეტრი მიისწრაფვის ნულისაკენ, მოგვცემს 

რისხვს, რომელ—ი[; ბუნებრივია, რომ მივიჩნიოთ I', მრუდწირული ტრაპეციის 

ზომის მნიშვნელობად. 
ჯ C [ე,ხ] წერტილისათვის L',(=) = ((>,!) 0<%< #(0:)) მონაკვეთს 

ვუწოდოთ L ტრაპეციის მდგენელი ჯ ფუძით (ნას. 9.2). 
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როგორც ბემოთ ვნახეთ, L ტრაპეციის მდგენელები გაერთიანებულია 

ერთ ნაწილში, მათი ფუძეების სიახლოეის ნიშნის მიხედვით, ეს კი, ფუნქციის 

უწყვეტობის საფუძეელზე, თავის მხრივ, იწვევს ერთ ნაწილში მყოფ მდგე- 

ნელთა სიმაღლეების ერთმანეთთან სიახლოეეს, ეს უკანასკნელი გარემოება 

არსებითი მნიშენელობისაა I ნაწილის ზომის მიახლოებითი მნიშენელობისა 

და მთლიანად L',-ის გომის განსაზღერისას, 

რა ხდება, როცა ზემოთ მოცემულ კონსტრუქციას წყვეტილი ფუნქცი- 

ებისათეის გამოვიყენებთ? ასეთ სიტუაციაში, წყვეტების გამო, მდგენელების 

სიმაღლეები შორს შეიძლება იყენენ ერთმანეთისგან მათი ფუძეების სიახლოვის 

მიუხედავად. ამიტომ აშკარაა საფრთხე იმისა, რომ ბევრი წყეეტის წერტილის 

შემთხვეეეაში, I. ნაწილების უმეტესობისათვის, ზომათა შეფასებები არაეფექ- 

ტური აღმოჩნდეს, რაც, საბოლოო ჯამში, არ მოგვცემს I'„ სიმრავლის გა- 

ზომვის საშუალებას, ამას მარტიევად გეიჩვენებს დირიხლეს ფუნქციის მაგა- 

ლითი, საზოგადოდ, თეორემა 9.2.| ადასტურებს, რომ რიმანის ინტეგრალის 

ქმედუნარიანობა უწყვეტ ფუნქციათა კლასს დიდაღ არ შორდება. წყვეტილი 

ფუნქციების საინტეგრებლად საჭიროა სხვაგვარი მიდგომა. 

წყვეტილი ფუნქციებისათვის I ტრაპეციის გასაზომად ლებეგმა ზემოთ 

მოცემულ კონსტრუქციაში მოახდინა ბუნებრივი და ლოგის,კური ცელილება: 

ფტრაპეციის მდგენელებს ერთ ნაწილმი თავი მოუყარა არა მათი ფუძეების, 

არამედ მათი სიმაღლეების სიახლოვის ნიშნით. სახელდობრ, ფუნქციის 

მნიშენელობათა სიმრაელის შემცველი (თ, MI) მონაკვეთი ყი <) < <V» 
წერტილებით დაჰყო წინასწარ მოცემულ §-ზე მცირე სიგრძის მონაკვეთებად. 

ყოეელი #L-სათვის L ნაწილში თავი მოუყარა ყეელა იმ მდგენელს, რომელთა 

სიმაღლეები მოთავსებულია V, 1,VL) დიაპაზონში (ნახ. 9.3). 

შეენიშნოთ, რომ I ,-ში თავმოყრილი მდგენელების ფუძეები ქმნიან L), = 

(> C |ი,ხ /-I1 < /(2) < ჯჯ სიმრავლეს. ამიტომ ყოეელი L ნაწი- 

ლი მოიცაეს I); = L X (0,L.-1) განზოგადებულ მართკუთხედს და ჩართულია 

ანალოგიური ტიპის . = #MIX(0,)L.) სიმრავლეში. ბუნებრივია, MX(0. ყ) გან- 

ზოგადებული მართცუთხედი გაიზომოს, როგორც მისი ფუძის - LL სიმრავლის 
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L, 

ნახ, 9.3. 

ზომა, გამრავლებული მის სიმაღლეზე - ჯ რიცსეზე. ზემოაღნიშნული ჩართვე- 

ბის გამო, თუ L.-ს ზომის მიახლოებით მნიშვნელობად მივიჩნევთ I,, ან V 

განზოგადებული მართკუთსედის ზომას, ე.ი. ჯV, 109 (#) ან )-I0ი(#M..) რიცსეს, 

მაშინ ცდომილება არ იქნება (V – V. 1)ინი(M.) < §0(-%L) რიცსვზე მეტი, 
შედეგად, ლებეგის 2 ,-) Vიი(8) და 2)L-) VL-1Iი(M) ჯამების გადასრა 
I/-ის ზომის პიპოთეტური მნიშვნელობიდან გამოვა § 2)L , IX(M-) = 6(ხ–0ძ) 
რიცხვზე მცირე. ზღვარზე გადასვლა, როცა (ი, M ) მონაკვეთის დანაწილების 

”მX (1 – L-1) პარამეტრი მიისწრაფვის ნულისაკენ, მოგეცემს რიცხეს, 
1<ML<»ი 
რომელიც, ბუნებრივია, მივიჩნიოთ L'/,-ის ზომის მნიშენელობად,. 

შევნიშნოთ, რომ ზემოთ მოცემულ მსჯელობას აქვს ერთი ხარვები: 

ზ-1Mი(M) და %Iი(#M-) სიდიდეების განხილვის უფლება გვაქვს მხოლოდ 
ს), სიმრავლეების ლებეგის აზრით ზომადობის შემთსვევაში. ამიტომ საჭიროა 

ლებეგის კონსტრუქციაში აპრიორულად მოვითსოვოთ #,, სიმრავლეების ზო- 

მადობა. ეს იგივეა, ყოეელი (V 1,ყV,.) მონაჯვეთის წინასასე იყოს ზომადი, 

რაც, თავის მხრივ, ნიშნავს / ფუნქციის ლებეგის აზრით ზომადობას. ამრი- 

გად, ლებეგის კონსტრუქციის წარმატებით მუშაობისათვის საჭიროა წინასწარ 

მოვითხოვოთ / ფუნქციის ზომადობა. 

ყურადღება გავამახეილოთ ერთ დეტალზე: განსსვავებით რიმანის ინტეგ– 

რალის შემთხვევისაგან, ლებეგის ინტეგრალის კონსტრუქციაში მრუდწირული 

ტრაპეციის L ნაწილი, შეიძლება, მასიური სიმრავლე იყოს. მაგალითად, თუ 

# ფუნქცია რაიმე ფიქსირებულ V მნიშვნელობას ღებულობს დადებითი ზომის 
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სიმრავლეზე, მაშინ ის LI,, ნაწილი, რომლისთვისაც ჯ C IVL-I,7VL) იქნება 

ფიქსირებულ დადებით რიცხევზე მეტი გომის, თუმცა აღნიშნული გარემოება 

ხელს არ უშლის L, ნაწილის ზომის მიახლოებითი მნიშვნელობის ეფექტურ 

გამოთელას, 

როგორც ზემოთ მოცემული მსჯელობები გვიჩვენებენ, რიმანის ინტეგრალი- 

დან ლებეგის ინტეგრალზე (დარბუს ჯამებიდან ლებეგის ჯამებზე) გადასელას 

აქეს გეომეტრიული ახსნა, რაც დაჯავშირებულია გრაფიკქეეშა სიმრავლის გა- 

ზომეის ოპტიმალური მექანიზმის შერჩევასთან, ლებეგის მიერ შემოთავახე- 

ბული მექანიზმის უპირატესობას განაპირობებს ცვლილება გრაფიკქვეშა 

სიმრავლის დანაწილების წესში: ნაწილებში მდგენელები თავმოყრილია 

არა მათი ფუძეების, არამედ მათი სიმაღლეების სიახლოვის ნიშნით. ეს 

მიდგომა კი, თავის მხრიე, ეფუძნება ასევე ლებეგის მიერ შექმნილ - 

წრფივ სიმრავლეთა ზომის თეორიას. 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ, რომ კანტორის სიმრავლის მახასიათებელი ფუნქცია რიმანის 

აბრით ინტეგრებადია. 

2. ვთქვათ, # არის |0,1) მონაკვეთის ნულზომიანი ჩაკეტილი ქვესიმრავლე. 
აჩვენეთ. რომ #, სიმრავლის მახასიათებელი ფუნქცია რიმანის აზრით ინ- 

ტეგრებადია, 

3. ააგეთ |0,I) მონაჯვეთბე რიმანის აზრით ინტეგრებადი ფუნქცია, რომლის 

წყეეტის წერტილთა სიმრაელე ყველგან მყერივია. 

4. ვთქვათ, (ი,ხ) მონაკვეთზე რიმანის აზრით ინტეგრებად ფუნქციათა (/#») 

მიმდევრობა თანაბრად კრებადია / ფუნქციისაკენ, დაამტკიცეთ, რომ / 

ფუნქცია რიმანის აზრით ინტეგრებადია და 

Mო # = / # 
5-+ (,ა) (9.) 

§3. რიმანის არასაკუთრივი ინტეგრალისა და ლებეგის 

ინტეგრალის შედარება 

ქვემოთ დადგენილი იქნება, რომ რიმანის არასაკუთრივი ინტეგრალის 

კრებადობა, საზოგადოდ, არ იწვევს ლებეგის აზრით ინტეგრებადობას. უფრო 

მეტიც, ფუნქცია (რომლისთეისაც აზრი აქვს რიმანის არასაჯუთრიეი ინტეგრა- 

ლის განხილვას), ინტეგრებადია ლებეგის აზრით მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა რიმანის არასაჯკუთრივი ინტეგრალი აბსოლუტურად კრებადია. 

სიმარტივისათვის განვისილავთ ერთგანზომილებიან შემთხეევას, 

თეორემა 9.3.L ვთქვათ, / ფუნქცია განსაზღვრულია (თ, ხ| მონაკვეი!ხე 
და ნებისმიერი 6 C (0,ხ–ძ) რიცხვისათვის რიმანის აზრით ინტეგრებადია 
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[ი, + C. ს] სეგმენტ·ხე· მაშინ 

II Iძია = IIIი IV/ I 
/(·“·1”1 560 Iთ+6,ხ) 

და შედეგად. 

# C L(ი,ხ) < Iი #I) < თ. 
) 650 /#/(6+-,ხ| I 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ I = (0–+-(ხ–-0)/2", ხ| (L C M) და განვიხილოთ 
9 = |#/ Xყ,, ფუნქციათა მიმდევრობა. ცხადია, (ყ.) ზრდღადი მიმდევრობაა და 

I#/|I წარმოადგენს მის წერტილოვან ზღვარს. ამასთანავე, თეორემა 9.1.1-ის 

საფუძველზე, ყოველი # C M-სთვის გვექნება, რომ ე C L((ი,ხ)) და 

/M თო = / V9ო = წ V 
შედეგად, ლევის თეორემის გათვალისწინებით ვწერთ, 

/ III/თი = ყი იძიე = II II I. 
(თ,ხ| / ” L-–+Cთ% (თ,ხ) 5% 

უკანასკნელი ზღვარი კი, როგორც ადვილი შესამოწმებელია, 

Vი III 
C--–50 ,#/(8++,ხ) 

ზღვრის ტოლია, თეორემა დამრკიცებულია. (88. 

შენიშვნა 9.3.1. თეორემა 9.3.1-ის მეშვეობით ერწმუნდებით, რომ შეიძ- 

ლება, ფუნქციის რიმანის არასაკუთრივი ინტეგრალი იყოს კრებადი, მაგრამ 

ფუნქცია არ იყოს ლებეგის აზრით ინტეგრებადი. კერძოდ, ასე ხდება ნებისმი- 

ერი ფუნქციისათვის, რომლის არასაკუთრივი ინტეგრალი მსოლოდ პირობით 

კრებადია (ე.ი კრებადია, მაგრამ არაა აბსოლუტურად კრებადი), გადმოცემის 

სისრულისათვის ავაგოთ ასეთი ფუნქციის მაგალითი, 

განვიხილოთ (0,1)| მონაჯსვეთში შემავალი წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი 

20 ინტერვალების მიმდევრობა, რომელთა მარცხენა და მარჯეენა ბოლოები 

ქმნიან ნულისაკენ კრებად და, იმავდროულად, კლებად რიცსვით მიმდევრობებს. 

თითოეული /),, ინტერვალისათვის განვიხილოთ მისი შუაზე გაყოფით მიღებუ- 

ლი ორი ქვეინტერვალი, რომლებიც აღვნიშნოთ /ა, -ით და გჭ–ით· დადებითი 

ი, რიცხვი შევარჩიოთ ისე, რომ სრულდებოდეს პირობა: ი.Iი(47ჰ,) = I/L·· 

ამის შემდეგ, / ფუნქცია განესაზღვროთ შემდეგნაირად: /-ს 4;!__· ინტერვალე- 

ბის წერტილებში მივანიჭოთ შესაბამისად ი, რიცხვების ტოლი მნიშვნელობე- 

ბი, #,. ინტერვალების წერტილებში - შესაბამისად (–ი,) რიცხვების ტოლი 

მნიშვნელობები, ხოლო (0,1|-ის დარჩენილ წერტილებში კი - ნულის ტოლი 

მნიშვნელობა (ნახ, 9.4). 
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ნახ. 9.4. 

გვექნება, 

'5/ VI=2- / , /I0თ=2,თოტი =2; 
ამრიგად, (0, 1| მონა)ვეთზე ჯ-ის რიმანის არასაკუთრივი ინტეგრალი არ არის 

აბსოლუტურად კრებადი, მეორე მხრიე კი, იგივე ინტეგრალი ჩვეულებრივი 

აზრით კრებადი გამოდის, მართლაც, |§,1| სახის ნებისმიერი სეგმენტისათვის, 

რომელიც შეიცავს ერთს მაინც /# ,, მონაკვეთებს შორის, განვიხილოთ ის 

მინიმალური L = L(5) ნომერი, რომლისთვისაც #, არაა ჩართული I§,1) 

მონაკვეთში. გავითვალისწინოთ, რომ ყოველი 1-სთვის, |/, 4 #= I ა; #+ 

];ჯჯ # =0. შედეგად, დავწერთ, 

LX(C6)–1 I 

__ _ 
საიდანაც, უშუალოდ ვღებულობთ ს![ბ ]·[ჯ · # = 0 ტოლობას. 

C , 

= CC. 

თ
-
 

შენიშვნა 9.3.2. თეორემა 9.3.1-ის ანალოგები სამართლიანია რიმანის 
სსეა სასის არასაკუთრივი ინტეგრალებისთეისაც. 

ამოცანები 

1. თ და / პარამეტრების რა მნიშვნელობებისათვის არის /(ჯ) = ჯ9 510 ჯ/ 

(« C (0,1)) ფუნქცია: ა) ლებეგის აზრით ინტეგრებადი; ბ) რიმანის არასა- 

კუთრივი აზრით ინტეგრებადი? 

2. თ და / პარამეტრების რა მნიშენელობებისათვის არის /(დ) = ჯ9 §ით” 
(თ= C [1·თ)) ფუნქცია: ა) ლებეგის აბრით ინტეგრებადი;: ბ) რიმანის არა- 

საკუთრივი აზრით ინტეგრებადი? 
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§4. პირველყოფილი ფუნქციის აღდგენა შემოსახღვრული 

წარმოებულის შემთხვევაში 

პირველყოფილის აღდგენის შესასებ პრობლემა, როგორც ცნობილია გუ- 

ლისხმობს შემდეგს: ვთქვათ, L არის |ი,ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული და ყოველ 

ჯ C (ი,ხ) წერტილში წარმოებადი ფუნქცია როგორ შეიძლება, გამოვსახოთ 

(აღვადგინოთ) / პირველყოფილი მისი / წარმოებულის მეშეეობით? 

ინტეგრალური აღრიცხვის კურსიდან ცნობილია, რომ თუ /” არის რიმანის 

აზრით ინტეგრებადი, მაშინ 

#(2) = /(9) + /I / C6Vს). 

ე.ი. პირველყოფილი შეიძლება აღვადგინოთ რიმანის ინტეგრალის აპარატის 

გამოყენებით, თუ ცნობილია, რომ წარმოებული ფუნქცია რიმანის აზრით 

ინტეგრებადია, 

საზოგადოდ, რიმანის ინტეგრალი ვერ იძლევა პირველყოფილის აღდგენის 

ამოცანის გადაწყვეტას თვით შემოსაზღვრული წარმოებულის მქონე ფუნქციე- 
ბის შემთხვევაშიც კი, რაც იმას ნიშნავს, რომ არსებობენ ფუნქციები, რომელთა 

წარმოებული შემოსაზღვრულია, მაგრამ არაა რიმანის აზრით ინტეგრებადი, 

ქვემოთ მოცემული იქნება ასეთი ფუნქციის აგება. მსგავსი მაგალითი თაევდა- 

პირველად ააგო ე. ვოლტერამ (188! წ.). 
განვიხილოთ |0,1) მონაკვეთის რაიმე არსად მკვრივი და სრულყოფილი 

L ქვესიმრავლე, რომელსაც აქვს დადებითი ზომა. ასეთი სიმრავლის კონ- 

სტრუქცია მოცემული იყო 8.9.4 შენიშვნაში., ((ი, , ხ,)) იყოს #-ს დამატებითი 

ინტერვალების მიმდევრობა, 

# : (0.1) –> #. ფუნქციასს # სიმრავლის წერტილებში მიეანიჭოთ ნულის 
ტოლი მნიშვნელობა, ხოლო ყოველ (ი,,ხ,) დამატებით ინტერვალზე /(>) 

იყოს 

1 

(ხ, – 0#)(§ – თა)(ჯ – ხL) 
(თ – 0ი,)?(ჯ – ხ;)? 9ი 

გამოსახულების ტოლი. 
დავადგინოთ, რომ #L; სიმრავლის წერტილებში / ფუნქციის წარმოებული 

არსებობს და ნულის ტოლია. მართლაც, ეთქვათ, » C # და ჯV არის (|0,1) 
სეგმენტის რაიმე წერტილი, რომელიც მდებარეობს ე:-ის მარჯვნივ. თუ V C 

#, მაშინ /(ყ) = #(ჯ) = 0. ყ C # შემთხვევაში განვიხილოთ ის (ი,,ხჯ) 
ინტერვალი, რომელიც შეიცავს ყ წერტილს. მაშინ გვაქვს, რომ ჯ < ი,, < ყ. 
შედეგად, / – 0; < V – ჯ« და 

#(V) – I(2) 
<Vყ-0ითძL<V-2. 

V _ 9: 
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აქედან გამომდინარეობს, რომ ყოველ ჯ C L,, « # 1. წერტილში /-ის მარჯვე- 
ნა წარმოებული არსებობს და ნულის ტოლია, ანალოგიურაღ დამტკიცდება, 

რომ ყოველ ჯ C #, ჯ» # 0, წერტილში /-ის მარცხენა წარმოებული არსებობს 

და ნულის ტოლია, 

ცხადია, / ფუნქცია წარმოებადია ნებისმიერ ჯ C (ი,,ხ.) წერტილში და 

1 

(ს, – თ)(ჯ – 0-)(« – ხჯ) 

_ 27 – თ. – ხ 1 

სს -მ ო_ (ხ, – 0-)(X – 0ი-)(დ – ხ.). 

ამრიგად, / ფუნქცია წარმოებადია ყოველ წერტილში, ამასთან, /” შემო- 

საზღვრული ფუნქციაა, კერძოდ, | /”(>)| < 3 ყოველი ჯ-სთვის, ადღვილი და- 

სანახია რომ //(ჯ) ირხევა -1 და 1 მნიშევნელობებს შორის, როცა » 

უახლოვდება ი, ან ხ, წერტილს (ი,.,ხ.) ინტერვალის შიგნიდან. აქედან 
უშუალოდ გამომდინარეობს /' ფუნქციის წყვეტილობა დაღებითი ზომის XL, 

სიმრავლის თითოეულ წერტილში, ეს კი, თავის მხრიე, იწვევს /”-ის რიმანის 

აბრით არაინტეგრებადობას. ამით ჩვენ მიერ დასახული თვისებების ფუნქციის 

მაგალითი აგებულია, 

#”(თ) = 2(ჯ – თ,.)(ჯ – ხ.)(2= – ი, – ხ) 5Iი 

ხაზგასმით უნდა აღინიშნოს, რომ მე-19 საუკუნის ბოლოს პირველყო- 

ფილის აღდგენის ამოცანა იყო მათემატიკური ანალიზის ერთ-ერთი ძირითადი 

პრობლემა, რომელიც წარმოაჩენდა რიმანის ინტეგრალის განზოგადების აუცი- 

ლებლობას, ქვემოთ მოცემული თეორემა ეკუთენის ა. ლებეგს და გვიჩვენებს 

არსებით პროგრესს პირველყოფილის აღდგენის ამოცანის გადაწყვეტასთან 

დაკაეშირებით, რომელიც მიიღწევა ლებეგის ინტეგრალის მეშვეობით. 

თეორემა 9.#.L თუ # არის (ც,ხ) სეგმენტფხე განსახღვრული წარმშო- 

ებადი ფუნქცია და დამატებით ცნობილია, რომ ” შემოსაზღვრულია, 

მაშინ /” C L(I(ი,ხ)) და 

#(“) = I(0) +/I I·|·|(II·II (« C (ი,ს)). 

ამრიგად, ლებეგის ინტეგრალი სრულად წყეეტს პირველყოფილის აღ- 

დგენის ამოცანას წარმოებულის შემოსაზღვრულობის შემთხეევაში. შემდგომში 

(სახელდობრ, მე-12 თაეში) დამტკიცებული იქნება, რომ ლებეგის ინტეგრალი 

პირველყოფილს აღადგენს კიდევ უფრო ზოგად სიტუაციაში, კერძოდ, მაშინაც, 

როცა წარმოებულის შემოსაზღვრულობის პირობა შესუსტებულია და მოთ- 

ხოვნილია მხოლოდ მისი ლებეგის აზრით ინტეგრებადობა. 

თეორემა 9.#.Iის დამტკიცება. თავიდანვე შევნიშნოთ, რომ წარმოება- 

დობიდან გამომდინარე, / ფუნქცია უწყვეტია (ი,ს| სეგმენტზე. გავაგრმელოთ 
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# ფუნქცია (ი,ს+1) სეგმენტზე ისე, რომ (ხ,ს + 1| მონაკვეთის » წერტილებში 

მისი მნიშვნელობები გამოითვლებოდეს შემდეგნაირად: 

#(თ) = I(ხ) + I (ხ)(თ – ხ). 

ახლა I შეიძლება განეიხილოთ, როგორც (ი,ხ + 1) სეგმენტზე წარმოებადი 

(და შედეგად, უწყვეტი) ფუხქცია. 
ყოველი XLL-სთვის განვიხილოთ (ი, ხ) სეგმენტზე შემდეგნაირად განსაზღვრუ- 

ლი #ტჯ ფუნქცია: 

ჯ+ 1/M) – I( ტ,ფ) = #85+1/0 -თ. ( C ხ). 
1/V 

ყოველ. დ C (ი,ხ) წერტილში გვაქვს, რომ /7(თ) = Iი 4ს(თ). ამრი- C-3ი 
გად, ჯ არის უწყვეტ / ფუნქციათა მიმდევრობის წერტილოვანი ზღვარი. 

საიდანაც ვასკვნით /7-ის ლებეგის აზრით ზომადობას. აქედან, თავის მსრივ, 

(0,ხ) მონაკვეთის ზომის სასრულობისა და I”-ის შემოსაზღვრულობის გამო, 

I#” იქნება ჯამებადი ფუნქციაც. 

შევნიშნოთ, რომ /ბ,, ფუნქციები ერთობლივ შემოსაზღვრულია 

C = ასი(|/ (<)| : C (9,ხ1) 
რიცხვით. მართლაც, ლაგრანჟის თეორემიდან გამომდინარე, ყოველი ე;-სთვის 

და ყოველი X-სთვის მოიძებნება 0 = 60. ჯ C (0,1), რომლისთვისაც /#ბჩჯ(ჯ) = 

1#”(დ + 0/IL), საიდანაც ვღებულობთ |/",,(თ)| < C შეფასებას. 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ |ი,ხI)-ზე განსაბზღერული C მუდმივის ტოლი 

ფუნქცია ლებეგის აზრით ინტეგრებადია და გამოვიყენებთ ლებეგის თეორემას 

მაჟორანტული კრებადობის შესახებ, დავწერთ, 

#ძთ = Iთ თი. 
(ი,ხ) #M-500 I/IV,ხ) 

გვაქვს, რომ 

ბ„ძთ:;··/ M#XC +1/ჯ)ძი – 1··,/ #ძი. 
I0.ხ) (8,ხ| (C,ხ) 

# ფუნქციის უწყვეტობის გამო ამ ტოლობაში მოცემ·ელი ინტეგრალები შეიძ- 

ლება გავიგოთ რიმანის აბგრით. შემდეგ კი, » = 1 – 1/L ცელადის შეცვლის 

საფუძველზე დავწერთ, 

ულთ #-MI 1#= 
(თ,ხ| (თ+1/#,ხ+1/XI |ი,ხ) 

= L #-# 
(ხ,ს+1/) (=,0+1/MI



თუ უკანასკნელი ორი ინტეგრალისათვის გამოვიყენებთ საშუალო მნიშვნელო- 

ბის თეორემას, მივიღებთ, რომ 

ს ') #- = /(ხ+0,/L) – I(0 + §L/M), 

სადაც ი0,.,C. C (0.1). საიდანაც / ფუნქციის უწყვეტობის გათეალისწინებით 

გამომდინარეობს ტოლობა: 

/ #”ძო = /(ს) – /(9). 
(C,ხ) 

ცხადია, დამტკიცებულ ტოლობაში ხ შეგვიძლია შეეცვალოთ ნებისმიერი ჯ»-ით 

I0X,ს) მოსაკეეთიდან. ამით თეორემა დამტკიცებულია, C 

შენიშვნა 9.#.L თეორემა 1 შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი ეკვიეალენ- 

ტური ფორმითაც; თუ # C #((ით,ხ)) შემოსაზღვრული ფუნქციაა და ცნობილია, 

რომ X არის /-ის პირველყოფილი, მაშინ სამართლიანია ნიუტონ-ლაიბნიცის 

ტოლობა: 

/ძი = LVLCხ) – #V(0). 
(4,ხ| 
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თავი 10 

ინტეგრება სივრცეთა ნამრავლზე 

კლასიოკუური ანალიზიდან ცნობილია, რომ ორი (და, საზოგადოდ, მრავალი) 

ცვლადის უწყეეტი ფუნქციის ინტეგრალის გამოთვლა დაიყვანება ერთი ცვლა- 
დის მიმართ ინტეგრებაზე, სახელდობრ, სამართლიანია შემდეგი თეორემა: თუ 
+ არის (თ”,ხ) X |C,ძ) მართკუთხედზე განსაზღვრული უწყვეტი ფუნქცია, მაშინ 

/ #C,ყ)ძიძყ = 
(თ,ზ) X IC.ძ) 

- /I··.I·I ( ILC.4 C. ”)ძ“) %= 4.·[· ( I.ხ| #/C, ”)“) “ 
ამრიგად, რიმანის ორჯერადი ინტეგრალის მნიშვნელობის საპოვნელად საკმა- 

რისია გამოვთვალოთ ერთ-ერთი ე.თწ. განმეორებით ინტეგრალებს შორის, 

ეს უკანასკნელნი კი, თავის მხრივ, წარმოადგენენ ერთი ცვლადის მიმართ 

ინტეგრების ოპერაციის მიმდევრობითი შესრულების შედეგს, 

ამ თაეში ჯეურადი ინტეგრალის განმეორებით ინტეგრალამდე დაყვანის 

შესახებ თეორემები დადგენილი იქნება ლებეგის აზრით ინტეგრებადი ფუნ- 

ქციებისათვის, მოცემულია აგრეთვე ამ ტიპის დებულებების ზოგიერთი გამო- 

ყენება. 

§ 1. ზომების დეკარტული ნამრავლი 

ვთქვათ, X არის რაიმე არაცარიელი სიმრავლე, § - X-ის ქეესიმრავლე- 

ების რაიმე ნახევარრგოლი, ხოლო /| - 5-ზე განსაზღერული ზომა. დავუშვათ 

აგრეთვე, რომ 17 სიმრავლე, L ნახევვარრგოლი და V გომა ანალოგიურადაა 

ერთმანეთთან დაკავშირებული, 

განვიხილოთ /, და V ზომების დეკარტული ნამრავლი, ე.ი. § X I ნახე- 

ვარრგოლზე შემდეგნაირად განსაზღვრული ფუნქცია: 

(/ X „)(4 X 8) =(4)V(8) (4C5,8C”. 

როგორც ვიცით (იხ. თეორემა 4.5.1) // X ” ფუნქცია არის კვაზიზომა. ქვემოთ 

ნაჩვენები იქნება, რომ // X „ ფუნქციას აქვს ზომის თვისებებიც.



5 X I დეკარტულ ნამრავლში შემავალ სიმრავლეებს ვუწოდოთ მართკუთ- 

ხედები, ხოლო 4 X 8 მარიცუთსედისათვის # და ,8 სიმრავლეებს ვუწოდოთ 

გვერდები. 
ვთქვათ, C X XV ფიქსირებული დ C X წერტილისათვის #.-ით 

აღვნიშნოთ (V C 1” : («,ყ) C #1 სიმრავლე და მას ვეწოდოთ ჯ წერტილით 

წარმოქმნილი # სიმრავლის კვეთა. ანალოგიურად, ფიქსირებული V C V 
წერტილისათვის #V-ით აღენიშნოთ (:1C X (>:,V) C #) სიმრაელე და მას 

ვუწოდოთ V წერტილით წარმოქმნილი # სიმრავლის კვეთა. შეენიშნოთ, 
რომ კვეთა არ არის X X V ნამრავლის ქვესიმრავლე, ის წარმოადგენს X-ის 

ან X-ის ქვესიმრავლეს (ნახ. 10.1). 

” 'ქ 

ნახ. 10.1. 

სიმრავლეთა (ჩე) მიმდევრობის წევრების კვეთებისათვის გამოვიყენოთ 

IM,I> და |სგI” ჩანაწერები. 

თეორემა .1.L. / X ” ფუნქცია არის ზომა. 

დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ 5 კლასი 

არის თ-ალგებრა, ე.ი. (X,5,/) სამეული არის ზომიანი სიერცე. წინააღმდეგ 

მთხვევაში, / ზომას აგრძელებთ ის მ ით და ვიმს ბთ ამ ვევ „ გავაგრძელე ეგის ძეთოდ ვიძსჯელე 
გაგრძელების შედეგად მიღებული თ-ალგებრისა და ზომის მიხედვით. 

ნებისმიერი # = „4 X I მართკუთხედისათვის განეიხილოთ X 5 ჯ> - 

V(77.„) ფუნქცია, რომელიც აღწერს მისი ჯ-კვეთების ზომებს. შევნიშნოთ, რომ 

M = 8, თუ » 6 4; და #, =8ჰ, თუ ჯ C 4. აქედან გამომდინარე, 

V(I9„) = V(8), თუ « C 4; და MV(M>) =0, თუ ჯC #. (1) 
ცხადია, ჯ C· V(M.) არის მარტივი ფუნქცია (X,5,/) ზომიან სივრცესთან 

მიმართებაში. ამ ფუნქციის ინტეგრალი ჩავწეროთ | , #(#X>)0/!(თ) სახით. ეს 

ინტეგრალი (1)-ის ძალით //(-44)#(33) რიცხვის ტოლია, ამრიგად, 

(#X #)(M) = /X »(M.)ძი(თ). () 
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შევნიშნაევთ, რომ მართკუთხედის ზომის (2) სახით წარმოდგენა არის 

დამტკიცების ძირითადი ინსტრუმენტი. 

შევამოწმოთ / X V ფუნქციის თ-ადიციურობა, ნათელია, რომ ბომის სხვა 

თვისებები შესრულებულია, ეთქვათ, რაიმე # მართკუთხედი წარმოდგენილია 

წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი #, (» C M) მართკუთხეღების გაერთიანების 

სახით. ღასამტკიცებელი გვაქვს ტოლობა: 

« 

(V X #)(7) = 5 '(+ X #(ჩ,). 
ით=1 

ადვილი დასანასხია, რომ ნებისმიერი ჯ«-სთვის IM,)„ სიმრავლეები წყვილ- 

წყვილად თანაუკვეთია და /#, = L],·”····”=1[12„]=. აქედან გამომდინარე, 

Cლ 

V(#-) = 2 I/([I?,„]::). (3) 
ი=1 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ (2) და (3) პირობებს და გამოვიყენებთ 

ლეეის თეორემას 2)ი= ) V(IMI„) ფუნქციური მწკრივისათვის, დაეწერთ, 

0+XM)(ი) = /X »(8.)ძი(2) = 
ს თ Cლ 

= 2 / #(M%-»)4M2) = 2 ,(# X M)(ჩი). 
ი=1 » X ო=1 

თეორემა დამტკიცებულია. CI 

§ 2. ზომიანი სივრცეების ლებეგისეული და ბორელისეული 

ნამრავლები 

ეთქეათ. (X.5,/) და (M#,1,#) ზომიანი სიერცეებია. / და „ ზომების 

ლებეგისეული ნამრავლი (აღნიშვნა: /<V) ეწოდება VXV ზომის ლებეგისეულ 

გაგრძელებას. #6ბპ# ზომის განსაზღვრის არეში შემავალი სიმრავლეების კლასი 

აღვნიშნოთ 5 C 1-თი და მას ვუწოდოთ § და L კლასების ლებეგისეული 

ნამრავლი. დაბოლოს, (X X%#,5C1,/89V) სივრცეს ვუწოდოთ (X,5,/) და 
(V, 1. V) სივრცეების ლებეგისეული ნამრავლი. 

შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, რომ ლებეგის ზომა წარმოდგება დაბალ- 

განზომილებიანი ლებეგის ზომების ნამრავლის სახით. 

თეორემა I0.2.L ნებისმიერი » და ი ნატურალური რიცხვებისათვის, 

I·|19+|? = I·I·I;, ი ოე· 
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ღაეტკიცება. თუ გავითვალისწინებთ, რომ ავე = Vი. წ = Vი, 

აა = V, და Vი+ი = Vი X Vი, მაშინ დასამტკიცებელი ტოლობა შეიძლება ასე 

გადავწეროთ: 

V, X Vე = 1ი X 1IMე. (1) 

თეორემა 5.3.1-ის ძალით (1) დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ შემდეგ 

ტოლობას;: 

(V%ი X V)“ = (I0ე X ი1ყ)“ 

შევნიშნოთ, რომ (V X Vე)“ და (თე X თკ)“ გარე ზომები განისაზღვრებიან 

შემდეგნაირად: 

(Vგ X Vი)'(8) = 1იწ > ,Vი(/)Vი(+), 
L 

სადაც ქვედა ზღვარი აიღება M-ს დამფარავი ყველა შესაძლო II X I),, C X7 X79 

მიმდევრობის მიხედვით; 

(თი X თიც)“(6) = ი” 2 ,იი„(4#)თიი (8V), 
,·· 

სადაც ქვედა ზღვარი აიღება #M-ს დამფარავი ყველა შესაძლო #4,. X 8. C 

#C? X C% მიმდევრობის მიხედვით. 

ცსადია, მეორე ქვედა ზღვარი დაფარეების უფრო მდიდარი კლასის მი- 

ხედვით აიღება. რის გამოც, (ჯია X Iიც)”"(#) < (Vი X Vყ)“(#). დავამტკიცოთ 

შებრუნებული უტოლობა: 

(V X V,)“(6) < (თ, X თიკ)“(6). C 
(2) ცხადია, თუ (ი X IXი,კ)”(#) = C. ასე რომ, განსასილაეი გვრჩება (თა X 

ი) (») < C შემთხვევა. ნებისმიერი § > 0 რიცხვისათვის ვიპოვოთ 4,, X 

8. C C” X C მიმდევრობა, რომელიც ფარავს # სიმრავლეს და 

3 ,თ„(4.)თოა(8») < (თა X თე)'(#) +6. 
# 

შემდეგ, Iიგ = V და Lა = Vე ტოლობების გათვალისწინებით, ყოველი V- 

სთვის ვიპოვოთ მონაკვეთების (/ კ) და (V .) მიმდევრობები, რომლებიც, 

შესაბამისად, ფარავენ 4 და 8, სიმრავლეებს და გარდა ამისა, აკმაყო- 

ფილებენ პირობებს: 

2 ,Vი(/ი») < თი(4/) + რ», 
§ 

2 Vი(VL,-) < Xე(8;) + ბ; 

სადაც ბ. იმდენად მცირე დადებითი რიცხეია, რომ 

(თ/(4V) + ი) (თი (8») + 4) < თ„(4ჯ)თი(8%) + უჯ- 
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ასეთ პირობებში გვექნება, 

2V9(IL···)V#(·|I=·!·) = XV?(IL·.·) XV·:(·/I—··”·) < 
4”. LI ” 

< (თ„C4) + 6.)(თ/(8%) + 4) < ო„(4,)თ,(8) + უჯ. 
შედეგად, იმის გათეალისწინებით, რომ ყოველი #-სთვის (/ , X »1., კლასი 

ფარავს 4„ X 8 სიმრაელეს, ვღებულობთ შეფასებას; 

(Vგ X V-)(5) < 2 , Vი(I.)Vი(X,-) < 
M,ა.” 

< 2 ,Iოი(4,)ოცა(C8») + §/2"| < (თე X თ,)”(+5) + 25. 
L 

საიდანაც § > 0-ის ნებისმიერობის საფუძველზე ევაVყენით (2) შეფასების სამარ–- 

თლიანობას, 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა 10.2.L ვთქვათ, # და 8 ლებეგის აზრით ზომადი სიმრავლეებია 
შესაბამისად IXIX” და ILV სივრცეებში. მაშინ მათი დეკარტული # X 8 ნამრაე- 

ლი ლებეგის აბრით ზომადია I>7+9« სიერცეში. მართლაც, # X ჯ8 სიმრაელე 

შედის ”ი 6 თე ზომის განსაბღვრის არეში, ეს ზომა კი, თეორემა 10-2.1-ის 

თანახმად ლებეგის თეჯე ზომას ემთხეეეა. ამრიგად, ,/4X 8 შედის თეი+ყ ბომის 

განსაბღვრის არეში, ანუ არის ლებეგის აზრით ზომადი IMM+V სივრცეში. 

თეორემა I0.2.1-ის დამტკიცების სქემის გამოყენებით შეიძლება დაეამტკი- 

ცოთ შემდეგი უფრო ზოგადი დებულება. 

თე(;რეეა I0.2.2. ·ნებისმიერი / და ” ზომებისათვის სამართლიანია 

ტოლობა 

#XM=V#XVI. 

ეთქვათ, (X, 5, /:) და (X#,I, V) ზომიანი სიერცეებია. / და » ზომების ბო- 

რელისეული ნამრავლი (აღნიშვნა: #დI/) ეწოდება /#XV ზომის ბორელისეულ 
გაგრძელებას. ცხადია, ბორელისეული ნამრავლი წარმოადგენს ლებეგისეული 

ნამრავლის შეზლუდვას თი(5 X 1) კლასზე. თი(5 X 1) კლასს ეწოდება § და 

+ კლასების ბორელისეული ნამრავლი. (X X #,თთ(5 X I),/ICV) სიერცეს 

(X,5,ც) და (M#,+,”) სივრცეების ბორელისეულ ნამრავლს უწოდებენ. 

შევნიშნოთ, რომ ლებეგის ზომების ბორელისეული ნამრავლი არ გვაძ- 

ლევს ლებეგის ზომას, ე.ი. თიგ C თე # თეიჯე. ეს ფაქტი დადგენილი იქნება ამ 

თავის მე-5 პარაგრაფში, 
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ამოცანები 

1. ვთქვათ, I C ა და L C 2VX რაიმე ნახევარრგოლებია, აჩეენეთ, რომ 

თი(თი(LI) X თი(I)) = თ0ი(I) » L). 
2. დაამტკიცეთ თეორემა 10.2.2 ამოცანა 1-ში მოცემული ტოლობის გამო- 

ყენებით. 

3. დაამტკიცეთ, რომ ბორელის ზომა წარმოდგება დაბალგანზომილებიანი ბო- 
რელის ზომების ხამრაელის სახით, ე.ი, თც,ი+ი = თც8,ი C თც,ე. 

§ჯ3. სიმრავლის ზომის გამოთვლა მისი კვეთების ზომების 
მეშვეობით 

შემდეგი დებულება მთავარი დასაყრდენია ზომათა ნამრავლის თვისებების 

შესწაელისას. 

თეორემა 10.3.1 ვთქვათ, (X,5, ) და (1. 1L,V) ზომიანი სივრცეებია, 

ხოლო # C XXX არის სასრული ზომის გვერდების მქონე მართკუთხედი. 

მაშინ ნებისმიერი # C #, #Cთ0(5XL), სიმრავლისათვის: 

« #-ს ყოველი კვეთა არის ზომადი, ე.ი. Lა C L ყოველი ჯ C X- 

სთვის და V C 5 ყოველი ჯ/ C X -სთვის; 

« I(M-.), როგორც ჯ ცვლადის ფუნქცია, არის /(-ზომადი; ხოლო 

(I(%V), როგორც 7 ცვლადის ფ-ენქცია, არის M-სომადი; 

« სამართლიანია ფცოლობები: 

(+8»X5) = / »(5»)4V<) = /  /X5”)ძ»ც). 
დამტკიცება. # იყოს ყველა იმ M C #, X C თი(5 X I), სიმრავლის 

კლასი, რომლისთვისაც შესრულებულია თეორემის დასკვნები. დავადგინოთ, 

რომ # კლასს აქვს შემდეგი ოთხი თვისება: 

თ) ნებისმიერი M C # მართკუთხედი ეკუთვნის /ს კლასს; 

ხ) თუ (#ა) არის # კლასის სიმრავლეთა ზრდადი მიმდევრობა, მაშინ 

მამლწებფთი C 
0) თუ (ხა|) არის / კლასის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ სიმრავლეთა 

სასრული ან თვლადი ქვეკლასი, მაშინ L I, #» C #; 

ძ) თუ (Mა) არის / კლასის სიმრავლეთა კლებადი მიმდევრობა, მაშინ 

წ M 6 #ტ. 

თითოეული თვისების შემოწმებისას განვიხილოთ მხოლოდ 1;:-კეეთების 

შემთხვევა. ჯ-კვეთებისათვის მსჯელობა სავსებით ანალოგიურია. 

ძ)-ს საჩვენებლად უნდა გავიმეოროთ თეორემა 10.1.1-ის დამტკიცებაში 

მოცემული არგუმენტები. კერმოდ, M = 4 X 8 მართცუთხედისათვის გვაქვს, 
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I. = 8 (1:614)I I. =მ (::წქ); 

V(II„.) = V(8)X/(>) (« C X). 
საიდანაც უშუალოდ გამომდინარეობს საჭირო დასცვნები, 

გადავიდეთ ჩ) თეისების დამტკიცებაბე, აღვნიშნოთ # = L I #„. ნებისმი- 

ერი ჯ-სთვის (MსაI. (» C M) კვეთები ზომადებია, ამიტომ ბგომადია მათი 

გაერთიანება, რომელიც ჩე-ის ტოლია, ამით . კვეთებისათვის პირეელი 

მოთხოვნა შემოწმებულია. 

(M,) მიმდევრობის ზრდადობისა და ზომის ქეემოდან უწყეეტობის თვისე- 

ბის საფუძველზე გვაქვს, 

V(IM»I>) 1 VC5>) ყოველი ჯ C #X-სთეის, 

სადაც ი, 1 2 ჩანაწერი აღნიშნაეს, რომ (ი,„) მიმდევრობა ზრდაღია და 

კრებადია ი რიცხვისაკენ, ამრიგად, ჯ -> V(CM.) ფუნქცია წარმოადგენს „- 

ზომაღ ფუნქციათა მიმდევრობის წერტილოვან ზღვარს. შედღეგად, თავადაც 

არის /-ზომადი და ამასთან ერთად, შეგვიძლია, ლევის თეორემის ძალით 

დაეწეროთ, რომ 

დ, /- XI6-),)4#C2) = / M6,)ძიდა. () 
კელავ (ს,) მიმდევრობის ზრდადობისა და ზომის ქვემოდან უწყვეტობის 

თვისების გამო, 

“ი ( 6 V)ხი) = (# 5 VXჩ). (2) 

საბოლოოდ, თუ გავითვალისწინებთ, რომ Lა C #, (1)-ის და (2)-ის 

საფუძეელზე გვექნება, 

(|I·29I|)(L·:·)=/X·||(5:)(1||(.1:). 

ამით ხ) პირობა შემოწმებულია. 

ზომის ადიციურობისა და ინტეგრალის წრფივობის თვისებების საფუძვეელზე 

მარტივად მოწმდება, რომ C) თვისებას ადგილი აქვს (M,) კლასის სასრუ- 

ლობის შემთხვევაში. ამის გათეალისწინებით, C)-ს დარჩენილი ნაწილი უკვე 

წარმოადგენს ხ) თვისების შედეგს. 

ძ) თეისების შემოწმება ხდება ხ) თვისების დამტკიცების სქემის გამოყენე- 

ბით. მსჯულობაში განსხვავებული მომენტებია ის, რომ, ზომის ქვემოდან უწყეე- 

ტობის ნაცვლად, გვიწეეს ვისარგებლოთ ზემოდან უწყეეტობის თვისებით. 

ხოლო ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ ზღვარზე გადასვლისას კი, ლევის თეორემის 

ნაცვლად, უნდა დავეყრდნოთ ლებეგის თეორემას მაჟორანტელი კრებადობის 
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შესახებ. როგორც ზომის ზემოდღან უწყვეტობის თვისების, ასევე ლებეგის თე- 

ორემის გამოყენება დასაშვებია ჩე სიმრავლეების მომცველი /? მართკცუთხედის 

გვერდების ზომათა სასრულობის გამო. 

ამრიგად, /ს კლასის ი) – ძ) თვისებები შემოწმებულია, 

შევნიშნოთ, რომ ი) და C) თვისებების ძალით, / კლასი შეიცავს #7-ში 

შემავალი მართკუთხედებით წარმოქმნილ :-I(5 X 1) 0 #) რგოლს, ხოლო ხ) 

და ძ) თვისებების ძალით კი, ტ წარმოადგენს მონოტონურ კლასს, აქედან, 

იმის გათვალისწინებით, რომ (ის. თეორემა 3.2.2) თი|(5 X L) რ #1) ემთსვევა 
7·[(8 Xუ ო#I რგოლის შემცველ მინიმალურ მონოტონურ კლასს, ვღებულობთ 

# 5 თ0იI(5 X I) I#) ჩართვას. ახლა გამოვიყენოთ თეორემა 3.3.3, რომლის 
თანახმად, 

თი|(5 X I)ი#) =თი(5 X 1) 0ს/?. 

შედეგად მივიღებთ #ა = თი(5 X I) -) # ჩართვას. ამით თეორემა დამტკი- 

ცებულია, I5) 

#; სიმრავლეს ეწოდება სრული ზომის მქონე (X,5, /) ზომიან სივრცეში, 

თუ L C5 და /I((X V#7/?) =0. 
ამ თავის ფარგლებში მივიჩნევთ, რომ რაიმე თვისება სრულდება თითქმის 

ყველგან, თუ ამ თვისების მქონე ყველა წერტილის სიმრავლეს აქეს სრული 

ზომა. 

(X,5,/) ზომიან სივრცეს ვუწოდოთ სრული, თუ / ზომა სრულია. 

ვთქვათ, (X,5, /) ზომიანი სივრცე არის სრული, სამართლიანია შემდეგი 

ორი მარტივი წინადადება (რომლებიც, მითითების გარეშე, რამდენჯერმე იქ- 

ნება ქვემოთ გამოყენებული): 1) თუ 4 C X სიმრავლე შეიცავს სრული ზომის 

ქვესიმრავლეს, მაშინ 4 სრული ზომისაა; 2) თუ X-ზე განსაზღვრული / 

ფუნქციის შებლუდვა სრული ზომის რაიმე ქვესიმრავლეზე არის ზომადი, მაშინ 

# . ზომადია. 

თეორემა %.3.2. ვთქვათ, (X,5,/) და (V, 1, ”7) ზომიანი სივრცეებია 

სისრულის თვისებით, ხოლო # C X X V» სასრული ზომის გვერდების 

მქონე მართკუთხედია. მაშინ ნებისმიერი CI LC5CL სიერავლი- 

სათვის: 

ით #-ს თითქმის ყოველი კვეთა არის %ზომადი, ე.ი. X = +ჯ C 

X:Lს.CI) სიმრავლე სრული ზომისაა X-ში, და V» = ·[;(/ C 

V :LVC 8] სიმრავლე სრული ზომისაა V -ში; 

თ M(M;.), როგორც X#-ზე განსახღვრული ჯ» ცვლადის ფუნქცია, 

არის /-ზომადი; ხოლო /((12V), როგორც X8-ზე განსახღვრული 

/ ცვლადის ფუნქცია, არის »- სომადი; 
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.· სამართლიანია ტოლობები: 

(+4VX5) = / M:5.)ძიCრ) = / #(5)ძიდ). 
დამტკიცება. დამტკიცება ჩავატაროთ მხოლოდ -კვეთებისათვის, ყ-კვე- 

თებისათვის მსჯელობა სავსებით ანალოგიურია, 
თავდაპირველად განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა # სიმრავლე ნული 

ზომისაა თეორემა 5.4.I-ის ძალით არსებობს #-ს შემცეელი ნულზომიანი 

L სიმრავლე. რომელიც ეკუთენის ძი(5 X 1) კლასს. ცხადია, უეგ·]იძლია 

ეიგულისხმოთ, რომ # C #, მაშინ თეორემა (L0.3.I-ის თანახმად; , ზომადია 
ყოველი ჯ-სთვის, > -+ ”(,8,) ფუნქცია არის /-ზომადი და 

·/X·L/(5·:)(I#(I) = 

საინტეგრო ფუნქციის არაუარყოფითობიდან გამომდინარე გვექნება, 

4=(2C X:V(C.) =01 

სიმრაელე სრული ზომისაა X-ში. შედეგად, ;. C ს, ჩართვისა და „ ზომის 

სისრულის გაეითვალისწინებით ვასკენით; ყოველი ჯ C /4-სთეის , კევეთა 

ზომადია და V”(ჯM,) = 0. ამის შემდეგ. X 2 4 ჩართვისა და /: ზომის 

სისრულის საფუძველზე აღვილად ვღებულობთ, რომ #- სიმრავლეს აქეს სამივე 

საჭირო თვისება, 

ახლა განვიხილოთ ნებისმიერი #; C #2, # C 5C”, სიმრავლის შემთხვეევა. 

გამოვიყენოთ თეორემა 5.4.1 და , წარმოვადგინოთ სახით #, = V L V, 

სადაც M/ C თი(5 XI), ხოლო V ნულზომიანი სიმრაელეა. ცხადია, შეგვიძლია 

ვიგულისხმოთ, რომ VI/ ი0 V = შ. თეორემა 10.3.1-ის და უკვე განხილული 
შემთხვევის გათვალისწინებით, ბომისა და ინტეგრალის თვისებების საფუძ- 

ეელბე მარტიეად მოწმდება, რომ M CII გაერთიანებას აქეს სამიეე საჭირო 

თვისება, ამით თეორემა დამტკიცებულია, CI 

შენიშკნა 1. 10.3.1 და 10.3.22 თეორემების პირველი პუნქტი არაა 
შებრუნებადი, ე.ი. კეეთების ზომადობა საზოგადოდ არ იწეევს სიმრავლის 

ზომადობას, სახელდობრ, ვ. სერპინსკიმ ააგო ლებეგის აზრით არაზომადი 

სიმრავლე სიბრტყეზე, რომელსაც ნებისმიერ წრფესთან აქეს არაუმეტეს ორე- 

ლემენტიანი თახა)ვეთა, 

§4. ფუბინისა და ტონელის თეორემები ზომების ლებეგისეული 

ნამრავლისათვის 

საპმაოდ ზოგად პირობებში ჯერადი (ე.ი ზომათა ნამრაელის მიხედეით 

განხილული) |.: ,, #ძ(/I(დ ») ინტეგრალი დაიყვანება თანამამრავლი ზომების 
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მიხედვით აღებულ _[ ჯ ( I.-I ძ!/) ძ/ და I ( I X V# ([/1) ძ,/ განმეორებით ინტეგ- 

რალებზე. ქვემოთ დამტკიცებული იქნება ამ მიმართულებით ორი უმთავრესი 

შედეგი. პირველ მათგანს მოიხსესიებენ, როგორც ტოხელის, ხოლო მეორეს 

კი - როგორც ფუბინის თეორემას. 

შემოვიღოთ რამდენიმე საჭირო განსაზღვრება. 

ვთქვათ, / არის X X V დეკარტულ ნამრავლზე განსაზღვრული რაიმე 

ფუნქცია, ფიქსირებული > C X -სთვის /--ით აღვნიშნოთ X 53 V -–34/ (თ,ჯ7) 

ფუნქცია და მას ვუწოდოთ ჯ-ით წარმოქმნილი / ფუნქციის კვეთა. ანალო- 

გიურად, ყ C V-თვის /V-ით აღვნიშნოთ X 5 ჯ» -> /(«,ყ) ფუნქცია და მას 

ვუწოდოთ ყ-ით წარმოქმნილი / ფუნქციის კვეთა. ფუნქციათა (/„) მიმდევ- 
რობის წევრების კვეთებისათვის გამოვიყენოთ ), და |/,I” ჩანაწერები. 

ვთქვათ, (X,5,/) და (I,I1,»V) ზომიანი სიერცეებია. 

X X V-ზე განსაზღვრული / ფუნქციისათვის აღვნიშნოთ: 

X, = (<6C #X : / არის #V-ზომადი), 

V ” = (ყ CX : /V არის /-ზომადი1, 

ს = ( C X : /„ არის M-ზომადი და |. C L(#,V)), 

X-# = (V C V : /” არის /-ზომადი და /V C ჩ(X./)1. 

ვიტყვით. რომ არაუარყოფით (/ CVM)-ზომად # ფუნქციას აქეს ტონელის 

თვისება (უფრო ზუსტად, ტონელის თვისება (/, V, // დ ”) სამეულის მიმართ), 

თუ: 
« თითქმის ყოველი ჯ C X წერტილისათვის /, კვეთა არის #-ზომადი, 

ე.ი. #(X V X/) = 0; 
« თითქმის ყოველი ჯ C I წერტილისათვის /V კვეთა არის /|-ზომადი, 

ე.ი. M(V V 7 7) = 0; 
« ჩ, /ძV ფუნქცია არის /-ზომადი. აქ , /ძ/ გაიგება როგორც ფუნ- 

ქცია, რომელიც ჯ C X/ წერტილებში |, /„ძ/ ინტეგრალის ტოლია, 
ხოლო ჯ C X V X/ წერტილებში კი ნულის ტოლია; 

ი I X V9 ფუნქცია არის #-ზომადი, აქ „ /ძ/ გაიგება როგორც ფუნ- 

ქცია, რომელიც ჯწ C #7/ წერტილებში I ჯ #Vძ/, ინტეგრალის ტოლია, 

ხოლო წ C V V V/ წერტილებში კი ნულის ტოლია; 

« / ფუნქციის ჯერადი და გახნმეორებითი ინტეგრალები ერთმანეთის 

ტოლია, ე.ი, სამართლიანია ტოლობები: 

L ,/M4#9M= / ( / /#)4= / ( / #M+)«- 

შენიშვნა 9.4.L განმეორებითი ინტეგრალებისათვის ასეეე გავრცელებუ- 

ლია ჯ ძ/! I„ Iთ და I ძV | #ძ/, ჩანაწერები. 
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ვიტყვით, რომ / C LCX X XV,/ C V) ფუნქციას აქეს ფუბინის თვისება 
(უფრო ზბუსტად, ფუბინის თვისება (/,V, / C ”) სამეულის მიმართ), თუ: 

« თითქმის ყოველი ჯ C X წერტილისათვის / C M(V,//), ე.ი. /(X V 
X#) =0: , 

.· თი!თქეის ყოველი V C ” წერტილისათვის /V C L(X.,/!), ე.ი. M(V V 
X> ) = 0; 

· ]·ჯ. ი C L(X,ს). აქ /- /ძV აღნიშნავს ფუნქციას, რომელიც ჯ C 

X; წერტილებში ]V #-ძV ინტეგრალის ტოლია, ხოლო დჯ C X VX ; 

წერტილებში კი ნულის ტოლია; 

· ]X #ძ/ C L(V.V). აქ ]·X #ძ/, აღნიშნაეს ფუნქციას, რომელიც V C #IV 

წერტილებში | /Vძ/ ინტეგრალის ტოლია, ხოლო ჯ C V V V” 
წერტილებში კი ნულის ტოლია; 

« / ფუნქციის ჯერადი და განმეორებითი ინტეგრალები ერთმანეთის 

ტოლია, ე.ი, სამართლიანია ტოლობები: 

/:ჯჯ],]([(#@”)=/)((·/V](I”)(I#=/;·(·/X]·([#)([“· 

წ ფუნქციის საყრდენი (აღნიშვნა: ჯსიი/) ეწოდება ყველა იმ წერტილის 

სიმრავლეს, რომელშიც ფუნქცია არანულოვან მნიშვნელობას ღებულობს, 

(X,5,/) ზომიან სიევრცეს ვუწოდოთ შემოსაზღვრული (თ-შემოსაზღ- 
ვრუღ·ი), თუ / ზომა არის შემოსაბღვრული (თ-შემოსაზღვრული), 

თეორემა 10.#.L ვთქვათ, (X,5,/) და (1.X.V7) %ზომიანი სივრცეებია 

სისრულის თვისებით· მაშინ X X V··I]··] განსახღვრულ ნებისმიერ არაუარ- 

ყოფით (#·ტ”)-·ხომაღ ფუნქციას, რომლის საყრღენი შეიძლება დაიფაროს 

სასრული. ზომის გვერდების მქონე მართკუთხედების არაუმეტეს თვლადი 

კლასით, აქვს ტონელის თვისება. 

თეორემა 10.#.2. ვთქვათ, (X. 5, /) და (V, I V) ზომიანი სივრცეებია 
სისრულის თვისებით. მაშინ ნებისმიერ / C LCX X #,სც C V) ფუნქცი- 

ას, რომლის საყრდენი შეიძლება დაიფაროს სასრული ჭ%ომის გვერდების 

მქონე მართკუთხედების არაუმეტეს თვლადი კლასით, აქვს ფუბინის თვი- 

სება. 

შედეგი 10.#.L ვთქვათ, (X,5,/,!) და (M,1,V) ზომიანი სივრცეებია 

თ-შემოსახღვრულობისა და სისრულის თვისებებით. მაშინ X X V -%ზე 

განსახღვრულ ნებისმიერ არაუარყოფით (/CV)-ზომად / ფუნქციას აქვს 

ტონელის თვისება, ხოლო ნებისმიერ / C LCX X V,/ც C ”) ფუნქციას 

აქვს ფუბინის თვისება. 

შედეგი 10.#.2. ვთქვათ, (X,5,/,) = (IL”, C,, იი) და (XV, L V) = (IL9, Cე, 

Iიც). მაშინ №?+”-·სე გან სახღვრულ ნებისმიერ არაუარყოფით და ლებეგის 
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აზრით ზომად წ ფუნქციას აქვს ტფონელის თვისება, ხოლო ნებისმიერ 

# C L(CIIX19) ფუნქციას აქვს ფუბინის თვისება. 

მოკლედ რომ ვთქვათ, ფუბინისა და ტონელის თეორემები ადგენენ განმე- 

ორებითი ინტეგრალების არსებობას და მათ ტოლობას ჯერად ინტეგრალთან, 

ლემა %.#.L. ვთქვათ, (X,5,/) და (M,1,») ბსომიანი სივრცეებია 

სისრულის თვისებით. ტონელის თვისების მქონე ყველა ფუნქციის # 
კლასს აქვს შემდეგი თვისებები: 

ი) თუ #,ყ C6 ტ, მაშინ /+ყ6Cტ; 

ხ) თუ 1C0ი4 დათ.>0, მაშინ თ/ C #; 
2) თუ (#ი») არის რ კლასის ფუნქციათა ზრდადი მიმდევრობა, მ»შინ 

(/–ი)-ის წერტილოვანი ზღვარი / აგრეთვე ეკუთვნის / კლასს; 

ძ) თუ (/#/») არის / კლასის ფუნქციათა მიმდევრობა, მაშინ მათი 
ჯამი 2?·;0=1 #ა აგრეთვე ეკუთვნის / კლასს. 

დამტკიცება. დამტკიცება ჩავატაროთ ჯ-კვეთებისათვის. ყ-კვეთების შემ- 
თხვევა ანალოგიურია, 

ი) და ხ) თეისებები უშუალოდ მოწმდებიან / ზომის სისრულის, არით- 

მეტიკუულ ოპერაციათა მიმართ ზომად ფუნქციათა კლასის ჩაკეტილობისა და 
ინტეგრალის წრფივობის გათვალისწინებით. 

გადაეიდეთ 0) თვისების დამტკიცებაზე, თავიდან შევნიშნოთ, რომ / ფუნ- 

ქცია, როგორც (/ C V)-ზომად ფუნქციათა წერტილოვანი ზღვარი, თავადაც 

(/I დრ /)-ზომადია. 

4-თი აღვნიშნოთ X, სიმრავლეების თანაკვეთა. ცხადია, 4 სრული ზომი- 

საა და ნებისმიერი ჯ C 4-სთვის თითოეული | /„I„ (ჯ, C M) კეეთა M-ზომადია 

(ე.ი. 4 C X/). აქედან გამომდინარე, ნებისმიერი ჯ C #4-სთვის /- კვეთა, 

როგორც #-ზომად ფუნქციათა (I/გ)„) მიმდევრობის წერტილოვანი ზღვარი, 

აგრეთვე M-ზომადია, 

M #(Cყ)ძი(ყ) და ჩ. /„(თ,ჯ)ძV(ყ) (ო C M) ინტეგრალები, როგორც 
4-ზე განსაბლერული ჯ ცვლადის ფუენქციები, აღვნიშნოთ შესაბამისად 1,-ით 

და I, -ით. 

(I#») მიმდევრობის ზრდადობის გამო, ზრდადია (#/,) მიმდევრობაც. ამას- 

თან, ნებისმიერი ჯ» C „>4-სთვის, თუ გამოვიყენებთ ლევის თეორემას, ((/„I>) 

მიმდევრობის შემთხვევაში, გვექნება, რომ 1/(ჯ) = "IL"·;C I/, (თ). ამრიგად, I/ 

წარმოადგენს /-ზომად ფუნქციათა ზრდადი (I, ) მიმდევრობის წერტილოვან 

ზღვარს, შედეგად, 71/ არის /-გომადი. გარდა ამისა, ლევის თეორემის ძალით 

გვექნება, 

·/·4 I/ძ/, = "11·"ჰი·/|·ჟ 1I/.0/. 
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შედეგად, თუ გავითვალისწინებთ, რომ /'((X,, V4)=0 და „C40ი (იCIVM). 

დაეწერთ, 

/, [ ,, /(··C·!I)CI”(M)](I#(I):"ILILI:· /, [ /, ]„(:.ყ)ძ”(თ]ქ”(:)= 

= /ჯ , [ ]V ]"(I·ყ)ძ”(3|)]ძ|·(I)="11·ოო /X -, /.9(+6VM). 

თუ კიდევ ერთხელ გამოვიყენებთ ლევის თეორემას, ამჯერად (/გ) მიმდევ- 
რობისათვის, მივიღებთ, რომ ბოლო ზღვარი ზემოთ მოცემულ ტოლობათა 

ჯაჭვიდან, ]· V„»„V #9(#(CV) ინტეგრალის ტოლია, ზემოთ დადგენილი დასჟყენე- 

ბიდან, / ზომის სისრულის გათვალისწინებით, ადვილად ეღებულობთ (/ C / 

მიკუთვნებას, ამით ი) თვისება დადგენილია, 

ძ) წარმოადგენს თ) და 02) თვისებების შედეგს, 
ლემა დამტკიცებულია, (88) 

ლემა M.#.2. ვთქვათ, (X,5,/) და (V, 1 ”) ზომიანი სივრცეებია სის- 

რულის თვისებით, ხოლო # სასრული ზომის გვერდების მქონე მართკუ- 

თხედია. მაშინ ნებისმიერ არაუარყოფით (/! C V)-სომად ფუხნქციას, რომ- 
ლის საყრდენი მოთავსებულია #-ში, აქვს ტონელის თვისება. 

დამტკიცება. სიერცეთა სისრულის გათვალისწინებით ადვილი დასანახია, 

რომ , C #, ხს C 5C1, სიმრავლისათვი“ თეორემა 10.3.2-ის დასკენა 
ტოლფასია მისი მახასიათებელი Xჯ; ფუნქციის მიერ ტონელის თვისების ფლო- 

ბისა, ამრიგად, თეორემა 10.3.2-ის ძალით #-ში შემაეალი ნებისმიერი ზომადი 

სიმრაელის მახასიათებელი ფუნქციას აქეს ტონელის თვისება. ამის შემდეგ 

გავითვალისწინოთ, რომ;: 1) #-ში შემავალი საყრდენის მქონე არაუარყოფითი 

მარტივი ფუნქცია წარმოადგენს #-ში შემავალი ზომადი სიმრავლეების მახასი– 

ათებელი ფუნქციების დადებითკცოეფიციენტებიან წრფიე კომბინაციას: II) #2-ში 

შემავალი საყრდენის მქონე ნებისმიერი არაუარყოფითი ზომადი ფუნქცია წარ- 

მოდგება /#?7-ში შემავალი საყრდენის მქონე არაუარყოფით მარტიე ფუნქციათა 

ზრდადი მიმდევრობის წერტილოვანი ზღერის სახით, შედეგად. ლემა 10.4.1-ის 

მეშვეობით ვღებულობთ საჭირო დასკვნას. ლემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა X.#.-ის დამტკიცება. განეიხილოთ სასრული ზომის გეერდე- 

ბის მქონე წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი მართცუთხედების არაუმეტეს თვლადი 
(#ც) კლასი, რომელიც ფარავს (# > 0) სიმრავლეს, მაშინ ლემა 10.4.2-ის ძა– 

ლით /Xგ, ფუნქციებს ექნებათ ტონელის თვისება. შედეგად, თუ გავითვალის- 

წინებთ / = 2, IX8, ტოლობას და გამოვიყენებთ ლემა 10.4.1-ს, დავასკვნით, 

რომ /# ფუნქღ;·იას აქვს ტონელის თვისება. თეორემა დამტკიცებულია. C) 
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თეორემა M.4.2-ის დამტკიცება. საჭყირო დასკვნა მიიღება თეორემა 

10.4.1-დან შემდეგი სამი წინადაღების გათვალისწინებით: 

« ხებისმიერი ჯამებადი ფუნქცია წარმოდგება ორი არაუარყოფითი 

ჯამებადი ფუნქციის სხვაობის სასით; 

« თუ არაუარყოფით ჯამებად ფუნქციას აქვს ტონელის თვისება, მაშინ 

მას აქვს ფუბინის თვისებაც; 

« ფუბინის თვისების მქონე ფუნქციების სხეაობას აგრეთვე აქვს ფუბინის 

თვისება, 

პირეელ წინადადებაში ხსენებულ წარმოდგენას, ცხადია, იძლევიან ფუნქციის 

დადებითი და უარყოფითი ნაწილები. მეორე წინადაღების საჩვენებლად მსედ- 

ველობაში უნდა მივიღოთ ჯამებადი ფუნქციის თითქმის ყეელგან სასრულობის 

ფაქტი. მესამე წინადადება უშუალოდ მოწმდება ჯამებად ფუნქციათა თვისე- 

ბების და სივრცეთა სისრულის გათვალისწინებით. 

თეორემა დამტკიცებულია. I8) 

შენიშვნა X.#.2:. ჯერადი ინტეგრალის განმეორებით ინტეგრალზე დაყ- 
ვანის ფორმულები მარტივად ვრცელდება იმ სიტუაციაზე, როცა ინტეგრალი 

ნაცვლად მთელი X X V სივრცისა აიღება მის რაიმე ზომად M ქეესიმრაელეზე, 

სახელდობრ, თუ / ფუნქცია აკმაყოფილებს 10.4.1 ან I10.4.2 თეორემის პირო- 

ბებს, მაშინ /X წ ფუნქციისათვის შესაბამისი თეორემის გამოყენება გვაძლევს 

ტოლობებს: 

/ვ]ძ(#ტ”)=]ჯ(/ცე]ძ”)ქ„=/?(/ვ"|ძ”)ძ”. 

ადვილი დასანასხია, რომ L; = 4 XI8 შემთხეევაში ადგილი ექნება როლობებს: 

--· 
შენიშვნა %.4.3. ტონელის თეორემაში ფუნქციის საყრდენთან დაკავშირე- 

ბული შებღუდვა არსებითია ავაგოთ ამის დამადასტურებელი მაგალითი, 

(X,95,/) სივრცის როლში ავიღოთ (L,2%, /), სადაც / დამთვლელი ზო- 

მაა IL-ში, ხოლო (X#I,”) სივრცე იყოს (IL, C, თ)-ის ტოლი. განეიხილოთ 

#7 = X# ფუნქცია, სადაც , = ((ჯ,=) : დ C ) დიაგონალური წრფეა, თავდა- 
პირველად შევნიშნოთ, რომ # ბზომადი სიმრავლეა და შედეგად, / ბზომადი 

ფუნქციაა. ეს გამომდინარეობს # სიმრავლის შემდეგი წარმოდგენიდან: 

== Cთ 

# = ი L](I",# X I".I··.), 

#7–=1 /:=1 

სადაც I»,. = [·L—,·;—I,%] 
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ამის შემდეგ შევნიშნოთ, რომ ყოველი ჯ-სთვის / კვეთის ინტეგრალი 

0-ის ტოლია, ხოლო ყოველი ყ-სთვის კი, /” კვეთის ინტეგრალი 1-ს უდრის. 

შედეგად, #-ის განმეორებით ისტეგრალებს შორის ერთი 0-ის, ხოლო მეორე 

კი, %--ის ტოლია, რაც ნიშსავს ტონხელის თვისების დარღვევას, 

შენიშვნა 10.#.#. ტონელისა და ფუბინის თეორემებში სიერცეთა სისრულის 

პირობა არსებითია. ვთქვათ, (X, 5, //) არაა სრული სივრცე, ხოლო (V,I,V) 

არატრივიალური სივრცეა, ე.ი. /(V) > 0. მაშინ X-ში მოიძებნება ნული 

ზომის 4 სიმრავლე, რომელიც შეიცაეს არაზომად #“ ქვესიმრაელეს. განეი- 

ხილოთ M = 41 XV სიმრავლე X X V სიერცეში შე>ვნიშნოთ, რომ # CV 

გომა წარმოქმნილია ლებეგისეული გაგრძელების პროცესის შედეგად, ამიტომ 

ის სრულია. შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ 7#4 X ” სიმრაელე ეკუთვნის 5 X L 

დეკარტულ ნამრავლს და 

(I/I X –V)(4 X #) = /I((4)V(X) = 0. 

რის გამოც, 4 X V C5C1 და ((CV»)(4 X X) = 0. ზემოაღნიშნული ორი 

გარემოებიდან გამომდინარე, # ნულზომიანი სიმრაელეა X X I სივრცეში. 

გვაქვს, რომ ყოეელი ყ-სთვის, V = „>24”, ე.ი. L სიმრავლის ყოველი V- 

კეეთა არაზომადია, რაც, ცსადია, ნიშნავს ფუბინის და ტონელის თვისებების 

დარღეევას X,; C LCX X V, / C V) ფუნქციისათვის, 

შენიშვნა 10.4.9. ტონელისა და ფუბინის თეორემებში დგინდება ფუნქციების 

თითქმის ყოველი კვეთის ზომადობა, ქეემოთ ვაჩვენებთ, რომ მეტის მიღწევა, 

საზოგადოდ, შეუძლებელია. (X,5,/,)) და (#,1,V) სივრცეების როლში ავიღოთ 

ლებეგის ზომით აღჭურეილი რიცხვითი ღერძი, დავუშვათ, „ C I ნებისმიერი 

ნული ზომის სიმრავლეა, ხოლო 8 CI რაიმე არაზომადი სიმრაელე. 

განვიხილოთ L = 4 X 8 დეკარტული ნამრავლი. თუ გავითვალისწინებთ, 

რომ 4 X # სიმრავლეს ნული ზომა აქეს სიბრტყებე და #; C 4 X IM, შემდეგ 

კი ეისარგებლებთ ლებეგის ზომის სისრულით, დავასკვნით # სიმრავლის 

ზომადობას. ცხადია, #. = 8 ყოველი ჯ C /-სთვის. შედეგად, ყოველი ჯ C 4- 

სთვის M. კეეთა არაზომადია. ამრიგად, შესაძლებელია სიბრტყეზე ზომადღი 

ისეთი სიმრავლის აგება, რომელსაც წინასწარ დასახელებული ნულზომიანი 

ფუძის მიხედვით აღებული კვეთები არაზომადი აქვს. 

შენიშვნა. 10.#.ნ. ტონელის თეორემიდან გამომდინარე, თეორემა 10.3.2- 
ში მოცემული დასკვნები ზომადი სიმრავლის კვეთების შესახებ ვრცელდება 

ნებისმიერ ზომად სიმრავლეზე, რომელიც შეიძლება დაიფაროს სასრული ზომის 

გვერდების მქონე მართკუთხედების არაუმეტეს თვლადი ოჯახით. 

_ “შენიშვნა X.#.7. ფუბინის თეორემის ძალით, ზომათა ნამრავლის მიხედ- 

ვით / ფუნქციის ჯამებადობა იწვევს (-ის განმეორებითი ინტეგრალების 
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არსებობას და მათ ერთმანეთთან ტოლობას, ქვემოთ ავაგებთ ფუნქციის მა- 

გალითს, რომელიც გვიჩეენებს, რომ განმეორებითი ინტეგრალების არსებობა 

და ტოლობა, საზოგადოდ, არ იწვევს ფუნქციის ჯამებადობას ნამრავლი ზომის 

მიხედვით. 

(X,5,/,) და (V, ს V) სიერცეების როლში ავიღოთ ლებეგის ზომით აღ- 

ჭურვილი რიცხვითი ღერძი, ე.ი. (IL, #1,ი2)) სივრცე, თეორემა 10.2.1-ის თა- 

ნასმად, (IL, C), იი1) სივრცის თავის თავზე ლებეგისეული ნამრავლი გვაძლევს 

0%?, C, თ:) სივრცეს, ე.ი. ლებეგის ზომით აღჭურვილ სიბრტყეს, 

ყოველი ჯ,ი C M-სთვის 1 -თი აღვნიშნოთ (- 1, 7) X (თ–1,0) კეადრატი,. 

#-ის როლში ავიღოთ L2-ზე განსაზღვრული ფუნქცია, რომელიც 1-ის ტოლია 

. სასის კვადრატების წერტილებში, (–1)-ის ტოლია #იგაე-) და I-1.ი 

სასის კვადრატების წერტილებში (ნახ. 10.2) და ნულის ტოლია ყეელა სხვა 

წერტილში. 

+L- 

ნახ. 10.2. 

ცხადია, როგორც / ფუნქცია, ასევე მისი ყოველი კვეთა, ლებეგის აზრით 

ზომადია, ამავდროულად, ადვილი დასანახია, რომ /-ის ნებისმიერი კვეთის ინ- 

ტეგრალი ნულის ტოლია. შედეგად, ორივე განმეორებითი ინტეგრალი ნულის 

ტოლი გამოდის, მეორე მხრივ, ცხადია, რომ / ფუნქცია არაა ჯამებადი, 

აქვე შევნიშნავთ, რომ მსგაესი სქემით აიგება ერთეულოევან კვადრატზე 

განსაზღვრული ლებეგის აზრით არაინტეგრებადი ფუნქცია, რომლის განმე- 

ორებითი ინტეგრალები ერთმანეთის ტოლია (იხ. ამოცანა 1I პარაგრაფის 

ბოლოს). 

შენიშვნა 10.#.ემ9. ტონელისა და ფუბინის თეორემები საკმაოდ ზოგადი 

დაშვებების პირობებში გვაძლევენ საშუალებას, ნამრავლი ზომის მიხედვით 

ინტეგრალის გამოთვლა დავიყვანოთ განმეორებითი ინტეგრალების გამოთ- 

ვლაზე. თანმხლები შედეგი ამ დროს არის განმეორებითი ინტეგრალების 

არსებობისა და მათი ერთმანეთთან ტოლობის ფაქტი., საზოგადოდ, არ უხნდა 
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ვიფიქროთ, რომ განმეორებითი ინტეგრალები (მათი არსებობის შემთხვევაში) 

ყოეელთვის ერთმანეთის ტოლია, ავაგოთ შესაბამისი მაგალითი, 

კელავ განვისილოთ ლებეგის ზომიანი რიცხვითი ღერძის თავის თავზე 

ლებეგისეული ნამრავლი, ყოველი ჯ,0 C II-სთვის I ,-თი აღვნიშნოთ კვად- 

რატი: Iი – 1,ჯ) X |ყ – 1,ძ). /-ის როლში ავიღოთ IL2-ზე განსაზღვრული 

ფუნქცია, რომელიც 1-ის ტოლია ჯ1” სახის კვადრატების წერტიღებში, (–1)- 

ის ტოლია / ,,) სახის კვადრატების წერტილებში და ნულის ტოლია ყველა 

სსვა წერტილში, ცხადია, როგორც / ფუნქცია, ასევე მისი ყოველი კეეთა, ლე- 

ბეგის აზრით ზომადია. ამავდროულად, ადვილი დასანახია, რომ /V კვეთის 

ინტეგრალი ნულის ტოლია ყოველი Vყ-სთვის, ხოლო /#„ კვეთის ინტეტრალი 1–- 

ის ტოლია, თუ ჯ C |0,1) და ნულის ტოლია სხვა შემთსვევაში, აღნიშნულიდან 

გამომღინარე გეექნება. 

/ [ L !(ჯ,ყ)ქო,(:)]ქო,(ყ)ჟ, 

_/:·ჯ[·@!(:,ყ)ძთქყ)
]ქო](:) = 

აქვე შევნიშნავთ, რომ მსგაესი სქემით აიგება ერთეულოვან კვადრატზე განსაზ- 

ღვრული ლებეგის აზრით ზომადი ფუნქცია, რომლის განმეორებითი ინტეგრა- 

ლები ერთმანეთისაგან განსხვავებულია (იხ. ამოცანა 2 პარაგრაფის ბოლოს). 

შენიშვნა 10.#.მშ. თეორემა 10.4.1 და თეორემა 10.4.2 იმ შემთხვევაში, 

როცა (X,5,/) და (V,I1,”) სივრცეები წარმოადგენენ ლებეგის ზომით აღ- 

ჭურვილ ერთგანზომილებიან მონაკვეთებს, დამტკიცებული იყო შესაბამისად ლ,. 

ტონელის (1909) და გ. ფუბინის (1907) მიერ. მსგავსი შედეგები გარკვეულ 

დამატებით პირობებში მანამდე მიღებული ჰქონდა ა. ლებეგს (1904). 

ამოცანები 

1. ეთქვათ, / = |1 – 1/2?“ 1,1 – 1/20) და Iი = ტი X #ეა (,9 C M). 
# იყოს (0, 1)?-ზე განსაზღვრული ფუნქცია, რომელიც მუდმივია ყოველ 1ი 

მართკუთსედზე და რომლის ინტეგრალი ლებეგის თ: ბომის მიხედვით: 

1-ის ტოლია /„, სახის მართცუთხედებზე. (<–1)-ის ტოლია Iი.ი-I და 

ჩა-),2ი სახის მარიცუთხედებზე და 0-ის ტოლია ყველა დანარჩენ I;. 

მართკცუთსედზე, აჩვენეთ, რომ /-ის განმეორებითი ინტეგრალები (აღებული 

ლებეგის ერთგანზომილებიანი ზომის მიხედვით) ნულის ტოლია და / C 

L((0, 1)?, თ2)- 
· ვთქვათ, „ბი = |1 – 1/2?“ 1,1 – 1/2/) და Iი, = რბი X «% (ი,ძ C II). 

# იყოს (0, 1)?-ზე განსაზღვრული ფუნქცია, რომელიც მუდმივია ყოველ 775 

მართცუთსედზე და რომლის ინტეგრალი ლებეგის «იე ზომის მიხედვით: 1- 

ის ტოლია I,, სახის მართცუთხედებზე, (-1)-ის ტოლია I„,), სახის 

მართკუთხედებზე და 0-ის ტოლია ყველა დანარჩენ I;,ი მართკუთსედზე. 

217 

IL
)



აჩვენეთ, რომ /-ის განმეორებითი ინტეგრალები (აღებული ლებეგის ერთ- 

განზომილებიანი ზომის მისედვიი) ერთმანეთისაგან განსსვავებულია. 
3. დაამტკიცეთ კავალიერის პრინციპი; ეთქეათ, (X,5,/) და (ი,1,V) თ- 

შემოსაბღვრული ზომიანი სივრცეებია სისრულის თეისებით. თუ # და I 

ზომადი სიმრავლეებია X X V -ში და »#(#M») = (I-) ყოველი (თითქმის 
ყოველი) ჯ C X-სთეის, მაშინ 

(/ 6 V)(L) = (/ დ V)(L). 

§5. ფუბინისა და ტონელის თეორემები ზომების ბორელისეული 

ნამრავლისათვის 

ქვემოთ მოცემული ორი თეორემა გვიჩვენებს, რომ ბორელისეული ნამ- 

რავლის მიხედვით ზომადი როგორც სიმრავლის, ასევე ფუნქციის ნებისმიერი 

კვეთა ზომადია. 

თეორემა 10.5.1. თუ # C 0·(1(5 X "I··), მამინ Lს„.» C L და LV C 5 

ყოველი ჯ C X და ჯ C V» წერტილებისათვის· 

დამტკიცება. 4-თი აღენიშნოთ ყველა იმ #, C თი(5 X 1) სიმრავლის 
კლასი, რომლის ნებისმიერი #„ კვეთა #-ზომადია. ე.ი. ეკუთვნის X კლასს. 

დავადგინოთ, რომ # = თძი(§5 X L). საამისოდ საკმარისია ვაჩვენოთ შემდეგი 

ორი წინადადების სამართლიანობა: 

1) ყოველი # X 8 მართკუთხედი ეკუთვნის # კლასს; 

2) # არის თ-ალგებრა, 

პირველი წინადადება გამომდინარეობს იქედან. რომ: (.4 X ,88)„ = 0, როცა 

ჯ C 4 და |4 X 8)„ = 8, როცა ჯ C 4. მეორე წინადადება კი, თავის მხრიე 
არის შემდეგი სამი წინადადების შედეგი: 

1) XXXV”6C/; 
11) თუ L C #, მაშინ ((X XX )ს#MI> = V V#M». რის გამოც, (X X1”)Vს# C 47; 
III) თუ ; C #ტ (MC M) და # = L), #M-, მაშინ L„ = ( |,.IMI.I„. რის 

გამოც, ჯ C #. 

ანალოგიურ მსჯელობას გამოვიყენებთ ჯLV”V კვეთების შემთსეევაში, 

თეორემა დამტკიცებულია. (8) 

თეორემა 10.5.2. ვთქვათ, / არის ( დ ”)-ზომადი ფუნქცია. მაშინ />» 

კვეთა არის #-ზომადი ყოველი ჯ C X-სთვის ხოლო /V”" კვეთა არის 

/ ზომადი ყოველი ჯV C + -სთვის. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი » C X წერტილი. ეთქეათ, 06 

ნებისმიერი ნამდვილი რიცხეია და 1 = თ, CI. გეაქ3ვს, რომ 

(/>)“ '(7) = (ყ : #I>(V) C 7) = (V : #(%,ყ) C I) = 
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= (V :(«,V) C /“'(I)) = (/ “ '(I))». 
შედღეგად, თეორემა I10.5.1-ის გათვალისწინებით, ( /„.)“!(I) C 1, რითაც /„, 
ფუნქციის #-ზომადობა დადგენილია, მსგავსად ღამტკიცღება /V”V კეეთების /- 

ზომადობა, თეორემა დამტკიცებულია. L) 

არაუარყოფითი (#CV)-ზომადი ფუნქციისათვის ცტონელის თვისება (/ V, 

/(CIV) სამეულის მიმართ (მოკლედ, ტონელის თვისება) განისაზღერება მსგაე- 
სად ტონელის თვისებისა (/(, V, / 6 ») სამეულის მიმართ, ოღონდ იმ გან- 

სსეავებით, რომ პირეელ და მეორე თვისებებში მოითხოეება ყოველი კვეთის 

ზომადობა, ხოლო ჯურადი ინტეგრალი განიხილება /; -, / ზომის მიმართ. 

# C LLXXV,,CV) ფუნქციისათვის ფუბინის თვისება (/+, V, /(ლ0/) სამე- 
ულის მიმართ (მოკლედ, ფუბინის თვისება) განისაზღერება მსგავსად ფუბინის 

თვისებისა (/!, V, /| C „) სამეულის მიმართ, იმ განსხვავებით, რომ ჯურადი 

იჩტეგრალი განხილული უნდა იქნას # C” ზომის მიმართ. 

ტონელისა და ფუბინის თეორემები სამართლიანია ზომების ბორელისეული 

ნამრავლისთვისაც. 

თეორემა 1.5.3. ვთქვათ, (X, 5, /) და (1 I.”) ზომიანი სივრცეებია. 

მაშინ X X V -ზე განსახღვრულ ნებისმიერ არაუარყოფით (/(,Cღ 7)-ზომად 

ფუნ··]ციას, რომლის საყრღენი შეიძლება დაიფაროს სასრული დზომის 

გვერდების მქონე შართკუთხედების არაუმეტეს თვლადი კლასით, აქვს 

ტონელის თვისება. 

თეორემა %.2.#. ვთქვათ, (X, 5. /!) და (X, I, ”) ზომიანი სივრცეებია. 

მაშინ ნებისმიერ / C LCX X V.#ტCV) ფუნქციას, რომლის საყრდენი 

შეიძლება დაიფაროს სასრული ზომის გვერდების მქონე მართკუთხე- 

დების არაუმეტეს თვლადი კლასით, აქვს ფუბინის თვისება. 

შედეგი M.ა.L ვთქვათ, (X.5,/) და (+.I1.») ზომიანი სივრცეებია თ- 

შემოსა·ხღვრულობის თვისებით· მაშინ X X V··II··] განსაზღვრულ ნებისმიერ 

არაუარყოფით (/(CI7)-ზომად / ფუნქციას აქვს ტონელის თვისება, ხოლო 

ნებისმიერ ] C L(X X V,#@I]) ფუნქციას აქვს ფუბინის თვისება· 

ამრიგად, განსხვავებით ლებეგისეული ნამრაელისაგან, სივრცეების სისრუ- 

ლის მოთსოვნა შეიძლება საერთოდ მოეხსნათ. დამტკიცებები მიმდინარეობს 

ლებეგისეული ნამრავლის შემთხვეეაში გამოყენებული სქემის მიხედვით და 

მათში კიდევ უფრო ნაკლებია ტექნი)ური დეტალები. კერძოდ, თეორემა 10.5.3- 

ის დამტკიცება ეფუძნება უშუალოდ თეორემა 10.3.1-ს. 

შენიშვნა 10.5.L მრავალგანზომილებიანი ლებეგის ზომის მიხედეით აღებუ- 

ლი ინტეგრალის დაყვანა დაბალგანზომილებიანი ლებეგის ზომების მიხედვით 

აღებულ განმეორებით ინტეგრალზე შეუძლებელია ბორელისეული ნამრავლის 
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კონსტრუქციის მეშვეობით. ეს გამოწვეულია იმით, რომ ლებეგის ზომა არ 

წარმოდგება ღაბალგანზომილებიანი ლებეგის ზომების ბორელისეული ნამრავ- 

ლის სახით, ე.ი. 

ი+ი # ე C) IIე. 

ეს, თავის მხრიევ, გამომდინარეობს იქედან, რომ ედო არაა სრული ზომა, 

მაშინ, როცა თეკე ლებეგის ზომა სრულია, თე C ი, ზომის არასრულობის 
დასადგენად უნდა განვისილოთ 4 # მ0,თია„(4) = 0, სიმრავლე და 8 C 
IX?, 8 C C,, სიმრავლე. მაშინ „4 X 8 C 4 X L9 და (თ, C იე)(4 X I#9) = 0, 

მაგრამ თეორემა 10.5.1-ის ძალით, 74 X 8 C თი(#Cი X #-„ა). 

შენიშვნა #.5.2. წინა შენიშვნის გათეალისწინებით შეგვიძლია ვთქეათ, 

რომ სრული ზომების ბორელისეული ნამრავლი საზოგადოდ არაა სრული 

ზომა, უფრო მეტიც, თუ გავაანალიზებთ ჩატარებულ მსჯელობას, შეიძლება 

დავამტკიცოთ შემდეგი წინადადება: ვთქვათ, (X,5,/!) და (X#,I,V) სივრცეები 

ისეთებია, რომ მოიძებნებიან „4 « 90,//(/#4) = 0, და 8 C X, 8 ( I, სიმრაე- 

ლეები, მაშინ / და „ ზომების ბორელისეულ ნამრავლს არა აქვს სისრულის 
თვისება. 

შენიშვნა M.5.3. თეორემა 10.5.3-ში ფუნქციის საყრდენთან დაკავშირებუ- 

ლი მოთხოენა არსებითია. აღვილი დასანახია, რომ ამის დამადასტურებლად 

გამოდგება ზომათა ლებეგისეული ნამრავლის შემთხვევაში მსგავსი მიზნით 

აგებული სივრცეებისა და ფუნქციის მაგალითი (იხ, შენიშვნა 10.4.3). 

შენიშვნა 10.5.#4. ფუბინის თეორემაში დგინდება ფუნქციის თითქმის ყო- 
ველი კვეთის ჯამებადობა. მეტის მიღწევა საზოგადოდ შეუძლებელია, ამაში 

დასარწმუნებლად (X,5,/|) და (#,1,V) სივრცეების როლში ავიღოთ ლებეგის 
ზომით აღჭურვილი რიცხეითი ღერშძი, ვთქვათ, /# C IL ნებისმიერი ნული ზომის 

სიმრავლეა, განვიხილოთ ფუნქცია, რომელიც ი0-ის ტოლია # XI სიმრავლეზე 

და ნულის ტოლია მის გარეთ. ადვილი დასანასია, რომ # C ს(L2,», C Iი1) 

და /#. C L(C,თ)), როცა > C 4. ამრიგად, შესაძლებელია ისეთი ჯამება- 

დი ფუნქციის აგება, რომელსაც წინასწარ დასახელებული ნულზომიანი ფუძის 

მიხედვით აღებული კვეთები არაჯამებადი აქვს. 

შენიშვნა 10.5.5. ადვილი შესამოწმებელია, რომ 10.4.7 და 10.4.8 შენიშვ- 

ნებში განმეორებით ინტეგრალებთან დაკავშირებით აგებული მაგალითები იგივე 

მიზნებისათვის გამოდგება ზომათა ბორელისეული ნამრავლის შემთსცვევაშიც. 

§ 6. ფუბინისა და ფონელის თეორემების ზოგიერთი გამოყენება 

L სზომათა ნამრავლის მიხედვით ფუნქციის ჯამებადობის კრიტერიუმი. 

ტონელის თეორემიდან, იმის გათვალისწინებით, რომ ფუნქციის ჯამებადობა 
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მისი მოდულის ჯამებაღობის ტოლფასია, გამომდინარეობს ნამრაელი ზომის 
მიხედეით ფუნქციის ჯამებადობის შემღეგი სასარგებლო კრიტერიუშმი, 

თეორემა M.ნ.1, ყჭთოქვათ, (X,5,#) და (V,1, ”) ზომიანი სივრცეებია 

სისრულის თვისებით· მაშინ ნებისმიერი (|L@M)-ზ(იმადი წყ ფუნქციისათ· 

ვის, რომლის საყრდენი შეიძლება დაიფაროს სასრული ზომის გვყერდების 

მქონე მართკუთხედების არაუმეტეს თვლადი კლასით, შემდეგი სამი პი- 

რობა ერთმანეთის ეკვივალენტურია: 

/#/ CXX X#,/CრI), 

/X (·/V |]|ძ”)ქ„( %, 

/ჯ (/ჯ !]I(I”) ძ» < . 

თეორემა I10.6.1-ის თანახმად, სავმმაოდღ ზოგად პირობებში ზომადი ფ.-ენ- 

ქციის მოდულისათეის ერთ-ერთი განმეორებითი ინტეგრალის სასრულობა 

ტოლფასია ნამრავლი ზომის მიხედვით ფუნქციის ჯამებადობის. ეს წინადადება 

ხშირად გამოიყენება ფუნქციის ჯამებადობის შემოწმებისას, 

შენიშვნა VI.6.L თეორემა 10.5.3-ბე დაკრდნობით მიეიღებთ ანალოგიურ 
თეორემას ზომების ბორელისეული ნამრავლის შემთხვეევაში, თანაც, ამ დროს 

შესაძლებელია სივრცეთა სისრულის მოთხოენის მოხსნა. 

2. ლებეგის ინტეგრალის გეომეტრიული შინაარსი. სამართლიანია შემ- 

დეგი დებულება, 

თეორემა MI,.ნ.2. ვთქვათ, (X,5, /!) ზომიანი სივრცეა, ხოლო # არის 

X-ზე განსახღვრული არაუარყოფითი /-ზომადი ფუენქციაა. მაშინ /|-ის 

გრაფიკქვემა სიმრავლე: 

L/ = ((ჩ,ყ) :2 C X, 0<ყV< /(2)) 
ეკუთვნის თი(5 X C) კლასს, ე.ი. ზომადია / Cთ ბორელისეული ნამ- 
რავლის მიხედვით. 

დამტკიცება. თავდაპირეელად განევიხილოთ მარტივი / ფუნქციის შემ- 

თხვევა. თუ / იგიეურად ნულის ტოლია, მაშინ I'/, = 0: ხოლო თუ / არაა 

იგიეურად ნულოვანი ფუნქცია. მაშინ გვექნება, რომ 

I,= სLI ((/=C)X(0,ი)). 
იC(/>0) 

ცხადია, ორივე შემთხვევაში L / C თთ(§ X #). 

I%
 

»
 
–



ახლა განეისილოთ ზოგაღი სიტუაცია. ვიპოვოთ არაუარყოფით მარტიე 

ფუნქციათა ჭრდადი (/გ) მიმდევრობა, რომელიც / ფუნქციისაკენ კრებადია 
ყოველ წერტილში, მაშინ გვექნება, 

C 

ILI/ = L]I”/„. 
#=1 

საიდანაც. L',, C თი(5 X C) (»« C M) პირობების გათვალისწინებით ვასკენით, 
რომ 17 C თი(5 X C). თეორემა დამტკიცებულია. (88) 

თეორემა M.წ.3. ვთქვათ, (X,5,/I) თ-შემოსახღვრული ზომიანი სივ- 

რცეა, ხოლო / მასზე განსახღლვრული არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა. 
მაშინ 

(+Cთ)(6/) = / M 
ე-ი. ფუნქციის გრაფიკქვე·მა სიმრავლის სომა მისი ლებეგის ინტეგრალის 

ცტოლია. 

დამტკიცება. დამტკიცება ეფუძნება შედეგი 10.5.1-ის გამოყენებას 

(XM,5,8), (V,I.”) = (IL§L, C, Iი) 

სივრცეების ბორელისეული ნამრავლისა და # = L"„ სიმრავლისათვის. მარ- 

თლაც, ადვილი დასანახია, რომ |L'/|„ = (0, /(ჯ)), თუ /(«) > 0 და (LVI, =9, 

თუ /(თ) = 0. შედეგად, 

იი((L/)„) = I(=) (« C 7). 
საიდანაც თეორემა 10.6.2-ის და შედეგი 10.5.1-ის ძალით გვექნება, 

(LC თ)(L/) = /X თ(IV/I)შ/(2) = /X #C)ძიდ). 
თეორემა დამტკიცებულია. (8) 

შენიშვნა M.ნ.2. თეორემა 10.6.3 ადასტურებს, რომ ლებეგის ინტეგრალი 
ახორციელებს მისი განსაზღვრისას შემოღებულ მიზანს: ინტეგრალი ზომავს 

გრაფიკქვეშა სიმრაელეს. 

შენიშვნა M.ნ.3. (34) სახელმძღვანელოში ლებეგის ინტეგრალის თეორია 
აგებულია (/ C თ)(L/) = II /9/ ტოლობის საფუძეელზე. სახელდობრ, ჯერ 
შესწავლილია ზომათა ნამრავლის თვისებები და ამის შემდეგ I+ #ძ/, ლე- 

ბეგის ინტეგრალი განისაზღვრება როგორც გრაფი)ქეეშა სიმრავლის ზომის 

მნიშვნელობა (,) და ლებეგის ერთგანზომილებიანი ) ზომების ნამრავლის 

მიხედვით): (/, C I)(L'). 

3. ნახვევის ცნება. შევთანხმდეთ, რომ / C ჩ(L") ფუნქციისათვის | / I 

აღნიშნავს I-, |/Iძო ინტეგრალს, 

222



თეორემა MI.6.#. ვთქვათ, #ჰC L(M") და 9 C L(I.?"). მაშინ: 

« . I#(C–-1!)ე(1)Iძთ(#) < % პირობის დამაკმაყოფილებელი ყველი 

ჯ C IL" წერტილის L სიმრავლე სრული ზომისაა; 

« თუ / X# 9 აღნიმნავს შემდეგნაირად განსახღლვრულ ფუნქციას: 

(/X9)(ჯ) = |-, I(>–1()9(()ძი(0), როცა ჯ§ C # და (/X9)(7) = 0, 
როცა » C #” V #, მაშინ #+ყ C L(#") და IV+9, < III II9I. 

თეორემა 10.6.4-ის მეშვეობით განსაბლგრულ / » ე ფუნქციას / და ჟ 

ფუნ··]ციების ნახვევი ეწოდება, 

შენიშვნა 1.ნ.#. ორი ჯამებადი ფუნქციის ნამრავლი შეიძლება არ იყოს 
ჯამებადი, ამიტომ ნახეეეის განმსაზღვრელი ლი I(> – 1)9(,)ძთ()) ინტეგ- 

რალის არსებობა (რომელიმე ერთი ჯ წერტილისთევისაც კი) არაა თავისთავად 

ცხადი ფაქტი, 

ეთქვათ, X და 7' არაცარიელი ღია სიმრავლეებია IM" სივრცეში. « 

1 -> X ასასეას ეწოდება დიფეომორფი·ხმი, თუ დ ბიექციაა და როგორც Cთ. 

ასევე დ“ ), არიან უწყვეტად დიფერენცირებადი, 
თეორემა 10.6.4-ის დამტკიცებისათვის დაგეჭირდება შემდეგი თეორემა 

დიფეომორფული ასახვისას ლებეგის ზომის გარდაქმნის შესასებ. 

თეორემა II.წ.5. ვთქვათ, X და 1' არაცარიელი ღია სიმრავლეებია 

IL” სივრცეში, ხოლო «2 : X -> X ასახვა არის დიფეომორფიხზმი. მაშინ 
ლებეგის აზრით ზომადი ნებისმიერი # C X' სიმრავლისათვის «2(X#) 

ანასახი ასევე ლებეგის აზრით ზომადია და 

თ§2X5) = / IX,(0|ძოდ, 
სადაც ჰკ აღნიმნავს C ასახვის იაკობიანს. 

ამ თეორემის დამტკიცება მოცემულია, მაგალითად, (6) და (21) სახელ- 

მძღვანელოებში, 

შენიშვნა 10.ნ.5. ეთქვათ, X და I' არაცარიელი ღია სიმრავლეებია ILL" 
სივრცეში, ხოლო Cთ : X – X ასახვა არის დიფეომორფიზმი, მაშინ ლებეგის 

აზრით ზომადი ნებისმიერი ს C X სიმრავლის («“1() წინასახე ასეეე 

ლებეგის აზრით ზომადია. ამაში დასარწმუნებლად უნდა გავითვალისწინოთ. 

რომ დ“ ! ასახვა ასევე დიფეომორფიზმია და გამოვიყენოთ 10.6.5 თეორემა 

დ“ ! ასახევისათვის. 

თეორემა I|0.6.4-ის დამტკიცებისათვის ასევე დაგვჭირდება შემდეგი ღდებუ- 

ლება. 

ო
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თეორემა 10.სწ.ნ. ვთქვათ, / არის IL” სივრცეზე განსახღვრული ლე- 

ბეგის ასრით სომადი ფუნქცია, ხოლო #I, #Mა და #ვ არიან უჯ2ი 

სივრცეზე შეედეგნაირად განსა·ხღვრული ფუნქციები: ?1(:1:, 1:) = ·/·(1:), 

#5(თ.1) = #1(ჯ) და #3(თ,L) = Mჩ(> – ჯ) (თ C IL", ჯ C IL"), მაშინ Lა, L5 

და #ვ ფუნქციები არიან ლებეგის ახრით ზომადი. 

დამტკიცება. ნებისმიერი თ C IL-სთვის გვაქვს, რომ 

(LMხ >ი=(/>0)XIL., (M->0L=IL" X (/ >0). 

საიდანაც, თუ გავითვალისწინებთ, რომ ლებეგის აზრით ზომაღი სიმრავლეების 

დეკარტული ნამრავლი ასევე ლებეგის აზრით ზომადია (ის. შენიშვნა 10.2.1), 

დავასკვნით #) და #ა ფუნქციების ლებეგის აზრით ზომადობას. 

9 :I22ი -ე 1227 იყოს შემდეგნაირად განსაზღვრული ასახვა: 

«(2:,1') = ( – L,ჯ)) (26CIL",ჯ1CIL%"”). 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ დ ასახვა წარმოადგენს დიფეომორფიზმს, ამას- 

თან, გვაქვს, რომ Mვ = #19V. საიდანაც, 10.6.5 შენიშვნისა და 7.2.1 თეორემის 

საფუძველზე გამომდინარეობს #ვ ფუნქციის ლებეგის აზრით ზომადობა, ამით 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა 1.წ.#-ის დამტფკიცება. თავდაპირეელად შევნიშნოთ, რომ IL2" 

სივრცეზე #M(თ,ჯ1) = /(დ – ჯ)9(I) ტოლობით განსაზღვრული ფუნქცია ზომადია 

ლებეგის აზრით, მართლაც, #)-ით და #ე-ით აღვნიშნოთ ILIL2" სივრცეზე შემ- 

დეგნაირად განსაზღვრული ფუნქციები: /:1(თ,L) = /(ჯ – 1), M2(თ,L) = ე(I). 
თეორემა 10.6.6-ის ძალით #M) და #ე ფუნქციები ლებეგის აზრით ზომადი არი- 

ან, ამიტომ ჩ = ჩ)ი/ე ტოლობის გათეალისწინებით ლებეგის აზრით ზომადი 

იქნება / ფუნქციაც. 

გამოვთვალოთ | | | |ჩ(>, ()|თი(თ)IთIთ(I) განმეორებითი ინტეგრალი; 

/·,· [/ჯ" IIL(I,!)I(II"(:I:)] ძო(
) = 

- . M IC6 – C)I“I"I(I)] I(0Iძოდ) = III I9I <%.. . (1) 
აქ გავითვალისწინეთ, რომ ლებეგის ზომის ძვრის მიმართ ინვარიანტულობისა 

და თეორემა 8.10.1-ის ძალით, |-, |/ (–)|ძი1(>) = C. II (=)|თი+(2:) ყოველი 
L C IL”-სთვის, 

(1)-დან ტონელის თეორემის საფუძველზე ვღებულობთ # ფუნქციის ჯა- 

მებადობას (2ი-განზომილებიანი ლებეგის ზომის მისედვით). შემდეგ კი, #-ის 

მიმართ ფუბინის თეორემის გამოყენება საშუალებას გვაძლევს, დავასკვნათ 
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თითქმის ყოეელი M#ც კევეეთის ჯამებადობა, ანუ 

1 .I#/C– იოძოდ 
ინტეგრალის სასრულობა თითქმის ყოველი ჯ-სთვის, რითაც თეორემის პირეე- 

ლი წინადადება დადგენილია, მეორე წინადადების დასადგენად გამოვიყენოთ 

ფუბინის თეორემა |/) ფუნქციისათვის და (1) თანაფარდობები, რის საფუძ- 

ველზეც დავწერთ, 

I/+9L = / IV »თ)(დ)ძოთ) < 

5/·.—* [[ლ Iჩ(თ, L)I(I"I(!)] ძიი(თ) = 

- L [ /ღ IM(., !)I(I"·(I)] ძო(0 = LVI IVMI- 
თეორემა დამტკიცებულია. 

უ 

ამოცანები 

L. ეთქვათ, / C LCX,/!). 9 C ჩ(V,V) და M(>,#) = I(2)9(V) (= C X,V C X). 
აჩვენეთ, რომ M C ჩ(X X V,#/CIV/) და 

/X"I"I(#(:)”)=/XM”
/;M„· 

2. ვთქვათ, /(ჯ7,V) = დC “MყIიდჯ5)ი” (>,ყ C (0,ლC). აჩვენეთ, რომ / C 
4 

#((0, «)“). 
3, გთქვათ, / არის ზომიან სიერცეზე განსაზღვრული არაუარყოფითი ზომადი 

ფუნქცია. დაამტკიცეთ. რომ /|-ის გრაფი)ქეეშა სიმრავლის მეორე ვარიანტი: 

L» = ((თ,ყV) : 2 C X, 0 <V < /(+)1 ეკუთენის თთ(5 X C) კლასს და 
(/ C I9)(L”) = I» #ძV. 

4. ეთქეათ, / არის ზომიან სიერცეზე განსაზღევრული არაუარყოფითი ზომადი 

ფუნქცია, დაამტკიცეთ, რომ /-ის გრაფიკი: +/ = ((«,ყ) : > C X, ყV = /(%)) 
ეკუთენის თი(5 X C) კლასს და (/ C (ი)(ე/) = 0. 

§7. ფუბინისა და ტონელის თეორემები ნებისმიერი რაოდენობის 

ზომის ნამრავლისათვის 

ტონელისა და ფუბინის თეორემები სამართლიანია ნებისმიერი რაოდე- 

ნობის ზომების ლებეგისეული ნამრავლისათეის მოვიყვანოთ თეორემების 

ჩამოყალიბებისთეის საჭირო განსაზღერებები და დებულებები, 

ქვემოთ ყველგან ვიგულისხმებთ, რომ » > 2. 

ვთქვათ, ყოველი I C 1,7I-სთვის XI; არაცარიელი სიმრავლეა, § C 2% 

ნახევარრგოლია, ხოლო / არის 5,-ზე განსაბღვრული ზომა. 
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5, X X აე განესაზღვროთ როგორც >4,) X X 4ცც სახის ყველა 

სიმრავლის კლასი, სადაც „ C 5),..., 4,ც C 5ი. /! X X /'გ განესაზ- 

ღვროთ როგორც §1 X X 5 კლასზე მოცემული შემდეგი ფუსქცია: 

(/,) X X #M.)(/41 X --- X 4) = #)(4))-.-/'ი(4ი). 

თეორემა %.7.1. 51 X X 5,, კლასი არის ნახევარრგოლი. 

თეორემა %.7.2. /41 X X ი ფუნქცია არის %ომა. 

10.7.1 და 10.7.2 თეორემები ინდუქციური მსჯელობით მიიღებიან ჯ = 2 

შემთხვევაში დადგეხილი შესაბამისი დებულებებიდან. შევნიშნავთ, რომ ინ- 

დუქციის ბიჯის გასსორციელებისას უნდა გავაიგივოთ ერთმასეთთან 

((თ),.--,თი–1),თიგ) და (თ),..., თიგ 1. 27ი) 

სახის ელემენტები, 

”) X X /გ ფუნქციას /),...,/', ზომების დეკარტული ნამრავლი 

ეწოდება. 
ეთქვათ, (XI),5),/41), ..- (XV,9,, //,) ზმომიანი სივრცეებია. //),..., /ი 

ზომების ლებეგისეული ნამრავლი (აღნიშენა: / C ··· C #,) ეწოდება 
) X X / ზომის ლებეგისეულ გაგრძელებას., ლებეგისეული ნამრავლის 

განსაზღვრის არეში შემაეალი სიმრავლეების კლასი აღვნიშნოთ §) C.-.-თდ5ე- 

თი და მას ვუწოდოთ 5),...,5ც კლასების ლებეგისეული ნამრავლი. და- 

ბოლოს, 

(XI X---X ჯე,5)C--·C65ი, /1C6:··C/) 
სამეულს ვუწოდოთ (X„,,5;,/,,) სივრცეების ლებეგისეული ნამრავლი. 

რამდენიმე ზომისა და სივრცის ბორელისეული ნამრავლის განსაზღვრისას 

უნდა განვეიხილოთ /; X ··· X /გ ზომის ბორელისეული გაგრძელება. 

თეორემა 10.7.3. ·სომების ლებეგისეულ ნამრავლს აქვს ასოციაცი- 

ურობის თვისება, ე-ი. /(1 C2 /(2 6 //ვ = (|L1 (M:4) |L2) C /(ვ = /11 C (/1·2 (X4) |.1·3). 

თეორემა 10.7.3-ის დამტკიცება ეფუძნება თეორემა 10.2.2-ს. 

შეეთანხმდეთ, რომ C) X...0L- 1 X CL+1 X··· X ი სახის ჩანაწერი /; = 1 

და L = ი შემთხეევებში შესაბამისად გავიგოთ როგორც იუ X X ი, და 

თ1 X.·..%MX0ძია-1. 

ვთქვათ, (X), 51, //1),..-, (X., 5ი, //ი) ზომიანი სივრცეებია, 
5) X ·· X 5, დეკარტულ ნამრავლში შემავალ სიმრავლეებს მართკუთ- 

ხედები ვუწოდოთ. 4) X X ც მართკუთხედისათვის 4,),..., 4 სიმ- 

რავლეებს გვერდები ვუწოდოთ. 
აღვნიშნოთ: 

71: =X1 X ···X№–1 X XL·+1·..X", 

226



V, = M#1 09 .../IL-1 % /((+1) C06 --. 046 /(გ. 

ვთქვათ, / არის X X ---X X„-ზე განსაზღვრული ფუნქცია, ფიქსირებული 
/ =(.ც... ,3:2_|,1:2+|,. «-, 6) C V. ელემენტისათვის /კ-ით აღვენიშნოთ / 

ფუნქციის ჟ-კვეთა, ე.ი. X„,-ზე განსაზღვრული შემდეგი ფუნქცია: X„, 3 X – 

ა ._ . 
აღვნიშნოთ აგრეთავე: 

X / = (V C V- : /, არის //,,-ზომადი!, 

XX / = (ყ C V. : I,ე არის /,-ზომადი და / C (X,/L))- 
# ფუნქციას ვუწოდოთ /!,-ზომადი, თუ X,,/ სიმრავლე სრული ზომი- 

საა #.-ში , ზომის მიხედვით. შევთანხმდეთ აგრეთვე, რომ #L(X;,/!,)-ში 

შემავალ ფუნქციას ვუწოდოთ //,-ჯამებადი, 
# ფუნქციას ვუწოდოთ /(-ჯამებადი, თუ V; , სიმრავლე სრული ზომისაა 

1-ში M ზომის მიხედვით, 

შეეთანხმდეთ აგრეთეე, რომ L(Xჯ, /)-ში შემავალ ფუნქციას ვუწოდოთ 
/,,-ჯამებადი. 

განმეორებითი ინტეგრალის ჩანაწერში, ]· X, #ძ/,-ის ნაცვლად, ქვემოთ, 

მოხერხებულობისათვის, გამოყენებული იქნება |. X, 9IIL#/ სახის ჩანაწერი, 

თუ # არის /(,-ზომადი არაუარყოფითი ფუნქცია, მაშინ |, X, 9// ჩანა- 

წერით აღვნიშნოთ X,.-ზე განსაზღვრული ფუნქცია, რომელიც ყოველ Vწ C X/,, 

წერტილში ღებულობს |., X, #V9/#M. ინტეგრალის ტოლ მნიშვნელობას, ხოლო 

დანარჩენ წერტილებში კი ნულის ტოლია. 

ვთქვათ, # არის ნატურალურ რიცხეთა 1,1 მონაკვეთის რაიმე გადა- 

ნაცვლება. ვიტყვით, რომ არაუარყოფით (/ რ -.· C /,)-ზომად / ფუნქციას 

აქვს ტონელის თვისება » გადანაცვლების მიმართ, თუ: 

« / არის /„()-ზომადი; 
ა ·[X.(„) ძ#"(")] ფუნქცია არის „ჯ(„_,)–ზომაღი; 

· ·[X„(„ ა ძ”·"·("—1) ]·X·(")C#I"(")]· ფუნქცია არის #"("–2)·ზოვაღი; 

და ა.შ. 

L ·[X··„ ძ/'»(2) ·[X···:) ძ/!ჯ(ვა“ “· ]·X,.(„) ძ/„თ)# ფუნქცია არის #„ცე-ზო- 

მადი; 

« / ფუნქციის განმეორებითი ინტეგრალი ჯ გადანაცელების მიხედვით 

და ჯერადი ინტეგრალი ერთმანეთის ტოლია, ე.ი, სამართლიანია 

ტოლობა: 

/ ძ#"ო/ ძ#"ო)···/ ძI„თ)I = 
X.V0) X.თ) X..ო) 

=/ /0(M) დ --- 6 /ი). 
XIX-·მX>X–



ვიტყვით, რომ (//1 დ- · -C/#ე)-ზომად / ფუნქციას აქეს ფონელის თვისება, 

თუ მას აქვს ტონელის თვისება ნებისმიერი ჯ» გადანაცვლების მიმართ, 

ქვემოთ, ფუბინის თვისების ფორმულირებისას, ]· V, ძ/! / ჩანაწერს ენიჭება 

რამდენადმე განსხვავებული შინაარსი, კერძოდ, თუ / არის //,,-ჯამებადი ფუნ- 

ქცია, მაშინ ·]·· ჯ, ძ/!,/ ჩანაწერით აღვხიშნოთ M..-ზე განსაზღერული ფუნქცია, 

რომელიც. ყოველ ჯ C 1:, წერტილში ღებულობს IV #)ძ/(, ინტეგრალის 
ტოლ მნიშენელობას, ხოლო დასნარჩენ წერტილებში კი ნულის ტოლია, 

ვთქვათ, » არის წ მონაკვეთის რაიმე გადანაცელება. ვიტყვით, რომ 

# C L(CXM) X X ,1 06 -·· C /,) ფუნქციას აქვს ფუბინის თვისება ჯ» 

გადანაცვლების მიმართ, თუ: 

« / არის /#,„ცე)-ჯამებადი; 

. ე Iთს# ფუნქცია არის #„ , -1)-ჯამებადი; 
2 ს ც შიოთ-1) ჩ /Iიიე)/ ფუნქცია არის „ 2)-ჯამებადი; 

და ა.შ. 

. IX,ც, 9I»C) IX,ც, 9//(3)“ '“ IX„Cე 9//თ)/ ფუნქცია არის #„(ე-ჯა- 
მებადი; 

« / ფუნქციის განმეორებითი ინტეგრალი ჯ გადანაცვლების მისედეით 

და ჯერადი ინტეგრალი ერთმანეთის ტოლია, ე.ი, სამართლიანია 

#(თ.თ) 

ტოლობა: 

–––––––____” 
ლო %-6) %Xი.თ) 

=/ #ძ(ისე დ..- C/). 
XIX··MXX)ი 

ვიტყვით, რომ / C LCX1 X-- X X,/0),C-.:C/!) ფუნქციას აქეს ფუბინის 
თვისება· თუ მას აქვს ფუბინის თვისება ნებისმიერი ჯ გადანაცელების მიმართ. 

თეორემა 10.7.#. ვთქვათ, (X),51, /1)) ·.. (Xი,9ი, //„) ზომიანი სივ- 

რცეებია სისრულის თვისებით. მაშინ X1 X X Xც-ზე განსასღვრულ 

ნებისმიერ არაუარყოფით (1 C --· C6 #ი)-ზომად ფუნქციას, რომლის 

საყრდენი შეიძლება დაიფაროს სასრული ზომის გვერდების მქონე მართ- 

კუთხედების არაუმეტეს თვლადი კლასით, აქვს ტფონელის თვისება. 

თეორემა #.7.5. ვთქვათ, (XI,91, /ს1), -.-.) (XV, 5, /„) ზომიანი სივ- 

რცეებია სისრულის თვისებით. მაშინ ნები·სმიერ # C L(XI X..· ·XX„,#I@ 

---C6 9 /I,) ფუნქციას, რომლის საყრდენი შეიძლება დაიფაროს სასრული 

ზომის გვერდების მქონე მართკუთხედების არაუმეტეს თვლადი კლასით, 

აქვს ფუბინის თვისება. 

შედეგი 10.7.. ვთქვათ, (%X1,91, M1), --. (XV, 5, /ი) ზომიანი სივ- 

რცეებია თ-შემოსახღვრულობისა და სისრულის თვისებებით. მაშინ X1 X 
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X Xეგ-სე განსაზღვრულ ნებისმიერ არაუარყოფით (/I1 6 ··· C% #ი)- 

·ხომად წ ფუნქციას ა··]ვს ტონელის თვისება, ხოლო ნებისმიერ #6C 

LCXI X X %ი, I1 0 ··.C /I,) ფუნქციას აქვს ფუბინის თვისება. 

შედეგი MI.7.2. ვთქვათ, (X),51,/II) ==··· = (Xი,5”ა,/,ი) = (VLC, C), თI). 

მაშინ #"-ზე განსაზღკრულ ნებისმიერ არაუაჰრყოფით და ლებეგის აზრით 

ზომად / ფუნქციას აქვს ტონელის თვისება, ხოლო ნებისმიერ / C L(#%") 

ფუნქციას აქვს ფუბინის თვისება. 

10.7.4 და 10.7.5 თეორემები ინდუქციური მსჯულობით მიიღებიან ორი 

ზომის ნამრავლისათვის დადღგენილი ტონელისა და ფუბინის თეორემებიდან, 

ამასთან, ინდუქციის ბიჯის განხორციელებისას უნდა ვისარგებლოთ ზომების 

ნამრაელის ასოციაციურობის თვისებით. 

ტონელისა და ფუბინის თეორემების შესაბამისი ვარიანტები (სახელდობრ, 

10.5.3 და 10.5.4 თეორემების ანალოგები) სამართლიანია ნებისმიერი რაო- 
დენობის ზომის ბორელისეული ნამრავლის შემთხვეეაშიც. 
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თავი 11 

ჯ» ხარისხში ჯამებადი ფუნქციების სივრცეები ძალზე მნიშვნელოვანია მა- 

თემატიკის მრავალი მიმართულებით (ფუნქციონალური ანალიზი, დიფერენცი- 

ალური განტოლებები, ფურიეს ანალიზი, ალბათობის თეორია). წინამღებარე 

თავში გადმოცემულია აღნიშნულ სიერცეთა ძირითადი თეისებები. 

§I. I” სივრცის განსაზღვრა 

ქეემოთ ყველგან ეიგულისხმებთ, რომ (X,5,/!) ზომიანი სივრცეა. თუ 

დამატებით რაიმე არ იქნება ნათქვამი, მაშინ ასევე ვიგულისხმებთ, რომ » 

არის რიცხეი (1,Cი) შუალედიდან. 

L7(CX, V) ჩანაწერით აღენიშნოთ ყველა იმ /,-ზომადი / : X –» I ფუნქციის 

კლასი, რომლისთვისაც 

/ I#I”ძ/, < %. 
X 

უკანასკნწელი პირობის დამაკმაყკოფილებელ ფუნქციას » ხარისხში ჯამებადს 
უწოდებენ. ცხადია, L1(X,/,) = LCX./!). LCX, ) კლასს, ზოგჯურ, სიმოკ- 
ლისათვის, #7-თი აღნიშნავენ. 

შევნიშნავთ, რომ LC-ში ალგებრულ მოქმედებებთან დაკავშირებით ვისარ- 

გებლებთ 87.3-ში მოცემული შეთანხმებებით. 

შემდეგი მარტივი დებულების ძალით, L7CX.,/) კლასი წარმოადგენს 

წრფივ სივრცეს ფუნქციათა შეკრებისა და ფუნქციის სკალარზე გამრავლების 

ოპერაციების მიმართ. 

ლემა 1IL.1.. თუ # C L7CX,Vს) და ყ C L7CX.#), მაშინ #/ + ყ C 

LVCX, ს#) და 0I C L7CX,V) (თ C IL). 

დამტკიცება. ნებისმიერი თ,ხ C # რიცხეებისათვის გვაქვს, 

Iთ +ხ/7 < |2LიიX(10I. |ხI)I” = 2წ თიX(IიI”, |ხI”) < 2”(101” + |ხI”). 

შედეგად, ნებისმიერი ჯ C X წერტილისათვის დავწერთ, 

II(+») + 9(»)|” < 2”(II (+)I” + |9(#)I”)-



თუ ვაინტეგრებთ ამ წერტილოვანი შეფასების ორივე მსხსარეს, დავასცვნით, 

რომ #+ 9 C LX(CV,/). LX7CX,/)-ს ჩაკეტტილობა სკალარზე გამრაელების 
მიმართ მიიღება ინტეგრალის ერთგვაროვნების საფუძველზე, ლემა დამტკიცე- 

ბულია. C) 

L?(CV, #) წრფივ სივრცეში შესაძლებელია ნორმის შემოღება, რის გასა- 

კეთებლადაც დაგვჭირდება რამდენიმე თავისთავად საინტერესო უტოლობის 

დამტკიცება. 

ნ > 1 შემთხვევაში ი-თი აღვნიშნოთ რიცხეი, რომლისთვისაც სრულ- 

დება ჭ+ ჭ =1 ტოლობა. ასეთ » და ი რიცსვებს ურთიერთშეუღლებულ·ებს 

უწოდებენ. შევნიშნოთ, რომ: ა) ი = ;ჭ და » = 0—2—1; ბ) თუ ჯ = 2, მაშინ 

ძ = 2; გ) თუ 1 –+1, მაშინ 9 –+ Cი0; დ) თუ » ->» C«, მაშინ ძ -+1, 

ლემა 1I.1.2. (იუნგის უცტოლობა). თუ ი, ხ C (0, C) და 1<»ჯ<09, 

მაშინ 
ი 9 

თხ < 4 + –. 
” I 

დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად ჩავთვალოთ, რომ თ > 0 და 

ხ > 0. ფიქსირებული თ პარამეტრისათვის განვიხილოთ შემდეგნაირად განსა- 

ზღვრული / : (0, C2) –> IL ფუნქცია: 

_ ე? 19 
!(ჯ)—?+?–თჯ (/ > 0). 

ვაჩვენოთ. რომ /(I) > 0 ყოველი L > 0-სთვის, რითაც იუნგის უტოლობა 

დამტკიცებული იქნება, 

განვიხილოთ / ფუნქციის წარმოებული: /#”(#) = 1“ 1 – ი. ცხადია, /7/(ჯ) < 

0, როცა L C (0··“”1—·) და /() > 0, როცა L C (0%-L,ილ). შედეგად, / 
კლებადია (0,09-L) შუალედზე და ზრდადია |თ?-1,ი0) შუალედზე. აქედან 
გამომდინარე, L = „ო წერტილში # ფუნქცია აღწეეს მინიმალურ მნიშენე- 

ლობას, თუ გამოვთვლით აღნიშნულ მინიმუმს, გვექნება, 

9-1 1+-. _ 90” , ი” 
–ც '91 =- +- - ი7=0. 

ჯ 

რითაც უტოლობა დამტკიცებულია. C) 

1 ი” 
იI0ი # = #/(თ9-1) = ჯ + 

ლემა 11.1.3. (ჰელდერის უტოლობა). თუ 1<ჯ»<09%, #C LXაCX, /#) 

და ი C LI(X,/), მაშინ /0 C L(CX, ) და 

I I/94< (/, I;I“”([;»)ჭ (/ I„(II·ICI;L)ჭ 
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1 
დამტკიცება. აღვნიშნოთ #ML = (]·X |]|”ძ|1·) ” დაMV#= (·[X !9!9(1”)1"· 

ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ / და 9 ღებულობენ სასრულ 
მნიშვნელობებს და # > 0, M > 0. ნებისმიერი ჯ C X-სთვის დავწეროთ 
იუნგის უტოლობა ი- = |/(>)|/ M და ხ, = |9(თ)|/MV რიცხვების შემთხვევაში: 

I/(2)ყ(2)| „ II(2)I? + 19()I! 
M#MVV “ »ჯაMი ყM9 ” 

რის შემდეგაც, უტოლობის ორივე მხარის ინტეგრებით მივიღებთ, რომ 

1 1 1 11 
_„აეაეაესეაგს– Iშ/ < ი _ II = – –= 

MM /X I9% 5 »V ·/X VIი6+ა» /ჭ 9 M#- + -“ 
ცხადია, ამით ლემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშენა 1L1.L » = 2 შემთხვევაში პელდერის უტოლობა გვაძლევს შემდეგ 
შეფასებას; | 

/;( I#ყIძ/! < (/XI]·I?(I#)ჭ (/X !9|·—·ძ”)ჭ 

რომელსაც კოში-შვარცის უტოლობად მოიხსენიებენ. 

ლემა II.1.#4. (მინკოვსკის უტოლობა). თუ # C L7(CX,ს) და 9 C 
L”LC%X, /+), მამინ 

(/, |/+9|”ქ”)ჯჭ (/ |]|”ძ”)”*+( I, I@I”:I”)* 
დამტკიცება. ი = 1 შემთხვევაში უტოლობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ინტეგრალის თვისებებიდან, განვიხილოთ ჯ C (1,C-C) შემთხვევა. ზოგადობის 

შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ / და ყ ღებულობენ სასრულ მნიშვნელობებს 
და II |/ +იე|”ძი > 0. 

ნებისმიერი ჯ C X-სთვის გვექნება, 

I/(=) + 9(<)1” < II (5)| IX(2) + 9(2)I”“ ! + I9(<)| I / (=) + 94(2)I”“!. 

შევნიშნოთ, რომ (» – 1)0 = » ტოლობის ძალით, |/ + ეI“! C ჩ9(X./I). 

შედეგად, უკანასკნელი შეფასების მარჯუენა მხარეში მყოფ ფუნქციათა ნამრავ- 

ლებისთვის პჰელდერის უტოლობის გამოყენებით დავწერთ, 

1 1 

1 M#+9/45 ( / IVM)" ( / /+9V- ი) “+ 

1 1 

· თ-))ძეცI“ ეღევეეი > 
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ახლა, თუ კვლავ გამოვიყენებთ (»–1)ი = » ტოლობას და მიღებული შეფასების 
1/ 

ორივე მხარეს გავყოფთ ( I XჯIV +9|(”—1)4ძ#) ს გამოსასულებაზე, მივიღებთ 

საჭირო უტოლობას, ლემა დამტკიცებულია. LI 

განვიხილოთ I#.7(X, ,,)) წრფივ სივრცეზე შემდეგნაირად განსაზღვრული 

არაუარყოფითი | · II = II · I V. ფუნქცია: 

III = ( I III”(I”) ” 
მას აქეს შემდეგი თვისებები: 

1) # C L” ფუნქციისათვის | /II = 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 
#(თ) = 0 თითქმის ყველგან, 

2) |0II = |ი III (თCIM,#7CXX”), 
3) I#/+9I <IIMI+I9ს (#96X”). 
პირველი და მეორე თვისებები მარტივად მოწმდება, ხოლო მესამე თვეი- 

სება წარმოადგენს მინწოვსკის უტოლობის შედეგს. 

ამრიგად, II . I| ფუნქციას აქვს L7CX,/,) წრფივ სივრცეზე განსაბღვრული 
ნორმის ყველა თვისება, გარდა შესაძლოა შემდეგისა: 

I#MI =0 = 1 არის იგივურად ნულოვანი ფუნქცია. 

იმისათვის, რომ II -| განხილული იქნას როგორც ნორმა #L#7(X, /,/) სიერცეზე, 

მიღებულია თითქმის ყველგან ერთმანეთის ტოლი ფ-ენქციების ერთმანეთთან 

გაიგივება. კერძოდ, ნულოვან ელემენტად უნდა ჩავთვალოთ თითქმის ყველგან 

ნულის ტოლი ყოველი ფუნქცია, ასეთ შემთხეევაში ცხადია, რომ წყვილს - 

(L%X,VI),II · I) უკვე შეგვიძლია შევხედოთ, როგორც ნორმირებულ წრფივ 
სივრცეს. 

შევნიშნოთ, რომ ნორმის შემოღების საკითხის უფრო ფორმალური გადაწ- 

ყეეტა ხდება შემდეგნაირად, განვიხილოთ LM7(X, #) წრფივი სივრცის შემღეგი 

ქვესივრცე: 

M = (# 6 L"(CX,() : I(<) = 0 თითქმის ყველგან). 
და მოვახდინოთ LX7(CX, //)-ს ფაქტორიზაცია M-ის მიხედვით. შევნიშნოთ, რომ 

LXCX, V)/M სიერცის ელემენტები გამოხატაეენ LXCX, ,ც) კლასის თითქმის 

ყველგან ერთმანეთის ტოლი ფუნქციების გაიგივების შედეგად მიღებულ ობი- 

ექტებს. L”CX, #)/ M ფაქტორ-სივრცეზე შემდეგნაირად განესაბღვროთ | |I” 

ფუნქცია: 
+ 

ICI, = ( L I!IM”) (CC MM(X,#)/M), 
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სადაც / არის C მოსაზღვრე კლასის რაიმე წარმომადგენელი, | · || ფუნქციის 

თვისებებბე დაყრღნობით აღვილი დასანახია, რომ || - | არის LM(X,VI)/.V 

სივრცეზე გასსაზღვრული ნორმა, 

შემდგომში (L7CX,V),II · |) ნორმირებულ სიერცეს სიმოკლისათვის აღ- 

ენიშნაეთ L7(CX,/), ან, უბრალოდ, #L7 ჩანაწერით, 

ამოცანები 

1. იუნგის უტოლობის განმოგადება: ვთქვათ, « : (0,C0) –> (0,CC) არის მჯაც- 
რად ზრდადი უწყვეტი ფეუნქცია, ისეთი, რომ C2(0) = 0, ხოლო #« : 10, C) –» 
I0,ლC) არის მისი შექცეული ფუნქცია. ნებისმიერი არაუარყოფითი თ და ხ 

რიცხეებისათვის აჩვენეთ უტოლობა: 
ი ხ 

“ხ5/9+/1·ს· 
0 0 

·შენი·მვნა: ამ შეფასებიდან «2(ჯ) = (- შემთხვევაში ეღებულობთ იუნჭის 

უტოლობას, მართლაც, საამისოდ მხედეელობამი უნდა მიეიღოთ, რომ თუ 

1 < ი < იი, მაშინ «XI) =I”“! და V(I) =(9“! ფუნქციები ურთიერთშებ- 

რუნებული არიან, 

2. დაამტკიცეთ. რომ განზმოგადებულ იუნგის უტოლობაში ტოლობა სრულდება 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ხ = «2(0). 

3. დაამტკიცკეთ, რომ პელდერის უტოლობამი ტოლობა სრულდება მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა მოიძებნებიან არაუარყოფითი რიცხვები თ, და /#. 

ისეთები, რომ თ + 8 > 0 და 0იI/I” = 8I9|?(იიძ #). 
4. დაამტკიცეთ, რომ 1 < ი < CC შემთხეევაში, მინოვსის უტოლობაში, ტო- 

ლობა სრულდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მოიძებნებიან არაუარ- 

ყოფითი რიცხეები თ და /, ისეთები, რომ ი + 8 > 0 და Cთ/ = მ8ი9(თიძ /). 

5. დაამტკიცეთ. რომ » = 1 შემთხვეეაში, მინკოვსკისს უტოლობაში, ტოლობა 

სრულდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა /ი > 0(იი0ძ ჯ). 
6. ვთქვათ, 1 < ი < % და 1/ი+ 1/0ი = 1. დაამტკიცეთ, რომ / C ჩ”(X,/) 

ფუნქციის ნორმა #7?(X./,) სივრცეში შეიძლება გამოეთვალოთ შემდეგნაი- 
რად: 

IVIIV = 5"!:”/ #9ძ/, 
9 7/X 

სადაც სუპრემუმი აიღება ყეელა იმ ყ C L%(X,/) ფუნქციის მიხედვით, 
რომლისთვისაც II9IIე < 1. აჩეენეთ აჭრეთეე, რომ აღნიშნული სუპრემუმი 
მიიღწევა გარკვეული ძ0 C L9(C-X, ), |I9იII = 1, ფუნქციისათვის. 

ჯ2., . სივრცეების ზოგიერთი თვისება 

შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, რომ შემოსაზღვრული /!/ ზომის შემთხეე- 

ვაში, L”CX, ) სიერცეები ვიწროვდებიან / პარამეტრის ზრდასთან ერთად. 
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თეორემა 1L2.L თუ / შემოსახლვრული ზ%ომაა, მაშინ 1 < ი| < ჯ < 
20C პარაეეტრებისათვის გვაქვს, რომ 

L”მ(CX,/:) C L""(X,/4). 
გარდა ამისა, ნებისმიერი # C L”2(X,/!) ფუნქციისათვის სამართლიანია 

ფმეფასება: 

IIII, < /I((X)V/” 'V-I II V. 
დამტკიცება. ვთქვათ, / C L”?(.-X,/!). თუ |/ |' ფუნქციას წარმოვადგენთ 

I#I, = |IIIMს 1 სახით და გავითვალისწინებთ, რომ |/|)?. C L9M2/XI(X./), 

მაშინ ჰელდერის უტოლობის გამოყენებით დავწერთ, 

/XIIII”ILI#·5 (·/X(I””·)?M”
)#(/·XL·?%·;”

)“”;—" _ 

დ1 
ჩ2 -» =( / VI- ) ' „თი”»" 

ცხადია, ამით თეორემა დამტკიცებულია. MM 

ლებეგის აზრით ზომადი არაცარიელი #, C M სიმრავლისათეის L”?(M%) 

ჩანაწერით აღვნიშნოთ L7CM,თ,.) სივრცე, სადაც თ გ არის ლებეგის ზომის 

შეზღუდვა L-ში შემავალ ლებეგის აზრით ზომად სიმრავლეთა კლასზე, 

შენიშვნა 1I.2.L შემოუსაზღვრელი ზომის შემთსვევაში, საზოგადოდ, შეუძ- 
ლებელია, რაიმე ითქვას #ი(X,/,) სივრცეთა მონოტონურ ყოფაქცევაზე » 

პარამეტრის მიმართ, სახელდობრ, ამაში გვარწმუნებენ #?C0L) სივრცეები: 

L2(CL) C L1(%) ჩართვა არ სრულდება, რადგან 

= 1 
#= ჰ ;X(".I··+1) 

ფუნქცია ეკუთვნის #2(M), მაგრამ არ ეკუთვნის #)(I>L)-ს. მეორე მსრივ, არ 

სრულდება არც #1(IL) C L?(M) ჩართვა, რადგან 

»=1 
ი+1'.». 

ფუნქცია ეკუთვნის #1(M%)-ს ღა არ ეკუთვნის #?(IL)-ს. 

LX7(CX, #) სივრცეთა საინტერესო სახესხვაობა მიიღება მაშინ, როცა X = 

M და / წარმოადგენს დამთელელ ზომას M-ში, ასეთ შემთხვევაში, L7CX,/!) 

სივრცის აღსანიშნავად იყენებენ I” სიმბოლოს. ადვილი დასანახია, რომ / 

არის ყველა იმ X = (ჯ„) რიცსვითი მიმდევრობის სივრცე, რომლისთვისაც 
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2 |თგI? < , ამასთან, (–«„) მიმდევრობის ნორმა /”-ში ტოლია შემღეგი 
1 

გამოსახულებისა; (2:”=| |დგ ” 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ I? სივრცეები ფართოვდებიან » მაჩ- 

ვენებლის ზრდასთან ერთად, ე.ი, თუ 1 < »; < ჯი < C, მაშინ |”! C |ჩ2. 

ჯ” სიერცეებისთვის პჰელდერისა და მინკოვსსის უტოლობები, შესაბამისად, 

ღებულობენ შემდეგ სახეს: 

« თუ (ჯ„) C I7 და (ყი) C77, მაშინ (ჯგყი) C 11 და 

3 ა2 < ( §:I="I”)* (ჭ!ყ·ქ“)ჭ 
71=1 ი=1 

ი თუ (#„) C1” და (ყ,) C7”, მაშინ (ჯ, + ყე) CI7 და 

= 1 /ფი აზა /5 V1 
(2|="+ყ,·|”) < (XIII"I”) +(2LI|"I”) 

#ი=1 »=1 = 

ამ უტოლობებს, შესაბამისად, ჰელდერისა და მინჯოვსცის რიცხვითი უტო- 

ლობების ტერმინებით მოიხსენიებენ. 

შემდეგი ღებულება გამომდინარეობს 8.10.,! თეორემიდან და გვიჩვენებს. 

თუ როგორ შეიძლება გამოვთვალოთ L#-ნორმა განაწილების ფუნქციის მეშ- 

ვეობით. 

თეორეეა 1I.2.9. ნებისეიერი ] C I» (.X·,#) ფუნ··]ციისათვის სრუღ·დება 

ტოლობა: 

1. #”#= / _ რით”ძორ. 
»ჯ (ი.) 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ, რომ თუ 1 < ჯ) < ჯ»: < C, მაშინ ##72((0,1)) C I> (I0, 11) 
ჩართვა მკაცრია. უფრო მეტიც, აჩვენეთ, რომ ყოველი » > 1-სთეის მოი- 

ძებნება / C LM((0,1)) ფუნქცია, რომელიც არ ეკუთენის არცერთ ჩ”"((0,1|) 
(„ > ჯ) სივრცეს. 

2. ეთქეათ, / შემოსაზღვრული ზომაა და 1 < » < ჯ2 < C. დაამტკიცეთ. 
რომ IL72(X, ) = L”I(VX./) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა / ზომა 

თავმოყრილია სასრული რაოდენობის ატომებზე (ზომის ატომი ეწოდება 

ისეთ დადებითი ზომის სიმრაელეს, რომლისთვისაც არ მოიძებნება მასზე 

მცირე დადებითი ზომის ქვესიმრავლე). 

3. დაამტკიცეთ, რომ თუ 1 < ჯ; < ჯა < 60C, მამინ არ სრულდება #M2(L) C 

L”(#) ჩართვა. უფრო მეტიც, აჩვენეთ, რომ ყოველი » > 1-სთვის მო- 
იძებნება / C L"CL) ფუნქცია, რომელიც არ ეკუთენის არცერთ L"(IL) 
(1 < » < ჯ) სივრცეს. 

4. დაამტკიცეთ, რომ თუ 1 < ი) < ჯ» < C0 და / C #7!(%) ლ #ჩ2(L). მაშინ 

# C L”(8) ყოველი ჯ C (#I), #2)-სთეის. 

237



5. ეთქვათ, ყოველი ჯ C (1,2)-სთეის (X,,5,,/,) ზომიანი სიერცეა, ხოლო 

#, არის /(,-ზომადი ფუნქცია. აჩვენეთ, რომ თუ /#, და / ფუნქციები 

ტოლადზომადია, ე.ი. #((I/)I > ()) = /«((I/| > !)). (L > 0), მაშინ 
დფჩ |”0I/|1 = [·ჯ·ფ |I#2|I”ძს2» ყოეელი ჯ C |1, C)-სთეის, 

§ 3. L” სივრცის სისრულე. ჯ7 მაჩვენებლით სამუალოდ 
კრებადობა 

თეორემა 1I.3.L. L”CX, ) სივრცე არის სრული. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (/გ) ფუნდამენტური მიმდევრობაა #L7(X,/)-ში. 

საკმარისია, ვაჩვენოთ მისი რაიმე (/გ,) ქვემიმდეკრობის კრებადობა (იხ. 

დანართი 2). ამ მიზნით განვიხილოთ (/გ,) ქვემიმდევრობა, რომლის წევრები 

ა,კმაყოფილებენ პირობას: 

1 
||·|·"|·–+| – ]”L·";» < ჯ (|C· C M) 

ასეთი ქვემიმდევრობის არსებობა გამომდინარეობს (ყა)-ის ფუნდამენტურობი- 

დან. 

ყოველი #-სთვის 9; ფუნქცია განვსაზღვროთ ტოლობით: 

#-1 

9(2) = IV», (<)| + 2 ,Iო (დ) – Iი, (9)I. 
1=1 

ცხადია, (ყ,) არაუარყოფით ფუნქციათა ზბრდადი მიმდევრობაა, ყ-თი აღენიშ- 

ნოთ (ყ.) მიმდევრობის წერტილოვანი ზღვარი (რომელიც ზოგიერთ წერ- 

ტილში, შეიძლება, %--ის ტოლი იყოს). ნებისმიერი # C M-სთვის გვაქეს, 

L-1 

I9LIIი < Iი, IV + 2 , Iი, – ჩსIIი < IM I +1. 
1=1 

ამრიგად, I+ |9.I”ძ/ ინტეგრალები შემოსაზღვრულია გარკვეული მუდმივით. 

საიდანაც, ლევის თეორემის საფუძველზე ვღებულობთ, რომ ყ C #7?(X./!). 

შედეგად, ი ფუნქცია სასრულია თითქმის ყოველ წერტილში. აქედან, თავის 

მხრივ, ვასკვნით, რომ 

L-1 

Iი.(>) = /ი, (=) + 2(!·"··”(1·) – Iი, (2)) 
1=1 

მიმდევრობა კრებადია სრული ზომის მქონე გარჯვეული ჯ; სიმრაელის ყოველ 

წერტილში. / იყოს ფუნქცია, რომელიც აღნიშნული მიმდევრობის ზღვრის 

ტოლია #, სიმრავლის წერტილებში და ნულის ტოლია # სიმრავლის გარეთ. 
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ადვილი დასანახია, რომ / ზომაღია და |/| < ძ. შედეგად, / C ჩ”/(X,/!). 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ შეფასებას: 

I/ი, – II <29 (L6CIM), 
მაქორანტული კრებადობის შესახებ ლებეგის თეორემის ძალით გეექნება, 

/ Iჩ – /წძი-+0. (- თ). 
X 

ამრიგად, / არის (/,) მიმდევრობის ზღვარი L9M(X,,/) სივრცეში. ამიი 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

ეთქვათ, /„ C L7(CX,/) (ი C M) და / C LMXX,/). თუ L – /IIი -1 0, 
ე.ი. თუ IV Iი – II/ძს - 0, მაშინ ამბობენ, რომ (/„გ) მიმდევრობა » 

მაჩვენებლით სამუალოდ კრებადია / ფუნქციისაკენ. შევნიშნავთ, რომ » = 1 
შემთხვევაში ღაშევიდრებულია ტერმინი საშუალოდ კრებადობა, ხოლო 

დ = 2 შემთსვევაში კი ტერმინი - საშუალო კვადრატულად კრებადობა. 

სამართლიანია შემდეგი წინადადებები, რომლებიც გვიჩეენებენ, თუ რა მი- 

მართებაშია » მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადობა ზომით, თითქმის ყველგან 

ღა თანაბრად კრებადობის ტიპებთან: 

« » მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადობიდან გამომდინარეობს ზომით 

კრებადობა, ამის დასადგენად უნდა გავითეალისწინოთ, რომ ნების- 

მიერი § > 0-სთეის, 

1. M -// > / '/ – /I8ძ, > –ი((I/, – /I > 1. 
X "/·I—I|2C|· 

« არც ზომით კრებადობიდან ღა არც თითქმის ყველგან კრებადო- 

ბიდღან საზოგადოდ არ გამომდინარეობს ჯ მაჩვენებლით საშუალოდ 

კრებადღობა. მართლაც, განეიხილოთ #L7X(|0,1)) სივრცე და მასში 

I» = IXC,)/ი) ფუნქციათა მიმდევრობა, ცხადია, რომ (/გ) როგორც 
ზომით, ასევე ყეელა წერტილში კრებადია იგივურად ნულის ტოლი 
ფუნქციისაკენ, მაგრამ 

/ Iჩ.Iმძც = ჯნ-! > 1. 
(0.1| 

რაც იმას ნიშნაეს, რომ (/,,) არაა ი მაჩვენებლით საშუალოდ კრე- 

ბადი იგივურად ნულის ტოლი ფუნქციისაკენ. 
« ჯ» მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადობიდან საზოგადოდ არ გამომდი- 

ნარეობს თითქმის ყველგან კრებადობა, მართლაც, განვიხილოთ 7.8 

პარაგრაფის მეორე შენიშვნაში მოცემული ფუნქციათა ( /კ) მიმდევ- 

რობა. ეს მიმდევრობა |0,1) მონაჯკვეთის არცერთ წერტილში არაა 
ნულისაკჯენ კრებადი, მეორე მხრივ, ადვილი შესამოწმებელია, რომ 
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(/-) არის ჯ მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადი იგივურად ნულის 

ტოლი ფუნქციისაკენ. 
« თუ / შემოსაზღვრული ზომაა, მაშინ თასაბრად კრებადობიდან გა- 

მომდინარეობს ჯ მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადობა, ეს დასკვნა 

მიიღება შემდეგი შეფასებიდან: 

1 არ - # 74 < თხXIს – /წ #ი. 
შემოუსაზღვრელი ზომისათვის კი თანაბარი კრებადობა საზოგადოდ 

არ იწვევს » მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადობას, ამაში გეარწმუ- 

ნებს #X(IL) სიერცისა და /გ = ,1—· XC-ფი,ი) ფუნქციათა მიმდევრობის 

მაგალითი. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ, შემოსაზღვრული ზომის შემთხვევაში, თეორემა 

11.2.1-ის ძალით, » მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადობა იწეევს ნებისმიერი 

უფრო მცირე » მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადობას. 

ამოცანები 

1. ვთქვათ. /გ (» C M) და / არიან #”(X,/I) სივრცის ფუნქციები. აჩეენეთ, 

რომ თუ (/,) მიმდევრობა ზომით კრებადია / ფუნქციისაკენ და მოიძებ- 

ნება ისეთი ი C L”CX,/) ფუნქცია, რომ |/„| < ძ (ი C II), მაშინ (/») 
მიმდევრობა ჯ მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადია / ფუნქციისაკენ. 

2. ვთქვათ, / (ო C M) და / არიან #?7(X,/) სივრცის ფუნქციები. აჩვენეთ, 
რომ თუ (/#ა) მიმდევრობა ჯ» მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადია / ფუნქცი- 

ისაჯენ, მაშინ მოიძებნება (#„„) ქვემიმდევრობა, რომელიც თითქმის ყეელგან 

კრებადია / ფუნქციისაკენ. 

3. ვთქვათ, 1 < » < %, 1/» + 1/ =1, (/)1 ს (/ :ი CM) C #%XX,/) და 
(ყ1 ს (ყი » C M) C #%X,/). აჩვენეთ, რომ თუ I|I/, – /II –> 0 და 
I 9ი – 9II – 0, მაშინ II/„ყი – /9II -> 0. 

§4. ყველგან მკვრივი სიმრავლეები I” სივრცეში 

ვიტყვით, რომ ფუნქციათა დ0 კლასი ყველგან მკვრივია LMCX,/) სივ- 

რცეში, თუ ყოველი # C #7(X, ) ფუნქციისათვის და ყოველი § > 0 რიცხვი- 
სათვის არსებობს ჩ C § ) ”/(X,/I) ფუნქცია, რომლისთვისაც II# – ჩII, < §. 

თეორემა 11.#.1. მარტფივ ფუნქციათა კლასი ყველგან მკვრივია L7”(X, /) 

სივრცეში. 

დამტკიცება. ვთქვათ, / C L/(X, ) არაუარყოფითი ფუნქციაა. განვიხი- 
ლოთ არაუარყოფით მარტივ ფუნქციათა ზრღადი (/,,) მიმდევრობა, რომელიც 

240



ყოველ წერტილში კრებადია / ფუნქციისაკენ. ცხადია, /გ ფუნქციები მიეკუთ- 

ეხებიან #XCX,/) სიერცეს. შემღეგ, თუკი შევნიშნაეთ, რომ 

0<(/–ჩე)< /” («CIVV, 

და გამოვიყენებთ ლებეგის თეორემას მაჟორანტული კრებადობის შესახებ, 

დაეწერთ, 

Iთ /X I/ – ჩ,Iჩძი = 0. 
ამით დაღგენილია #9M(X, ) სივრცის ნებისმიერი არაუარყოფითი ფუნქციის 

მიახლოების შესაძლებლობა მარტივი ფუნქციების მეშვეობით, 

განეიხილოთ ზოგადი შემთხეევა., ვთქვათ. / C #M(CX,/I)) და § > 0. 

წარმოვადგინოთ / ფუნქცია ღადებითი და უარყოფითი ნაწილების სხვაობის 

სახით: | = /ყ+ _ |ჯ“–, /+ და |L“ არაუარყოფითი ფუენქციებია, ამასთან, 

მათი განსაბღვრებიდან გამომდინარე, ცხადია, რომ ისინი LX(X,/) სიერცეს 

ეკუთვნიან, გამოვიყენოთ, თეორემის უკეე დამტკიცებული ნაწილი /“ და |/“ 

ფუნქციებისათვის და ვიპოვოთ მარტიეი #, C LჩM(X,/,) ღა ჩა C L7(X./!) 

ფუნქციები, რომელთათვისაც 

· 6 

II – MIი < 2' 

ჩ-ით აღვნიშნოთ /!, –ჩე სხვაობა. ცხადია, რომ ჩ ფუნქცია მარტივია, ეკუთენის 

L”CX./I) სიერცეს და ამასთან, 

;წ·, - |1||;· 5 ||·|"+ - |11"წ|» + |||— - |12|||) < 6. 

C - _ ჩე1.<5%. 
"] |·|2"|I < 9 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა 1I.#.L ადეილი დასანახია რომ 2ე: , იXგ, წარმოდგენის 

მარტივი # ფუნქცია ეკეუთენის LM(CX,/,) სივრცეს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა სასრული ზომა აქეს ყოველ იმ #4,, სიმრავლეს, რომლისთვისაც 0; # 0. 

თეორემა 1I.4.) შეიძლება გავაძლიეროთ, თუ ცნობილია, რომ /! ზომა 

მიღებულია ნახევარრგოლზე მოცემული ზომის ლებეგისეული გაგრძელებით!. 

კერძოდ, სამართლიანია შემდეგი დებულება. 

თეორემა 1I.#.2. ვთქვათ, /, წარმოადგენს LL ნახევარრგოღეზე განსახზ- 
ღვრული თ-შემოსახღვრული ზომის ლებეგისეულ გაგრძელებას. მამინ 

LX7CX, ) სივრცეში ყველგან მკვრივია ყველა იმ მარტივი ფუნქციის 

კლასი, რომელსაც აქვს სახე: 22=1 CთLX4,,ე სადაც „4 სიმრავლეები 

არიან წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი და ეკუთვნიან LL ნახევარრგოლს. 

დამტკიცება. თავდაპირველად შევნიმნოთ: ვთქვათ, II არის ყველა იმ 
მარტივი ფუნქციის კლასი, რომელზეც საუბარია თეორემის პირობამი და 
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ვთქვათ, II არის ყველა იმ მარტიეი ფუნქციის კლასი, რომელიც წარმოდ- 

გება შემდეგი სახითთ: 22=10·L·X 4,ე სადაც 4. სიმრავლეები ეკუთვნიან LL 

კლასს. მაშინ ნახევარრგოლთა თვისებებიდან (იხ, თეორემა 3.2.2) ადეილად 

გამომდინარეობს, რომ II“ = II. ამრიგად, თუ ვაჩვენებთ II” კლასის ყველგან 

მუვრივობას, მაშინ თეორემა დადგენილი იქნება, 

თეორემა 11.4.1-ის ძალით, საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ L#CX, #)-ში შემა- 

ვალ ყოველ მარტივ ფუნქციას შეიძლება ნებისმიერი სიზუსტით მივუახლოვდეთ 

III კლასის მარტივი ფუნქციის მეშვეობით. ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

ყვეელა იმ ფუნქციის კლასი, რომელიც ექვემდებარება II“ კლასის ფუნქციებით 

მიახლოებას, არის წრფიეი (ე.ი. ჩაკეტილია შეკრებისა და სკალარზე გამრავ- 

ლების ოპერაციების მიმართ), რის გამოც, საჯ)მარისია, ვიმსჯელოთ იმ მახა- 

სიათებელი X „ ფუნქციებისთვის, რომელთათვისაც /4(/4) < C. 

ვთქვათ, /,((44) < % და § > 0. მაშინ 5.6.4 და 3.3.1 თეორემების ძა- 
ლით (იხ. აგრეთვე შენიშენა 3.3.2) მოიძებნებიან წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი 

183),..., პიგ C LL სიმრავლეები, ისეთები, რომ 

#(ქბცვჯ·) < §7, 

I#L=1 

შედეგად, 2 ,-) X8, ფუნქცია ეკუთვნის III კლასს და 
M ” ი” 1/ჯ # 1/ჯ 

=(/ IM—XM;*· ძ#) =#(44L)3*) < §. 
ი X #L=1 #L=1 

X “ 2 X8, 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, L) 

L=1 

(X,5, ) ზომიან სივრცეს ეწოდება რეგულარული (X, 9) მეტრიკული 

სივრცის მიმართ, თუ სრულდება შემდეგი ორი პირობა: 

ი 5 კლასი შეიცავს (X, ი) სივრცის ყოველ ღია და ყოველ ჩაკეტილ 
ქვესიმრავლეს; 

« ყოველი # C 5 სიმრავლისათვის და C > 0 რიცსვისათვის მოიძებნე- 

ბიან (X, ი) სივრცეში ღია C და ჩაკეტილი »' სიმრაელეები, ისეთები, 

რომ C 5 45 X' და /(CVსX#') <§. 

(X, ძ) მეტრიოკულ სივრცეზე განსაზღვრულ / ფუნქციას ვუწოდოთ ფინი- 
ტური, თუ მისი საყრდენი (ე.ი. (# # 0+ სიმრაელე) შემოსაზღვრულია, 

(X, ი) მეტრიკული სივრცისათვის C(X, 0)-თი აღენიშნოთ ყველა უწყვეტი 
#I:X -> 9 ფუნქციის კლასი, ხოლო Cი(X, 0)-თი აღვნიშნოთ ყველა უწყვეტი 
და ფინიტური / : X - IL ფუნქციის კლასი. ცსადია, Cი(X,0) C C(X,0) ღა 

Cი(X,0) = C(X,0), თუ (X, 0) შემოსაზღვრული სივრცეა. 
შევნიშნოთ, რომ თუ (X,5,ც) ბომიანი სიერცე რეგულარულია (X, 0) 

მეტროული სივრცის მიმართ, მაშინ ყოველი უწყვეტი / XX - I ფუნ- 

ქცია /(-ზომადია. მართლაც, როგორც ცნობილია, უწყყეტი ასასვისათვის ღია 
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სიმრავლის წინასახე ღიაა, რის გამოც, ყოველი თ C L-სთვის / “1((თ, X)) 

სიმრავლე იქნება ღია (X, ი) სივრცეში და შეღეგად, იქნება /,-ზომადიც. 

თეორემა 11./.3. ვთქვაი, (X,5,/,) ზომიანი სივრცე რეგულარულია 

(X, 0) მეტრიკული სივრცის მიმართ. მაშინ Cი(+X,0) კლასი ყველ- 

გან მკვრივია L7(CX,/!) სივრცეში. შედეგად, CL(X,0) კლასი ყველგან 

მკვრივია L?(CX, ) სივრცემი. 

დამტკიცება. თუ გავიმეორებთ თეორემა 11.4.2-ის დამტკიცებისას გამო- 

ყენებულ მსჯელობას, დავრწმუნდებით, რომ საკმარისია დავადგინოთ X#„, 

#((4) < «, სახის ფუსქციების მიახლოების შესაძლებლობა Cი0(X,0) კლასის 

ფუნქციების მეშვეობით, 

ვთქვათ, 4 სასრული ზომის სიმრაელეა და C > 0. განვიხილოთ რაიმე 

დი წერტილი და L8(ჯ>ი,») = I> 0(2,ჯი) < თ») (თ C M) ბირთვები, მაშინ 
#4, = 4ი 8(ჯი,») სიმრავლეები მოგვცემენ ზომად სიმრავლეთა ზრდად 
მიმდევრობას, რომლის გაერთიანება ,4-ს ტოლია, ამიტომ ზომის ქვემოდან 

უწყვეტობის თვისების ძალით მოიძებნება », რომლისთვისაც /(/4 V #ა) < 

(/2). ამრიგად, 4” = #„ არის 8(ჯი,») ბირთეში შემავალი სასრული 

ზომის სიმრავლე, ისეთი, რომ |IX4 – X4+I| < C/2. 

თეორემის პირობის ძალით შეგეიძლია ვიპოვოთ ღია C, და ჩას)ეტილი 

. სიმრავლეები, ისეთები, რომ C 5 4' 5 # და /(CსI) < (§/2)”. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ C შემოსაბღვრულია 

(წინააღმდეგ შემთსვევაში C-ს ნაცვლად გახვიხილავდით C/ ) 3(+Xი, ) სიმ- 

რავლეს.) 

# ფუნქცია განვსაზღვროთ შემდეგი ტოლობით: 

_ 0(+, X VCC) 
“ ი(>,L) +90(-,X V%C) 

სადაც 0(V,#) აღნიშნავს მანძილს ყ წერტილსა და  სიმრავლეს შორის, 

ე.ი. 0(V,#) = ჭვ,[_:;@(ყ.!). ადვილი შესამოწმებელია, რომ / ფუნქცია გან- 

საზღვრულია კორექტულად (ე.ი. მნიშვნელი არცერთ წერტილში არ ხდება 

ნულის ტოლი) და მას აქეს შემდეგი ოთხი თვისება: 

1) / უწყეეტია; 
2) 0<# <4; 

3) /(>) = 1, როცა C #-; 
4) #I(>) =0, როცა ჯ C X C. 
ამ თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ / C Cი0(X,0)() L?CX./). კერ- 

ძოდ, / C C0(X, 0) მიკუთვნებას ვღებულობთ 1) და 4) თვისებებიდან, ხოლო 
# C L7(CX,/I) მოუთვნება მიიღება 1), 2) და 4) თვისებებიდან, /(C) < 

/I(4") + /!(C V 4") < /((4') + /I'(C V ') < C« - შეფასების გათვალისწინებით. 
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#(2) (>C X),



2), 3) და 4) პირობების ძალით შეგვიძლია დავწეროთ, 

1/» 

IIგ· - II = ( ', სხყი - ]M·) < »(6% #))/წ < 6/2. 

ამრიგად, / ფუნქცია ეკუთვნის C06(+X, 0) (1 L7CX,/,) კლასს და 

IX4 – #II» < IIX4 – X#-IIი + IIXტ: – III <6. 

თეორემა დამტკიცებულია. CI 

#:)ბ -+ IL ფუნქციას ვუწოდოთ საფეხუროვანი ფუნქცია, თუ მას აქვს 

შემდეგი სახე: 3) , თLXI,. სადღაც 0),...,თ,„ არანულოვანი რიცსეებია, 
ხოლო #),..., , არიან წყვილ-წყეილად თანაუკეეთი ნახეერადღია 7ჯ–განზო- 

მილებიანი მონაჰვეთები ჯ” ნახევარრგოლიდან. 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ ლებეგის ზომა მიიღება ნახევრაღღია »- 

განზომილებიანი მონაკვეთების ჯ” ნახევარრგოლზე მოცემული საწყისი ზომის 

(სახელდობრ, მოცულობის) გაგრძელებით და ასევე გავითვალისწინებთ ლე- 

ბეგის ზომის რეგულარობის თვისებას M#7%-ის ბუნებრივი მანძილის მიმართ 

(იხ თეორემა 6.2.2), მაშინ 11.4.1-11.4.3 თეორემებიდან მივიღებთ შემდეგ 

დებულებას, 

თეორემა II.#.#4. Lწ(ILI") სივრცეში ყველგან მკვრივია თითოეული 
შემდეგ სამ კლასს შორის: 

« მარტივ ფუნქციათა კლასი; 

« საფეხუროვან ფუნქციათა კლასი; 

9 უწყვეტ და ფინიტურ ფუნქციათა კლასი. 

ვთქვათ, C არის X სიმრავლეზე განსაზღვრული ფუნქციების რაიმე კლასი, 

ი-ს შეხღუდვა # C X სიმრავლეზე ვუწოდოთ (LVI# : # C §)1 კლასს, სადაც 

IIIწ აღნიშნავს / ფუნქციის შებლედეას # სიმრაელეზე. 

თეორემა 11.4.4-დან ადვილად გამომდინარეობს შემდეგი დებულება. 

თეორემა 1L.4.9. ვთქვათ, # C IL” ლებეგის ახრით ზომადი რაიმე 

არაცარიელი სიმრავლეა. L7LCL) სივრცე·ში ყველგან მკვრივია თითოეული 

·შემღეგ სამ კლასს შორის: 

« IL”-ში მარტივ ფუნქციათა კლასის შესღუდვა X სიმრავლეზე; 

ი IL"-ში საფეხუროვან ფუნქციათა კლასის შეზღუდვა # სიმრავ- 

ლეზე; 
ი IL"-ში უწყვეტ და ფინიტურ ფუნქციათა კლასის შეხღუდვა ს 

სიმრავლეზე. 
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ცალკე გამოვყოთ ის შემთხვეეა, როცა # არის სასრელი სიგრძის ერთ- 

განზომილებიანი IVC,ს) მონაჯვეთი, თეორემა 1I.4.4-ის ძალით IVთ,ხI-ზე გან- 

საბღვრული ყველა უწყვეტი ფუნქციის C((თ,სხ)) კლასი ყველგან მკვრივია 
L”(I06,ხ))-ში, სამართლიანია ამ წინადადების შემდეგი გაძლიერება. 

თეორემა 1I.#.ნ. L” (Iთ,ხ)) სივრცეში ყველგან მკვრივია მრავალწევრთა 

კლასი· 

დამტკიცება. საკმარისია, დავადგინოთ, რომ ყოველი უწყეეტ ფუნქციას 
შეიძლება მივუახლოვდეთ მრავალწეერების მეშეეობით. ეთქვათ, / C C((0,ხ|) 

და C > 0. მაშინ ვაიერშტრასის ცნობილი თეორემის ძალით მოიძებნება ყ 

მრავალწევრი, რომელიც დააკმაყოფილებს პირობას: 

, C 
ჯიმX I / – ი| < M 

შედეგად, გვექსება, რომ 
1/» 

I/ -9 = (/I „V- ყ/ძ/) ' < თI - 9)ტ - ი)'/7<< 
თეორემა დამტკიცებულია. = 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ. რომ ტრიგონომეტრიული მრავალწეერების კლასი ყველგან 
მკვრიეია L”(I-»,თ)) სიერცეში. 

2. ვთქვათ, –იC < რ < ხ < «. / C #Mი,ხ)) ფუნქციის L”-უწყვეტობის 

მოდული არის (0,ს–ვ) ინტერვალზე შემდეგნაირად განსაზღვრული ფუნქცია: 

1/ი 

“ი = ი (/ _ /C+ჩ) - /C) 74დ ) 
#C(0.2) V /(9,ხ–ჩ) 

დაამტკიცეთ, რომ L)/ „(ბ) – 0, როცა ბ – 0. 

§5. I» სივრცის სეპარაბელურობის აუცილებელი და საკვარისი 

ირობა 

ვთქვათ, (X,5,/,)) ზომიანი სივრცეა. §?: C § კლასს ეწოდება / ზომის 

ბაზსისი, თუ მას აქვს შემდეგი ორი თვისება: 

« #(4”) < 9ლ ყოველი „ C 5“-სთვის; 
« სასრული ზომის ყოველი 4 სიმრავლისათვის და ყოველი § > 0 რი- 

ცხვისათვის მოიძებნება " C §' სიმრაელე, რომლისთვისაც სრულ- 

დება შეფასება: //(#4 /ს 4”) < §. 

თეორემა 1.5.L თუ /, ზომას აქვს არაუმეტეს თვლადი ბაზხისი, მაშინ 

L”CX, ) სივრცე სეპარაბელურია. 
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დამტკიცება. ვთქეათ, სიმრავლეთა 5” კლასი არის / ზომის არაუმეტეს 

თვლადი ბაზისი. II-თი აღვნიშნოთ ყველა შემდეგი სახის მარტიეი ფუნქციის 

კლასი: 
( 

2 ·I·#X/I;· , 

#:=1 

სადაც ო,..., 7 რაციონალური რიცხვებია, ხოლო 241 ..., 4უ სიმრავლეები 

ეკუთვნიან 3: კლასს, აღდვილი შესამოწმებელია, რომ II კლასი არაუმე- 

ტეს თვლადია და II C #7VCX,/). დავამტკიცოთ, რომ II ყველგან მკვრივია 

L"CX, #)-ში, რითაც თეორემა დადგენილი იქნება. 

ვთქვათ, 4 სასრული ზომის სიმრავლეა და § > 0. განვიხილოთ /' C 5” 
სიმრავლე, რომლისთვისაც /((4 /ა „4") < 67. საიდანაც დაეწერთ, 

1/ 

IX.4 – Xტ-IIი = (/;, IX4-– X|I·|”(1#) = /#(4 /ბა ,4—)1/” < . 

ამ შენიშენაზე დაკრდნობით შეგვიძლია უზრუნველეყოთ ნებისმიერი მარ- 

ტივი 23,;_, C.X4, C L”(CX,/I) ფუხქციის რაგინდ ზუსტი მიახლოება II კლასის 

ფუნქციის მეშვეობით. საამისოდ, 3 ,L_კ ?'X 4; C II ფუნქცია უნდა შევარჩიოთ 

ისე, რომ |თ,, – ა და | X4. – X4;II» გამოსასულებები იყვნენ საკმარისად 

მცირე, 

გემოაღნიშნულიდან გამომდინარე, იმის გათვალისწინებით, რომ მარტივ 

ფუნქციათა კლასი ყველგან მკვრივია #X7(X,/)-ში, ვასკენით II კლასის ყეელგან 

მკვრივობას L7CX, #) სივრცეში. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

სამართლიანია თეორემა 11.5.1-ის შებრუნებული დებულება. 

თეორემა 1I.5.2. თუ L” C(X, /,/) სივრცე სეპარაბელურია, მაშინ / ზომას 

აქვს არაუშეტეს თვლადი ბაზსისი. 

თეორემა 11.5.2-ის დასამტკიცებლად საკმარისია შევნიშნოთ, რომ: 

1) /# ზომას აქვს არაუმეტეს თვლადი ბაზისი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა L7CX,/) მეტრიკული სიერცის შემდეგი ქვესივრცე: (X/ : 4 C 5,/I(4) < 
C), არის სეპარაბელური; 

2) სეპარაბელური მეტრიკული სივრცის ნებისმიერი ქვესივრცე ასევე სე- 

პარაბელურია (იხ, დანართი 2). 

თეორემა 11.95.8. ლებეგის ზომას აქვს თვლადი ბაზისი. 

დამტკიცება. თ-განზომილებიან 1 = 1#) X X 1 მონაკვეთს ვუწოდოთ 

რაციონალური, თუ თითოეული ერთგანზომილებიანი 7,, მონაკვეთის ბოლოები 

რაციონალური რისხვებია. 

განვიხხილოთ ჯ9 კლასში შემავალი რაციონალური მონაკვეთების ყველა 

შესაძლო სასრული გაერთიანების §" კლასი. ვაჩვენოთ, რომ §“ ქმნის ლებეგის 
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ზომის თელად ბაზისს, აღვილი შესამოწმებელია, რომ 5? თვლადია, ცხადია, 

5'-ში შემაევალი სიმრავლეები სასრული ზომისაა, 
განვიხილოთ სასრული ლებეგის ზომის მქონე ნებისმიერი 4 C >7? სიმ- 

რავლე და წებისმიერი 6 > 0 რიცხვი. თეორემა 6.2.1-ის ძალით (ის, აგრეთეე 

შენიშენა 3.3.2) მოიძებნებიან წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი > =. 

მონაკვეთები, რომელთათვისაც 

4 6 ო(.4 ი I,:) < 3- 
M=1 

ადეილი შესამოწმებელია, რომ თუ თითოეულ I მონაკვეთს შევამცირებთ 

რაციონალურ /; მონაკჯვეთამდე ისე, რომ სრულდებოდეს პირობა: 

C 
ILV I –, ი( VIL) < 2 

მაშინ სამართლიანი იქნება შეფასება: 

'24 

ო(ჩ იL I;.) <%. 
1#=1 

ამით დადგენილია, რომ §' კლასი არის ლებეგის ზომის თელადი ბაზისი. 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა 1L5.#. ლებეგის აზრით ზომადი ნებისმიერი # C " სიმრავ- 

ლისათვის LL ზომას (ე.ი. ლებეგის ზომის შეხზლუდვას 8-ს ლებეგის 

აზრით სომად ქვესიმრავლეთა კლასზე) აქვს არაუმეტეს თვლადი ბახზისი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, § არის ლებეგის ზომის რაიმე თვლადი ბაზისი. 

განვიხილოთ §”-ის კეალი #;-ზე, ე.ი. 5” ) ს = (4“ი წ : 4 C 8“) კლასი. 
ადვილი დასანახია, რომ §“ ი) L არაუმეტეს თვლადია და ქმნის ი ზომის 

ბაზისს, თეორემა დამტკიცებულია. L) 

11.5.1 და 11.5.4 თეორემებიდან გამომდინარეობს შემდეგი დებულება. 

თეორემა 1I.5.5. ლებეგის ასრით ზომადი ნებისმიერი C IL" სიმრავ· 

ლისათვის წ/წყ (5·) სივრცე სეპარაბეღწერია· 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერ ლებეგ-სტილტიესის ზომას აქვს არაუმეტეს 
თელადი ბაზისი. 

2. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი » C (1, C)-სთეის ჰ სიერცე სეპარაბელურია. 
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ჯ 6. არსებითად შემოსახღვრული ფუნქციების სივრცე 

ქეემოთ ყველგან ვიგულისსმებთ, რომ (X,5,/,) რაიმე ზომიანი სივრცეა. 

#:X -3 I ფუნქციას ეწოდება არსებითად შემოსაზღვრული / %სომის 

მიმართ. თუ მოიძებნება C > 0, ისეთი, რომ |/(ე:)| < C თითქმის ყველგან, ე.ი. 

მოიძებნება 4 C § სიმრაელე, ისეთი, რომ /!(/#) = 0 და | /(>»)| < C ყოველი 

7 C X V 4 წერტილისათვის, 

/, ზომის მიმართ არსებითად შემოსაბღერული / ფუნქციისათვის აღვნიშ- 

ნოთ 

655 5სი / = IიI (C: 0 > 0, |/I(თ)| < C თითქმის ყველგან). 
6555ს0 / რიცხვეს უწოდებენ / ფუნქციის არსებით ზედა საზღვარს / ზომის 

მიმარია. 

ლემა 1I.წ.. თუ / არის /, ზომის მიმართ არსებითად მემოსაზხღვრული 
ფუნქცია, მაშინ |/(>)| < ლ%§§55ს0 / თითქმის ყველგან. 

დამტკიცება. ადვილი დასანახია, რომ ყოველი » C IM-სთვის, 

I/(5)| < §§ასი / + 
თითქმის ყველგან, ე.ი, მოიძებნება ნული ზომის მქონე ც სიმრავლე, რომ- 

ლისთვისაც |/(>)| < 695§5სი | + 1/ი, როცა ჯ C #4ი. 
#4-თი აღვნიშნოთ ც (» C M) სიმრავლეების გაერთიანება. ცხადია, / 

იქნება ნული ზომის სიმრავლე, ამასთან, ყოველი ჯ C 4 წერტილისათვის და 

ყოველი თ-სთვის გვექნება, რომ | /(ჯ)| < 6§§5სი / + 1/თ. შედეგად, | / (ჯ)| < 
05§§5ს0 / ყოველი ჯ V 4-სთვის, ამით ლემა დამტკიცებულია, L) 

ლემა 1I.წ.2. თუ / და 0 არიან /,| ზომის მიმართ არსებითად შემოსახ- 

ღვრული ფუნქციები, მა·მინ: 

055 §5სი(/ + 9) < 6555ს0 / + 6555სი9ძ, 

655 5ს0(თ/) = |თ| 6§§5სი L (ი CIL). 

დამტკიცება. ლემა 11.6.1-ის ძალით მოიძებნებიან ნულზომიანი #4 და 8 
სიმრავლეები, ისეთები, რომ (+|//| > 6§§§ს0 /) C ”- და (|ეI > 6§§§სი /) C 8. 

მაშინ ნულზომიანი 4 ს 8 სიმრავლისათვის გარეთ მდებარე ნებისმიერი ჯ 

წერტილისათვის, 

I/(>)| < 6§§5სი / + 6§55სი ე. 

საიდანაც გამომდინარეობს 655 §ს0(/ + 9) < 6§55სი0 / + 6555სი0 0 შეფასება. 

6555ს0(0/) = |0) 6-5§5სი / ტოლობა გამომდინარეობს შემღეგი ცსადი 
სიმრავლური ტოლობიდან: 

(C:0C>0, |I(თ/)(ჯ>)| < C თ.ყ.) = LIიL:L>0, |/(9)| <L თ.ყ.). 
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ლემა დამტკიცებულია. Iწ 

ყველა /-ზომადი და / გბომის მიმართ არსებითად შემოსაზღვრული / 
X -+% ფუნქციის კლასი აღვნიშნოთ #%(X,/!:) ჩანაწერით, ამრიგად, L“(X.V) 
კლასის ფუნქციებს, არსებითად შემოსაზღვრულობასთან ერთად, მოეთხოვებათ 
ზომადობაც. 

11.6.) და 11.62 ლემებიდან გამომდინარე, #%(X,,/) წარმოადღგენს 
წრფივ სივრცეს ფუნქციათა შეკრებისა და ფუნქციის სკალარზე გამრავლების 
ოჰპერაციის მიმართ, 

განვიხილოთ L%(X, /) სივრცეზე შემდეგნაირად განსაზღვრული || · | = 
I · Iთ- ფუნქცია: 

II/ I = 6555სდ /. 

11.6.1 და 11.6.2 ლემების ძალით, მას აქვს თვისებები: 

1) / C #= ფუნქციისათვის I#II = 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

#(ჯ) = 0 თითქმის ყველგან; 

2) Iი/ II = IიI II (C+,#/C#5%); 
3) I +9I < III +I9ყI (/#9C+#=). 
თუ თითქმის ყველგან ერთმანეთის ტოლ ფუნქციებს გავაიგივებთ, მა- 

შინ შეგვიძლია, (#9%(X,/I),II · I) წყვილს შევხედოთ, როგორც ნორმირებულ 
წრფივ სიერცეს. 

შემდგომში (#%9(X,VV), II · I%) ნორმირებულ. სიერცეს, სიმოკლისათვის, 
აღვნიშნავთ #L99(X,/,) ჩანაწერით. 

ლებეგის აზრით ზომადი არაცარიელი #, C IML" სიმრავლისათვის L=(L)- 

თი აღვნიშნავთ L%(C#%.ი8) სივრცეს, სადაც თ, არის ლებეგის ზომის შე- 

ზღუდვა #-ში შემავალ ლებეგის აზრით ზომად სიმრავლეთა კლასზე., 

შენიშვნა 1I.ნ.L ყოველი / C L% X,/I) ფუნქციისათვის უზრუნველყოფი- 
ლია LX C X : | /(2)| > II#II«) სიმრავლის ზომადობა. ცხადია, ამ სიმრავლის 
ზომა ნულის ტოლია, მარტივი დასანახია, რომ საზოგადოდ, არსებითად შემო- 

საზღვრული / ფუნქციისათეის აღნიშნული სახის სიმრავლე შეიძლება ზომადი 

არ იყოს. 

შენიშვნა 1I.ნ6.2. იმის გათეალისწინებით, რომ სოთ,-,; ;—;;L[ = %ლ, ბუნებრი- 

ვია » = 1 რიცხვის შეუღლებულ « პარამეტრად მივიჩნიოთ C. ჯ» = 1. 0 = -ი 

წყვილის შემთხვევაში, პელდერის უტოლობა შემღეგ სახეს ღებულობს: თუ 
#/ C LI(CX,/!) და ყ C L%(X,/I), მაშინ /ყ C L(CX,/!) და 

/V I/9Iძ/ < III I9



ამ უტოლობის დამტკიცებისათვის უნდა შეენიშნოთ. რომ თითქმის ყოველ 

წერტილში სრულდება შეფასება: | / (2:)9(X)| < |/(«)| IIVII თ, რომლის ინტეგ- 
რება გეაძლევს საჭირო უტოლობას, 

აქვე შევნიშნავთ, რომ ჯ» = C0 შემთხეევაში მინკოვსის უტოლობა გამო- 

იხატება || · | აა ნორმის მესამე თვისებით. 

შენიშვნა 1I.ნ.3. ადვილი შესამოწმებელია შემდეგი დებულება: თუ / შემო- 
საზღვრული ზომაა, მაშინ ნებისმიერი 1 < ჯ» < % პარამეტრისათვის გეაქეს, 

რომ L%CX,ც) C L7XCX,/). გარდა ამისა, ყოეელი / C #9%(X,/)-სთვის 
სრულდება შეფასება | |/II» < /((X)1/?I/II- 

შემოუსაზღვრელი ზომის შემთსვევაში, L99(X, ) C L7/(CX, ) ჩართვა სა- 

მართლიანი არაა. მართლაც, ამ სიტუაციაში იგივურად ერთის ტოლი ფუნქცია 

ეკუთვნის L%(>X,/)-ს, მაგრამ არ ეკუთვნის L7L(X,//)-ს. 

შენიშვნა 1I.ნ.#. თუ X = M და / წარმოადგენს დამთვლელ ზომას I-ში, 

მაშინ #%(X,/,) სივრცის აღსანიშნავად იყენებენ 1ი სიმბოლოს, |ი არის 

ყველა შემოსაზღვრული ჯ = (ჯ,) რიცხვითი მიმდევრობის სივრცე, რომელშიც 

ნორმა განისაზღვრება შემდეგნაირად: ||2:I| ი = §სჩცლყ |ჯ/I. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ყოველი 1 < ჯ» < C% პარამეტრისათვის 

|” C 15%. 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ, რომ » = 1 შემთხვევაში ჰელდერის უტოლობაში ტოლობა 

მიიღწევა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა |ი(2>)| = IIეIIიი თითქმის ყველგან. 

2. ააგეთ ფუნქცია, რომელიც ეკუთენის L7”((0, 1)) სივრცეს ყოეელი ჯ C |1, 00)- 
სთვის, მაგრამ არ ეკუთენის #=”((0,1)) სიერცეს. 

3. აჩენეთ, რომ თუ / ზომა შემოსაზღერულია, მაშინ ნებისმიერი / C L9" ( X,/!) 

ფუნქციისათვის III ,-+ი |I#IIი = IIIII- 
4. დაამტკიცეთ, რომ / C #1(X,/) ფუნქციის ნორმა L1(X,/,) სივრცეში შე- 

იძლება გამოვთვალოთ შემდეგნაირად: ||#II1 = §ჯსი ]· ჯ #9ძ, სადაც სუპრე- 

მუმი აიღება ყველა იმ ძ C /,-(X,/) ფუნქციის მისედეით, რომლისთვისაც 

I9II « < 1. აჩვენეთ აგრეთვე, რომ აღნიშნული სუპრემუმი მიიღწევა გარ- 

კვეული ჟძი C L""(X,/), ||00|I თ, < 1, ფუნქციისათვის. 
5. დაამტკიცეთ, რომ | C L“(CX, ) ფუნქციის L---ნორმა შეიძლება გამოეთვა- 

ლოთ შემდეგნაირად: |I/IIი = §სი I» /9ძ/, სადაც სუპრემუმი აიღება ყველა 
იმ ი C L'(X,/() ფუნქციის მიხედვით, რომლისთვისაც |IიIII1 < 1. L2?(I0, 1|) 

სივრცის მაგალითზე აჩვენეთ, რომ აღნიშნული სუპრემუმი შეიძლება არ 

მიიღწეოდეს არცერთი ყ C #L)((0,1|),II9II+ < 1, ფუნქციისათვის. 

§7, #9 სივრცის ·ხოგიერთი თვისება 

თეორემა I1I.7.1. L"?(X, /,) სივრცე არის სრული. 
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დამტკიცება. ეთქვათ. (/„) არის ფუნქციათა ფუნდამენტური მიმდევრობა 

L ” CX, #) სივრცეში, განვიხხილოთ სრული ზომის # სიმრავლე, რომელიც 

მიიღება სივრციდან შემდეგი ნულზომიანი სიმრავლეების ამოგდებით: 

4 = (ჯ: I/ი(ჯ)| > I”»Iთს (16XIM), 

4,, = (ჯ : I /„(9:) – #თ(2)! > III – #თI ) (ი C IM). 

მაშინ ნებისმიერი ჯ C L წერტილისათვის (/ც(ჯ)) იქნება სასრული რიცხვების 

მიმდეერობა, ისეთი, რომ 

I#ი(#) – #თ(#)| < II# – “თIთ (/ C IM). (1) 

შედეგად, (#,(7)) რიცხეითი მიმდევრობა იქნება ფუნდამენტური, რის გამოც, 

იარსებებს Iთა- ს% I#V(27) ზღეარი. განვიხილოთ შემდეგნაირად განსაზღვრული 

#/ ფუნქცია: /(ჯ>) = ) თიგცი #»(თ), როცა ჯ C L და /(ჯ>) = 0, როცა 

ჯ C X V#. ეაჩვენოთ, რომ / არის (/,,) მიმდევრობის გღვარი L% სიევრცეში. 

# წარმოდგება როგორც ბგომად ფუნქციათა მიმდევრობის წერტილოვანი 

ზღვარი, რის გამოც, / თავადაც ზომადი იქნება, განეიხილოთ ნებისმიერი § > 0 

რიცხვი და (/„) მიმდევრობის ფუნდამენტურობის საფუძველზე ვიპოეოთ IV C 

M, ისეთი, რომ ( /- #ა,=> < 6. როცა »ი,ი > M. შემღეგ, ნებისმიერი ჯ C #- 

სთვის და » > /V-სთვის (IL) შეფასებაში »-ის მიმართ ზღეარზე გადასელით 

მივიღებთ, 

IIი(თ) – I() <8 (2Cჩხ,»7=>VV),). 
აქედან გამომდინარე, # სიმრავლის სრულზომიანობის გათვალისწინებით და- 

ვასკვნით, რომ ყოველი ჯL > M-სთვის, 

ჰ - I 6 LICX,V) ღა 1Iი – IIდ < .§. 
საიდაჩაც ერთდროულად მივიღებთ. რომ / C L%(X,/) და II/ი – /IIთ -+0. 

თეორემა დამტკიცებულია, CI 

შენიშვნა 1I.7.1 L%(CX, ) სივრცეში კრებადობა ახლოს დგას თანაბრად 
კრებადობასთან. კერძოდ, ადეილი შესამოწმებელია შემდეგი დებულების სა- 

მართლიანობა: ეთქვათ, (#) ს (კ/ თ C M) C L-L(X. /!). მაშინ იმისათვის, 

რომ (/#) კრებადი იყოს / ფუნქციისაკენ L9(X,/,) სივრცეში. აუცილებელი 
და საკმარისია, რომ მოიძებნებოდეს სრული ზომის # სიმრაელე, რომელზეც 

(/#») მიმდევრობა თანაბრად კრებადი იქნება / ფუნქციისაჯენ. აქვე შევნიშ- 

ნავთ, რომ /, და # ფუნქციების უწყვეტობის შემთხვევაში #%(#) (# C 1>") 
სახის სივრცეებში კრებადობა ტოლფასია თანაბარი კრებადობისა, 

შენიშვნა 1I./.2. L” (1 < ჯ < C<) სივრცეებისათეის დამახასიათებელი 
თვისებების ნაწილი არ ვრცელდება #29 სივრცის შემთხვევაზე. ამის საილუს- 

ტრაციოდ აღენიშნავთ, რომ: 

« L%(I0,1)) სივრცეში არაა ყველგან მკვრივი უწყვეტ ფუნციათა კლასი; 
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« LX(I0,1)) სივრცე არაა სეპარაბელური. 

მოკლედ აღვწეროთ ამ წინადაღებების დამტკიცებები. 

პირველი წინადადების დასადგენად უნდა განვისილოთ დადებითი ზომის 

სრულყოფილი #; C |0,1|) სიმრავლე, რომელიც არსად მკვრივია, #, სიმრავლის 

მასასიათებელი X8 ფუნქცია ეკუთვნის L9%(|0,1)) სივრცეს, თუმცა ნებისმიერი 

# C L-(40,1)) ფუნქცია, რომლისთვისაც სრულდება შეფასება: I # – X5I1%ი < 
1/2. იქნება წყვეტილი # სიმრავლის თითქმის ყველა წერტილში, რაც იმას 

ნიშნავს, რომ შეუძლებელია Xგ ფუნქციას მივუახლოვდეთ 1/2-ზე ნაჯლებ მან- 

ძილზე უწყვეტი ფუნქციის მეშვეობით, 
მეორე წინადადების დასამტკიცებლად უნდა განვიხილოთ (0, 1| მონაკვეთის 

წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ და დადებითი ზომის ქვესიმრავლეთა რაიმე (/##) 
მიმდევრობა. თუ ნატურალურ ინდექსთა ნებისმიერი # C M სიმრაელისათ- 

ვის /გ-თი აღვნიშნავთ LI, C, #, სიმრავლის მასასიათებელ ფუნქციას, მაშინ 

გვექნება, რომ: 1) (/ # C M) C L%(I0,1)): 2) (/ # C M1 კლა- 
სი კონტინუუმის სიმძლავრისაა; 3) (/კ/ # C M) კლასის ნებისმიერ ორ 

ფუნქციას შორის #L9%-მანძილი ერთის ტოლია, აღნიშნული თვისებებიდან კი 

გამომდინარეობს #%(|0, 1)) სივრცის არასეპარაბელურობა. 

ამოცანები 

1, დაამტკიცეთ, რომ მარტივ ფუნქციათა კლასი ყეელგან მკვრივია #,-%(X, ) 
სივრცეში. 

2. დაამტკიცეთ, რომ თუ მოიძებნება წყეილ-წყვილად თანაუკვეთი და დადებითი 
ზომის სიმრაელეთა (ჩია) მიმდევრობა, მაშინ არასეპარაბელურია #,-%9%(X,#) 
სივრცე. აჩვენეთ აგრეთეე, რომ აღნიშნული სახის მიმდევრობის არარსებო- 

ბის შემთხეევაში, L9?( X, ,/) სივრცე სასრულგანზომილებიანია და შედეგად, 
სეპარაბელურია. 

3. დაამტკიცეთ, რომ |- სივრცე არასეპარაბელურია. 
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თავი 12 

ინტეგრება და დიფერენცირება 

ღიფერენციალური ღა ინტეგრალური აღრიცხვის უმთავრესი პრინციპის 

თანახმად, გაწარმოებისა და ინტეგრების ოპერაციები ურთიერთშებრუნებული 

არიან. ეს გამოიხატება იმაში, რომ თუ ფუნქციას ჯერ ვაინტეგრებთ. ხოლო 

შემღეგ კი გავაწარმოებთ - კვლავ საწყის ფუნქციას მივიღებთ, ამასთანაეე. 

მსგავსი დასცენა შესრულებული იქნება ოპერაციების თანმიმდევრობის შეცვლის 

შემთხევევაშიც: თუ ფუნქციას ჯერ გავაწარმოებთ, ხოლო შემდეგ ვაინტეგრებთ 

- საწყის ფუნქციას დავუბრუნდებით., კერძოდ, გაწარმოებისა და რიმანის 

მიხედევით იჩტეგრების ოპერაციების ურთიერთშებრუნებადობის ეს ორი ას- 

პექტი ცნობილია შემდეგი თეორემების სახით: 

1. თუ / არის (ი,ხ) სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია, ხოლო X#” არის მისი 

რიმანის განუსა·ხღვრელი ინტეგრალი, ე-ი. L (1:) = ]·[“· 2 ]· (1· C [(LI)]), 

მაშინ I ფუნქციას ყოველ Xჯ C [ე,ხ] წერტილ·ში აქვს წარმოებული, 

რომელიც /(ჯ)-ის ტოლია. 

2. თუ / არის |0ი,ხ| სეგმენტხე უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია, 

მაშინ ყოველი ჯ C (თ,ხ| წერტილისათვის სრულდება ტოლობა 

+(%) = I(0) + »”. 
(თC,XI 

წინამდებარე თავი მიზნად ისახავს, შეისწავლოს გაწარმოებისა და ლებე- 

გის მიხედვით ინტეგრების ოპერაციების ურთიერთშებრუნებადობის საკითხი, 

§1. ლებეგის თეორემა ინტეგრალის დიფერენცირების შესახებ 

დავიწყოთ იმის შესწავლით, არის თუ არა გაწარმოება შებრუნებული 

ოპერაცია ლებეგის მიხედვით ინტეგრებისათვის, კერძოდ, ამოცანა მდგომარე- 

ობს შემდეგში: თუ # C L(Iი,ხ)) ფუნქციისათვის განვიხილავთ მის ლებეგის 

განუსახღყრელ ინტეგრალს: 

ჯL(C>) = Iძოთ (»6CVIი,ხ)), 
I (ი,ჯ



მაშინ იქნება თუ არა #' წარმოებადი და ეს წარმოებული იქნება თუ არა 

# ფუნქციის ტოლი? 
შევნიმნოთ, რომ ფუნქციის ცვლილება ნებისმიერ ნულზომიან სიმრავლეზე 

გავლენას არ ახდენს მის ლებეგის ინტეგრალზე. ამის გამო, მაქსიმუმი, რისი 

მოლოდინიც შეიძლება გვქონდეს, არის #7(ჯ) = I(7) ტოლობის თითქმის 

ყოველ წერტილში შესრულება. ლებეგის შემდეგი ფუნდამენტური თეორემა 

ტვაჩვენებს, რომ თითქმის ყოველ წერტილში აღნიშნულ ტოლობას მართლაც 

აქვს ადგილი. 

თეორემა %.1.L ნებისმიერი / C #((თ,ხ)) ფუნქციის ლებეგის განუსას- 
ღვრელ ინტეგრალს თითქმის ყოველ X C [ი, ხ| წერტილმი აქვს წარმო- 

ებული, რომელიც /(>)-ის ტოლია. 

შენიშვნა V.LL. თეორემა 12.1.1-ის თანახმად, ნებისმიერი ჯამებადი / 
ფუნქციისათვის მისი ლებეგის განუსაზღვრელი ინტეგრალი წარმოადგენს მის- 

სავე განზოგადებულ პირველყოფილს, 

შეეთანხმდეთ, რომ შემდგომში; 

« L C M სიმრავლის გარე ზომა და ზომადობის შემთხვევაში ლებეგის 

ზომა აღნიშნული იქნება შესაბამისად |M9I„ და |#) ჩანაწერებით; 

« / C LCL) ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალ–ი |, /ძი აღნიშნული 
იქნება. | „გ # ჩანაწერით; 

« სიმრავლისა და ფუნქციის ზომადობა განხილული იქნება ლებეგის 

ზომის მიმართ: 

« ყოველთვის განსილული იქნება გადაუგვარებელი და სასრული სიგ- 

რძის მონაკვეთები, 

წრფეზე აღებული ჯ წერტილისათვის 1I(ჯ)-ით აღვნიშნოთ ჯ-ის შემცველი 

ყველა მონაკვეთის კლასი. 

თეორემა 12.1.1 შედეგის სახით მიიღება შემდეგი დებულებიდან. 

თეორემა %.L2. ნებისმიერი # C #L(IL) ფუნქციისათვის თითქმის ყოველ 

ჯ C IL წერტილში სრულდება შემდეგი სღვარითი ტოლობა: 

. 1 

16I(|=1)I,“|–»= |7|· ,/I / =I(9). (1) 

შენიშვნა ს.L2. (1) ტოლობაში მოცემული ზღვარი შემდეგნაირად გაიგება: 

ნებისმიერი C > 0-სთვის მოიძებნება ბ > 0, ისეთი, რომ 

ჭ/,]–](:) 

ყოველთვის, როცა 1 C I(»ჯ) და |II < 4. 
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შენიშვნა 1.1.1. თეორემა L2.1.2 მოკლედ შეიძლება ასე ჩამოვაყალიბოთ: 

ინტეგრალური საშუალოების ზღვარი თითქმის ყველეან ინტეგრალქვეშა ფუნ- 

ქციის ტოლია. 

შენიშვნა C.I#. თეორემა 12.1.2-დან თეორემა 12.1.I1-ის მისაღებად საჯ- 
მარისია შევნიშნოთ, რომ თუ L არის | C ჩ((ი,ხ)) ფუნქციის ლებეგის 

განუსაბღვრელი ინტეგრალი, მაშინ ნებისმიერი ჯ C [ც ხ]·სთეის, 

სC+1) – C) _ / , 
_ .წ ' 

სადაც / # 0, თ + ჩ C (ი,ს| და 1 არის სეგმენტი, რომლის ბოლოებია ჯ და 
% + V წერტილები, 

შენიშვნა L.I.5. თეორემა IL2.1.2 ცხადია მაშინ, როცა / უწყვეტი ფუნქციაა. 

მართლაც, განვიხილოთ ნებისმიერი ჯ წერტილი და 6 > 0 რიცხეი. (-ის 

უწყეეტობის გამო შეგვიძლია ვიპოვოთ 4 > 0, ისეთი, რომ |/(ყ) – I(§)| < §. 
როცა |Vყ – «| < ბ. შედეგად, ნებისმიერი 1 3 ჯ მონაკვეთისათვის, რომლის 

სიგრძე ნაჯლებია #-ზე, გეექნება: 

Vფ -9I < /# < VC)+9I. 
საიდანაც ვასკენით (1) ტოლობის სამართლიანობას ნებისმიერ ჯ წერტილში. 

თეორემა M.I.2-ის დამტკიცება. მსჯელობა ეფუძნება L(L) სივრცეში უწ- 

ყეეტ ფუნქციათა კლასის ყველგან მჯვრივობის ფაქტს და ფუნქციის ინტეგრა- 
ლურ საშუალოთა შესახებ ე.წ. სუსტი ტიპის უტოლობას, რომელიც საკ)მაოდ 

რთულ მომენტს შეადგენს დამტკიცებაში. აქვე შევნიშნაეთ, რომ აღნიშნულ სუს- 

ტი ტიპჰის შეფასებას ამ ეტაპბე ჩავთვლით ცნობილად, ხოლო მის დამტკიცებას 

დაეთმობა მომდევნო ორი პარაგრაფი. 

ეაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი X > 0-სთვის შემდეგი სიმრაელე: 

5. = (= რ/[]—](ქ!)%] 

არის ნული ზომის, აქ მონაჯვეთის » ფუნქციის ზედა ზღვარი გაიგება შემდეგ- 

ნაირად: 

1. 1Iი 
LCI(), I–+= 

,ი ტოთ, ,. X7) = Mთრსი(X(7) : 1 C I(=)V11I < 9))- 

ადვილი დასანახია, რომ ყეელა იმ წერტილის სიმრავლე, რომლისთეისაც 

არ სრულდება (1) ტოლობა, წარმოდგება #,/, (L C M) სიმრავლეების 

გაერთიანების სახით. ამის გათეალისწინებით, ჯ (X > 0) სიმრაელეების 

ნულჩგომიანობის დამტკიცების შემთხვევაში, თეორემა დადგენილი იქნება. 
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ვთქვათ, X > 0. თეორემა 11.4.4-ის ძალით, ნებისმიერი 6 > 0-სთვის 

შეგვიძლია ვიპოვოთ უწყვეტი და ჯამებადი ყ ფუნქცია, რომლისთვისაც 

/I!–9I <C. () 
Iქ 

როგორც უკვე აღენიშნეთ, უწყვეტი ფუნქციებისთვის ადგილი აქვს ინტეგრა- 
ლურ საშუალოთა კრებადობას, ე.ი. ნებისმიერი ჯ წერტილისათვის, 

· 1 

16I(;1I.·1)I,"I–>= |7|·/,9 = 9(9). (3) 

განვიხილოთ რაიმე ჯ წერტილი, გარდაექმნათ |+| #+# – #(თ) გამოსა- 

ხულება შემდეგნაირად: 

1 1 1 ო/[;—;(:„>=ო/·(]—9) + ო/|9 – ძ(2) + (9(7) – /(>)). 
აქედან, (3)-ის გათეალისწინებით ადვილი დასანასია, რომ 

_ I1 _ = 16 _ ,ი , | / # -#C) <,,ტი, ,ი / M -9 + C) – C) < 
1 < თმ ” /I I/ – 9| + I9(2) – /(2)I. (4) 

(4)-დან გამომდინარე დავწერთ, 

1 , 
#» C [I: §სი –/I]–9|>|X]L][I:|9(I)—/(I)I > X = 4სV08. 

ICI(=) I1 /#I 

ამ თავის მესამე პარაგრაფში დადგენილი იქსება ე.წ. სუსტი ტიპის უტოლობა 

ინტეგრალური საშუალოებისათვის (იხ. თეორემა 12.3.1), რომლის ძალითაც 

ნებისმიერი ჩ C L(M%L) ფუნქციისათვის, 

1 5 
I:5I·I1)—·/|I>/X 5—//],. 5 I(5:,9 7 ), )>M.52/ M 5) 

თუ (5)-ს გამოვიყენებთ |/ – ძ)| ფუნქციისათვის, მივიღებთ, რომ 

5 
„<- –9I. 4I- < 2 / M -49 

8 სიმრავლის ზომა კი, |/ – ძ) ფუნქციისათვის დაწერილი ჩებიშევის უტოლ- 

ობით, შემდეგნაირად შეფასდება: 

1 I8< 1 | # –ძ.L 
I4 

ახლა, თუ მხედველობაში მივიღებთ (2)-ს, დავწერთ, რომ 

6C , < , |5»I. < -; 
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საიდახაც, § > 0 რიცხვის ნებისმიერობის საფუძველზე დაევასკენით I სიმ- 

რავლის ნულზომიანობას, ამით თეორემა დამტკიცებულია. CI 

§2. ვიტალის თეორემები სიმრავლეთა დაფარვის შესახებ 

ამ პარაგრაფში ღამტკიცებული თეორემები ეკუთენის ჯ, ვიტალის, მა- 

თი მიგანია, მონაკვეთების მოცემელი კლასიდან გამოყოს წყვილ-წყვილად 

თანაუკვეთი მონაკვეთებისაგან შედგენილი ქვეკლასი, რომელიც რაც შეიძ- 

ლება დიდ ნაწილს აითვისებს საწყისი კლასიდან (ე.ი. ექნება დიღი ზომის 

გაერთიანება), ამ ტიჰის შედეგებს ძალზბე მნიშენელოვანი დატვირთვა აქვთ 

დიფერენცირებისა და ზოგიერთი სხვა ბღვარითი პროცესის შესწაელისას, ჩვე- 

ნი უახლოესი მიზანია მათი გამოყენება ინტეგრალური საშუალოებისათვის 

სუსტი ტიპის უტოლობის დასადგენად, 

თეორემა %.2.1. ვთქვათ, წრფივი L სიმრავლე დაფარულია ერთობლივ 

შემოსახღვრული სიგრძეების მქონე მონაკვეთების II კლასით. მაშინ IL- 

დან შეიძლება გამოვყოთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი მონაკვეთებისაგან 

შედგენილი, არაუმეტეს თვლადი IL ქვეკლასი, ისეთი, რომ 

1 
2,IVII> -IწL.- 
ICII 

დამტკიცება. საძიებელი II ქვეკლასის შერჩეეა ხდება ე.წ. „ხარბი“ ალ- 

გორითმის გამოყენებით. აღეწეროთ ეს ალგორითმი: 

II ოჯასის მონაკვეთების სიგრძეების ერთობლიე შემოსაზღვრულობის გა- 

მო შეგვიძლია ავირჩიოთ ,„თითქმის ყეელაზე დიდი“ მათ შორის, რაც გუ- 

ლისხმობს ისეთი I) C II მონაჯკვეთის არჩეეას, რომლისთვისაც სრულდება 

პირობა 

II | > ჭჯ"[)[!" :I CII). 

დავუშვათ, წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი #),...,IC C II მონაკვეთები უკვე 
არჩეულია, განეიხილოთ ყველა იმ I C II მონაკვეთის II, კლასი, რომელიც 

არ კვეთს არცერთს 1),...,I, მონაკვეთებს შორის, თუ II კლასი ცარიელია, 

მაშინ აგება დასრულებულად ჩავთვალოთ, წინააღმდეგ შემთხეევაში კი, IL+)- 

ის როლში ავიღოთ თითქმის ყველაზე დიდი II კლასის წეერებს შორის, ე.ი. 

ეირჩეეთ I,+) C II მონაკვეთს, რომლისთვისაც 

1 
IIL+1| > 58“[)["! :1 C II,). 

აღწერილი სქემის გამოყენებით, 1L კლასიდან გამოვყოფთ წყვილ-წყვილად 
თანაუკვეთი მონაკვეთების სასრულ ან თელად II = (I.1 ქვეკლასს. დავადგი- 

ნოთ, რომ II აკმაყოფილებს საჭირო შეფასებას. განვიხილოთ ის შემთხვევა, 
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როცა II თვლადი კლასია. სასრული კლასის შემთსვევაში, დამტკიცება ანალ- 

ოგიური და კიღევ უფრო მარტივია. 

შესაძლებელია ორი ქეეშემთხვევა იმისდა მისედვით 2 > , |I-I = დ, თუ 

2.L=1 '1L| < 09. 
პირეელ ქვეშემთხვევაში დებულება ცხადია. 

მეორე ქვეშემთხვევაში გვექნება, რომ 

III 0 (L-–0ი). 

საიდანაც გამომდინარეობს შემდეგი წინადადება: ნებისმიერი 1 C II მონაკვეთი 

კვეთს ერთს მაინც I მონა)ვეთებს შორის, ე.ი. ნებისმიერი 1 C II-სთვის, 

ლ 

Lი L) I #9. (1) 
#=1 

მართლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში, აგებიდან გამომდინარე ყოველი #-სთვის 

შესრულდება შეფასება: |I„| > |III/2. რაც ეწინააღმდეგება |#L.| –> 0 პირობას, 
0,ე იყოს ყველა იმ | C II მონაკვეთის კლასი, რომელიც კვეთს #1)-ს, 

ხოლო #: > 2-სთვის 6 იყოს ყველა იმ I! C II მონაჯვეთის კლასი, რომელიც 

კეეთს I,-ს და არ კვეთს არც ერთს /#),..., I-1 მონაკვეთებს შორის, აგების 

გათვალისწინებით, ადვილი დასანახია, რომ ნებისმიერი IL-სთვის (ხახ. 12.1), 

I1C0, = (101I1.”89, III < 21M.) =1C5/-/. (2) 

/ წ 
აებაეაელ–- ს , 

5), 

ნახ. 12.1. 

აქ 51, აღნიშნავს I.-ს 5-ჯერ გაჭიმვით მიღებულ მონაკვეთს, ე.ი. 51. = 

#ML(CწI). სადაც M არის ჰომოთეტია, რომლის ცენტრი ემთხვევა I,-ს ცენტრს 

და რომლის კოეფიციენტი არის 5-ის ტოლი, 

(1)-ის და (2)-ის ძალით ვწერთ, 

5CL]I=[·] L]IC[·].%I„. (3) 
ICII %=1 1C0, L=1 

(3)-დან კი ვღებულობთ, რომ 

C 1 C 

I.I = – 1, > 7 /5 §I #| = < ჯ |57X| L_] L > 5 

თეორემა დამტკიცებულია. L) 
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შენიშვნა L.2.L II ქვეკლასის არაუმეტეს თვლადობის მოთხოვნა თე- 
ორემა 12.1.1-ის ფორმულირებაში (და ყველა შემდგომ მსგაესი ტიპის ღებუ- 

ლებაში) მოცემულია გაღმოცემის სისრულისათვის, მართლაც, წყვილ-წყვილად 
თანაუკეეთი მონაკვეთების ყოველი კლასი თავისთავადაა არაუმეტეს თვლადი. 

უფრო მეტიც (იხ. 1 და 2 ამოცანები პარაგრაფის ბოლოს), ელემენტარული 
მსჯელობით მტკიცდება, რომ თ-შემოსაზღვრულ ზომიან სივრცეში დაღებითი 
ზომის წყვილ-წყვეილად თანაუკვეთ სიმრავლეთა ნებისმიერი კლასი არაუმეტეს 
თვლადია, 

შენიშვნა L.2.2. თეორემა 12.2.1 არ რჩება სამართლიანი, თუ L სიმ- 

რავლის დამფარავ მონაკვეთებს არ მოვთხოვთ სიგრძეების ერთობლივ შემო– 

საზღვრულობას, ამაში ადეილად დავრწმუნდებით, თუ განვიხილაეთ # = L 
სიმრავლისა და მისი LI = (|–/:. ) : L C ) დაფარვის შემთხვევას, 

ვიტყვით, რომ მონაკვეთების II კლასი ვიტალის ასრით ფარავს #; C X 

სიმრავლეს, თუ ნებისმიერი » C წ წერტილისათვის და ნებისმიერი § > 0 

რიცხვისათვის მოიძებნება ! C II მონაკვეთი შემდეგი თვისებებით: ჯ C 1 და 

III < 6. 
შეენიშნოთ, რომ ვიტალის აზრით დაფარვის გამომხატველი პირობა ტოლ- 

ფასია შემდეგის: ხებისმიერი ჯ C L წერტილისათვის მოიძებსება II კლასის 

მონაკვეთების (/,,) მიმდეერობა თვისებებით: ჯ C / და |/;| –+0 (L -+ ი). 

თეორემა %.2.2. ვთქვათ, წრფივი L სიმრავლე ვიტალის აზრით და- 

ფარულია მონაკვეთების II კლასით. მაშინ II-დან შეიძლება გამოვყოთ 

წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი მონაკვეთებისაგან შედგენილი, არაუმეტეს 

თვლადი II ქვეკლასი, რომელიც თითქმის ფარავს  სიმრავლეს, ე.ი. 

XMV L) I 
1CII 

შენიშვნა L.2.2. ეთქვათ, II არის გამოყოფილი ქვეკლასი თეორემა 

12.2.2-დან. მაშინ გვექნება, რომ 

= 0. 

ICI. < Iჩი ყჰ?1 < 3,IV. 
I 1CII ” 1CII 

ამრიგად. 2 ,,-ე, III > |=I., რაც წარმოადგენს თეორემა 12.2.1-ის დასკენაში 

მოცემულზე ძლიერ შეფასებას. 

ლემა ს.2.L ვთქვათ, წრფივი შემოსასღვრული #, სიმრავლე ვიტალის 

აზრით დაფარულია მონაკვეთების II კლასით. მაშინ ნებისმიერი ჩაკეტილი 

4 სიერავლისათვის II კლასიღან ·მეიძლება გაშოვყოთ წყვილ·წყვილად 

თანაუკვეთი მონაკვეთებისაგან შედგენილი სასრული II ქვეკლასი, ისეთი, 
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რომ: 

I 4=9 ყოველი 7 C I·I|·სათვის, 

I(I:”M)X ჰ ]·ჭ (1—21—0)|]3M|·. 
ICIIL 

დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ |#%-4|. > 0. 

დავფაროთ #V 4 სიმრავლე ღია და შემოსაზღერული C, სიმრავლით ისე, რომ 

სრულდებოდეს პირობა: 

ICI < (L+1/20) |5%MI.. (4) 
განვიხილოთ შემდეგნაირად განსაზღვრული II კლასი: 

II = (1CI:ICCთ1იო4=8). 

II კლასი დაფარავს »V 4 სიმრავლეს. ეს ადვილად გამომდინარეობს შემდეგი 

სამი ფაქტიდან: C ღიაა, ,4 ჩაკეტილია და II არის #V/I სიმრავლის ვიტალის 

აზრით დაფარვა. ამის შემდეგ, »V.4 სიმრავლისა და II კლასისთვის გამოვი- 

ყენოთ თეორემა I12.2.1. აღვილი დასანახია, რომ ეს საშუალებას მოგეცემს, 

ვიპოვოთ წყვილ-წყვილად თანაუკეეთი მონაჯვეთებისაგან შედგენილი, სასრუ- 

ლი IL C IL კლასი, რომლისთვისაც 

2 III > |·5X|4|·· 

LCII” 

შედეგად, (4)-ის გათვალისწინებით გვექნება, 

(6V4VLI/ <ICV L) / =Iთ- 21MI< (1- ) 5V4L. 
ICII” ICIL X1CII” 

შევნიშნოთ, რომ II კლასის მონაკვეთები, IL” C II ჩართვის გამო, არ კვეთენ 

4 სიმრავლეს. ამით ლემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა 1.2.2-ის დამტკიცება. ზოგადობის შეუბღუდავად მივიჩნიოთ, 
რომ დამფარავი მონაკვეთები ჩაკეტილია. 

თავდაპირეელად განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა # სიმრავლე შემო- 

საზღვრულია, 

საძიებელ ქვეკლასს გამოვყოფთ ე.წ. „ამოწურვის“ მეთოდის მეშვეობით, 

რომელიც ეფუძნება ლემა 12.2.1-ის გამოყენებას. 

ლემა 12.2.1-ის საფუძველზე ვიპოვოთ წყვილ-წყეილად თანაუკვეთი მო- 

ნაჯვეთებისაგან შედგენილი სასრული III C II ქვეკლასი, ისეთი, რომ 

5% LII <(1-X)I5.. 8 
LICIIM4 
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დავუშვათ, I1-ს სასრული ქვეკლასები – 1·1|1, ...) I·I;_.· უკვე აგებულია, აღვნიშნოთ 

= LI 7, ,4, = L) ,, 40)= 41 0.··ს 4-. 
ICIM IC9L 

ცხადია, 4(#) სიმრავლე ჩაკეტილია. თუ M V 4(#) სიმრავლე ცარიელია, მაშინ 
აგება დასრულებულად ჩაეთვალოთ, წინააღმდეგ შემთხვევაში, #; და 4( 
სიმრავლეებისათვის გამოვიყენოთ ლემა 12.2.1 და ვიპოვოთ წყვილ-წყვილად 

თანაუკვეთი მონაჯვეთებისაგან შედგენილი სასრული III +I) C II ქეეკლასი, 

ისეთი, რომ: 

10::40:01= 89% ყოველი I C წIL,,ც-სათვის, (6) 

(5V400)V LI /I < (1 _ —)I5M(I·)I თ 
ა 

აღწერილი Lქემით, II კლასიდან გამოვყოფთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი 
მონა)ვეთებისაგან შედგენილი და სასრული II ქევეკლასების სასრულ ან 

უსასრულო მიმდევრობას, II იყოს II კლასების გაერთიანება., სასრული 

მიმდევრობის შემთხვევაში, (6)-ის გათეალისწინებით ცხადია, რომ II დააკ- 

მაყოფილებს მოთხოვნილ პირობებს, განევიხილოთ უსასრულო მიმდეერობის 

შემთხვევა. აგებიდან გამომდინარე, (6)-ის გათეალისწინებით ცხადია, რომ 

II შედგება წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი მონაკვეთებისაგან. დასამტკიცებელი 

გერჩება II კლასის მეშვეობით #, სიმრავლის თითქმის დაფარეა. ეს დასკენა 

მიიღება შემდეგი შეფასებიდან: 

L" =) » 

|5XL] I)17 ICXL] L]II (1——) ს. (იოCM. 
3=1ICII, !? 4«=1ICI ! 

უკანასცნელი შეფასება კი ადვილად მტკიცდება ინდუქციით #»:-ის მიმართ (5)-ის 

და (7)-ის საფუძეელზე. ამით, განსახილავ შემთხვევაში, თეორემა დამტკიცე- 

ბულია, 

ახლა გადავიდეთ ზოგად შემთხვევაზე, ე.ი. როცა #, არის ნებისმიერი 

წრფივი სიმრავლე. აღვნიშნოთ 

II.=(1CII:IC(ს,XM+1)) (:C2). 

ცხადია, ყოველი I; C #-სთვის, II, ქმნის L რო (L,IM + 1) სიმრაელის ეიტალის 

აზრით დაფარვას. შემდეგ. ყოველი I: C #-სთვის უკვე განხილული შემთხვევის 

საფუძველზე II,-დან გამოვყოთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი მონაკვეთების 

L ქეეკლასი, რომელიც თითქმის ფარავს L (1 (I, L + 1) სიმრავლეს. ადვილი 

დასანახია, რომ IL = L),C;IIL ქვეეკლასის მონაკვეთები იქნებიან წყვილ- 

წყვილად თანაუკვეთი და თითქმის დაფარავენ #; სიმრავლეს. 8 
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შენიშვნა L.2.#. თეორემა 12.2.2-ის დამტკიცებისთვის გამოყენებული იყო 

თეორემა 12.2.1, თუმცა შესაძლებელია მისი დამტკიცება უშუალოდაც - მო- 

ნაკვვეთების ამორჩევის ხარბი ალგორითმის გამოყენებით. 

ამოცანები 

1. აჩვენეთ, რომ შემოსაზღვრულ ზომიან სივრცეში დადებითი ზომის წყვილ- 

წყვილად თანაუკეეთ სიმრავლეთა ნებისმიერი კლასი არაუმეტეს თელადია. 

მითითება: ნებისმიერი ნატურალური # რიცხევისათვის განიხილეთ იმ სიმ- 

რავლეების ქვეკლასი, რომელთა ზომები მეტია 1//-ზე. 

2. აჩვენეთ, რომ თ-შემოსაზღვრულ ზომიან სივრცეში დადებითი ზომის წყვილ- 

წყვილად თანაუკეეთ სიმრავლეთა ნებისმიერი კლასი არაუმეტეს თელადია. 

3. ვთქეათ, შემოსაზღვრული #; C L სიმრაელე დაფარულია მონაცვეთების სას- 

რული II კლასით, დაამტკიცეთ, რომ: 

ა) II-დან შეიძლება გამოვყოთ წყეილ-წყვილად თანაუკვეთი მონაკვეთე- 

ბისაგან შედგენილი II ქვეკლასი, ისეთი, რომ 2,,-C/, |I7I > |#5I. /3; 
ბ) II-დან შეიძლება გამოვყოთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი მონაკვეთე- 

ბისაგან შედგენილი II ქვეკლასი, ისეთი, რომ 2.,,-ე, |#/| > |#%I. /2. 
4. დაამტკიცეთ, რომ მონაკვეთების ნებისმიერი კლასის გაერთიანება ზომადი 

სიმრავლეა. 

§3. სუსტი ტიპის უტოლობა ჰარდი-ლიტლვუდის მაქსიმალური 

ოპერატორისათვის 

ეთქვათ. I C L(IML). განვიხილოთ /-თან შემღდეგი წესით დაკავშირებული 

M (/) ფუნქცია: 
1 MCIფ = «ი > /III. (+C%. 

1CI(>) 

M(#/)-ს უწოდებენ #-ის ჰარდი-ლიტლვუდის მაქსიმალურ ფუნქციას. უხე- 

შად რომ ვთქვათ, M/(#/)(თ) გეიჩეენებს, თუ რა მაქსიმალური მნიშვნელობა 

შეიძლება მიიღოს  ფუნქციის მოდღულის ინტეგრალურმა საშუალოებმა ჯ 

წერტილის არეალში. 

ასახვას რომელიც L C #(Iჯ) ფუნქციას M(/) ფუნქციას შეუსაბამებს, 

ჰპარდი-ლიტლვუდის მაქსიმალურ ოპერატორს უწოდებენ. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ M ოპერატორს აქვს შემდეგი თვისებები: 

0 < M(#)(=2) <«%, 

M(#/ + 9)(თ) < M(#XC>) + M(9)(5), 
M(თI#/)(>) = Iთ M(#)(9). 

შემდეგი თეორემა ადგენს ე.წ. სუსტი ტიპის უტოლობას ჰარდი-ლიტლ- 

ვუდის მაქსიმალური ოპერატორისათვის, რომლის გამოყენებითაც მტკიცდება 
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ინტეგრალის წარმოებადობის შესახებ ლებეგის თეორემა. აქვე აღვნიშნაეთ, 

რომ ამ უტოლობას მნიშვნელოვანი გამოყენებები აქვს ფუნქციათა თეორიის 

სსვადასხეა საკითხებში, 

თეორემა %.3.1. ნებისმიერი / C #L(IL) ფუნქციისათვის MI(/) არის 

ზომადი ფუნქცია და აკმაყოფილებს შეფასებას: 

I(MCII >XI<>2 I M (0<X<თ). 
დაეტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი X C (0,CC)-სთვის, (#MI(/) > 

) სიმრავლე არის ღია, რითაც M(#/)-ის ზომაღობა დადგენილი იქნება. 

ვიქვათ, # C (M(/#/) > X). მაშინ მოიძებნება / 53 ჯ მონაკვეთი, ისეთი, 

რომ 

/, II > XI. 
აღვნიშნოთ § = |, I/| – MII და ლებეგის ინტეგრალის აბსოლუტურად უწყეე- 
ტობის საფუძველზე ვიპოეოთ ბ > 0 რიცხეი თვისებით: 

I9I<8 = /I/I(C· 
ჩ 

დავაღგინოთ (ჯ – ბ/2, ჯ +ბ/2) C (MI(/) > X) ჩართვა. თუ (« –ბ/2,>+ 

ი /2) მონაკვეთის ნებისმიერი V # ჯ წერტილისათვის განვიხილავთ 

#)=I+(V-2) 

მონაკვეთს, მაშინ აღვილი დასანახია, რომ V C V. ამასთან, თუ შევნიშნაეთ, 

რომ #VI/ და ”IVV წარმოადგენენ ბ/2-ზე მცირე სიგრძის მონაკვეთებს, 

გვექნება საფუძეელი, დავწეროთ, 

LI!I:/II!I–/MIII+LVI!I2 

2/I!I—/ I!I>/I]|–6=M=M·]I· 
I (IV#)CCVM/) I 

შედეგად ვღებულობთ MI(#)(V) > X შეფასებას. ამით (MI/(C#) > X1 სიმრავლის 

ღიაობა და, მასთან ერთად, MI(#) ფუხქციის ზომადობა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ, X C (0,ლ). მაშინ ყოველი ჯ C (M(#) > XI) წერტილისათვის 

მოიძებნება ჯ-ის შემცველი I» მონაკვეთი, ისეთი, რომ 

_1. 
|1I| 1> 

შედეგად, IL, მონაკვეთებისათვის სამართლიანი იქნება შეფასებები: 

1 1 IMI<ჯ/ MI<ჯ/ V 8 

IMII > X



მონაკვეთების II = (/-)1 კლასი ფარავს (M/(#) > X) სიმრაევლეს, ამას- 
თან. (1)-ის ძალით II კლასის მონაკვეთებს აქვთ ერთობლივ შემოსაზღვრული 

სიგრძეები. ეს საფუძველს გვაძლევს, თეორემა 12.2.1-ის გამოყენებით, II- 

დან გამოვყოთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი მონაკვეთებისაგან შედგენილი 

არაუმეტეს თვლადი II ქვეკლასი, რომლისთეისაც 

1 
2,III> >ICM(/) > X)I. (2) 
ICII 

I C IL მონაყვეთების წყვილ-წყვილად თანაუკვეთობისა და (1),(2) პი- 

რობების ძალით დაეწერთ, 

I(MC0 >XI<55 , II<55 + / IVI= 
ICII7 1CIL 

5 5/ =2 <5 III +I ) ,I0<1/,VI 
C1I 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა L.3.1. თუ გავითვალისწინებთ ტოლობას: 

(MV/) = %) = ( |(MC0 >M, 
X#=1 

თეორემა 12.3.1-ის საფუძველზე დავასცენით, რომ ნებისმიერი / C ჯ#L(M%)-სთვის, 

M/(/) მაქსიმალური ფუნქცია თითქმის ყეელგან სასრულია, 

თუ ჯ' ოპერატორი ყოველ / C LCIML) ფუნქციას შეუსაბამებს ზომად XV/) 
ფუნქციას, რომელიც აკმაყოფილებს შეფასებას: 

Iთ >XI<> / II (0<X<%!), 
სადღაც C არის / ფუნქციისაგან დამოუკიდებელი დადებითი მუდმივი, მაშინ 

ამბობენ, რომ 7' ოპერატორს აქვს სუსტი (1,1) ტიპი. 

თუ ჯ' ოპერატორი ყოველ | C #(L) ფუნქციას შეუსაბამებს XXL#) C L(L) 
ფუნქციას, რომელიც აკმაყოფილებს შეფასებას;: 

/·· I(XC)| <« /·· II 
სადაც C არის / ფუნქციისაგან დამოუკიდებელი დადებითი მუდმივი, მაშინ 

ამბობენ, რომ 7' ოპერატორს აქვს ძლიერი (1,1) ტიპი. 

ჩებიშევის უტოლობიდან გამომდინარე, ცხადია, რომ თუ ოპერატორს აქვს 

ძლიერი (1,1) ტიპი, მაშინ მას აქვს სუსტი (1,1) ტიპიც. 
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შენიშვნა 12.2.2. თეორემა 12.3.1-ის ძალით, პარდი-ლიტლეუდის მაქსიმა- 
ლურ ოპერატორს აქვს სუსტი (1,1) ტიპი, აქვე უნდა აღინიშნოს, რომ მას 
არა აქვს ძლიერი (1,1) ტიპი, უფრო მეტიც, M(/) მაქსიმალური ფუნქცია, 
შეიძლება, საერთოდ არ იყოს ჯამებადი. მართლაც, თუ განვიხილავთ / = 
X(0,1)) ფუნქციას, ადვილი შესამოწმებელია, რომ ყოველი ჯ > 1 წერტილი- 
სათვის სამართლიანია შეფასება: 

1 1 
MI ჯ „–“ = 

(!)( ) 2 |[0= 1··" I0,ჯ|) ] ჯ. 

საიდანაც ვა|კენით MI/(/) ფუნქციის არაჯამებადობას, 

შენიშვნა L.3.3. ჰარდი-ლიტლვეუდის მაქსიმალური ფუნქცია თითქმის ყო- 

ველ წერტილში აკმაყოფილებს M (/)(თ) > |/(>)| შეფასებას. მართლაც, მაქ- 
სიმალური ფუნქციის განსაზღვრებიდან გამომდინარე, ნებისმიერი ჯ წერტილი- 
სათვის გვექნება, რომ 

L უაი, 1 

M(/X=) > 161(1”)?·"1—" III /,ჯ II 

ამასთანავე, ლებეგის თეორემის ძალით. თითქმის ყოველი 7ჯ-სთვის, 

. 1 , 

, ტთ, , ეე / I/I= VCII 
შედეგად, ML(/)(7) > |/(ჯ)| თითქმის ყველგან. 

ამოცანები 

1. #MI ოპერატორისათვის დაამტკიცეთ სუსტი (1,1) ტიპის უტოლობის შემდეგი 

დაზუსტება: |(M/(/) > X1| < > /6LVII- 
2. დაამტკიცეთ, რომ #I/(/) C L(#) მამინ და მხოლოდ მაშინ, როცა /(») = 0 

თითქმის ყველგან. 

§ 4. ზოგიერთი შენიშვნა ლებეგის თეორემასთან დაკავშირებით 

L ლებეგის თეორემა ლოკალურად ჯამებადი ფუნქციებისათვის. L-ზე 
განსაზღვრულ / ფუნქციას ეწოდება ლოკალურად ჯამებადი, თუ # ჯა- 
მებადია ნებისმიერ შემოსაზღვრულ და ზომად სიმრავლეზე. ყველა ლოჟა- 

ლურად ჯამებადი ფუნქციის კლასი აღინიშნება #LI.(M) ჩანაწერით, ცხადია. 

რომ ჩ(%) C LI(L%). ამასთან, იგივურად ერთის ტოლი ფუნქციის მაგალითი 

გეარწმუნებს, რომ აღნიშნული ჩართევა მჯაცრია. 

როგორც შემდეგი დებულება გვიჩვენებს, თეორემა 12.1.2 ვრცელდება 

LI=(I) კლასის ფუნქციებზე. 
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თეორემა 19.#.1. ნებისმიერი / C #LIიი(IL) ფუნქციისათვის თითქმის 

ყოველ ჯ C # წერტილში სრულღება ცტოლობა: 

1 
I _ = · 

I@I(;·)I?I—” III /,1I 1(9) 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი მთელი # რიცხვი. ცხადია, /; = 

MXV0I+1) ფუნქცია იქნება IL-ბე ჯამებადი და მის მიმართ ლებეგის თეორემის 

გამოყენებით დავასკვნით, რომ თითქმის ყოველი ა: C IL-სთვის, 

· 1 

#I(LI)I?I–»: II /;]“ = /ი(2). 

შევნიშნოთ, რომ: ა) თუ > C (Mს,X + 1) წერტილის შემცველი I მონაკვეთი 

საკმარისად მცირეა, მაშინ ამ მონაკეეთზე / და /,, ფუნქციებს ერთი და იგივე 

ინტეგრალური საშუალოები აქეთ; ბ) (#,M + 1) მონაჯეეთის ნებისმიერი ჯ 

წერტილისათვის, #.(2::) = #(თ). შედეგად, (#,# + 1) მონაკეეთის თითქმის 

ყოველი ჯ წერტილისათვის შესრულებული იქნება ტოლობა: 

· 1 _ 

,ყ(ჭ:)[·",_·: II /,I = I(>). 

აქედან, # C 7 ნებისმიერობის გათვალისწინებით, მარტივად გამომდინარე- 

ობს დასკვნა დასამტკიცებელი ტოლობის წრფის თითქმის ყოველ წერტილში 

შესრულების შესახებ. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

I. ზომადი სიმრავლის სიმკვრივისა და გაიშვიათების წერფილები. 

ეთქვათ, # რაიმე ზომადი სიმრავლეა წრფებე ჯ წერტილს ეწოდება # 

სიმრავლის სიმკვრივის წერტილი, თუ 

= I(თ – ჩ,თ + #) L I #,| _ 

#-0 2” 1, 

და ეწოდება # სიმრაელის გაიშვიათების წერტილი, თუ 

= I(თ – ჩ,ი: + 8M) III% _ 

ჩლ0 2” 

შევნიშნოთ, რომ ჯ არის სიმკვრიეის წერტილი #-სთვის მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ, როცა ჯ არის გაიშვიათების წერტილი #-ს დამატებისათვის, 

სიმკვრივის წერტილის ცნება წააგავს სიმრავლის შიგა წერტილის ცნებას 

და გამოხატავს იმ მოვლენას, რომ ჯ წერტილი თითქმის სრულადაა გარშე- 

მორტყმული ჯ სიმრავლის წერტილებით, გაიშვიათების წერტილის ცნება კი 

წააგავს სიმრავლის გარე წერტილის ცნებას ღა გამოხატაეს მოვლენას, როცა 

# წერტილი თითქმის სრულადაა გარშემორტყმული # სიმრავლის გარეთ 

მდებარე წერტილებით. 
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თეორემა 10.#.2. ვთქვათ, M ზომადი სიმრავლვა წრფე··ხე. მაშინ თით- 

ქმის ყოველი 1:: C # წერტილი არის # სიმრავლის სიმკვრივის წერ- 

ტილი, ხოღ·ო თითქმის ყოველი ჯ წ წე: წერტიღ·ი არის #, სიმრავლის 

გ·)(·შვიათების წერტილი· 

დამტკიცება. ცხადია, X> ლოცალურად ჯამებადი ფუნქციაა, ამიტომ, თე- 

ორემა 12.4.I-ის ძალით, თითქმის ყოველი ჯ წერტილისათეის გეექნება, რომ 

Iი 1/ = X8(ჯ7) 
ICI0 I-5> I1) /,,X8 _ X6ს7). 

შემღეგ, თუ გავითეალისწინებთ +| ჯX#M = ||IL||C[ ტოლობას და გღეარს 

განვიხილავთ მხოლოდ / = (ჯ – ჩ,ჯ + #) სახის მონაკვეთების მიხედვით. 

დავრწმუნდებით თეორემის სამართლიანობაში, C) 

II ლებეგის წერტილის ცნება. ვთქვათ, # C L არის რაიმე ზომადი 

სიმრაელე, ჯ არის #L-ს შიგა წერტილი, / C ჩ(ს) და /(>) # +C. > 

წერტილში იზწტეგრალის დიფერენცირებადობის გამომხატველი ტოლობა: 

1 
" _ = 

I§|(=|)|·"|—·= III /,] #(5), 

შეიძლება შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

· 1 „ტო, ,, უ; / IVC) – / ფ)ძოცი =9. ი) 
თუ /# ფუნქცია აკმაყოფილებს კიდევ უფრო ძლიერ ჰპირობას შემდეგი ტოლობის 

სახით: 

- 1 _ 

„ ტი, , 1 / III – /დ)ძოდ) =0, დ) 
მაშინ ამბობენ., რომ ჯ არის / ფუნქციის ლებეგის წერტილი. 

ინტეგრალის დიფერენცირებადობისა დღა ლებეგის წერტილის ცნების გა- 

მომსატველ ჰირობებს (ე.ი. (1) და (2) ჰირობებს) შეიძლება შეეხედოთ რო- 
გორც / ფუნქციის საშუალოდ უწყვეტობას ჯ წერტილში. (2) პირობის შემ- 

თსვევაში, უწყვეტობის ფაქტორი -ჟუფრო გამოკეეთილია, რაც აიხსნება იმით, 

რომ (1) ტოლობის შესრულება შეიძლება გამოწვეული იყოს /(V) – #(«) 
ნაზრღდის დადებითი და უარყოფითი მნიშენელობების ურთიერთჩაქრობის (ე.წ. 

ინტერფერენციის) ხარჯზე. მაშინ როცა (2) ტოლობის შესრულება უ კავშირ- 

დება ნაზრდის აბსოლუტური სიდიდის სიმცირეს. 

აღენიშნავთ, რომ ლებეგის წერტილებში უზრუნველყოფილია ფუნქციის 

გასაშუალების მთელი რიგი პროცესების კრებადობა (მაგალითად, ფუნქციის 

ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივის არითმეტიკული საშუალოების კრება- 

დობა). რაც აიხსნება ზემოთ ნახსენები საშუალოდ უწყეეტობის მოვლენით. 
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თეორემა M2.#.3. ნებისმიერი / 6 #იIს%) ფუნქციისათვის თით··]ეის 

ყოველი ჯ C IL წერტილი არის ლებეგის წერტილი. 

დამტკიცება. განეიხილოთ ჯამებადი / ფუნქციის შემთსვევა. ლოკალურად 

ჯამებად ფუნქციებზე დებულების გავრცელება ხდება თეორემა 12.4.1-სთვის 

გამოყენებული სქემით. 

მსჯულობა თითქმის სრულად იმეორებს ლებეგის თეორემის შემთსვევაში 

გამოყენებულ სქემას. 

თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ თეორემა ცხადია უწყვეტი და ჯამე- 

ბადი ყ ფუნქციისათვის, უფრო მეტიც, ასეთი ფუნქციებისათვის (2) ტოლობა 

შესრულდება უკლებლივ ყოველ წერტილში. 
ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი X > 0-სთვის შემდეგი სიმრაელე: 

ჩ = (V: ]I] #C)| > 2) 
161(::) 'ლბ. |1| 

არის ხული ზომის, 

ადვილი დასანახია, რომ ყველა იმ წერტილის სიმრავლე, რომლისთვისაც 

არ სრულდება (2) ტოლობა, წარმოდგება #M)/. ( C M) სიმრავლეების გა- 

ერთიანების სახით. ამიტომ , (X > 0) სიმრავლეთა ნულზომიანობის დამ- 

ტკიცების შემთხვევაში საჭირო დასკვნა დადგენილი იქნება. 

ვეთქვათ, X > 0. თეორემა 11.4.4-ის ძალით ნებისმიერი § > 0-სთეის 

შეგვიძლია ვიპოვოთ უწყვეტი და ჯამებადი ყ ფუნქცია, რომლისთვისაც 

IV -9 <+. ) 
|:4 

9-ს უწყვეტობის გამო ნებისმიერი ჯ-სთვის, 

1 
|I) – – ძ(ჯ)| = 0. 4 „ თ, , ე / I9 -9- =9 C 

განევიხილოთ რაიმე ჟ წერტილი. შევაფასოთ ო ჯ1I – #(თ)| გამოსა- 

ხულება შემდეგნაირად: 

1 1 1 

II—I/II!—!·(I)I < II—I/;II—!]I + I–I—I/I·|9—9(I)| + |9() – /(თ)I. 

აქედან, (4)-ის გათვალისწინებით ადვილი დასანახია, რომ 

_ 1 ი ; 
16·(11)[?1_"ო /, II – #(2)| ჭ,ყ(ჯ·ლ[_”ო /I I/I – 9) + |9(ჯ) – /(თ)| < 

< M(/ – 9M>) + |9(2) – /(9)I. (5) 
(5)-დან გამომდინარე დავწერთ, 

#. C 17 : M(/ – ყ)(2:) > X1C (თ : |0(=) – /#(%)| > » = 4Vს 8. 
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M ოპერატორისათვის სუსტი (1,1) ტიჰის უტოლობის ძალით;: 

5 (4I<5 / M -. 
ჯ 

8 სიმრავლის ბომა კი, ჩებიშევის უტოლობით, შემდეგნაირად შეფასდება: 

1 ვჭ—/ – ეI II,8| ჯ!·!/ 9I 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ (3)-ს, დავწერთ, რომ 

66 
), < ––, |»XI+ < 3 

საიდანაც, 6 > 0-ის ნებისმიერობის საფუძველზე დავა!კვნით #» სიმრაელის 

ნულზომიაჩობას, ამით თეორემა დამტკიცებულია, CI 

IV. ზომად ფუნქციათა აპროქსიმაციულად უწყვეტობა. ამ პუნქტში 

განვიხილაეთ უწყვეტობის ცნების კიდევ ერთ ვარიანტს - აპროქსიმაციულად 

უწყეეტობას, რომლის განსაზღვრა ხდება სიმკვრიეის წერტილის ცნების სა– 

ფუძველზე. 
ეთქვათ, / არის # C M სიმრავლეზე განსაზღვრული ფუნქცია, # C L და 

ჯ C 4. ჯ ფუნქციას ეწოდება / სიმრავლის გასწვრივ უწყვეტი » წერტილში, 
თუ /|-ის შეზღუღვა 4-ზე არის უწყვეტი ჯ-ში. 

ჯ, C M სიმრავლეზე განსაზღვრულ ( ფუნქციას ეწოდება აპროქსიმაციუ- 
ლად უწყვეტი ჯ C » წერტილში, თუ მოიძებნება ზომადი „> C L სიმრავლე 
თვისებებით; 

« ჯ C 4 და ჯ არის ,1-ს სიმჯერივის წერტილი; 

ა / არის 4(1I სიმრავლის გასწვრიე უწყეეტი »-ში. 

ყოველი უწყვეტობის წერტილი არის აპროქსიმაციულად უწყვეტობის 
წერტილიც (ამის დასადგენად საკმარისია, 4 სიმრავლის როლში ავიღოთ 

რიცხვითი წრფე). დირიხლეს ფუნქციის, ე.ი. რაციონალურ რიცხეთა სიმრაე- 

ლის მახასიათებელი ფუნქციის მაგალითი კი გვიჩვენებს, რომ შებრუნებული 

დასკვნა, საზგოგადოდ, არაა სამართლიანი. 

ლუზინის თეორემა ადგენს გარჯვეულ სიახლოეეს ზომად ფუნქციათა და 

უწყვეტ ფუნქციათა კლასებს შორის. ამ სიახლოვის კიდევ ერთი გამოხატუ- 

ლებაა შემდეგი დებულება. 

თეორემა 8.#.#. ზომად ჯ C I სიმრავლეზე განსაზღლვრული ნების- 
მიერი ზომადი და სასრული / ფუნქცია აპროქსიმაციულად უწყვეტია 

თითქმის ყოველ 2 C L წერტილში. 
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დამტკიცება. M#-ით აღვნიშნოთ # სიმრავლის ყველა იმ წერტილის სიმ- 

რავლე. რომელშიც / არაა აპროქსიმაციულად უწყვეტი. 

განვიხილოთ წებისმიერი C > 0 რიცსვი. ლუზიხის თეორემის ძალით (იხ. 

თეორემა 7.9.2) შეგვიძლია ვიპოვოთ ზომადი X C # სიმრავლე თვისებე- 

ბათ: |# V #I < § და / ფუნქციის შებღუდვა #' სიმრავლეზე არის უწყვეტი. 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ ზომადი სიმრავლის თითქმის ყოველი წერტილი 

მისივე სიმკვრივის წერტილია, დავასკვნით #-ის აპროქსიმაციულად უწყვეეტო- 

ბას #-ის თითქმის ყოველ წერტილში. აქედან გამომღინარე, V ჩართულია 

ჯ V ». სიმრავლისა და #-ის ნულზომიანი ქვესიმრავლის გაერთიანებაში, რის 

საფუძველზეც ვღებულობთ |MVI., < § შეფასებას, აქედან კი, C > 0 ნების- 

მიერობის გათვალისწინებით ვასკვნით / სიმრავლის ნულზომიანობას. ამით 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

ამოცანები 

1. აჩვენეთ, რომ თუ ჯ არის ზომადი # სიმრავლის სიმკვრივის წერტილი, 

მაშინ 
II 0 I _ 

ICI(>), I–>+ჯ ||| L 

2. აჩვენეთ, რომ სიმრავლის სიმჯვრიეემ წერტილში შეიძლება მიიღოს ნებისმი- 

ერი თ C (0,1) მნიშვნელობა, ე.ი. ნებისმიერი თ, C (0,1)-სთვის მოიძებნება 

ზომადი /; სიმრავლე, ისეთი, რომ ,!ლ)“—,?·”“) () #I/2ჩ = თ. 

3. აჩვენეთ, რომ წერტილში სიმრავლის სიმკერივე შეიძლება არ არსებობდეს, 

ე.-ი, ააგეთ ზომადი # სიმრავლე. რომლისთვისაც არ არსებობს ბღვარი: 

,ჭ!_!·!ხ I(-–ჩ, #) ო #)I / 2#. 

4. აჩვენეთ, რომ / C #(IL) ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალის დიფერენცირება- 

დობის წერტილი (ე.ი. წერტილი, რომელშიც ; #,# -> #(თ)) შეიძლება არ 
იყოს / ფუნქციის ლებეგის წერტილი, 

5. აჩვენეთ, რომ | C #((ი,ხ)) ფუნქციის ყოველი ლებეგის წერტილი არის 

მისი აპროქსიმაციულად უწყვეტობის წერტილი. ააგეთ ფუნქციის მაგალითი, 

რომელიც გვიჩვენებს, რომ შებრუნებული დებულება საზოგადოდ სამართლი- 

ანი არაა. 
6. აჩვენეთ, რომ L-ზე განსაზღვრული ზომადი და შემოსაზღვრული ფუნქციისათ- 

ვის ყოველი აპროქსიმაციულად უწყვეტობის წერტილი არის მისი ლებეგის 

წერტილი, 

§ 5. საკითხი ლებეგის ინტეგრალის შეშვეობით პირველყოფილი 
ფუნქციის აღდგენის ”შესახებ 

განვიხილოთ დიფერენცირებისა და ლებეგის მიხედვით ინტეგრების ოპერ- 

აციათა ურთიერთშებრუნებადობის საკითხის მეორე ასჰექტი: არის თუ არა 

ლებეგის მიხედვით ინტეგრება შებრუნებული ოპერაცია გაწარმოებისათვის? 
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კერძოდ, ამოცანა მდგომარეობს შემდეგში: ვთქვათ, / არის !ი,ხ) სეგმენ- 

ტხე წარმოებადი ფუნქცია და ცნობილია, რომ #” C (IM,ხ)). მაშინ 

სამართლიანია თუ არა წარმოდგენა: 

#(<) = #(თ) + ]!| (ჯ C Iი,ხ))? (1) 
ძი,ჯ 

ე·ი. ლებეგის ინტეგრალი აღადგენს თუ არა პირველყოფილ ფუნქციას 

მისი სასრული და ჯამებადი წარმოებულის მეშვეობით? 

შემოსაბღერული წარმოებულის შემთხვევაში ამ კითხეაზე დადებითი ჰა- 

სუხი მოცემული იყო §9.4-ში. სრული ზოგადობით საკითხის გადაწყეეტა მო- 

ითხოვს დამტკიცების გაცილებით რთული მეთოდების გამოყენებას, 

დასმული საკითხის გადაწყვეტა მჭიდროდაა დაკაეშირებული შემდეგ ამოც- 

ანასთან: დავახასიათოთ ·მეეღეგი სამი თვისების მქონე # ფუნქციები: 0) 

# თითქმის ყვეელვან წარმოებადია; 0I) I C ჯL(Iი,ხ)) და (III) / ფუნქცი- 

ისათვის ადგილი აქვს (1) წარმოდგენას. აქ ჯ” გაიგება, როგორც Lი,ხ; 

სეგმენტბე განსაზგღერული ფუნქცია, რომლის მნიშვნელობები /-ის არაწარმო- 

ებადობის წერტილებში მიიჩნევა ნულის ტოლად. 

C)-0") თვისებების მქონე ფუნქციის შესახებ ამბობენ, რომ ის წარმოდგება 

ლებეგის განუსასღვრელი ინტეგრალის სახით. ასეთ ტერმინს გამართლება 

აქეს შემდეგი დებულების საფუძეელზე: (თ,ხ) სეგმენფხე განსახღვრული / 

ფუნქციისათვის შემდეგი წინადადებები ტოლფასია: 

./ ფუნქციას აქვს C1)-(III) თვისებები; 

« / წარმოდგება რაიმე ჯამებადი ფუნქციის ლებეგის განუსაზღვრე- 

ლი ინტეგრალის სახით, ე.ი. მოიძებნება ძ C L(I|ი,ხ)) ფუნქცია, 

ისეთი, რომ 

/0 =/0+/ 9  (+CIხ). 
'ი,ჯ) 

ცხადია, მეორე წინადადება არის პირეელის შედეგი, შებრუნებული იმპლი- 

კაციის დასადგენად უნდა გამოვიყენოთ ლებეგის თეორემა ინტეგრალის დი- 

ფერენცირების შესახებ. ამ თეორემის ძალით, თითქმის ყოველ ჯ C |0ი,ხ: 

წერტილში / წარმოებადია და სრულდება ტოლობა /”(–) = ი(ჯ). აქედან 

გამომდინარე, /-ს აქვს (1)-(0II) თეისებები. 

ამრიგად, თუ # ფუნქცია წარმოდგება ლებეგის განუსაზღვრელი ინტეგრა- 

ლის სახით, მაშინ ეს წარმოდგენა აუცილებლად /|-ის წარმოებულის განუსაზ- 

ღვრელი ინტეგრალის მეშეეობით მოხდება. 

ამ თავის შემდგომი პარაგრაფები დაეთმობა ზემოთ დასმული ორი ამო- 

ცანის შესწავლას, ორივე მათგანი გადაწყვეტილი იყო ლებეგის მიერ. 
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·მენი·შვნა ხ.5.L არსებობს წარმოებადი ფუნქცია, რომლის წარმოებული 

არის შემოუსაზღვრელი, მაგრამ არის ჯამებადი, ასეთი # ფუნქციის ასაგებად 

საჭაროა განვიხილოთ |0,1) მონაკვეთზე განსაზღვრული არაუარყოფითი # 

ფუნქცია თვისებებით: # უწყვეტია ყოველ დ: C |0,1) წერტილში, # შემოუსაზ- 
ღვრელია, / C #L(I0,1)) და 

/ #=9(0) (<+0). (2) 
(1<–46,1) 

ასეთი თვისებების / ფუნქცია ჩავთვალოთ ცნობილად, მაშინ ”' ფუნქცია 

განესაზღვროთ, როგორც /-ის ლებეგის ინტეგრალი ცვლადი ზედა საზღვრით: 

#L(C»>) = ]·|ე_:ჯ # (2:CI0,1)). 

I0,1) მონაკვეთზე / ფუნქციის უწყვეტობის გამო გვექნება, რომ ყოველი 
ჯ C I0.1) წერტილისათვის, #7(ჯ) = #(ჯ). რაც შეეხება ჯ = 1 წერტილში 

წარმოებადობას: (2) პირობის გათვალისწინებით, მარტივი დასანახია, რომ 

ჯ"(1) არსებობს და ნულის ტოლია. ამრიგად, ” ფუნქციას ყოველ წერტილ- 

ში აქვს წარმოებული, რომელიც ერთდროულად არის შემოუსაზღვრელიც და 

ჯამებადიც. 

ახლა ავაგოთ ზემოთ მითითებული თვისების მქონე # ფუნქცია. ამისათვის 

:0,1) მონაკვეთი დავყოთ 

1 1 ჭ,.·=[1–2,··—_1,1—ჯ) (L C M). 

მონაკვეთებად. 

შემდგომში შევთანხმდეთ, რომ I C [0, 1] მონაკვეთისათვის და ჩ # 0 

რიცხვისათვის, 1, ,-ით აღნიშნული იქნება |0,1)-ზე განსაზღვრული ფუნქცია, 

რომელიც ნულის ტოლია I მონა)ვეთის გარეთ და რომლის გრაფიკი 0> 

ღერძთან ერთად ქმნის ტოლფერდა სამკუთხედს I მონაკვეთის ტოლი ფუძით 

და წვეროთი (C, ჩ) წერტილში, სადაც C არის /1-ს შუაწერტილი. 

ყოველი I;-სათვის #6,.-ს კონცენტრული I,. C #,. მონაკვეთი შევარჩიოთ 

იმდენად მცირე, რომ /,, . ფუნქცია აკმაყოფილებდეს პირობას: 

(293. 
, ლ -, ი) II ს < “ჯ 

ახლა განვიხილოთ / |0,1|) –» IL ფუნქცია, რომელიც ყოველ /ბ, უბანზე /,, « 

ფუნქციის ტოლია (ნახ. 12.2). 

შევამოწმოთ (2)-ის სამართლიანობა., დანარჩენი თვისებები ცხადია. გან- 

ვიხილოთ ნებისმიერი C C (0,1) რიცხვი. . იყოს ინდექსი, რომლისთვისაც 

წჭ? <6< #–I მაშინ (3)-ის ძალით გვექნება, რომ 

/[;–6·11] < /[1—#?1·.1] #= ჯ;: /41· #MIV.# < 

(3) 
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ნახ. 12.2. 

CC წ ' > 'ბი _ 1 11 
< 5 _ <«-– 5 - = – < 
L ს=L |C - ICC = |4,·| ;C; 2,··:—1 - 

რითაც ცხადია, (2) დადგენილია. 

თი
 

შენიშვნა 12.5.2. ლებეგის ინტეგრალი სრულად ვერ წყვეტს პირველყო– 

ფილის აღღგენის ამოცანას, რადგანაც არსებობენ ფუნქციები არაჯამებადი 

წარმოებულით, ასეთი ფუნქციის ასაგებად საჭიროა განვიხილოთ [0, 1] მონ·უ– 

ეეთბე განსაზღვრული და ყოეელ ჯ C |0,1) წერტილში უწყვეტი / ფუნქცია. 
რომლის არასაკუთრივი ინტეგრალი: 

·ც.;)./ #= "I·I·I/ 2 
I0,1) 6504#01-ი 

არის პირობით კრებადი (ე.ი, კრებადია, მაგრამ არაა აბსოლუტურად კრე– 

ბადი), ამასთან, 1-ის მიდამოში / ფუნქცია განიცდის ძლიერ ოსცილაციას იმ 

თვალსაზრისით, რომ 

”0·1)·/"-!·" #ჯ=29() (5->0). (4) 

ასეთი თვისებების / ფუნქცია ჩავთეალოთ ცნობილად, მაშინ L' ფუნქცია გან“ 

ესაბღვროთ შემდეგნაირად: 

·1· I” ჯ C [01 1); X"(ჯ) = (0.«| 

(თ) [·”·9· ·“0·11 #, §ჯ=1. 

(0,1) მონაკვეთზე / ფუნქციის უწყვეტობის გამო გვექნება, რომ ყოვეფი 
ჯ C |I0,1) წერტილისათვის, #”(2) = /(ჯ). რაც შეეხება ჯ = 1 წერტიგი 
წარმოებადობას: (4) პირობის გათვალისწინებით მარტივი დასანახია, რომ 

XI(1) არსებობს და ნულის ტოლია, ამრიგად, ” თფუნქციას ყოველ წარ- 
ტილში აქვს წარმოებული, ვაჩვენოთ #”-ის არაჯამებადობა, მართლაც, 0 11 

მონაკვეთზე L” ემთხვევა / ფუნქციას, რომლის რიმანის არასაკუთრიეი ინ ა' 

რალი ამ მონაკვეთზე არაა აბსოლუტურად კრებადი. ეს უკანასკნელი პიოტჰჭე 
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კი. თეორემა 9.3.1-ის ძალით, იწეევს იმას, რომ / თ #((0,1)). შედეგად- 

L" C LL:0,1)). 

ახლა ავაგოთ ზემოთ ჩამოთვლილი თვისებების მქონე / ფუნქცია. ვისარ- 

გებლოთ წინა შენიშვნის აღნიშვნებით. ყოველი #-სათვის #, დავყოთ ერთი 

და იგივე სიგრძის 1,1 ..., I.,, მონაკვეთებად და განვიხილოთ ფუნქცია: 

” 

I = 2 ,(-1) / „2 
7)1=1 

ამრიგად, /, ფუნქციის გრაფიბე რიგ-რიგობითაა განლაგებული ქეემოთ და 

ზემოთ მიმართული სამკჯუთხა უბნები 1 ,, ფუძით და 2+-ს ტოლი სიმაღლით 

(ნახ. 12.3). 

” 

ნახ. 12.3. 

ცხადია, /, უწყვეტია და ნულის ტოლია /ბა,-ს გარეთ, ამასთან, ადეილი 

შესამოწმებელია, რომ: 
1 

I·,·L· =5:) 5 1 VI- (5) 

M =0, (6) 
რ 

ყოველი / C #, მონაკვეთისათვის სრულდება შეფასება: 

ბჯ 
I / M < <1 I· (7) 

ახლა განვიხილოთ / (0,1) – I ფუნქცია· რომელიც თითოეულ იგბ,, 

უბანზე /, ფუნქციის ტოლია. ცხადია, ჯ უწყვეტია ყოველ ჯ C |0,1) წერტილ- 

ში. არასაკუთრივი ჯ.ჯ». ]·[ც·" # ინტეგრალის პირობით კრებადობა ადეილად 

მტკიცდება /,. ფუნქციების (5) – (7) თვისებების საფუძველზე, დავადგინოთ 

(4)-ის სამართლიანობა, განვისილოთ ნებისმიერი § C (0,1) რიცსვი. ჯ#. იყოს 
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ინდექსი, რომლისთვისაც 1 – C წერტილი მოთავსებულია 04. მონაკჯვეთში, 
(5) – (7) პირობების გათვალისწინებით ადვილი დასანახია, რომ 

ლ 

"·I”·/ !|= / #ჩ. + ] : 
I I1<–5,1) ! (1-6,1)იტს, ” 2 ტ–ა, ]L #=X%.+1 

= , / !L·,I <1%MI< C. 
IL-6.IIობტ., 2”% 2”- 

ამით, (4) დამტკიცებულია, 

შენიშვნა L.5.4. პირეელყოფილის აღდგენის ამოცანის სრული გადაწყვე- 

ტა მოიცემა ა. დანჟუას მიერ შემოღებული ინტეგრების პროცესით (ის, მაგ. 

წიგნები: (28). (30), (11, (121). 

შენიშვნა Vხ.2.#. 12.5.1 და 12.5.2 შენიშვენებში მოცემული მაგალითები 

შეიძლება აიგოს სხევა გზითაც (იხ. ამოცანები პარაგრაფის ბოლოს). 

ამოცანები 

1, განეიხხილოთ (|0,1) სეგმენტზე შემდეგჩაირად განსაბღვრული / ფუნქცია: 
1(0) = 0 და /(C) = 29 სი 1. როცა > C (0, II. აჩეენეთ, რომ / ყოველ 
წერტილში წარმოებადია და მისი წარმოებული არის შემოუსაზღერელი და 
ჯამებადი ფუნქცია. 

2. განვიხილოთ |0,1) სეგმენტზე შემდეგნაირად განსაზღვრული / ფუნქცია: 

#(0) = 0 და /(«) = «2C0§ -», როცა » C (0, 1|. აჩეენეთ, რომ / ყოველ 
წერტილმში წარმოებადია და მისი წარმოებული არის არაჯამებადი ფუნქცია. 

§6. ზრდადი ფუნქციის დიფერენციალური თვისებები 

ამ თავის დარჩენილ ნაწილში ვიგულისხმებთ, რომ (ი,ხ) არის სასრული 

სიგრძის გადაუგვარებელი სეგმენტი და განვიხილავთ |თ“,ხ) სეგმენტზე განსაზ- 

ღვრულ ფუნქციებს. 

თეორეეა M.ნ.1. ყოველი ზრდადი ფუნქცია არის შეეოსა·ხღვრული, 

·სომადი და მისი წყვეტის წერტილთა სიმრავლე არაუმეტეს თვლადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ზრდადი ( : (ი,ხ| –» L ფუნქცია. 
#-ის შემოსაზღვრულობა ცხაღია, გადავიდეთ /|-ის ზომადობის დამტკიცებაზე. 

ნებისმიერი ( C ჯ რიცხეისათეის [ #ჯ< L] სიმრავლე იქნება ან ცარიელი, ანაც 

ერთ-ერთი |(ი,0)| და (თ,C) სახის მონაკვეთებს შორის. მართლაც, (/ < #) 

სიმრავლის არაცარიელობის შემთხვევაში განეისილოთ C = §სდი(2 C (ი,ხ) 

#() < L) რიცხვი. მაშინ, / ფუნქციის ზრდადობის გამო, ადვილი დასანახია, 

რომ (/ <1) არის Iი,CI ან |ი,ი) მონაკვეთი შესაბამისად, იმისდა მიხედვით, 

#(ო <% თუ /(ო >L. ამით / ფუნქციის ზომადობა დადგენილია. 
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# ფუნქციის ბზრღდადობის გათვალისწინებით, ადღვილი შესამოწმებელია შემ- 

დეგი წინადადებების სამართლიანობა: 

« ყოველ ჯი C I|ი,ხ) წერტილში არსებობს /-ის მარჯვენა ზღვარი - 

#(თ0+0), რომელიც IVIL / (ჯ>) : >ი < დ < ხ) გამოსასულების ტოლია; 
« ყოველ ჯი C (ი,ხ| წერტილში არსებობს /-ის მარცხენა ზღვარი 

#(თი – 0), რომელიც §სი(#/(თ) თ < ჯ» < ჯი1 გამოსასულების 
ტოლია: 

« ყოველი Xი C (ი,ს| წერტილისათვის სრულდება შეფასებები: #(+#ი0 – 

0) < /(2:0) < /(«ი0+0). აქ /(ს+0) მიიჩნევა /(ხ)-ს ტოლად, ხოლო 

#(0 – 0) კი /(0)-ს ტოლად; 
« ჯ ფუნქცია წყვეტილია ჯი C |(ი,ხ| წერტილში მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა /(თი – 0) < #(«0 +0). 

თუ ჯე არის / ფუნქციის წყვეტის წერტილი, მაშინ ჯე-ის შესაბამისი /-ის 

ნახტომის ინტერვალი ვუწოდოთ 7(2:0) = (#(2“0 – 0), /(>0 +0)) მონაკვეთს, 
შევნიშნოთ, რომ ნახტომის ინტერვალები წყეილ-წყვილად თანაუკვეთია. მარ- 

თლაც, განვიხილოთ ნებისმიერი ე; და V წყვეტის წერტილები, სადაც ე; < ყ. 

მაშინ, /-ის ზრდადობის გათვალისწინებით, ადვილი დასანახია შემდეგი შეფა- 

სებების სამართლიანობა: 

#(2 –0) < /(C+0) < /(=7-V) < /(ც – 0) < /(#+9). 
რაც იწვევს I(>) და I(ყ) ნახტომის ინტერვალების თანაუკვეთობას. 

ზემოაღნიშნულის შემდეგ, / ფუნქციის წყვეტის წერტილთა სიმრაელის 

არაუმეტეს თვლადობის დასადგენად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ წრფის წყვილ- 

წყვილად თანაუკვეთ ინტერვალთა ნებისმიერი # კლასი არაუმეტეს თვლადია, 

მართლაცს, ყოველი I C # ინტერეალიდან ავარჩიოთ რაიმე რაციონალური დ, 

რიცხვი, მაშინ, #-ში შემავალი ინტერვალების თანაუკვეთობის გამო, ერთმა- 

ნეთისაგან განსხეავებული I და / ინტერვალებისათვის ჯ,; და ე:, წერტილები 

განსხვავებული იქნებიან, აქედან გამომდინარე, # კლასი ეკვივალენტური იქ- 

ნება (>,; 71 C #) სიმრავლისა, ეს უკანასკნელი კი არაუმეტეს თვლადია, 

როგორც ლდ-ს ქვესიმრავლე. ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა L.ნ.1, |თ,ხ| სეგმენტის ნებისმიერი არაუმეტეს თვლადი ჯ; სიმრავ- 
ლისათვის არსებობს ზრდადი ფუნქცია (იხ, ამოცანა | პარაგრაფის ბოლოს), 

რომელიც წყვეტილია ყოველ ჯ C # წერტილში და უწყვეტია ყოველ ჯ C # 
წერტილში. 

ვთქვათ, / თითქმის ყოველ წერტილში წარმოებადი ფუნქციაა. შევთანსმ- 

დეთ. რომ |”-ით აღვნიშნოთ ფუნქცია, რომელიც /”(::)-ის ტოლია /-ის წარმო- 

ებულის არსებობის წერტილებში და ნულის ტოლია დარჩენილ წერტილებში. 
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სამართლიანია შემდეგი უმნიშვნელოვანესი თეორემა ზრდადი ფუნქციის 

დიფერენციალური თვისებების შესახებ. 

თეორემა #.6.2:. თუ / ფუნქცია ზრდადია, მამინ / წარმოებადია 
თითქმის ყეელგან, /” C L(IთV,ხ)) და სრულდება შეფასება: 

/ „' < #() – /(9). 
(თ.ს| 

ვთქვათ, / რაიმე ფუნქციაა და ჯ C (ი,ხ. / ფუნქციის ზედა და ქვე- 

და წარმოებულები ჯ წერტილში შესაბამისად აღინიშნებიან #(/X(>) და 

#X/)(თ) ჩანაწერებით და განისაბღვრებიან შემდეგნაირად: 

წ(])(ე) = Iი [ ჯსი M]· 
ბ–0 0<IMI<48 /ი 

—·ე—(!)(ჯ) = ·!L% [0(”:!·(6 

ცხადია, #IX(/)(თ) < MX(#)(თ) და #X(/)(>) > 0, როცა / არის ზრდადი, / ფუნ- 
ქცია წარმოებადია ჯ წერტილში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #X(/)(ჯ) და 

#(/)(ჯ) არიან ერთმანეთის ტოლი სასრული რიცხვეები. შევნიშნოთ აგრეთეე, 

რომ ზეღა და ქეედა წარმოებულები წარმოადგენენ !(I—···”;·—MC:—) ფარდობის 

ზღვრებს გარკვეული მიმდევრობების გასწვრიე, ე.ი. მოიძებნებიან ჩ –3 0 და 

Iე –+ 0 მიმდევრობები, რომელთათვისაც 

ნით = ს -+-) -/5 ა იდ = ჯი #5+%) - #C), 

ლემა %.6.1. ვთქვათ, / მკაცრად ზრდადი ფუნქციაა, 0 < C < C% და 

# C (C,ხ) სიმრავლის ყოველი წერტილისათვის, #X(/)(თ) < C. მაშინ 
+#(#) ანასახის გარე ზომისათვის სამართლიანია შეფასება: 

II (85)I- < CIL.. 
დამტკიცება. განვიხილოთ ხებისმიერი § > 0 რიცხვი, წ სიმრავლე დავ- 

ფაროთ ღია შემოსაზღვრული C სიმრავლით, რომელიც #.-სთან ახლოა იმ 

თვალსაზრისით, რომ აკმაყოფილებს შეფასებას;: 

ICI < I65I. + 6. (1) 

IL იყოს ყველა იმ (თ,/) C (ი,ხ| სეგმენტის კლასი, რომელიც შედის C 
სიმრავლეში და აკმაყოფილებს პირობას: 

I(8) – I(თ) 
ჩ-ძთ 

# იყოს ყევეელა იმ (/(ი),/(8)) სახის სეგმენტის კლასი, სადაც (ი, 8| C 

IL. / ფუნქციის მკაცრად ზრდადობის გათვალისწინებით ადვილი დასანახია, 
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რომ: 1) # კლასის ყოველი სეგმენტი გადაუგვარებელია: 2) ყოველი 1 C # 

სეგმენტისათვის არსებობს ერთადერთი (C,/8) C II სეგმენტი, რომლისთვისაც 

ჯ = (/(0), #(8)), ამასთან, (C, ) = /–1(/). 
ჩანაწერების სიმოკლისათვის შემოვილოთ აღნიშვნა: თუ 1 = |C,/| C IL 

მაშინ /ჩ იყოს (/(თ), /(#)| სეგმენტი. 
II კლასის განსაზღვრის ძალით სრულდება შეფასება: 

II”I<(C+9)II (1CI9M. (2) 

ამ შეფასების ეკვივალენტური ფორმულირება მოიცემა შემდეგნაირად: 

III<(C+9)II '( (ჯ<V). (3) 

დამტკიცებისათვის არსებითი გარემოებაა ის ფაქტი, რომ /# კლასი წარმო- 

ადგენს /((L) სიმრავლის ვიტალის აზრით დაფარვას, მართლაც, განეიხილოთ 

ნებისმიერი ჯ C L წერტილი. 1IX#)(2) < C +6 პირობის გამო მოიძებნება II 

კლასის სეგმენტების (1,„) მიმდეერობა, რომლის წევრების ერთ-ერთი ბოლო 

არის ჯ წერტილი და |I»| –+ 0 (ი –+ თი). მაშინ ცხადია. /I(ე:) C I# (ი C M) 
და ამასთან. (2)-ის ძალით სამართლიანია |I#I < (C + §)II| (ი C M) 

შეფასება. ამრიგად, ნებისმიერი ჯ C #-სათვის, # კლასში მოიძებნა /(>) 

წერტილის შემცველი და მისკენ მოჭიმვადი სეგმენტთა მიმდევრობა, ე.ი. # 

კლასი ვიტალის აზრით ფარავს /(L) სიმრაელეს. აქვე შევნიშნოთ, რომ 

#-ის ბრდადობის ძალით # კლასის წევრები ჩართული არიან |((ით), /(ხ)| 
სეგმენტში. 

გამოვიყენოთ 12.2.2 თეორემა /#(L) სიმრავლისა და / კლასისათვის, 

შედეგად, ვიპჰოვით წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ სეგმენტთაგან შედგენილ ” C 
# ქვეკლასს, რომლისთვისაც 

II(5)I. < 2,III. 
I6M 

ცხადია, რომ /“1(/) (L C #) სეგმენტებიც იქნებიან წყვილ-წყვილად თა- 
ნაუკვეთი, საიდანაც (1) და (3) შეფასებებისა და II კლასის განსაზღვრების 

საფუძველზე დავწერთ, 

II(8)I- < 2,III< >,(C +5)I„”'(1)| = 
ICV' ჯCV” 

= (C +5)| L | ]—1(1)| <(C+5)|C) < (C + §XI#I. + §). 
#ჰCV” 

თუ მიღებულ შეფასებაში გავითვალისწინებთ § > 0 რიცხვის ნებისმიერობას, 

მაშინ დავასკვნით, რომ | I(#)I. < CI#I.. ლემა დამტკიცებულია. L) 
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ლემა 1.ნ.2. ვთქვათ, / მკაცრად ზრდადი ფუნქციაა, 0 < C < % და 

#; C |თ,ხ) სიმრავლის ყოველი წერტილისათვის, ჯ(/ )(C) > C. მაშინ 

IMI(C8>) ანასახის გარე ზომისათვის სამართლიანია შეფასება: 

II(.5)I» > CI8I.. 

დამტკიცება. ვთქვათ, V არის #-ს ყველა იმ წერტილის სიმრაელე, 

რომელშიც # ფუნქცია განიცდის წყვეტას. თეორემა 12.6.I1-ის ძალით, M 

არაუმეტეს თვლადია, ცხადია, ასეთივე იქნება /(MV) ანასახიც. შემდეგ, იმის 

გათვალისწინებით, რომ არაუმეტეს თვლადი სიმრაელის გამოკლება გავლენას 

არ ახდენს სიმრავლის გარე ზომის მნიშენელობაზე და / მკაცრად ზრდადია, 

დავწერთ ტოლობებს; 

|8I. = | = VMI.. I#(%)I. = I(8) V/#(IM)I- = |I#(8 V M)I.. 

ამრიგად, თუ დებულებას დავამტკიცებთ #; V V სიმრავლისათვის, მაშინ ის 

დადგენილი იქნება # სიმრავლისთვისაც, 

ზემოაღნიშნულის საფუძველზე, საკმარისია მსჯულობა ჩავატაროთ იმ შემ- 

თხვევაში, როცა / ფუნქცია უწყვეტია # სიმრავლის ყოველ წერტილში. 

გაჩეიხილოთ ნებისმიერი § C (0,C) რიცხეი. /(8) სიმრავლე დაეფა- 

როთ ღია შემოსაზღვრული C სიმრავლით. რომელიც /#(#)-სთან ახლოა იმ 

თვეალსაზრისით, რომ აკმაყოფილებს შეფასებას: 

ICI < I/(.5)I. +§. (4) 

II იყოს ყველა იმ (ი, 8) C (ი,ხს) სეგმენტის კლასი, რომელიც აცმაყოფი- 
ლებს პირობებს; 

> C –§8. II(ი), /(0)| C C, 

დამტკიცებისათვის არსებითი გარემოებაა ის ფაქტი, რომ II კლასი წარ- 

მოადგენს # სიმრავლის ვიტალის აზრით დაფარეას, მართლაც, განვიხილოთ 

ნებისმიერი ჯ C # წერტილი. X(/)(2) > C – § პირობის გამო მოიძებნებიან 

I, = I|Cი,ჩი) C |ი,ხ) (ი C M) სეგმენტები, რომელთა ერთ-ერთი ბოლო არის 

ჯ წერტილი, |I.| –+0 (1 – ) და 

I(8) – #(თ) 
8-თ 

I(8») – I(9») >C-6 (ლ(2-CM. 

ჩ – ძი 

ადვილი დასანახია, რომ ჯ წერტილში / ფუნქციის უწყვეტობის ძალით იარსე- 

ბებს ისეთი თი ნომერი, რომლიდანაც დაწყებული | I(თი), / (8ი)| მონაკვეთები 

შევლენ C, სიმრავლეში, შედეგად, #იი, #იი+1) --. სეგმენტები შევლენ IL კლას- 
ში. ისინი იმავედროულად ქმნიან მოცემული ჯ წერტილის შემცველ და მისცენ 

მოჭიმევად მიმდევრობას. ამით დადგენილია, რომ IL კლასი ვიტალის აზრით 

279



ფარავს # სიმრავლეს, აქვე შევნიშნოთ, რომ II კლასის წევრები ჩართული 

არიან (ი, ს) სეგმენტში. 
/ იყოს ყველა იმ (I(0.), /(3)) სახის სეგმენტის კლასი, სადაც | /) C II. 

ჩანაწერების სიმოკლისათვის შემოვიღოთ აღნიშვნა: თუ 1 = I,/) C II, მაშინ 

#I# იყოს (/(თ”), / (8)| სეგმენტი. II კლასის განსაზღერის ძალით სრულდება 

შეფასება: 

III I<1-+ (#6CVI. (5) 

გად, ვიპოვით წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ სეგმენტთაგან შედგენილ I C II 
ქვეკლასს, რომლისთვისაც 

I9I. < 2, III. 
1I1CIL 

# ფუნქციის მკაცრად ზრდადობის გათვალისწინებით, ადვილი დასანახია, რომ 

I” (I C IIL) სეგმენტებიც იქნებიან წყვილ-წყეილად თანაუკეეთი, საიდანაც, 
(4) და (§) შეფასებებისა და II კლასის განსაზღერების საფუძველზე დაეწერთ, 

14| _ < პ,III < -- = 
I1CII 1611| 

ს < <M5.+· 
-6I,, C-5 - 

თუ მიღებულ შეფასებაში გავითვალისწინებთ § C (0,C) რიცხვის ნებისმიერ- 

ობას, დავასკვნით, რომ | #C#)|. > CIMI.. ლემა დამტკიცებულია. C 

შენიშვნა 1.ნწ.2. ზემოთ მოცემულ ლემებს აქვთ ნათელი გეომეტრიული 

შინაარსი, სახელდობრ, M·:[(—II ფარდობას შეიძლება შევხედოთ, როგორც 

Iდ,თ+7ჩ) მონაკეეთის გაჭიმვის კოეფიციენტს / ფუნქციის მოქმედებისას, 12.6.1 

და 12.6.2 ლემების თანახმად, თუ გაჭიმვის კოეფიციენტი ზემოდან ან ქვე- 

მოდან ფასდება L სიმრავლის ყოველი წერტილის ლოკალურ არეალში, მაშინ 

იგივე შეფასება ვრცელდება გაჭიმვის გლობალურ IM#§X- კოეფიციენტზეც. 

ლემა 12.ნ.3. ვთქვათ, / ზრდადი ფუნქციაა. მაშინ (ჯ C (ი,ხ) 

წ(])(ქ:) = C1 სიმრავლე ნული ზომისაა. 

დამტკიცება. ნებისმიერი ყ ფუნქციისათვის აღვნიშნოთ: 

#M»(ი) = (= C Iი,ხ) : 0(9)>2)>») (+CI); 

წიი(9) = ( C (6,ხ| : XC9)(+) = %). 
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ჯერ განვიხილოთ ის შემთსვევა, როცა / მკაცრად ზრდადი ფენქციაა. ნების- 

მიერი » C M რიცხეისათვის ლემა 12.6.2-ისა და ](5„(]·)) C []·((1),](1))] 

ჩართვის ძალით, სამართლიანი იქნება შეფასება; 

(8„(ი|. < 2(4- #9), 
შედეგად, |ჩ (#)I. + 0- (ი –+ ), საიდანაც, თუ გავითვალისწინებთ ი (#) C 
ჩი(#) (ი C M) ჩართეებს, მივიღებთ |#Mა-(#)I. = 0 ტოლობას, რომლის ძა- 
ლითაც ვასკვნით, რომ #აა(/) სიმრავლე ნული ზომისაა, 

გადავიდეთ ზოგად შემთხვევაზე, ვთქვათ, ჯ ნებისმიერი ზრდადი ფუნქციაა. 

ყ იყოს V(+) = /(>)+:+ ტოლობით განსაზღვრული ფუნქცია. ცხადია, ყ მკაცრად 

ზრდადია, ამასთან, ადვილი შესამოწმებელია Mაა(ყ) = M»ა(#/) ტოლობა. 

უკანასკცნელი ორი პირობიდან გამომდინარე, უკვე განხილული შემთხვევის 

საფუძველზე ღავასკვნით, რომ #ხაა(#) სიმრავლე არის ნული ზომის, 

ლემა დამტკიცებულია, IM9) 

თეორემა 1.წ.2-ის დამტკიცება. C იყოს ყველა იმ წერტილის სიმრავლე, 
რომელშიც / ფუნქცია არაა წარმოებადი, დავამტკიცოთ), რომ L; ნული ზომის 

სიმრაელეა. 

# წარმოდგება შემდეგი ორი სიმრავლის გაერთიანების სახით: 

I = ( C (ი,ხ) : X/)(«) < IXV/)(2)); 

#ი = (დ C I9,ხ| : IX/ I >) = IX/)(«) = C)- 
ლემა 12.6.3-ის ძალით #ა: ნული ზომისაა, ამგვარად, დასამტკიცებელი გვრჩება 
ს სიმრაელის ნულზომიანობა, ადვილი დასანახია, რომ #I) თავის მხრივ 

წარმოდგება შემდეგი სახის სიმრავლეების თვლადი გაერთიანების სახით: 

წი,ი = ( C |9,ხ| : #X(/)(«) < ჩ < 9 < XXV)(2)), 
სადაც » და ი რაციონალური რიცხვებია და 0 < » < ძ. ამრიგად, საკითხი 

დაიყვანება ჩ სასის ყოველი სიმრავლის ნულზომიანობის დამტკიცებაზე. 

ვთქვათ, »,ი C C) და 0 < ჯ < ი. თუ გამოვიყენებთ ლემა. 12.6.1-ს 

# = L და C = ჯ პარამეტრებისათვის გვექნება, რომ 

I/(Mი.ი)|. < ს ი.I- 

მეორე მხრიე, ლემა 12.6.2-ის გამოყენება # = ჩ„., და C = ძ« პარამეტრე- 

ბისათვის გვაძლევს შეფასებას: 

II(M.9)I+ > CI %.იI-· 

შედეგად, #II%.9I+ > 9ჩ რაც შესაძლებელია მხოლოდ |#»,ი|. = 0 
შემთსვევაში. ამრიგად, დავადგინეთ, რომ #. ც ნული ზომის სიმრავლეა. ამით 

# ფუნქციის თითქმის ყველგან წარმოებადობა დამტკიცებულია, 
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გადავიდეთ მსჯელობის შემდგომ ეტაპზე და დავამტკიცოთ |' ფუნქციის 

ზომადობა. 

გავაგრძელოთ /# ფუნქცია (ი, ხ + 1) სეგმენტზე ისე, რომ (ხ,ხ + 11 მონაკ- 
ვეთის წერტილებში მისი მნიშვნელობები /(ხ) რიცხვის ტოლი იყოს, ახლა / 

შეიძლება განვიხილოთ, როგორც (ი, ხ + 1) სეგმენტზე ზრდადი ფუნქცია. 

ყოველი »-სთვის /#ბ,, იყოს (ი,ხ) სეგმენტზე შემდეგნაირად განსაზღვრული 

ფუნქცია: 
#(დ +1/») – I(2) 

1/ი 

შევნიშნოთ, რომ ყოველი »-სთვის /#(- + 1/აო) არის |ი,ხ) სეგმენტბზე ზრდადი 
ფუნქცია. თეორემა 12.6.1-ის თანახმად / და C. + 1/თ) ზომადი ფუნქციებია, 

რის შედეგადაც, ვასკენით #ს, ფუნქციების ზომადობას, ახლა შეენიშნოთ, რომ 

(9,ხ) მონაკვვეთის ყოველ ჯ წერტილში, რომელშიც / ფუნქცია წარმოებადია, 
(რბია(ჯ)) მიმდევრობის ზღვარი იქნება /7(ე:)) რიცხევი. შედეგად, ზომად ფუნქცი- 

ათა (/ბ,,) მიმდევრობა |0, ხ) მონაჯვეთის თითქმის ყოველ წერტილში კრებაღი 

იქნება /” ფუნქციისაკენ, საიდანაც, ლებეგის ზომის სისრულისა და თეორემა 

7.7.1-ის საფუძველზე დაეასყენით |”/-ის ზომადობას, 

I” ფუნქციის არაუარყოფითობის გამო აზრი აქეს ·[I“·III #” ინტეგრალს, მო- 

ვახდინოთ ამ ინტეგრალის შეფასება. ფატუს თეორემის (იხ. აგრეთვე შენიშენა 

8.5.1) საფუძველზე დავწერთ, 

/ / < 9ი /  ტი. (6) 
(თ,ხ| იCIM V”Iი,ხ) 

განეიხილოთ ნებისმიერი ». / და /(-+ 1/») ფუნქციები ზომადობისა და 

შემოსაზღერულობის გამო არიან |Iი,ხ| მონაკვეთზე ჯამებადი. აქედან გამომ- 

დინარე. 

რი(») = (თ C Iი,ხ). 

ბიგ =» M#(C.+1/»ი) – » #. 
|I0,ხ) Iთ,ხ) Iი ,ხ) 

# და /(-+1/») ფუნქციები შემოსაზღვრულია და მათი წყვეტის წერტილთა 
სიმრავლეები არაუმეტეს თვლადია, ამიტომ უკანასცნელ ტოლობაში მოცემული 

ინტეგრალები შეიძლება გავიგოთ რიმანის აზრით. ამის შემდეგ ჯ = L – 1/ი 

ცვლადის შეცელის საფუძველზე დავწერთ, 

რბი ="/ (ჯ - "/ #= 
(9.ხ) (თი+1/თ,ხ+1/») (9,ხ) 

=ი/ #/-»/ / 
(ხ,ხ+1/») (თ,რ+1/?!) 
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ახლა თუ გავითვალისწინებთ, რომ /(») = /(ს), როცა « C (სხ,ს + 1/ი) და 
#(2) > I(ი), როცა X C (თ,თ + 1/7!), მიეიღებთ შეფასებას: 

4 ბი </0 -/რ. დ) 
(6)-ის და (7)-ის ძალით გვექნება, 

/M ” < #(ხ) – #(9). 
ამით თეორემა დამტკიცებულია, = 

·მენიშვნა ს.6.3. კანტორის ფუნქციის მაგალითი გეიჩვენებს, რომ ზრდადი 

ფუნქციისათვის შეიძლება შესრულდეს მკაცრი უტოლობა;: 

/ / < #(ს) – /(4) 
|ი,ხ| 

მართლაც, კანტორის 6 ფუნქცია მუდმივია კანტორის სიმრაელის ყოველ დამა- 

ტებით ინტერვალზე. ამიტომ ყოველ ასეთ ინტერვალზე 0-ს წარმოებელი იგი- 

ვურად უდრის ნულს, შედეგად, 0' ფუნქცია თითქმის ყველგან ნულის ტოლია, 

რის გამოც, ·“0·11 6” = 0. მეორე მხრიე კი გვაქეს, რომ 0(1)– 9(0) = 1<–0 = 1. 

შენიშვნა ხ.ნ.#. ბრდადი / ფუნქციის ლებეგის განუსაზბღვრელი ინტეგრა- 

ლის სახით წარმოდგენისთეის საკ)მარისია სრულდებოდეს ტოლობა 

/ / = /(ს) – /(9). (8) 
(ი,ხ) 

მართლაც, თუ დავუშვებთ საწინააღმდეგოს (ე.ი ზრდადი / ფუნქცია აკმაყო- 

ფილებს (8) ტოლობას, მაგრამ არ წარმოდგება განუსაზღვრელი ინტეგრალის 

სახით), მაშინ, საეორემა |12.6.2-ის გათვალისწინებით, მოიძებნება ჯ C (0,ხ). 

რომლისთვისაც ]·ჯ“·:] #” < I(2) – /(ი). კვლავ თეორემა 12.6.2-ის გათვალის- 

წინებით, (»,ხ) სეგმენტზე შესრულებული იქნება შეფასება: 1·|·,···ა| # < /(ხ) – 

#(თ). შედეგად, მივიღებთ, რომ 

“იო . 
< I/(C») – /(0)) + I/(ხ) – I(>)) = /(ხ) – #(ი). 

რაც ეწინააღმდეგება (8)-ს. 

შენიშვნა %.6.5. (ი.ხ) სეგმენტის ნებისმიერი ნული ზომის L სიმრავლი- 
სათვის არსებობს ზრდადი ფუენქცია (იხ. ამოცანა 3 პარაგრაფის ბოლოს), 

რომელიც არაა წარმოებადი L სიმრავლის არცერთ წერტილში, 

შენიშვნა ხL.ნ.ნ. ცხადია, რომ 12.6.I და 12.6.2 თეორემების ანალოგები 
სამართლიანია ნებისმიერი კლებადი ფუნქციისთვისაც. 
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შენიშვნა C.6ნ.7. ცნობილია, რომ არსებობენ უწყვეტი ფუნქციები, რომელ- 
თაც არცერთ წერტილში არა აქვთ წარმოებული, თეორემა 12.6.2-ის ძალით, 

შეუძლებელია ასეთი ტიპის ფუნქცია იყოს მონოტონური გასსაზღვრის არის 

რაიშე ქვესეგმენტზე. 

ამოცანები 

.· ეთქეათ. მოცემული გვაქევს (ი,ხ) მონაჯკვეთის დჯგ წერტილთა სასრული ან 
თვლადი სიმრავლე და ეთქვათ, ყოველ ჯ, წერტილს შეესაბამება ჩ, და- 

დებითი რიცხვი, ამასთან, 2), M < %. / იყოს შემდეგი ტოლობით განსა- 

ზღვრული ფუნქცია: 

I-C)= 2 . («26CL(ხ). 
+- 

დაამტკიცეთ, რომ: 1) / ფუხქცია წყეეტილია ყოველ ჯგ წერტილში და 
უწყვეტია ყველა დანარჩენ წერტილში; 2) / ფუნქცია მარჯვნიდან უწყეეტია 
ყოველ ჯგ წერტილში, 

„ დაამტკიცეთ, რომ არსებობს მჯაცრად ზრდადი ფუნქცია, რომელიც წყვეტილია 

ყოველ რაციონალურ წერტილში და უწყვეტია ყველა სხეა წერტილში. 
.· ეთქვათ, L C |თC,ხ|) ნული ზომის რაიმე არაცარიელი სიმრავლეა. ხოლო 

(C.) არის ღია სიმრავლეთა რაიმე მიმდევრობა თვისებებით: # C Cი, 

|Cი| < 1/2”. / იყოს შემდეგი ტოლობით განსაზღვრული ფუნქცია: 

#(2) = 2,IIთ=)რCას| (§C(ი,ხ)). 
#=1 

აჩვენეთ, რომ / ფუნქცია ზრდადია და არაა წარმოებადი # სიმრავლის 

წერტილებში, კერძოდ, /”(>) = იი. როცა « C #. 
„ ნებისმიერი უწყვეტი / ფუნხქციისათვის არსებობს თუ არა სეგმენტი, რომელ- 

ზეც / არის მონოტონური? 

· ეთქვათ, / ფუნქციას ყოველ წერტილში აქვეს არაუარყოფითი ქვედა წარმო- 
ებული, აჩვენეთ, რომ / ზრდადია, 

- ვთქვათ. / ფუნქციის ზედა და ქვედა წარმოებულები შემოსაზღვრული ფუნქცი- 
ებია. აჩვენეთ, რომ მოიძებნება C” > 0 მუდმივი, ისეთი, რომ | / (თ) – /#(V)| 
5 C|I - !/| (::·!/ C [ე,· ხ]) 

§ 7. შემოსახღვრული ვარიაციის ფუნქციები 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს / ფუნქცია და # = (დი,ჯ),...,თდგ) არის 
(თ,ხ) სეგმენტის რაიმე დანაწილება. მაშინ 

2,I/(5.) – #(თი-))I 
#L=1 

ჯამს ეწოდება / ფუნქციის ვარიაციული ჯამი, რომელიც შეესაბამება # 

დანაწილებას და ის აღინიშნება V/,(I>) ჩანაწერით. 

284



# ფუნქციას ეწოდება შეეოსა··სღვრული ვარიაციის ფუნ;]ცია· თუ მისი 

ეარიაციული ჯამები ერთობლივ შემოსაზღვრულია, ე.ი. 

§სი V,(L) < %, (1) 

სადაც სუპრემუმი აიღება |ი,ხ) სეგმენტის ყველა შესაძლო # დანაწილების 

მიხედვით., 

(09,ხ|) სეგმენტზე განსაზღვრული ყეელა შემოსაზღვრული ეარიაციის ფუნქცი- 

ის კლასს #3V(Iი,ხ)) ჩანაწერით აღნიშნავენ. 

(1) სუპრემუმს / ფუნქციის სრულ ვარიაციას უწოდებენ და V,(IV.ს)) 
ჩანაწერით აღნიშნავენ. ცხადია, 0 < V,((თ,ხ)) < %. 

ვთქვათ, |C,ძ| არის (ი,ხ)-ს გადაუგვარებვლი ქვესეგმენტი. /-ს უწოდებენ 
(C,ძ) ქვესეგმენტხე შემოსახღვრული ვარიაციის ფუნქციას, თუ #IIთფ C 

8V(IC,ძ)). |C,ძ)-ზე /-ის სრული ვარიაცია ეწოდება V/I. ·“([C, ძ)) რიცხვს და 

ის აღინიშნება V,(IC, ძ)) ჩანაწერით, 
შევთანხმდეთ აგრეთვე, რომ თუ # = (ჯი, ), ...,2,,) არის რაიმე |C,ძI C 

I0, ხ) ქვესეგმენტის დანაწილება, მაშინაც V/(#)-თი აღენიშნოთ 23 )L_, !/(9) – 
IM(C>6-))| ჯამი. ცხადია, V/(IC,ძ)) არის აღნიშნული ტიპის ჯამების სუპრემუმი, 

გადაგეარებულ ქეესეგმენტზე ფუნქციის ეარიაცია ჩაეთვალოთ ნულის ტო- 
ლად, 

სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

L მონოტონური ფუნქცია შემოსახღვრული ვარიაციისაა; 

« თუ / ფუნქცია აკმაყოფილებს ე.წ. ლიფშიცის პირობას: მოიძებ- 

ნება C > 0 მუდმივი, ისეთი, რომ | /(») – #(ყ)) < CI2 – 

3| (I,;I/ C [0·, ხ]), მაშინ # შემოსაზღვრული ვარიაციისაა; 

« თუ / ფუნქცია ყველა წერტილში წარმოებადია და მისი წარმო- 

ებული შემოსახღვრულია, მაშინ / შემოსახღვრული ვარიაცი- 

ისაა: 

« ვთქვათ, / რაიმე ფუნქციაა და IC,ძ) C |თ,ხ). მაშინ V/([C, ძ)) < 

V/([(·L, II])· ·მედეგაღ, თუ # შემოსა·სღვრული ვარიაციისა [(1,ხ] 

სეგმენფხე, მაშინ ის შემოსასღვრული ვარიაციის იქნება IC, 4) 

ქვესეგმენტზეც; 
« შემოსახღვრული ვარიაციის ფუნქცია ·შეეოსა··ხღვრულია. 

პირველი წინადადება გამომდინარეობს იქედან, რომ ზრდადი / ფუნ- 

ქციისათვის ნებისმიერი V](I”) ვარიაციული ჯამი /(ხ) – /(0) რიცხეის ტოლია, 

ხოლო კლებადი ფუნქციის შემთსვევაში, ვარიაციული ჯამები /(თ) – /(ხ) 

რიცსეს უტოლდებიან. 

(ა
ლ)
 

C
 

L 
)



მეორე წინადადება მიიღება შემდეგი შეფასებიდან: 

Mი L/) 

2,I/C-) – /(V-))| < 2 ,CIC – თ=-)| = Cს – ი, 
I:=1 L=1 

სადაც (:-0. 2). -.. ს) არის (ი,ხ) სეგმენტის ხებისმიერი დანაწილება. 

ვთქვათ, / წარმოებადი ფუნქციაა და | #7(დ)| < C (« C |Iთ,ხ)). ლაგრანჟის 

ფორმულის გამოყენებით, ნებისმიერი ჯ«,ჯ C (ი,ხ)| წერტილებისათვის გვექნება, 

რომ |II(2) – #(V)| = II”(§)||= –ყV| < C'I= –ყII, ე.ი. / აკმაყოფილებს ლიფშიცის 
პირობას, აღნიშნულის გამო, მესამე წინადადება არის მეორის შედეგი. 

ვაჩვენოთ მეოთსე წინადადება. განვიხილოთ IC,ძ|) სეგმენტის ნებისმიერი 

# = (20,2).--..წე) დანაწილება. # შევავსოთ (0V,ხ) სეგმენტის " დანაწი- 

ლებამდე ი და ხ წერტილების მეშეეობით, მაშინ გვექნება, რომ 

II(C) – #(0)| + V, (_) + |I(ხ) – /(ძ)| = V,(L"). 

შედეგად, 

V/,(#>) < V,(I”) < V/((ი,ხ)). 
ცხადია, ამით მეოთხე წინადადება დამტკიცებულია. 

გადავიდეთ მეხუთე წინადადებაზე. ვთქვათ, # შემოსაზღვრული ვარიაციის 

ფუნქციაა. ნებისმიერი ჯ C (ი,ხ) წერტილისათვის განვიხილოთ # = (ი,თ,ხ) 

დანაწილება, მაშინ გვექნება, რომ 

I()| < II (0)I + II(2) – #(9)| + |/(ხ) – /(=)| = 

= I/(9)I + V/(X) < II (9)| +V,(Iი,ხ)). 
რითაც #-ის შემოსაზღვრულობა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა L.7.L არსებობენ უწყვეტი ფუნქციები შემოუსაზღვრელი ვარი- 
აციით. ასეთი ფუნქციის ასაგებად გამოვიყენოთ 12.5.1 შენიშვნაში მოცემული 

კონსტრუქცია. 
I C |0,1) მონაკვეთისათვის და # # 0 რიცხვისათვის /, ,-ით აღვნიშ- 

ნოთ |0,1)-ზე განსაზღვრული ფუნქცია, რომელიც ნულის ტოლია I მონა)- 

ვეთის გარეთ და რომლის გრაფიკი C> ღერძთან ერთად ქმნის ტოლფერდა 

სამკუთხედს I მონაკვეთის ტოლი ფუძით და წვეროთი (C, ”) წერტილში, სადაც 

C არის I-ს შუაწერტილი, 

ვთქვათ, 0 = ჯი < ჯ) < ··· <1 და >: –>+1 (L-> <). /#ტ),-თი აღვნიშნოთ 

(თL, თL+1|) მონაკვეთი. (ჩ.)ბ.ე იყოს დადებით რიცხვთა მიმდევრობა, ისეთი, 

რომ ჩ -+ 0 (L -> იდ) და 2ე>0#ML = C. 
ახლა განვიხილოთ / : (0,1| –» # ფუნქცია, რომელიც ყოველ / უბანზე 

#ა.. . ფუნქციის ტოლია და /(1) = 0 (ნახ. 12.4). 
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ნახ, (L2.4. 

ჯ C (0,1) წერტილებში /-ის უწყვეტობა არის /ა,,, ფუნქციების უწყეე- 
ტობის შედეგი, ხოლო ჯ = 1 წერტილში /-ის უწყვეტობა გამომდინარეობს 

ჩ. ს 0 ჰირობიდან. 

ვაჩვენოთ, რომ # ფუნქცია შემოუსაბღვრელი ვარიაციისაა. ყოეელი - 

სათეის , იყოს „ბ, = |XL, %,+I)I მონაკვეთის შუაწერტილი, გეექნება, რომ 

II (VL) – I(>I)| + I/(8L+1) – #(VL)| = 2ჩMჯ. 
ყოველი ჯ > 2-სთვის განვიხილოთ (|0,1) სეგმენტის /#2, = (ჯი.37/0, >1, ..., თი. 

შ 2,,+1,) 1) დანაწილება, მაშინ 

V (I,) = 2 ,(IV/C(V) – #(თ.)! + I/(=ი+1) – #(V)1) = 2 ,2M- 
1:=0 L=0 

საიდანაც, 2 ჯე ჩ მწკრივის განშლადობის საფუძველზე ვწერთ: 

VI(IC,ხI)) > §სი V,(ჩ,) = . 
X>2 

შედეგად, / ფუნქცია შემოუსაზღერელი ვარიაციისაა, 

თეორემა 12.7.L ვთქვათ, L და ყ შემოსასღვრული ვარიაციის ფუნქცი- 

ებია. მაშინ შემოსა·ხღვრული ვარიაციისაა მათი «აში, სხვაობა და ნამრავ- 

ლი. გარღა ამისა, თუ მოიძებნება 6> 0, ისეთი, რომ |9(:L·)| 2 § ყოველი 

ჯ C [(I·, ხ]·სთვის, მაშინ შემოსახღვრული ვარიაციისაა 1/9 ფარდობაც. 

დამტკიცება. ვთქვათ, I? = («ი,ჯ>),...,თა) არის Iთ,ხ| სეგმენტის რაიმე 

დანაწილება, მაშინ გვექნება, 

Vი(I + 9) = 2.,I(/ + 9)(«-) – (# + 9)(9–I)| < 
1:=1 

< 3 ,II(9) – I(L-I)I+ 2 ,1I9(>-) – 9(=L-1)| < V, ((6, ხ)) + V,(I<, ხI); (2) 
I:=1 L=1 

V-(CIყ) = 2 ,II(>)9(XL) – #(6L-1)9(+XL-L)| < 
L=1



I!(“·)— I(>L-1)| |9(1·|·)|+2|9(·1·L)— 9(თ#-1)| I/(თL–1)| < 

,·
 

#(I0,ხ)) ასი. I@(I)I + Vკ((ი,ხ)) 5ხი I/(თ)I. (3) 
ჯC(Lი. ჯCIი,ს) 

(9)-დან უშუალოდ ვასკვნით, რომ #+ე6C 8V((ი,ს)). (3)-დან კი იმის გათ- 

ვალისწინებით, რომ შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქცია შემოსაზღვრულია, 

ვღებულობთ #ე C 8V(I0,ხ)) მიკუთვნებას, 

გადავიდეთ თეორემის ბოლო წინადადების დამტკიცებაზე. ვთქვათ, |ყ(თ)| 

> C > 0 ყოველი ჯ C (|ი,ხI-სთეის. მაშინ (ი,ხ|) სეგმენტის ნებისმიერი # = 

(–0,თ1, -.-.) 2,) დანაწილებისათვის გვექნება, 

72 1 

M/()=ა, 9(=) 9(>- 1)· L 
#=1 

9(”"·) 9ძ(თ.-1) 
9(>ი)9(თი-1) 

1 < 1 
< 2 |9(წი) – 9(=-–1)| < ჯ·—ვ%([“· ხ)). 

X=1 

აქედან გამომდინარე, 1/ძ C ,8V ((თ,ხ)). შედეგად, თუ გავითვალისწინებთ უკვე 

დამტკიცებულ წინადადებას ,8V (I0თ, ხ)) კლასის ფუნქციათა ნამრაელის შესასებ, 
დავასკვნით, რომ /ი C 8V (I0,ხ)). ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა .7.2. ვთქვათ, წ რაიმე ფუნქციაა დათ<0CV< ხ. მამინ 

V/(IC,ხI)) = V,(I0, 9)) + V/(ICხ)). 
ე-ი. სრული ვარიაცია, განხილული როგორც სეგმენტის ფუნქცია, არის 

ადიციური. 

დამტკიცება. ვთქვათ, # არის |ი,ხ| სეგმენტის რაიმე დანაწილება. C- 

თი აღვნიშნოთ დანაწილება, რომელიც #-ს ტოლია იმ შემთხეევაში, როცა 

# შეიცავს თ წერტილს და მიიღება L დანაწილებისათვის C წერტილის და- 

მატებით მაშინ, როცა X არ შეიცავს C წერტილს. C) იყოს C) დანაწილების 

კვალი IC,C| სეგმენტზე, ე.ი. (თ,C0|-ს დანაწილება, რომელიც წარმოიქმნება 

Iთ,C0-ში მოხვედრილი C დანაწილების წერტილებისაგან, ხოლო C იყოს 

ანალოგიურად განსაზღერული C დანაწილების კვალი |C,ხ| სეგმენტზე. 

მარტივი დასანახია, რომ დანაწილებისათვის ახალი წერტილის დამატე- 

ბით ვარიაციული ჯამი არ იჯლებს, ამ ფაქტისა და V,(C)) = V/(C1) + V/(თ2) 

ცხადი ტოლობის გათვალისწინებით დავწერთ, 

V/ (#?) < V, (0C)) = V (CI) + V, (C2) < VI(Iთ 9) + V/((ფ ხ)). 
შედეგად, #” დანაწილების ნებისმიერობის გამო მივიღებთ შეფასებას: 

V]([“·I”]) < V/([L·L, C]) + V]([C· ს])· (4) 
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დავამტკიცოთ (4)-ის შებრუნებული შეფასება. ეთქეათ, 1 ღა » არიან 

შესაბამისად (ი, C| და |თ,ხ|) სეგმენტების ნებისმიერად არჩეული დანაწილებები, 

განვიხილოთ #,7, და #» დანაწილებებში შემავალი წერტილების ერთობლივად 

განხილვის შედეგად მიღებული (ი, ს) სეგმენტის / დანაწილება, მაშინ ცხადია, 

რომ V, (II) + V/ (IX) = V,(#). შედეგად, დავწერთ, 

V/(II) + Vჯ(#2) = V/(ჯ) < V,/(I0V,ხ|). 

#, და #5 დანაწილებების ნებისმიერობიდან გამომდინარე, მიღებული შეფასე- 

ბის მარცხენა მხარეში შეგვიძლია გადავიდეთ სუპრემუმებზე, რაც მოგეცემს 

(4)-ის შებრუნებულ უტოლობას: 

V, ((ი, II) + V/(IC ხI) < V/(I9,ხI). 
ამით, ცსადია, თეორემა დამტკიცებულია. I85. 

იმის გათვალისწინებით, რომ მონოტონური ფუნქცია შემოსაზღვრული ვა- 

რიაციისაა, თეორემა 12.7.2-დან მივიღებთ შემდეგ დებულებას. 

თეორემა 1.7.3. თუ |თ, ) სეგმენტი შეიძლება დაიყოს სასრული რა- ეოღოე უ ეგმენტი შეიძლება დაიყ ულ 
ოდენობის ქვესეგმენტებად, რომელთაგან თითოეულხე #/ ფუნქცია მო- 

ნოტონურია, მაშინ / რმემოსახღვრული ვარიაციისაა. 

შემოსაზღერული ვარიაციის / ფუნქციისათვის X#-ით აღვნიშნოთ მისი 

სრული ვარიაც"ა ცელადი ზეღა საზღვრით, ე.ი. 

თ% =V.(9,9))  (<C , 
ტოლობით განსაზღვრული ფუნქცია. შევნიშნოთ, რომ #V) ფუნქცია ზრდადია. 

ეს გამომდინარეობს სრული ვარიაციის, როგორც სეგმენტის ფუნქციის, ბრდა– 

დობის თვისებიდან. 

თეორემა 12.7.#. შემოსახღვრული ვარიაციის ნებისმიერი # ფუნქცი- 

ისათვის სამართლიანია ·მემდეგი წარმოდგენა ორი ·ხრდადი ფუნქციის 

სხვაობის სახით: 

#M=1/ - V – /. 
დამტკიცება. დასამტკიცებელი გვაქვს 1/ – / ფუნქციის ზრდადობა. ამ- 

რიგად, ნებისმიერი ჯ,V C |ი,ხ|,> < ჯ), წერტილებისათვის უნდა ვაჩვენოთ, 

რომ 

IV(თ) – #() < IVCV) – I(წ). 
თეორემა 12.7.2-ის ძალით, X#(V) – XV(2) = V/((>,))- შედეგად, დასამტკი- 

ცებელი შეფასება ასე გადაიწერება: 

#(V) – I(5) < V/(I<.ყII)- 
289



ეს უკანასკცნელი კი სამართლიანია, რადგანაც (თ=,/) სეგმენტის -უმარტივესი 
M = ( V) დანაწილებისათვის გვაქვს, რომ 

I/(V) – I(2)| = V/(#) < VI(Iდ.VI)- 
ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

ზრდადი ფუნქციები შემოსაზღვრული ვარიაციისა არიან, ამიტომ, თეორემა 

12.7.1-ის ძალით, ასეთივე იქნება მათი სხვაობაც. აქედან და თეორემა 12.7.4- 

დან ვღებულობთ შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქციათა შემდეგ დასასიათებას, 

რომელიც დამტკიცებული იყო კ. ჟორდანის მიერ. 

თეორემა %.7.5. ფუნქცია შემოსასღვრული ვარიაციისაა მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა ის წარმოდგება ორი ზრდადი ფუნქციის სხვაობის 

სახით. 

შემოსაზღვრული ვარიაციის # ფუსქციის წარმოდგესას ორი ზრდადი ფუნ- 

ქციის სხვაობის სახით /-ის უჟორდანის დაშლას უწოდებენ. 

12.7.5 და 12.6.2 თეორემებიდან მიიღება შემდეგი მნიშვნელოვანი დებუ- 

ლება შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქციათა დიფერენციალური თვისებების 

შესახებ. 

თეორეეა 1.7.წ. ყოველი შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქცია თით- 

ქმის ყველგან წარმოებაღია და მისი წარმოებული ჯაეებადი ფუნქციაა. 

ამოცანები 

1. ააგეთ შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქცია, რომელიც არ ეკუთენის ლიფ- 

შიცის კლასს. 

2. ეთქვათ, / შემდეგნაირად განსაზღვრული ფუნქციაა: /(0) = 0 და /(თ) = 
7005 ·:? როცა 0 < ჯ» < 1. აჩეენეთ, რომ / უწყვეტია და არაა შემოსაზ- 

ღვრული ვარიაციის, 

3. ეთქვათ, ი, > 0, 8 > 0 და / შემდეგნაირად განსაზღვრული ფუნქციაა: 

#(0) = 0 და /(თ) = ჯ»“ლC0§ -+, როცა 0 < » < 1. აჩვენეთ, რომ / 
შემოსაზღვრული ვარიაციისაა მაშინ და მსოლოდ მაშინ, როცა თ > ჩ. 

4. ნებისმიერი უწყვეტი ფუნქციისათვის არსებობს თუ არა |C,ძ) C |თ,ხ| ქვე- 
სეგმენტი, რომელზეც ამ ფუნქციას აქეს შემოსაზღვრული ვარიაცია? 

5. ეთქვათ, / შემოუსაბზღერელი ვარიაციის ფუნქციაა. აჩვენეთ, რომ მოიძებნება 

ჯ C |Iი,ხ) წერტილი, რომლის შემცველ ყოველ IC,ძ| C (ი,ხ| ქვესეგმენტზე 
# . შემოუსაზღვრელი ვარიაციისაა. 

6. აჩვენეთ, რომ თუ / შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქციაა, მაშინ შემოსაზ- 

ღვრული ვარიაციისაა |/ L ააგეთ ფუნქციის მაგალითი, რომელიც გვიჩვენებს 
შებრუნებული დებულების მცდარობას, 

7. აჩვენეთ, რომ თუ / უწყვეტი ფუნქციაა და |/|) შემოსაზღვრული ვარიაციისაა, 

მაშინ შემოსაზღვრული ვარიაციისაა | ფუნქციაც. 
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§ 8. აბსსოლუტურადღ უწყვეტი ფუნქციები. ლებეგის 
განუსაზღვრელი ინტეგრალის სახით წარმოდგენადი 

ფუნქციების დახასიათება 

/ ფუნქციას ეწოდება აბსოლუტურად უწყვეტი, თუ ნებისმიერი C > 0- 
სთვის მოიძებნება ბ > 0, ისეთი, რომ 

(/) L(I 

2 ,I/CV) – /(9.)|<6, როცა 3 (ხ, –ი„) <%, 
L=1 #=1 

სადაც ((C), ხ)),..., (0„,ხ)) არის (C,ხ; სეგმენტში შემავალი წყვილ-წყვილად 
თანაუკეეთი ინტერვალების ნებისმიერი სასრული კლასი, 

ყველა აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციის კლასი #C((ი.ხ)) ჩანაწერით 
აღინიშნება, 

სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

« აბსილუტურად უწყვეტი ფუნქცია არის უწყვეტი; 
« ლიფშიცის კლასის ფუნქცია არის აბსოლუტურად უწყვეტი; 

.· თუ ]· ფუნ··]ცია ყველა წერტილში წარმოებადია და მისი წარმო- 

ებული შემოსაზღერულია, მაშინ / აბსოლუტურად უწყვეტია; 

ვოქვათ, / და ყ აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციებია. მაშინ 

აბსოლუტურად უწყვეტია მათი ჯამი, სხვაობა და ნამრავლი. 

გარდა ამისა, თუ 9 არსად არ ხდება ნულის ცოლი, მაშინ 

აბსოღუტურად უწყვეტია # /9 ფარდობაც· 

აბსოლუტურად უწყეეტობის პირობის გამოყენება ერთი (თი),ხ1) ინტერვა- 

ლისაგან შედგენილი კლასისათვის გვაძლევს / ფუნქციის თანაბრად უწყვე- 

ტობას, ამით მტკიცდება პირველი წინადადება. მეორე წინადადება უშუალოდ 

მოწმდება, ხოლო მესამე კი არის მეორის უშუალო შედეგი. მეოთსხე წინა- 

დადების დამტკიცება ხდება თეორემა 2.7.1-ის შემთხევევაში გამოყენებული 

სტანდარტული შეფასებების მეშვეობით, 

თეორემა L.8.L ყოველი აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია არის შემო- 

სახღვრული ვარიაციის. 

დამტკიცება. ბ იყოს დადებითი რიცხვი, რომელიც / ფუნქციის აბსოლუ- 

ტურად უწყვეტობის თვისების საფუძველზე შეესამება 6 = 1 რიცხვს. 

შევნიშნოთ, რომ თუ I C (ი,ხ) ქვესეგმენტის სიგრძე ბ-ზე ნაკლებია, მაშინ 

V/„(I) < 1. მართლაც, /-ს ნებისმიერი ” დანაწილებით წარმოქმნილი ინტერ- 
ქეალების სიგრძეების ჯამი I-ს სიგრძის ტოლია და შედეგად, 0-ზე ნაჰლებია. 

ამასთანაეე, ცხადია, რომ ეს ინტერვალები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია. 

შედეგად, ბ რიცხეის შერჩევის ძალით, სამართლიანი იქნება V/,(#) < 1 შე- 

ფასება, საიდანაც, /#7-ს ნებისმიერობის გამო, მივიღებთ V/(I) < 1 შეფასებას. 
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ახლა, თუ Iი.ხ) სეგმენტს ღავყოფთ აბ-ზე ნაკლები სიგრძის #/),..., 1 

ქვესეგმენტებად, მაშინ გაკეთებული შენიშვნის ძალით, თითოეული , მონაკ- 

ეეთისათვის გვექნება, რომ V/(I.) < 1. შედეგად, სრული ვარიაციის ადიცი- 

ურობის თვისების საფუძველზე (იხ. თეორემა L2.7.2) მიეიღებთ, 

V/(Iი,ხ|)) = Vჯ(I)) + ··· + V/(7») < »- 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა %.8.1. არსებობენ ერთდროულად უწყვეტი და შემოსაზღვრული 
ვარიაციის ფუნქციები რომლებიც არ არიან აბსოლუტურად უწყვეტი. ასეთ 

მაგალითს გეაძლევს კანტორის ფუნქცია. მართლაც, ყოველი ნატურალური 

»-სთვის განვიხილოთ კანტორის სიმრავლის აგების » ეტაპის შესრულების 

შემდეგ დარჩენილი 2" ცალი სეგმენტის კლასი: 

(4(9),--.,?ო) : 11)-.-,? =0,2). 

მოვახდინოთ ამ კლასის სეგმენტების ერთინდექსიანი ნუმერაცია: 

(01,ხ)),.--, თი , ხეო). 

შევნიშნოთ, რომ Iი,,,ხ) სეგმენტები წყვილ-წყევილად თანაუკვეთია და 

27 ეი 

2 ,(C – ) = ვ»- 01) 
LM=1 

მეორე მხრივ, |ი;, ხ,) სეგმენტთა გაერთიანების ყოველ დამატებით ინტერეალ- 
ზე კანტორის 0 ფუნქცია მუდმივია. რის გამოც გვექნება, 

2ო V24ა 

2 ,10(ხL) – 0(9;)| = 2 ,(0(ხჯ) – 0(ი;)) = 0(1) – 0(001=1.  (2) 
X=1 #=1 

ყოველი »თ-სთვის (1) და (2) პირობების ერთდროულად შესრულება იწვევს 
იმას, რომ 6 = 1 რიცხეისათვის არ არსებობს აბსოლუტურად უწყვეტობის 

განსაზღვრებით გათვალისწინებული ბ > 0 რიცსვი. შედეგად, კანტორის 60 

ფუნქცია არაა აბსოლუტურად უწყვეტი. 

12.8.1 და 12.7.6 თეორემებიდან ვღებულობთ შემდეგ მნიშვნელოვან დე- 

ბულებას, 

თეორემა %.8.2. ყოველი აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია თითქმის 

ყველგან წარმოებადია და მისი წარმოებული ჯამებადი ფუნქციაა. 

თეორემა #.8.3. ყოველი / C ჯL(|(თ,ხ)) ფუნქციის ლებეგის განუსახ- 

ღვრელი ინტეგრალი არის აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია. 
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დამტკიცება. ვთქვათ. / C #((ი,ხ)) და 

#L(C>თ) = ,ხ)). თ=/ / რCC%) 
განეიხილოთ ნებისმიერი § > 0. ლებეგის ინტეგრალის, როგორც სიმრავ- 

ლის ფუნქციის, აბსსოლუტურად უწყვეტობის თვისების ძალით (იხ. თეორემა 
8.8.8) იარსებებს ბ > 0 რიცხვი, ისეთი, რომ 

/ I/I<6, (3) 
L 

ყოეელი ზომაღი ს სიმრავლისათვის, რომლის მზომა აკმაყოფილებს I5) <ბ 
უტოლიბას, 

განვიხილოთ (ი, ხ| სეგმენტის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ქვეინტერეალე- 
ბის ნებისმიერი L(თ,,ხ)),...,(თი.ხა)) კლასი რომელიც აკმაყოფილებს 
2,:-)(ხ – ი) < ბ პირობას, მაშინ ინტეგრალის ცნობილი თვისებებისა 

და (3)-ის საფუძველზე დავწერთ, რომ 

#7 _ _ »ჩ I 

ჯ; I”(ხ+) – #(9)| = ;—; | /(···.···) || < 

7 

<2/ MI=/ III <<. 
2 (ი, ,ხ+) LI2-)(0, .ხ+) #=1 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, C) 

თეორემა .ზ./. თუ აბსოლუტურად უწყვეტი / ფუნქციის წარმო- 

ებული თითქმის ყველგან ნულის ცოლია, მაშინ / ფუნქცია მუდმივია. 

შედეგად, თუ აბსოლუტურად უწყვეტ / და 9 ფუნქციებს თითქმის ყველ- 
გან ერთი და იგივე წარმოებული აქვთ, მაშინ ისინი ერთმანეთისაგან 

მუდმივით განსხვავდებიან. 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი C C (ი.ხ|) წერტილისათვის, 

X(თ) = /(ი). რითაც თეორემა დამტკიცებული იქნება, 
განვიხილოთ ნებისმიერი C > 0 რიცსეი. L, იყოს (ი, C) ინტერვალის ყველა 

იმ წერტილის სიმრავლე, რომელშიც / ფუნქციის წარმოებული ნულის ტოლია. 

ცხადია,  სრული ზომის სიმრავლეა (ი.2) ინტერვალში. II იყოს ყველა იმ 

(თ, 8) სეგმენტის კლასი, რომელიც აკ)მაყოფილებს პირობებს: 

(C, 8) C (თ,C), (4) 

II(9) – #(9)I 
“ '8-ი “ (5) 
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აღვილი დასანახია, რომ II კლასი ქმნის X სიმრავლის ეიტალის აზრით 

დაფარვას, მართლაც, განვისილოთ სებისმიერი ჯ: C # წერტილი, I7(ე;) = 0 

პირობის გამო მოიძებნება 2) > 0 რიცხვი, ისეთი, რომ 

IM(C+ჩ) -/) . , 
I·„ ს.) 

ყოველთვის, როცა 0 < # < უ. შედეგად, ჯ-ის ნებისმიერი საკმარისად მცირე 

მარჯევენა |დ, დ + ) მიდამო შედის II კლასში, აღნიშნულის გამო, II ქმნის /#2 

სიმრავლის ვიტალის აზრით დაფარვას. 

გამოვიყენოთ 12.2.2 თეორემა L სიმრაელისა და II კლასისათვის, შედე- 

გად, ვიპოვით წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ სეგმენტთაგან შედგენილ IL” C II 
ქვეკლასს, რომლისთვისაც 

= 0. #V L ) I 
1CIXI 

საიდანაც. (4)-ის და იმის გათეალისწინებით, რომ L სრული ზომის სიმრავლეა 

(თ,ი) ინტერვალში, მივიღებთ ტოლობას: 

2 IIIლ–C–ძთ. 
#1CII 

შემდეგ, II1”-დან გამოვყოთ სასრული ქეეკლასი II”, რომელიც ა)მაყოფილებს 

შეფასებას;: 

2,/I>0-0-4. (6) 
1CIL” 

სადაც ბ C (0,0 – ი) არის რიცხვი, რომელიც | ფუნქციის აბსსოლუტურად 

უწყვეტობის თვისების საფუძეელზე შეესამება C რიცხვს. 

რაიმე I1 მონაჯკვეთზე / ფუნქციის ნაბრდის აღსანიშნად გამოვიყენოთ 

#(I/,1) ჩანაწერი, ე.ი. #ტ(/, ) = /C8) – #(თV), სადაც თ არის I-ს მარცსენა, 

ხოლო 8 კი - /-ს მარჯვენა ბოლო., 

II” კლასის თვისებებისა და (5) შეფასების საფუძველზე დავწერთ, 

2,Iბ6ი0I< 2, §II <6(-–ი). Cთ 
1CII” ICII” 

შევნიშნოთ, რომ II” კლასის მონაკვეთები ჩაკეტილია, რის გამოც ისინი 

ვერ ამოწურავენ ღია (ი,0C) მონაჰკვეთს, განვიხილოთ ყველა იმ ინტერევალის 

# კლასი, რომლებიც II” კლასის სეგმენტების გაერთიანებას შეავსებენ (ი,C) 

ინტერვალამდე, ცხადია, # კლასიც სასრულია და შედგება წყვილ-წყვილად 
თანაუკვეთი წევრებისაგან. ამასთან, (6)-ის ძალით, 2 ,,C/ |I|I < ბ. # კლასის 

აღნიშნული თვისებებისა და ბ რიცხეის შერჩევის გამო გვექნება, რომ 

2,I4(ჩ1)| < §. (8) 
IC4 
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II” და / კლასების მონაჯვეთები ერთობლიობაში ქმნიან (ი, C) მონაკვეთის 

დანაწილებას, რის საფუძველზე დავწერთ, 

#(C) – /(9)= >, ბ(,I)+ ზ , ი(ჩ ). 
1CII7 1I6C# 

საიდანაც (7)-ის ღა (8)-ის ძალით ვღებულობთ, რომ 

II(C) – I(0)| < §(C<ი+1). 
ეს შეფასება კი, § > 0 რიცხვის ნებისმიერობის გამო, გვაძლევს /(C") = /(0თ=) 

ტოლობას, ამით თეორემა დამტკიცებულია. L 

შემღეგი თეორემა ახასიათებს იმ ფუნქციებს, რომლებიც წარმოდგებიან 

ლებეგის განუსაზღვრელი ინტეგრალის სახით. 

თეორემა ხ.8.5. ფუნქცია წარმოდგება ლებეგის განუსაზღვრელი ინ- 

ტეგრალის სახით მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ის აბსოლუტურად 

უწყვეტია. 
დამტკიცება. აუცილებლობა არის თეორემა 12.8.3-ის შედეგი. დავამტკი- 

ცოთ საკმარისობასთან დაკავშირებული წინადადება. ვთქვათ, / აბსსოლუტურად 

უწყვეტი ფუნქციაა. თეორემა 12.8.2-ის ძალით / თითქმის ყველგან წარმო- 

ებადია და /7 ჯამებადი ფუნქციაა. განვიხილოთ /”-ის ლებეგის განუსაზღერელი 

ინტეგრალი იძ, ე.ი. 

9(2) = ”  (§«C(ი.ხ). 
|9.X) 

თეორემა 12.8.3-ის თანახმად ე ფუნქცია აბოლუტურად უწყვეტია. ამასთან, 

ინტეგრალის დიფერენცირების შესახებ ლებეგის თეორემის ძალით ჟ ფუნქციის 

წარმოებული თითქმის ყველგან /” ფუნქციის ტოლია, ამრიგად, აბსოლუტურად 

უწყვეტ / და ყ ფუნქციებს თითქმის ყვეელგან ერთი და იგივე წარმოებული 
აქვთ, საიდანაც თეორემა 12.8.4-ის საფუძველზე ვასკენით, რომ / და ყ მუდ- 
მივით განსხვაედებიან: / = C +ყ. თუ გაეითვალისწინებთ ყ(+X) = 0 პირობას, 

დავასკვნით C მუდმივის /(თ) რიცხეთან ტოლობას. საბოლოოდ მივიღებთ, 

რომ 

/6) =/60)+/ M  Cრ6Iხ). 
63 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

ამოცანები 

1. ეთქეათ, / აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა. აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი 
C > 0-სთვის მოიძებნება ბ > 0. რომლისთვისაც 

2.I/(ხ) – I(C.)| < 6, როცა 2 ,(ხჯ – 9) < 4, 
#=1 #=1 

295



სადაც ((ი.,ხ.)) არის (ი.ხ) სეგმენსტში შემავალი წყვილ-წყვილად თანაუკ- 
ვეთი ინტერვალების ნებისმიერი თელადი კლასი, 

ვთქვათ, / ფუნქცია ისეთია, რომ ხებისმიერი C« > 0-სთვის მოიძებნება ბ > 0, 

რომლისთვისაც 
(/
 

2,ეI/(6) – #(9-)1 <6, როცა 2 ,(სხ – ი+) <4, 
ჯ#=1 X=1 

სადაც L((ი),ხ!I),....(თ»,ხი)) არის (ი,ხ სეგმენტში შემავალი ინტერ- 
ვალების ნებისმიერი სასრული კლასი. დაამტკიცეთ, რომ / ფუნქცია ა)- 

მაყოფილებს ლიფშიცის პირობას, 

3. ვთქვათ, /(>) = V–/> (« C (0,1)). აჩვენეთ, რომ / აბსოლუტურად უწყვეტი 
ფუნქციაა, მაგრამ არ ა)მაყოფილებს ლიფშიცის პირობას, 

4. აჩვენეთ, რომ თუ # აბსოლუტურად უწყეეტი ფუნქციაა, მაშინ აბსსოლუტურად 

უწყვეტია |II. 
5. აჩვენეთ, რომ თუ / უწყვეტი ფუნქციაა და |/| აბსსოლუტურად უწყეეტია, 

მაშინ აბსოლუტურად უწყვეტია / ფუნქციაც. 

§9. პირველყოფილი ფუნქციის აღდგენა ჯამებადი წარმოებულის 

შემთხვევაში 

შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, რომ ლებეგის მიხედვით ინტეგრება წარმო- 

ადგენს გაწარმოების შებრუნებულ ოპერაციას, ჯამებადი წარმოებულის მქონე 

ფუნქციათა კლასის ფარგლებში, 

თეორემა #.9.1. ვთქვათ, / წარმოებადი ფუნქციაა და ცნობილია, რომ 

1I' C L([C,I)])· მაშინ სამართლიანია წარმოდგენა: 

#(«%) = I(თ) + ]]| (დ C (C,ხ)). 

თეორემა 12.9.I მიიღება ლებეგის ინტეგრალის სახით წარმოდგენადი 

ფენქციების დახასიათებიდან (იხ, თეორემა I12.7.5) შემდეგი დებულების სა- 

ფუძველზე. 

თეორემა #.9.2. ვთქვათ, # წარმოებადი ფუნქციაა და ცნობილია, რომ 

#” C L(Iთ,ხ)). მაშინ 1 აბსოლუტურად უწყვეტია. 

ლემა 1.9.1. ვთქვათ, L C [ე·,ს] და 0 < C < C-. თუ ყოველ X C L 

წერტილმი / ფუნქცია წარმოებადია და II/(თ)| < Cა მაშინ /(#) 

ანასახის გარე ზომისათვის სამართლიანია შეფასება: 

II(M)I» < CI#L. 
დამტკიცება. ვთქვათ, თ > 0. აღვნიშნოთ 

M%ი = (« C § : II(V) – I(2)| < CIV – § როცა IV – =| < 0CI). 
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დავამტკიცოთ, რომ 

II (ჩი)I. < CIხიI.. (1) 
განვიხილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცხვი და ჩ სიმრავლე ღავფაროთ მონაჯ- 

ვეთების სასრული ან უსასრულო (/,) მიმდევრობით, რომელიც ა)მაყოფილებს 

პირობებს: 

2_IIMMI < |წიI. +<; (2) 
L 

III < « ყოველი (L-სათვის, (3) 

ასეთი (/.) მიმდევრობა შემდეგნაირად შეირჩევა: ჯერ Mგ დაეფაროთ /”» 

მონაკვეთებით, რომლებიც აკმაყოფილებენ 9% I7,) < |სიI» + 6 შეფასებას, 

შემდეგ კი, თითოეული V, მონაკვეთი დავყოთ ი-ზე ნაკლები სიგრძის ქვემო- 

ნაკვეთებად, 

ნებისმიერი #-სათვის განვიხილოთ #აგ სიმრავლის ჩი(II პორცია. (3)-ის 

ძალით, ყოველი ჯ,V C Mი III წერტილებისათვის გვექნება, 

II(V) – #(>)| < CIV – «>| < CIII. 

საიდანაც, აღვილი დასანახია, რომ /(ჩ-II) სიმრავლე შეიძლება მოვათავ- 

სოთ CII,.) სიგრძის სეგმენტში. შედეგად, 

I/(ჩა ოIV)I. < CIVVI. 

აქედან, (2)-ის გამოყენებით დავწერთ, 

I/(M.)I. < ზ,I/(წაიI)I- < 2 ,CIIიI < C((%I- +5). 
/5 (3 

მიღებული შეფასებიდან § > 0-ის ნებისმიერობის საფუძველზე ვღებულობთ (1) 

უტოლობას, 

ახლა (1)-ის გამოყენებით ვაჩვენოთ | /(#M)|I. < CI68I. შეფასება. 

შევნიშნოთ, რომ ჩ)/ (1 C M) სიმრავლეები ქმნიან ზრდად მიმდევრობას 

და ს = L)< , M)/გ. შედღეგაღ, /(ჩ/,) სიმრავლეებიც შექმნიან ზრდად მიმ- 
დევრობას და სამართლიანი იქნება M(-) = VI2=) #(M)/ი) ტოლობა. აღნიშ- 

ნულიდან გამომდინარე, თუ გამოვიყენებთ გარე ზომის ქვემოდან უწყვეტობის 

თვისებას (იხ. თეორემა 5.8.1), დავწერთ, 

|). = სრ |წ და II(6)I, = თ, I/(წყი). C) 
(1)-ის ძალით გვაქვს. რომ 

I/(M/»)I- < C-,. Cდ CM. (5) 

(4) და (5) თანაფარდობებიდან ვღებულობთ დასამტკიცებელ შეფასებას L) 
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შენიშვნა IM.9.1, ლემა 12.9.1 სამართლიანი რჩება, თუ # სიმრავლის 

წერტილებში. / ფუნქციის წარმოებადობისა და |/7(>)| < C უტოლობის ნაც- 

მ ხ შემ რო სუსტ პირობას: 110 14(2+#)-#(>)I . ვლად, მოვითხოეთ შემდეგ უფრო სუსტ პირობა ,!L%—V·1—L < C 
დამტკიცება ხდება საესებით ანალოგიურად, 

ლემა L.9.2. თუ 1 ფუნქცია წარმოებადია, მაშინ #” ფუნქცია ხომადია. 

დამტკიცება. დამტკიცება სრულად იმეორებს 9.4.| თეორემისთვის გამო- 

ყენებულ. მსჯულობებს. 

თავიდანვე შევნიშნოთ, რომ წარმოებადობიდან გამომდინარე, / ფუნქცია 

უწყვეტია (ი, ხ) სეგმენტზე. გავაგრძელოთ / ფუნქცია (ი, ხ +1) სეგმენტზე ისე, 
რომ (ხ,ხ +1) მონაკვეთის ჯ წერტილებში მისი მნიშვნელობები გამოითელე- 

ბოდეს შემდეგნაირად;: 

#(თ) = /(ხ) + I(ხ)(§ – ხ). 
ახლა ჯ შეიძლება განვიხილოთ როგორც [ე,ხ+ 1] სეგმენტზე წარმოებადი 

(და შედეგად, უწყვეტი) ფუნქცია. 
ყოველი V;-სთვის განვიხილოთ (ი,ხ) სეგმენტბე შემდეგნაირად განსაზღვრუ- 

ლი / ჯ ფუნქცია: 
ჯ7 +1/1) – I(> 

რი(თ) = 1 /0) – 1C) (თ C Iი,ხ)). 
1/V: 

ყოველ. დ C (ი,ხ| წერტილში გვაქვს, რომ /7(;) = Iთ 4#„(დ). ამრი- 
ფლლლლ 

გად, 1” არის უწყვეტ /#ჩ,, ფუნქციათა მიმდევრობის წერტილოვანი ზღვარი, 

საიდანაც ვასკვნით /7/-ის ზომადობას. C) 

ლემა #.9.3. ვთქვათ, / წარმოებადი ფუნქციაა. მაშინ ნებისმიერი 

ზომადი # C |0V,ხ| სიმრავლისათვის სამართლიანია შეფასება: 

I/C6)|. < /8 II 
დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი « რიცსეი და ყოველი 

»-სთვის ჩა-ით აღვნიშნოთ ჯ C L (»თ – 1)6 < |/”(თ)| < »51 სიმრავლე. 

ცხადია, Mგ სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია და მათი გაერთია- 

ნება #-ს ტოლია, ამასთან, /”-ის ზომადობის გამო (იხ. ლემა I2.9.2) ჯ, 

სიმრავლეები ზომადია, Mგ სიმრავლეთა აღნიშნული თვისებებისა და ლემა 

(12.9.1-ის ძალით გვექნება, 

II(6)I. < 2 I/(ჩ»)I. < 2"·# | = 2(" – 1)6IMი| + 2 ,5IMI < 
#X=1 XL+=1 #X=1 

(2/ II + 981= | I + 4) 
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საიდანაც, C > 0 რიცხეის ნებისმიერობის გათეალისწინებით ეღებულობთ და- 

სამტკიცებელ შეფასებას, C) 

თეორემა 12.9.2-ის დამტკიცება. თაედაპირველად შევნიშნოთ, რომ ნე- 
ბისმიერი C,ძ C |ი,ხ), C < ძ, წერტილებისათვის სამართლიანი იქჩება შეფა- 
სება: 

I4 -/6I< / 
(ი, 

II (6) 
« 

მართლაც, / ფუნქციის უწყეეტობის საფუძველზე, ადეილი დასანახია, რომ 

#(თ და I(ძი) ბოლოების მქონე სეგმენტი ჩართულია #(IფCძ)) სეგმენტში. 

შედეგად, ლემა 12.9.3-ის ძალით დაეწერთ, 

II(9) – /(9)| < I/(Iთ ძ))| < /| „M1- /· „ 
განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი, გამოვიყენოთ | ”| ფუნქცი- 

ისათვის ინტეგრალის, როგორც სიმრაელის ფუნქციის, აბსოლუტურად უწყვე- 

ტობის თეისება და ვიპოვოთ ბ > 0, ისეთი, რომ 

/ვ III <6, როცა |6| < წ. თ 
განეიხილოთ |9,ხ| სეგმენტის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ქვეინტერვალე- 

ბის ნებისმიერი სასრული L(თ),ხ)),..-,(თი,ხე)) კლასი რომლისთვისაც 

ჭ (ს – ძთI) < ბ. მაშინ (6) და (7) შეფასებების ძალით გეექნება, 
X#=1 

2.V6) -/% <2, /(".···) II = /ყ III <§. 
:ვ ! (0*·5*) 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, C) 

შენიშვნა #%.9.2. 12.1.1 და 12.9.1 თეორემები პასუხს იძლევიან ამ თავის 
დასაწყისში დასმულ საკითხზე გაწარმოებისა და ლებეგის მიხედვით ინტეგრე- 

ბის ოპერაციების ურთიერთშებრუნებადობის შესახებ. თეორემა 12.1.1-ის ძა- 

ლით, თუ # ფუნქციას ვაინტეგრებთ და შემდეგ გავაწარმოებთ, თითქმის 
ყეელა წერტილში / ფუნქციას დავუბრუნდებით; ხოლო თეორემა (12.9.1-ის 

თანახმად - თუ / ფუნქციას გავაწარმოებთ და შემდეგ ვაინტეგრებთ, კვლავ 

საწყის ფუნქციას მივიღებთ. 

შენიშვნა M.9.3. გაწარმოებისა და ლებეგის მიხედეით ინტეგრების ოპერა- 

ციების ურთიერთშებრუნებადობის მოვლენა კიდევ უფრო ნათლად იყეეთება, 

თუ ყოველ წერტილში გაწარმოების ნაცვლად განვიხილავთ თითქმის ყვეელგან 

გაწარმოების ოპერაციას და ვისარგებლებთ აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცი- 

ების თვისებებით. 

299



CI)( ი, ხ))-თი აღვნიშნოთ უწყვეტად წარმოებად ფუნქციათა კლასი, შევ- 

თანხმდეთ, რომ CI)(Iი,ხI) კლასის ნებისმიერი ორი ფუნქცია, რომლებიც 
მუღმივით! განსხვავღებიან, გაიგიეებულია, 

გაწარმოების ოპერაცია გავიგოთ, როგორც CV)((ი,ხ)) კლასის ასახვა 

C(I(ი,ხ)) კლასში, რომელიც /# C CV)(Iი,ხ)) ფუნქციას შეუსაბამებს მის წარ- 
მოებულ /” ფუნქციას, ინტეგრების ოპერაცია კი გავიგოთ, როგორც C7(|0,(ხ|) 

კლასიდან C0)(Iი,ხ)) კლასში მოქმედი ასასვა, რომელიც # C C(Iი,ხ)) 

ფუნქციას შეუსაბამებს მის რიმანის განუსაბღვრელ  ინტეგრალს, მაშინ 

გაწარმოებისა და რიმანის მისედეით ინტეგრების ოპერაციების ურთიერთ- 

შებრუნებადობის პრინციპი გამოისატება შემდეგი დებულებით, 

« გაწარმოების ოპერაცია არის C0)(Iი, ხI) და C(I(თ,ხ)) კლასებს 
შორის მოქმედი ბიექციური ასახვა, როშლის შებრუნებულ ასახ- 

ვას წარმოადგენს რიმანის მიხედვით ინტფეგრების ოპერაცია. 

ქვემოთ ანალოგიური დებულება მოცემული იქნება ლებეგის მიხედვით 

ინტეგრების ოპერაციის შემთხვევაში. 

ვთქვათ, / თითქმის ყოველ წერტილში წარმოებადი ფუნქციაა. წინა პა- 

რაგრაფების მსგავსად, შევთანსმდეთ, რომ /”-ით აღვნიშნოთ ფუნქცია, რომე- 

ლიც /”(ჯ)-ის ტოლია /-ის წარმოებულის არსებობის წერტილებში და ნულის 

ტოლია დარჩენილ წერტილებში. 

შევთანხმდეთ აგრეთვე, რომ აბსოლუტურად უწყვეტ ფუნქციათა „4C(19, ხ) 
კლასის ნებისმიერი ორი ფუნქცია, რომლებიც მუდმიეით გახსსვავდებიას, გა- 

იგივებულია. 

აბსოლუტურად უწყვეტ ფუნქციათა თვისებების ძალით (იხ. 12.8.2 და 

12.8.3 თეორემები), გაწარმოების ოპერაცია შეიძლება გავიგოთ, როგორც 

4C((ი,ხ)) კლასიდან #((თ,ხ)) კლასში მოქმედი ასახვა, რომელიც „4CV(|0V,ხ|) 

კლასის / ფუნქციას შეუსაბამებს მის წარმოებულ /” ფუნქციას; ხოლო ინ- 

ტეგრების ოპერაცია კი შეიძლება გავიგოთ, როგორც #(|(თ,ხ)) და „4C((ი,ხ1) 
კლასებს შორის მოქმედი ასახვა, რომელიც / C #(IV,ხ|) ფუნქციას შეუსაბამებს 

მის ლებეგის განუსაზღვრელ # ინტეგრალს. 

მაშინ 12.8.3, 12.8.4 და 12.1.1 თეორემების გათვალისწინებით, გაწარმო- 

ებისა და ლებეგის მიხედვით ინტეგრების ოპერაციების ურთიერთშებრუნება- 

დობის პრინციპი შეიძლება გამოვხატოთ შემდეგი დებულებით. 

« გაწარმოების ოპერაცია არის -4C(|(ი,ხ)) და L(CIთ,ხ)) კლასებს 

შორის მოქმედი ბიექციური ასახვა, რომლის შებრუნებულ ასახ- 

ვას წარმოადგენს ლებეგის მიხედვით ინტეგრების ოპერაცია. 

აეოცანები 

1. ვთქვათ, / რაიმე ფუნქციაა და # = (» /”(თ) = 0). დაამტკიცეთ, რომ 
#(#-) არის ნული ზომის სიმრავლე. 
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თავი I3 

·მემოსაზღვრული ვარიაციისა და აბსოლუტურად 

უწყვეტი ფუნქციების ზოგიერთი თვისება 

ამ თაეში გრძელდება შემოსაბღვრული ვარიაციისა და აბსოლუტურად 

უწყვეტი ფუნქციების თვისებათა შესწავლა. კერძოდ, დამტკიცებულია ამ ტი- 

პის ფუნქციების დასასიათებები, როცა აპრიორულად ცნობილია უწყვეტობის 

თვისების შესრულება, მოცემულია მათი გამოყენება წირის სიგრძის გამოთ- 

ელის ამოცანის და აგრეთვე, ლებეგ-სტილტიესის ზომათა ძირითადი ტიპჰების 

შესასწავლად, 

§1. შემოსაზღვრული ვარიაციის უწყვეტი ფუნქციები 

თეორემა 19.1.I. თუ შემოსახღვრული ვარიაციის / ფუნქცია უწყვეტია 

ჯ წერტილმი, მაშინ მისი სრული ვარიაცია ცვლადი ზედა სახღვრით - 

1# აგრეთვე უწყვეტია თ წერტილში. 
დამტკიცება. დავუშვათ « C (თ,ხ). ვაჩეენოთ I)/-ის მარჯენიდან უწყვე- 

ტობა ჯ-ში. განეიხილოთ ნებისმიერი დადებითი = რიცხვი. ვიპოვოთ (|>,ხ| 

მონაკვეთის # = (>,LI,)...,””) დანაწილება, რომლისთვისაც 

V/(I,ხ) < V/(6) +C. ი) 
შემდეგ. / ფუნქციის ჯ« წერტილში უწყეეტობის საფუძველზე ვიპოეოთ ყ C 
(თ>,+ML) წერტილი, ისეთი, რომ 

I/(V) – I(X)| < §. (2) 
I/,ხ) მონაკვეთის (V,#),.-.,ჯ) დანაწილება აღენიშნოთ C02-თი, მაშინ (1) და 

(2) თანაფარდობებიდან მივიღებთ, რომ 

V/((დ,ხ)) < V/(#–) + § < II(V) – #(«)| +– Vჯ(C) + § < 

< V, (C2) + 26 < V/(IV,ხ|) + %. 
საიდანაც, V/((2:, ))) < 26. შედეგად. 7 (V) – I/(2) < 22. უკანასკნელი შეფასე- 
ბიდან, § > 0 რიცხვის ნებისმიერობისა და IV-ის ზრდადობის გამო, ვასცვნით 

1)/-ის მარჯვნიდან უწყვეტობას ჯ წერტილში,



ანალოგიურად დამტკიცდება IV#-ის მარცხნიდან უწყვეტობა ჯ C (ი, ხ| 
შეშთხვევაში· ამით თეორემა დამტკიცებულია. (88) 

თეორემა 13.1.1-დან შედეგის სასით ვღებულობთ შემდეგ ღებულებას, 

თეორემა L.1.2. თუ შემოსახზღვრული ვარიაციის / ფუნქცია უწყვეტია, 

მამინ მისი სრული ვარიაცია ცვლადი ზედა საზღვრით - ” აგრეთვე 

უწყვეტია. 
თეორემა 13.1.2-დან თეორემა 12.7.4-ის გათვალისწინებით ვღებულობთ 

შემდეგ დებულებას. 

თეორემა 8.L.2. შემოსახღვრული ვარიაციის უწყვეტი ფუნქცია წარმო- 

იდგინება ერთდროულად რსრდადი და უწყვეტი ფუნქციების სხვაობის 
სახით. 

შენიშვნა 8.LL 13.1.1-13.1.3 თეორემების ანალოგები სამართლიანია იმ 
შემთსვევაშიც, როცა, უწყვეტობის ნაცელად, განვისილაყთ მარჯენიდან (მარ- 

ცხნიდან) უწყვეტობის პირობას. 

აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციებისთვის სამართლიანია თეორემა 13.1.2- 

ის შემდეგი ვარიანტი. 

თეორემა 1.L#. თუ / ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია, მაშინ მისი 

სრული ვარიაცია ცვლადი ზედა სახღვრით - / აგრეთვე აბსოლუტურად 

უწყვეტია. 
დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცსვი. მ იყოს დადე- 

ბითი რიცხვი, რომელიც, / ფუნქციის აბსსოლუტურად უწყვეტობის პირობის 

მიხედვით, შეესაბამება C/29-ს. 

ვთქვათ, L((0ე,ხ)),..., (თ„,ხი)ჯ არის |ი,ხ) სეგმენტის წყვილ-წყვილად 
თანაუკვეთი ქვეინტერვალების კლასი, რომლისთვისაც 2)ჯ_,(ხ – თL) < ბ. 

ვაჩვენოთ, რომ 
# 

2 ,II/(ხ#) – 7V(9»)| < 6, 
#=1 

რითაც თეორემა დამტკიცებული იქნება. 

ყოველი #; C 1,71-სთვის ვიპოვოთ (0,.,ხ;) სეგმენტის ისეთი #,, = (>-0,..., 
ჯL თ„.) დანაწილება, რომ 

C 

V,(Iი,,,ხ»)) < V/(IX.) + უ-. 
მაშინ სამართლიანი იქნება შეფასება: 

7 »ჩ 

2,II/#(ნ») – 1V(9ჯ)| = 2 ,V/(I9%, სX)) < 
M=1 #L=1 
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<53 +2V|(|>*) = –+22|](=* ) – #(%-I)I. (8) 
=1 §=1 

ასლა, თუ გაეითვალისწინკბთ რომ Cა,-),თLს) (L C 1,ი, 1 6 1,IM) 
ინტერეალების სიგრძეთა ჯამი იგივეა, რაც (ი.,ხ#) ინტერვალების სიგრმეთა 
ჯამი, ბ რიცხვის შერჩევის საფუძველგე დავწერთ, 

ი V 

22!](:···) – /(თ8ა-)! ( > (I) 
=1 (=1 

(3)-დან და (4)-დან ეღ··]?”ჟდობთ საჭირო შეფასებას. თეორემა დამტკიცებულია. 
C 

თეორემა 13.1.4-დან თეორემა 12.7.4-ის გათვალისწინებით ეღებულობთ 

შემდეგ. დებულებას, 

თეორემა #.I2. აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია წარმოიდგინება 
ერთდროულად %ზრდადი და აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციების სხვა- 

ობის სახით· 

,I სეგმენტის > = (>ი,>)..--,>ი). დანაწილების. პარამეტრი. ალ- 
ენიშნოთ. X(/)-თი, ე.ი. X(I2) = თიჯ |თ – თL-II. 

თეორემა M.1.ნ. თუ / უწყვეტი ფუჩნქციაა, მაშინ 

= II V/(L). V(C,ხ) = ,,ო . V/(6) 
ე-ი. სრული ვარიაცია არის ვარიაციული ჯამების ზღვარი, როცა დანა- 

ილების პარამეტრი მიისწრათავის ნულისაჯენ. ლე ეტ ფვის ხულისაკე 

დამტკიცება. განეიხილოთ ნებიმიერი თ < V/(Iთ,ს)) რიცხვი და ვაჩვე- 
ნოთ, რომ V/(I>) > თ, როცა X(-) საკმარისად მცირეა. ამით თეორემა 

დამტკიცებული იქნება. 

C = (თ,,ს,...,წ,გ,მ) იყოს (0,ხ) სეგმენტის დანაწილება, ისეთი, რომ 

V/(C) > C. 
ბ > 0 რიცხვი შევარჩიოთ ისეთნაირად, რომ ა)მაყოფილებდეს შემდეგ 

ორ ჰირობას;: 

6("11"[!1—0,32—!1,···,6—8,”]·; (5) 

, - V(0) –« II(2) – #C,)| < -+»–– 
შევნიშნოთ, რომ (6)-ის მიღწევისათვის უნდა ვისარგებლოთ / ფუნქციის 

თანაბრად უწყეეტობით. 

განვისილოთ (|V,ს) სეგმენტის ნებისმიერი I? = (+ი0,=1,...,თგ) დანაწი- 

ლება, რომლისთვისაც X(#>) < ბ. + C ჩანაწერით აღვნიშნოთ დანაწილება, 
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რომელიც შედგენილია /#7 და C2 დანაწილებების წერტილთა ერთობლიობაში 

განხილვით. (5) პირობის გამო #),...,/, წერტილები განაწილდებიან 1#/ 

ცალ |LL-1, >.) სახის სხვადასხვა სეგმენტში. ამის გამო V,(#7) ვარიაციული 

ჯამიდან V/(# + C) ვარიაციულ ჯამზე გადასვლისას არაუმეტეს ჯ ცალი 

I#(>-) – #(თ–1)| 

სახის შესაკრები შეიცვლება 

II(M) – #(წ6.-1)1 + |” (>#) – #(%)I 
სახის ჯამით. შედეგად, (6) პირობის ძალით, თითოეული ასეთი ჩანაცვლე- 

ბისას ვარიაციული ჯამი იზრდება !1—(3·)——“-811 ნაკლები სიდიდით. აღნიშნულის 

საფუძველზე დავწერთ, 

V,(6) > V/(6+0) – თ 4#(5) =9 > V,(0) – (M(9) – ი) =«. 
ამრიგად, V/(I>) > Cთ, როცა X(#C) < ბ. ამით თეორემა დამტკიცებულია, L) 

# ფუნქციის რხევა #L, C [(L,I)] სიმრავლეზე ეწოდება 

«,(5) = M,(6) – თ/(8) 
სიდიდეს, სადაც M/,-(#) აღნიშნავს /-ის სუპრემუმს # სიმრავლეზე, ხოლო 

»)(L) კძ #-ის ინფიმუმს ამავე სიმრაელეზე. ცხადია, თუ / უწყვეტია 

და L წარმოადგენს სეგმენტს, მაშინ, სუპრემუმისა და ინფიმუმის ნაცელად, 

შეგვიძლია მაქსიმუმი და მინიმუმი ვიგულისხმოთ. 

I0V,ხ) სეგმენტის #” = (დ0, =),..., ჯგ) დანაწილებისათვის, ზოგჯერ, უფრო 

მოსახერხებელია / ფუნქციის V„,(MV7) ვარიაციული ჯამის ნაცვლად რსევათა 

ჯამის განხილვა: 
# 

ი/,(?) = > ,თ/(IთL- , =L)). 
X=1 

ცხადია, V,(#) < §:/(#”). არსებითია ის გარემოება, რომ §0,(#) ჯამი, თა- 

ვის მხრივ, ზემოდან ფასდება გარკვეული ვარიაციული ჯამით. მართლაც, 

განვიხილოთ ნებისმიერი 6 > 0 რიცსვი. ადვილი დასანახია, რომ ყოეელი 

M C I,—"–სათვის შეიძლება ისე შევარჩიოთ [IIC—II:L·L·] სეგმენტის ». და L„ 

წერტილები, რომ სრულდებოდეს პირობა 

I(IXL- L %L1) < II(წა) – #(Cთ)| + ;წ; 

#L"-"-ით აღვნიშნოთ |ი,ხ| სეგმენტის დანაწილება, რომელიც შედგენილია # 

დანაწილების შევსებით » და L (L C 1,») წერტილების მეშვეობით. მაშინ 

მარტივად დავრწმუნდებით, რომ C9),(#) < V/(I#>') + §. ამრიგად, შესრულე- 

ბულია შეფასებები: 

V/(,) < ი,(”) < V/(ჯ””) +6. (7) 
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(7) შეფასებისა და თეორემა |3,1.4-ის საფუძეელზე ვღებულობთ შემდეგ 

ღებულებას. 

თეორეეა 13.1.7. ნებისმიერი წ ფუნქციისათვის, V·[( [0, ხ]) = 5[1139 ი |(?); 

ხოლო თუ / უწყვეტია, მაშინ V/(I(0,ხ)) = IIთ §1,(#). 
X(–)-30 

შენიშვნა 15.12. თეორემა I3.1.6 და თეორემა |3.1,7-ის მეორე ნაწილი არ 

არიან სამართლიანი ნებისმიერი ფუნქციებისათვის., ამაში გვარწმუნებს [—1, 11 

სეგმენტზე შემდეგნაირად განსაზღვრული ფუნქციის მაგალითი: /(0) = 1 ღა 

#(თ) = 0, როცა დჯ # 0. 

§2. შემოსაზღვრული ვარიაციის უწყვეტი ფუნქციების 

ღახასიათება ბანახის ინღიკატრისის ვე·შვეობით 

ვთქვათ, / უწყვეტი ფუნქციაა. ყოველ ყ, C # რიცხვს შევუსაბამოთ MV,(ყ) 
რიცსხეი, რომელიც გამოსახაეს /(ჯ) = / განტოლების ამონახსნთა რაოდე– 

ნობას. თუ აღნიშნულ განტოლებას უამრავი ამონახსნი აქეს, მაშინ მიიჩნევა· 

რომ V,(V/) = C. ასეთი წესით განსაზღვრულ M#, ფუნქციას / ფუნქციის 

ბანახის ინდიკატრისს უწოდებენ (ნახ. 13.I). 

# ფოლ–ი, 
/ " 
| | 
შ ჩ 

ნახ. 13.1. 

როგორც ქექმოთ მოცემული შედეგებიდან დაერწმუნდებით, ბანახის ინდი“ 

კატრისის მეშვეობით საინტერესოდ აღიწერება უწყვეტ ფუნქციათა ვარიაცი, 

ული თვისებები. 

თეორემა 13.2.1. ყოველი უწყვეტი ]· ფუნქციისათვის ბანახის IV # ინ” 

ღიკატრისი ·ხომადია და 

V/(C.ხ) = / .



ეთქვათ. II არის |ი.ხ, მონაკვეთის წყვილ-წყვილად თანაეკეეთ ქვე- 
სიმრავლეთა რაიმე არაცარიელი კლასი, უწყვეტი / ფუნქციისათვის 7V ჯ. 0-ით 

აღვნიშნოთ ფუნქცია რომელიც ყოველ V C # რიცხეს შეუსაბამებს რაოდ- 

ესობას ყველა იმ L C II სიმრავლისა, რომელშიც /(ე::) = / განტოლებას 

აქვს ამონახსნი. თუ II-ს როლში ავიღებთ |ი.ხ)-ს ყველა ერთელემენტიანი 

(- სიმრავლის კლასს, მაშინ ცსადია, რომ M,ე დაემთხვევა ბანასის V, 

ინდიკატრისს, 

როცა II კლასი ერთი  სიმრავლისაგან შედგება, V, (8გკ-ის ნაცვლად 

სიმარტივისათვის დავწეროთ /,,/. 

როცა II არის მცირე სიგრძის მონაკვეთების კლასი, რომელიც ქმნის 

ი,ხ)-ს დაყოფას, მაშინ MV, ე ფუნქცია მარტივი სტრუქტურისაა და ამასთან, 

ახლოს დგას MV7/ ბანასის ინდიკ7ატრისთან როგორც ქვემოთ ენახაეთ, ასე- 

თი აპროქსიმაციის არსებობა არის ძირითადი არგუმესტი თეორემა 13.2.1-ის 

დამტკიცებისას. 

ლემა 13.2.1. ვთქვათ, ( უწყვეტი ფუნქციაა. თუ 1 C Iთ, ხ] არის რაიმე 

გადაუგვარებელი მონაკვეთი, მაშინ IM#V,,1 ფუნქცია ზომადია და 

|ჰ 

დამტკიცება. ლემის დასკვნა გამომდინარეობს შემდეგი ორი წინადადე- 

ბიდან: 

1) #,, ემთხევევა /(#/) სიმრავლის მასასიათებელ ფუნქციას; 

2) #(I) სიმრავლე წარმოადგენს »:/(/) და MI,(I) ბოლოების მქონე 
მონაკვეთს. 

1) გამომდინარეობს IV,, ფუნქციის განსაზღვრებიდან, ხოლო 2) არის ( 

ფუნქციის უწყვეტობის შედეგი, 
ლემა დამტკიცებულია. (8) 

ლემა 1I.2.2. ვთქვათ, წკ უწყვეტი ფუნქციაა, # = (თ0, 21..-., 2,) 

არის |თ,ხ| მონაკვეთის დანაწილება, ხოლო II არის Iი, ჯ1|, (CI, 221 - - -, 

(.1:"—1,1·„] მონაკვეთების კლასი. მაშინ /V, II ფუეუნქცია ზომადია და 

/ Mი=9,(. 
დამტკიცება. დასამტკიცებბეელი წინადადღებები გამომდინარეობს ლემა 

13.2.1-დან შემდეგი ორი მარტივად შესამოწმებელი ფაქტის გათეალისწინებით: 

1) /V,,ი = IV,.I5ი,=,) + /M/,(დ,=2) + · “· + /,(>, , ,თა1! 
2) უწყვეტი ფუნქციის სუპრემუმი (ინფიმუმი) ერთი და იგივეა (ი,ძ) და 

(თ-ძ) სახის მონაკვეთებზე. C) 

306



ყოველი #7-სთვის II იყოს (ი,ს)| სეგმენტის 2” ცალ ტოლი სიგრძის 
ნაწილად ღაყოფით მიღებული კლასი: 

I·I" = [II·I.I·· ...ა I„·2"] 

სადაც I,,) = |თ,თ +M5-%) და I„, =(თ+(ს - 1)5-5,0+#ბ-9), # C 9,25, 

ლემა IM.2.3. ვთქვათ, / უწყვეტი ფუნქციაა. მაშინ ნებისმიერი V C # 

წერტილისათვის, 

M,ი (V) < M,ი,(ყ) <... და /M/(V) = IIო VV/,,ი.(V)- 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი » C M. თუ /(7:) = ყ განტოლე- 

ბას აქვს ამოხახსნი ! C I1 მონაკვეთში, მაშინ ამონახსნი ექნება /I-ს ორ 

ნაწილად დაყოფით მიღებულ ერთ-ერთ მონაკვეთში მაინც. შედეგად, II ,)- 
ში იმ მონაკვეთების რიცხვი, რომლებშიც ამოხსნადია /(თ) = / განტოლება, 

არანაკლებია ,, (Vყ) რიცხვბე. ამრიგად, V/ი,(V) < M,/.ი,,,(V). ამით 
(IM,,ი, (V)) მიმდევრობის ზრდადობა დადგენილია, 

ვთქვათ, »1 < M,(V) რაიმე ნატურალური რიცხეია, მაშინ შეგვიძლია ვი- 

პოვოთ V/(>) = V განტოლების »1 ცალი ამონახსნი: ჯ), ..., თ. ვიგულისხმოთ, 

რომ ჯ.; < ჯ5 < ·:· < ჯ. 7 შევარჩიოთ იმდენად დიდი, რომ სრულდებოდეს 

პირობა 

ხ-ძ III)II) (I ჯL-1). 5ი 200 2 – თ-) 

ამ პირობის ძალით X),...,თფ ფესეები გადანაწილდებიან IIგ კლასის ” 

ცალ განსსვავებულ მონა)ჯვეთში, შედეგად, სამართლიანი იქნება შეფასება: 

M,,ი, (ყ) > ჯი. 
ამრიგად, ნებისმიერი »: < VV/(ყ) რიცხვისათვის არსებობს ისეთი », რომ 

M,/,ი.(V) > თ, საიდანაც (VV,,ი,(V)) მიმდევრობის ზრდადობის გათვალისწი- 

ნებით, ვასკვნით IV,(V) = ი-თ M,/,ი, (V) ტოლობას. ლემა დამტკიცებულია. 

C) 

თეორემა შ.2.Lის დამტკიცება. IVჯ; ფუნქციის ზომადობა არის 13.2.2 და 

13.2.3 ლემების შედეგი. შემდეგ, ლემა 13.2.3-დან ლევის თეორემის საფუძ- 

ველზე შეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

]]V|= Iი / M/ი,. 
ჯ-რ 

საიდანაც ლემა 13.2.2-ის ძალით ვღებულობთ· 

, _ / 
/[ღს; = "I·I_·I·I···I"”/(I”„), 

სადაც #, არის |ი,ხ| სეგმენტის ის დანაწილება, რომელიც მას ჰყოფს 2” ცალ 

ტოლი სიგრძის მონაკვეთად. აქედან, თეორემა 13.1.7-ის გათვალისწინებით, 

ეასკვნით / M, = V/((ი,ხ)) ტოლობას, ამით თეორემა დამტკიცებულია, L) 
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თეორევა 13.2.1-დან მიიღება შემდეგი ორი საინტერესო შედეგი. 

თეორემა 1.2.2. უწყვეტი / ფუნქცია არის 'შემოსახღვრული ვარია– 

ციის მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მისი ბანახის IVV / ინდიკატრისი 

ჯაეებაღია· 

თეორემა M.2.§. თუ / შემოსაზღვრული ვარიაციის უწყვეტი ფუნქციაა, 

მაშინ ყველა იმ V C # წერტილის სიმრავლე, რომლისთვისაც #(>) = V 

განტოლებას აქვს უსასრულო რაოდენობის ამონახსნი, არის ნული ზ%ომის. 

§3. აბსსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციების დახასიათება (V7V) 
თვისების ცერმშინებში 

შემდეგი განსაზღვრება ეკუთვნის ნ. ლუზინს: ამბობენ, რომ / ფუნქცი- 
ას აქვს (V) თვისება, თუ /-ის მოქმედებისას ნებისმიერი ნული ზომის # 

სიმრავლის #(#) ანასახი აგრეთვე ნული ზომის სიმრავლეა. 

თეორემა #.5.L ყოველ აბსოლუტურად უწყვეტ ფუნქციას აქვს (IV) 

ვიდრე თეორემის დამტკიცებაზე გადავიდოდეთ, ორი საყურადღებო რამ 

შევნიშნოთ: 

« აბსოლუტურად უწყვეტობის განსაზღვრება მიიღებს ეკვივალენ- 
ტურ ფორმას, თუ მასში, ნაზრდების 2 ,-) | / (ხL) – / (0,.)| ჯამის 
ნაცვლად, განვიხილავთ რხევათა 2;;=·| თ·/([ო··,ხ„]) ჯამს. ამის 

შესამოწმებლად საკმარისია შევნიშნოთ, რომ რსევათა ჯამი ტოლია 

შემცირებულ ინტერვალებზე აღებული ნაზრდების ჯამის, სახელდობრ, 

ა ,თ/((09,,ხ+LI) = > ,1I#C(8) – #/(L)I, 
#=1 #=1 

სადაც ი, და / არიან |ი;,ხ.) სეგმენტის ის წერტილები, რომლებ- 

შიც / ფუნქცია შესაბამისად აღწევს მინიმუმსა და მაქსიმუმს; 

.· აბსოლუტურაღ უწყვეტობის განსა·ხღვრების ორივე ვარიანტ·ეი, 

შეიძლება, წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი (ი, ხ;) ინტერვალების 

სასრული კლასის ნაცვლად, განვიხილოთ არაუმეტეს თვლადი 

კლასი. ეს წინადადება მოწმდება უშუალოდ. 

თეორემა 1I.I.-ის დამტკიცება. ვთქვათ, / არის აბსოლუტურად უწყეეტი 

ფუნქცია და # ნული ზომის სიმრავლეა. ვაჩვენოთ, რომ | /(I>)| = 0. სასრული 

რაოდენობის წერტილები გაელენას არ ახდენენ სიმრაელის ზომაზე, ამიტომ 

შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ # C (ით,ხ). 
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თეორემა 13.3.2 მტკიცდება იმავე სქემით, რომელიც უკეე გამოვიყენეთ 

12.9 პარაგრაფში. 

ლემა 18.3.L თუ ზომადი / ფუნქცია თითქმის ყველგან წარმოებადია, 
შაშინ / ფუნქცია ზომადია. 

დამტკიცება. გავაგრძელოთ / ფუნქცია (თ,ხ + 1| სეგმენტზე ისე, რომ 
(ხ,ხ+1) მონაყვეთის წერტილებში მისი მნიშენელობები /(ხ) რიცხეის ტოლი 

იყოს. ახლა / შეიძლება განვიხილოთ, როგორც |ი,ხ+1| სეგმენტზე მოცემული 

ზომადი ფუნქცია. 

ყოველი »-სთვის #ეგ იყოს |თ,ხ) სეგმენტზე შემდეგნაირად განსაზღვრული 

ფუნქცია: 
#(7 + 1/») – I(2) 

ქ: ხ)). 17ი (# C (ი,ხ)) 

ცელადის გარდაქმნა, რომელიც ახდენს არგუმენტის ძერას, ინარჩუნებს ფუნ- 

ქციის გომადობას. რის გამოც, ყოველი »-სთვის /(· + 1/»თ) იქნება |თ,ხ)-ზე 

მოცემული ზომადი ფუნქცია, შედეგად, ვა!ცვნით /", ფუნქციების გომადობას, 

ახლა შევნიშნოთ, რომ |ი,ხ) მონაკვეთის ყოველ ჯ» წერტილში, რომელშიც 

# ფუნქცია წარმოებადია, (#4,(ჯ)) მიმდევრობის ზღვარი იქნება /7(დ) რიც- 

ხვი. ამრიგად, ზომად ფუნქციათა (/#,„) მიმდევრობა |ი,ხ) მონაკვეთის თით- 
ქმის ყოეელ წერტილში კრებადია /' ფუნქციისაკენ, საიდანაც, ლებეგის ზომის 

სისრულისა და თეორემა 7.7.1-ის საფუძველზე, დავასკვნით |”-ის ზომადობას, 

ლემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა 13.3.1. შესაძლებელია ლემა 13.3.1-ზე ძლიერი დებულების დამ- 
ტკიცება: ნებისმიერი ზომადი / ფუნქციისათვის ზომადია ყველა იმ წერტილის 

ჯL, სიმრავლე. რომელშიც ჯ წარმოებადია და ზომადია აგრეთვე 1”, როგორც 

L-ზე განსაზღვრული ფუნქცია. 

ლემა 18.3.2. ვთქვათ, / ზომადი და თითქმის ყველგან წარმოებადი 
ფუნქციაა. თუ / წარმოებადია ზომადი X# C |თ,ხ) სიმრავლის ყოველ 

წერტილში, მაშინ 

რა»(2) = 

I/(8)I, < /ვ III 

ჩვენ არ მოგეყავს ლემა 13.3.2-ის დამტკიცება, რადგანაც ის ბუსტად 

იმეორებს 12.9.3 ლემის დამტკიცებას, იმ განსხვავებით, რომ 12.9.2 ლემის 

ნაცვლად გამოიყენება ზემოთ მოცემული ლემა 13.3.1. 

თეორემა 13.3.2-ის დამტკიცება. თეორემა 13.3.1-ის გათეალისწინებით, 
დასამტკიცებელი გვაქვს მხოლოდ საკმარისობის ნაწილი. 
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ვთქვათ, / შემოსაზღვრეული ვარიაციის უწყვეტი ფუნქციაა, რომელსაც აქვს 

(MV) თვისება. თავდაპირველად ვაჩვენოთ, რომ ჩებისმიერი C,(4 C [ი·, ს] 16<0ძ, 

წერტილებისათვის სამართლიანი იქნება შეფასება: 

V9 -/თI< / III (2) 
(-,თ, 

.-თი აღვნიშნოთ |IC,ძ) სეგმენტის ყველა იმ წერტილის სიმრავლე, რომელშიც 

# არის წარმოებადი, ხოლო # იყოს |C,ძ|) V # სიმრავლე, შემოსაზღვრული 

ვარიაციის თვისება უზრუნველყოფს თითქმის ყველგან წარმოებადობას, რის 

გამოც M ნული ზომის სიმრავლე იქნება, ამასთანავე, (MV) თვისების გათვა- 

ლისწინებით, გვექნება, რომ 

II(#I)| = 0. (3) 

# ფუნქციის უწყვეტობის გამო, /(0) და /(ძ) ბოლოების მქონე სეგმენტი 
ჩართულია /(IC,ძ)) სეგმენტში, შედეგად, ლემა 13.3.2-ის და (3)-ის ძალით 

დავწერთ, 

II(ძ) – #(9)| < I(IC.9))| < I#(ჩ)). + I/(#I)I- < 

< | I1 < /[ ./- /M I/II. 
განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი. გამოვიყენოთ |/”| ფუნქცი- 

ისათვის ინტეგრალის, როგორც სიმრავლის ფუნქციის, აბსსოლუტურად უწყეე- 

ტობის თვისება და ვიპოვოთ ბ > 0, ისეთი, რომ 

I IM1<5. როცა II <3. ( 
4 

განვიხილოთ (ი, ხ) სეგმენტის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ქვეინტერვალე- 

ბის ნებისმიერი სასრული L(ი).ხ)),...,(რი,ხი)) კლასი„ რომლისთვისაც 
L3 

9 (ხ, – 0,) < ბ. მაშინ (2) და (4) შეფასებების ძალით, გვექნება, 
XL=1 

2 -V6) - / < . /(··*·ხ·;) III = /0 III <§. 
L=1(9#.ხ#) 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, C 

როგორც შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, (V) თვისების მეშვეობით ხერხდე- 

ბა იმ უწყვეტი ფუნქციების დახასიათება, რომლებიც ინარჩუნებენ სიმრავლის 

ზომადობის თვისებას, 

თეორემა 18.3.3. ვთქვათ, # უწყვეტი ფუნქციაა. იმისათვის, რომ ნების- 

მიერი ზომადი # სიმრავლის #(#%) ანასახი იყოს ზომადი, აუცილებელი 

და საკმარისია, # ფუნქციას ჰქონდეს (M) თვისება. 
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გადავიდეთ აუცილებლობის ნაწილზე, ვთქვათ, / ფუნქციას არა აქვს („V)- 

თვისება. ვაჩეენოთ, რომ ასეთ შემთხვევაში მოიძებნება ზომადი სიმრავლე, 

რომლის ახასახი არაზომადია, დაშვების ძალით მოიძებნება ნული ზომის 

# C (თ,ხ) სიმრავლე, რომლის /(#) ანასახის გარე ზომა ხულზე მეტია. თუ 

#(C#%) არაა ბომადი, მაშინ სწორედ #; სიმრავლის შემთხვევაში იქნება დარღვე- 

ული ანასახის ზომადობის პირობა, თუ /(#) ზომადია, მაშინ ვისარგებლოთ 

იმით, რომ ყოველი დადებითი ზომის სიმრავლე შეიცაეს არაზომაღ ქვესიმ- 

რავლეს (ის., თეორემა 6.4.2) და განეიხილოთ /(#)-ს რაიმე არაზომადი VV 

ქვესიმრავლე, მაშინ #“!(M) C # ჩართვის გამო, M = /(-1(MI) სიმრავლე 

იქნება ნული ზომის., /I-ის ანასასი კი არის არაზომადი M#/ სიმრავლე. ამრიგად, 

#I სიმრავლის შემთხეევაში დაირღვა ანასახის ზომადობის ჰირობა. ამით თე- 

ორემა დამტკიცებულია, (88) 

13.3.1 და 13.3.3 თეორემებიდან გამომდინარეობს შემდეგი დებულება, 

თეორემა 3.ე.4. აბსოღ(ეტ·ერად უწყვეტი ფუნქცია ნებისმიერ ···ხომად 

სიმრავლეს კვლავ ზომად სიმრავლეში ასახავს. 

შემდეგი თეორემა იძლევა მარტიე წესს ანასახი /(#) სიმრაელის ზომის 

გამოსათვლელად, იმ შემთსვევაში, როცა აბსოლუტურად უწყვეტი / ფუნქცია 

არის მკაცრად ზრდადი, 

თეორემა M.2.5. ვთქვათ, # არის მკაცრად ზრდადი და აბსოლუტურად 

უწყვეტი ფუნ··]ცია. მამინ ნებისმიერი ·სომადი წ X სიმრავლისათვის # (5·) 

ანასახი ზომადია და 

I/(5)| = /წ ”. (5) 

დამტკიცება. თუ # სიმრაელე არის რაიმე |ი. 3) სეგმენტი, მაშინ /(#§) = 

(I(ი), /(8)1 და |/(15)| = #(8) – #(9) = / ” (5) ტოლობა ანალოგიუ- 
რად მტკიცდება ჯL = (0C,8) შემთხვევაშიც. აქედან მარტივად მიიღება (5)-ის 

სამართლიანობა ღია # C (ი,ხ) სიმრავლეებისათვის, შემდეგ, დამატებით 

სიმრავლეზე გადასვლით დავრწმუნდებით, რომ (§) სრულდება ნებისმიერი 

ჩაკეტილი X-; C |ი,ხ) სიმრავლისთეისაც. საბოლოოდ განეიხილოთ ნებისმიერი 

ზომადი # სიმრავლის შემთხვევა. ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, 

რომ X#; C (ი,ხ). ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი და /(#) სიმრავ- 

ლისათვის ვიპოვოთ ჩაკეტილი #I, და ღია M% სიმრავლეები თვისებებით: 

MIL C #(C5) C M", 

I/C8)| – C < |MMLI < II(#)| < |M“ | < II (8)| +5. 
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აღენიშნოთ , = L 1(M,.) და ც% = |“1(M/2). #, სიმრავლე ჩაკეტილია, 
ხოლო #%ნ6 კი, არის ღია. შედეგად, 

IMI.I = / ) IMV6I= / /, 
წ: 23 

#” ფუნქციის არაუარყოფითობის საფუძველზე გვაქეს, რომ 

1#/<I7/<I # 
L 2 §% 

IM-I < | I <1IM%). 
L 

საბოლოოდ, ვღებულობთ შეფასებებს: 

V(9| -<< / » <I(59|+ 
ახლა, თუ გავითვალისწინებთ § > 0 რიცხვის ნებისმიერობას, დავასკენით (5) 

ტოლობის სამართლიანობას. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შედეგად, 

შენიშვნა 18.3.9. დამტკიცებაში მცირედი ცვლილებებით შესაძლებელია თე- 
ორემა I13.3.5-ში მკაცრად ზრდადობის მოთხოვნა შევასუსტოთ და შეეცეალოთ 

ზრდადობის მოთხოვნით. 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, / ფუნქცია წარმოებადია ყველგან, გარდა წერტილთა არაუმე- 
ტეს თელადი სიმრავლისა და /” ჯამებადი ფუნქციაა. დაამტკიცეთ. რომ / 

აბსოლუტურად უწყვეტია. _ 
2. ეთქვათ, / ყველგან წარმოქბადი ფუნქციაა. დაამტკიცეთ, რომ /-ს აქვს 

(7V)-თვისება. 

3. ვთქვათ, / ზრდადი უწყვეტი ფუნქციაა და # = (« : I”(>) = იდ). აჩვენეთ, 
რომ /# აბსოლუტურად უწყვეტია მამინ და მხოლოდ მაშინ, როცა /(») 
ნული ზომისაა. 

§4. წრფევადი წირები 

წირი IL" სივრცეში (მოკლედ, წირი) ეწოდება ნებისმიერ უწყვეტ 2 

I0,ხ) –> I% ვექტორ-ფუნქციას, სადაც |თ,ხ|) არის წრფის რაიმე გადაუგვარე- 
ბელი სეგმენტი. +(Iთ,ხ)) = (+(I!) 1 6 (ი,ხ)L სიმრავლეს 4 წირის კვალს 

უწოდებენ. ზოგჯერ. როცა ეს გაურჯკვევლობას არ იწვევს, წირს მისსავე 

კვალთან აიგივებენ. 

ვთქვათ, ი, რაიმე წირია. (თ,ხ) სეგმენტის / = (Lი,...,ჯ,,) დანაწი- 
ლებისათვის 2--თი აღვნიშნოთ ტეხილი, რომლის ერთმანეთის მომდევნო 
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წვეროებია «(ჯ0),...,+(,თ) წერტილები. 4ი» შეიძლება განვიხილოთ, რო- 
გორც 2 წირში ჩახაზული ტეხილი (ნახ, 13.2). 

ნახ. I13.2. 

ი ტეხილის სიგრძედ, ბუნებრივია, მიიჩნევა მისი შემადგენელი მონაჯ- 

ვეთების სიგრძეთა ჯამი: 

72 

L = % I2V(IL) – X(I-))I. (1) 
X=1 

აქ II - | აღნიშნაეს ევკლიდურ ნორმას ILLL5-ში, ე.ი. |I>II = (9_1_) თ=1)1/?. 
შემდეგი დებულება, კერძოდ, გვიჩვენებს, რომ ნებისმიერი წირისათეის 

არსებობს მასში ჩახაზული ტეხილების სიგრძეთა ზღვარი, როცა # დანაწი- 

ლების პარამეტრი მიისწრაფეის ნულისაყკენ. 

თეორემა 18.4.1. ნებისმიერი + წირისათვის არსებობს ჯ(!,!;!!,ი 1L,„ ზღვა- 

რი და მისი მნიშვნელობა 5-ში ჩახახული ტეხილების სიგრძეთა სუპრე- 

მუმის ტოლია, ე.ი. 

შარი, აა 

თეორემის დამტკიცებისთეის ჩვენ გამოვიყენებთ განსახილაეი სიდიდეების 

კავშირს ვექტორ-ფუნქციის ვარიაციულ თვისებებთან. 

# IV,ხ) – IL” ეექტორ-ფუნქციის ვარიაციული ჯამი - V/(/?), სრული 
ვარიაცია - V/((ი, ხ)) და შემოსაზღერული ვარიაციის თეისება განისაზღვრებიან 
სცალარული ფუნქციის შემთხვევის მსგავსად, ოღონდ ყველგან, განსაზღვრებებ- 

ში, |I(>ჯ) – /(თ;-1)| მოდული უნდა შეიცვალოს |I/(ჯ) – #(2-1)II ნორ- 
მით. მაშინ, (1) ტოლობის გათვალისწინებით, ცხადია, რომ 48 ტეხილის 

სიგრძე უდრის V-. (#) ვარიაციულ ჯამს, ხოლო §სიI,„ სუპრემუმი კი არის 
” 

-% ვექტორ-ფუნქციის სრული V·,([(I, ხ]) ვარიაციის ტოლი, ამრიგად. თეორემა 

13.4.I ამტკიცებს ტოლობას: 

,X(I);)I)·I·—··;() V7(?) = V1([“·1?])I



ე.ი. იმას რომ უწყვეტი ვექტორ-ფუნქციისათვის ვარიაციული ჯამები მიის- 

წრაფვიან სრული ვარიაციისაკენ, როცა დანაწილების პარამეტრი ხულისაცენ 

მაისწრაფვის, ასეთი დებულება უკვე დავადღგინეთ სკალარული ფუნქციებისათვის 

(იხ. თეორემა 13.1.6). ვექტორული შემთხვევისათვის კი დამტკიცება სავსებით 

ანალოგიურია, ოღონდ იმ განსხვავებით, რომ გამოსახულებები მოდულის 

ნაცვლად უნღა მოვათავსოთ ნორმის ნიშნის ქეეშ. 

თეორემა 13.4.) საშუალებას გვაძლევს, განესაზღვროთ წირის სიგრძე. 

სასელდობრ, 2' წირის სიგრძე აღინიშნება ჯL,-თი და ეწოდებ IIთ > 
X(I>) 30 

ზღვარს. 

ცსადია, რომ წირის სიგრძე წულის ტოლია მაშინ და მსოლოდ მაშინ, 

როცა « მუღმივი ფუნქციაა. 

- წირს ეწოდება წრფევადი, თუ მისი სიგრძე სასრული რიცხვია. 
# ვექტორ-ფუნქციისათვის #,..., /გ-ით აღვნიშნოთ მისი საკოორდინატო 

ფუნქციები, ე.ი. /„(,) ტოლია /(ჯ) ვექტორის #-ური კოორდინატის, 

შემდეგი თეორემა, რომელიც ადგენს წირის წრფევადობის კრიტერიუმს, 

ეკუთვნის კ. ჟორდანს. 

თეორემა 1.#.5. “ წირი არის წრფევადი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა მისი საკოორდინატო 4) ..., , ფუნქციები არიან შემოსასღვრული 

ვარიაციის. 

დამტკიცება. გავითვალისწინოთ, რომ ყოველი ჯ = (თ),...,ჯი) C IM" 

ვექტორისათვის, 
7 

ჩ -I < < :'I. „თიჯ |9| < II2II < 2 ,1 
1=1 

შედეგად, |თ,ხ) სეგმენტის ნებისმიერი # = (Lი,...,L,) დანაწილებისათვის 

სამართლიანი იქნება შეფასებები; 

2)I7(I) – -((ს–1)| < 2 , II+(#) – +((–1)ს (§6C1,7); 
X=1 I1L=1 

#L=1 :1=1 

საიდანაც, თეორემა 13.4.1-ის გათვალისწინებით ვღებულობთ, რომ 

V-. (Iთ,ხ)) < (-  (§ C 1,1ა); 

2,I2(§.) – 4+((0–1)I < >, 2 ,12(1%) – 4(/0-1)I- 
L=1 

7% 

L, < 2 V-, ((6, ხ)). 
1=1 

მიღებული შეფასებები გვარწმუნებენ თეორემის სამართლიანობაში. C) 

316





ვთქვათ. I” = (/(0...../,) არის (ი,ხ) სეგმენტის დანაწილება, ისეთი, 

რომ X(I2) < ი. შევაფასოთ 5ს ტეხილის სიგრძის გადასრა განსასილავი 

ინტეგრალისაგან· ლაგრანჟის ფორმულის გამოყენებით გვექნება: 

=% VCრ0CI) = 2I(M6-1))? + (25(/) – 29(/L–)))? = 
ჰ:=1 

=2, ჯ/·%(@ჯ·)? + ე4Cლ)? (§ – ხL-I), 
X=1 

Lსადაც ყოველი I/:-სათვის §,. და ” არიან (II,. 1,1(.) მონაკვეთის რომელიღაც 

წერტილები, უკანასკნელი ჯამი, საზოგადოდ, არაა ინტეგრალური ჯამი, § 

და , წერტილების შესაძლო განსხვავების გამო, თუმცა შესაძლებელია მი- 

სი გადასრის ეფექტური შეფასება §, წერტილების მეშვეობით წარმოქმნილი 

ინტეგრალური ჯამიდან: 

| 2 , V1 (6ს)? + 6(9ი)? (% –M-) – 2 , V+I(6ი)? + 54(6.)? (% –M-I)| < 
#L=1 #L=1 

< 2 ,IV2((6-)? + 6Cში)? – V/14 (6L) + :4(6L)2 | (# – ML-) < 
#L=1 

” 

< > ,125CM) – 25(6L)1 (# – ML-1) < 25(# - ))=60ხ-0იძ),. (5) 
L=1 L=1 

(5) შეფასების მიღებისას ჩეენ გამოვიყენეთ (3) შეფასება და კიდევ შემდეგი 

მარტივი უტოლობა: | II:II – IVI | < Iდ –)I| («,ჯ C II”). შევნიშნოთ, 
რომ უკანასკნელი უტოლობა გამოყენებულია ჯ = (<1(6-), 42(ML)) და V = 
(<+1(6-), 25(6-)) წყვილების შემთხვევაში. 

(4)-დან და (5)-დან ვღებულობთ, 

ს.- / ') + (22)? | < 56 – =+1). 
(თ,ხ) 

საიდანაც ვასკვნით თეორემის სამართლიანობას, C) 

ვთქვათ, 2 წრფევადი წირია. მაშინ, თეორემა 13.4.2-ისა და შემოსაზღვრუ- 

ლი ვარიაციის ფუნქციების თვისებათა ძალით, ყოველი ი; საკოორდინატო 

ფუნქცია თითქმის ყველგან წარმოებადია და მისი 9; წარმოებული ჯამებადია, 

აღნიშნულის გამო, ნებისმიერი წრფევადი წირისათვის აზბრი აქვს 

,, „VCი?+--+რ+? 
ლებეგის ინტეგრალს. ქვემოთ მოცემული თეორემა იძლევა იმ წრფევადი წირე- 

ბის დახასიათებას, რომელთა სიგრძის გამოთვლა შესაძლებელია აღნიშნული 

ინტეგრალის მეშვეობით. 
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თეორემა 18.#.#. ნებისმიერი წრფევაღი 9#/ წირისათვის ს·)მართღ·იანია 

უტოლობა: 

/ ჯ/(”/])2+···+(”7;.)251–,· (6) 
(6,ხ| 

ამასთან, ეს უტოლობა გადაიქცევა ტოლობად მაშინ და მხოლოდ მაშინ. 
როცა 4) .-- ი საკოორღინატო ფუნქციები არიან აბსოლუტურად უს- 

ყვეტი. 
ი წირისათვის §,-თი აღენიშნოთ |ი,ხ) სეგმენტზე შემდეგნაირად განსაგ- 

ღვრული ფუნქცია: 
ყ,(ი) = 0 და §.,(I) = L((ი,!)), როცა ! C (ი.ჩI. 

ამრიგად, §., ფუნქცია ბზომავს წირის იმ რკალის სიგრძეს, რომელიც წარმოქ. 

მნილია (ი,ჯ| სეგმენტში მოთავსებული პარამეტრის მნიშენელობებით, 

თეორემა 13.4.4-ის დამტკიცება ეფუძნება 8§, ფუნქციის თეისებებს, რომ- 

ლებიც მოიცემა შემდეგი დებულებით. 

თეორემა 1.#.5. ნებისმიერი წრფევადი ი/ წირისათვის §., არის ზრდადი 

ღა უწყვეტი ფუნქცია, რომლის წარმოებული თითქმის ყოველ L C C, | 

წერტილმი აკმაყოფილებს „ტოლობას: 

4M(1) = V1/(0)? + · ··+ 20(02. თ 
დამტკიცება. წირის სიგრძის ადიციურობის თეისებიდან(იხ. (2) ტოლობა) 

გამომდინარე, §, ზრდადი ფუნქციაა. უწყვეტობის დასადგენად გამოვიყენოთ 

ის ფაქტი, რომ წირის სიგრძე წარმოადგენს ვექტორ-ფუნქციის სრულ ეარი- 

აციას. ამ ინტერპრეტაციით, §., არის » ვექტორ-ფუენქციის სრული ვარიაცია 

ცელადი ზედა საზღვრით: §.() = V-((ი,!)). ამ შენიშვნის შემდეგ, §- -ს უწყვე- 
ტობა მტკიცდება ზუსტად სკალარული შემთხეევის მსგავსად (იხ. თეორემა 

13.1.1). 
ახლა გადავიდეთ (7)-ის დამტკიცებაზე, 6 იყოს ყველა იმ L C (ი.ხ) 

წერტილის სიმრაელე, რომელშიც თითოეული §ა,4),..- 2 ფუნქცია წარმო- 
ებადია, ცხადია, # სრული ზომისაა. 

შეენიშნოთ, რომ ნებისმიერი |IC,ძ) C [ი,ს] ქვესეგმენტისათვის. პარა– 

მეტრის 1 C IC, ი) მნიშვნელობების შესაბამისი რკალის სიგრძე მეტია ან ტოლია 

4(ი) და +(ძ) წერტილების შემაერთებელი ქორდის სიგრძეზე, ე.ი. (+(1C. ძ!) > 
I-(9) –5(9)I|. აღნიშნელის გათვალისწინებით, ყოველი ჯ C L, წერტილისათეის 

და : C (0,ხ – ) რიცხეისათეის გვექნება, 

5,(! + I) – 5§-(1) = L,(II.1 + IM) > 

> II2(/ +7) – +(0)II = V(2I((+7') – ე1(0))” +··· + (–ი(I(+ ) – 25(7))”. 
39 





4 ხL – 1). IMIთI = 9 I20) - M-)I+2 -- 4- > ,, გ 1ჩთ, 
I/ /' 7I1 

#L=I X6CCი 

ახლა, თუ გავითეალისწინებთ, რომ L., < L,„ + 6, მივიღებთ შეფასებას: 

IIMთI. < ჯინ. 

საიღანაც. 6 > 0 რიცსვის ნებისმიერობის ძალით, დაეასცნით /”/,, სიმრავლის 

ნულზომიანობას, ამით თეორემა დამტკიცებულია. LI 

თეორემა 13.4.4-ის დამტკიცება უკვე დაიყვანება ცნობილ დებულებებ- 
ზე. სახელღობრ, უნდა გავითვალისწინოთ თეორემები 12.6.2 ღა 12.8.5 (იხ. 
აგრეთვე შენიშვნა 12.6.4) და ზემოთ დადგენილი თეორემა I13.4.5. 

აქვე მოვიყვანოთ თეორემა I3.4.4-ის ერთი საინტერესო გამოყენება, 

დაკავშირებული ლებეგის განუსაზღერელი ინტეგრალის სრული ვარიაციის გა- 

მოთელასთან, 

თეორემა LM.#.ნ. ვთქვათ, # C L(IოV,ხ)) და M#L(X#%) = ][ი..·!·] #(X6Cი,ს). 

მაშინ 

V-(C,ხ) = / III 
ით,ხ 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ L აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა და 
M7(9) = /(0:) თითქმის ყველიეან. აღნიშნულის გათვალისწინებით. თეორემა 
13.4.4-ის გამოყენება ერთგანმომილებიანი + = M წირისათვის გვაძლეეს, 

რომ 

M,ხ) =!+= / I-I= / (V 
(ი,ხ) Iრ,ხ| 

თეორემა დამტკიცებულია, C) 

წრფევადი 4 წირისათვის განეიხილოთ შემდეგი წესით განსაზღვრული 

7 :|I90,1.,) – C" ვექტორული ფუნქცია: » C |0,!,) რიცხვისათვის 5(„) ტოლია 
ისეთი <+(L) წერტილის, რომლისთვისაც /- ((ი,!1) = #. შევნიშნოთ, რომ ”/(+X)-ს 

განსაზღერა კორექტულია, მართლაც, თუ !.,(I(0,11)) = 1–(I0,(2|) = «. მაშინ 

ადეილი დასანასია, რომ 23 ფუნქცია მუდმიეია |I1,/(ე)| სეგმენტზე. ამრიგად, 

თუ წირზე, მისი სათავიდან დაწყებული, გაევივლით » რიცხეის ტოლ მანძილს, 

მაშინ მივალთ წერტილში, რომელიც მიიჩნევა 5'(+)-ს მნიშვნელობად, 

თეორემა 18.#.7. ნებისმიერი წრფევადი და დადებითი სიგრძის “/ წი- 

რისათვის 5 წირს აქვს თვისებები: 

თ უ-ის კვალი და სიგრძე ემთხვევა 4-ს კვალსა და სიგრძეს, ე.ი. 

5(I0,!–)) = +(Iთ,ხ)) და L = «; 
. 1წ([0, »)) = » ყოველი # C (0, 11]·სათვის; 
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« 5 აკმაყოფილებს ლიფმიცის პირობას: 

I(7ა) – -(=3)I <|= – ა| (ა,25C100,#)). 

შედეგად. -..- ეე საკოორდინატო ფუნქციები არიან აბსო- 

ლუტურად უწყვეტი; 
« თითქმის ყოველი ” C (0,15–) წერტილისათვის, 

V#I(ე2+---+7%(? =1. 
დამტკიცება. 5(I0,L,)) = -(I0,ხ0)) ტოლობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

2 წირის განსაზღვრიდან. ( = 1L, ტოლობის დასადგენად კი უნდა გავითვა- 

ლისწინოთ ო5 და 2 წირებში ჩასაზულ ტეხილთა კლასების იგივეობა. 

ვთქვათ, » C |0,!,) და L C Iი,ნხ|) წერტილი აკ)მაყოფილებს ILI,((ი,!)) = « 
ტოლობას, ადვილი დასანახია, რომ 

-/II0.») = ”IIIV./)- 

საიდანაც, პირველი წინადადების ძალით დავწერთ, 

(-(I0,წ)) = I?I[·)„·I = 1·7—||··1 = I·,||····| = L,(IC,L)) = ”- 

ამით მერრე წინადადება დამტკიცებულია. 

ეთქვათ. 0 < > < « < L„. მაშინ, მეორე წინადადების გათვალისწინებით, 

გვექნება, 

IX(=) – 7(7L)II < L/((ო , 25)) = L5(I0,45I) – (=((0, = |) = > – =. 
რითაც მესამე წინადადება დამტკიცებულია. 

მეოთხე წინადადება არის მეორე წინადადებისა და თეორემა 13.4.5-ის 

შედეგი. თეორემა დამტკიცებულია. I8) 

თუ წირს გავაიგივებთ მის კვალთან, მაშინ შეიძლება 2 განეიხილოთ 

როგორც L = ·)I([C„ ხ]) წირის ახალი პარამეტრიზაცია, 5-ს უწოდებენ L' = 

54(%იV",ხ)) წირის ბუნებრივ (ან კიდევ, რკალის სიგრძის მიხედვით) პარა- 

მეტრისაციას. ამრიგად, წირი შეიძლება აღწერილი იყოს ცუდი თვისებების, 

კერძოდ, არააბსოლუტურად უწყევეტი +» პარამეტრიზაციით, მაგრამ, თეორემა 

13.4.7-ის ძალით, შესაძლებელია მისი ახლებური პარამეტრიზაცია, რომელსაც 

უკვე აქვს აბსსოლუტურად უწყვეტობის თვისება, 

თუ + პარამეტრს მივიჩნევთ ღროდ, ხოლო #/(»)-ს კი წერტილის 

მოძრაობის აღმწერ ფუნქციად, მაშინ, ასეთი ფიზიური ინტერპრეტაციის ფარ- 

გლებში, ბუნებრივი პარამეტრიზაცია შეიძლება განეიხილოთ, როგორც L' = 

–7([(1, ს]) წირზე ისეთნაირად განხორციელებული მოძრაობა, რომლის პირო- 

ბებშიც განვლილი მანძილის სიდიდე ემთხვევა მოძრაობის დაწყებიდან გასულ 

დროს, 
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შენიშვნა 15.#.3. წრფეეადი წირის სიგრძის გამოთვლის შესახებ ამოცანა 

(მსგაევსად პირველყოფილის აღდგენის შესახებ ამოცანისა) იყო ერთ-ერთი 

ძირითადი ინღიკატორი რიმანის ინტეგრალის განზოგადების აუცილებლობისა, 

კერძოდ, ცნობილი იყო, რომ 

6= / VC0)2+--+რ/?. 
(C2 

ფორმულა ძალას კარგავდა უწყვეტად დიფერენცირებადი წირების კლასის 

გარეთ. ამის დამადასტურებელ მაგალითად გამოდგება «(L) = (L, /(L)) (L C 
(0, 1)) ტოლობით განსაზღვრული ბრტყელი წირი, საღაც / არის ვოლტერას 

ტისის ფუნქცია, აგებული 9,4 პარაგრაფში. მაშინ M იქნება შემო- 

საზღვრული ზომადი ფუნქცია, რომელიც არაინტეგრებადია რიმანის აზრით, 

ამრიგად, რიმანის ინტეგრალის მეშვეობით ვერ ხერსდება თვით ისეთი წრფე- 

ვადი წირების სიგრძის გამოთვლა, რომელთაც აქვთ ყოველ წერტილში წარმო- 

ებადი საყკოორდინატო ფუნქციები (გეომეტრიული ტერმინებით რომ ევთქვათ, 

ყოველ წერტილში აქეთ მხები). ამის საპირისპიროდ, ამ პარაგრაფის 13.4.4 

ღა 13.4.2 თეორემები, 12.9.1 და 12.7.6 თეორემებთან ერთად, გევიჩვენებენ, 

რომ იგივე სიტუაციაში ლებეგის ინტეგრალი იძლევა სასურველ შედეგს. 

აშოცანები 

1, ვთქვათ, 2 არის კანტორის წირი, ე.ი. <(I) = (L,0(I)) (I C I0.1)), სადაც 

0 არის კანტორის ფუნქცია. გამოთვალეთ 5, წირის სიგრძე, 

2. ვთქვათ, / არის შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქცია, დაამტკიცეთ, რომ 

თითქმის ყოველი > C |ი,ხ| წერტილისათეის XML(X) = | /(27)|. 

§ 5. ნახტომთა ფუნქციები 

Iი,ხ) სეგმენტის L წერტილისა და | და » რიცხეებისათვის .I ,-ით 

აღვნიშნოთ შემდეგნაირად განსაზღვრული ფუნქცია (ნახ. 13.3): 

0, თუ ძ<7<1, 

·IL·I.I·(·”C) = 4 V, თუ ჯ =L, 

!+7, თუ (<ჯ<ხ. 

ვთქვათ, მოცემული გეაქვს (ი, ხ| სეგმენტის წერტილთა სასრული ან უსას- 

რულო (L,) მიმდევრობა, რომლის წევრები წყვილ-წყვილად განსხვავებულია. 

დავუშვათ, ყოველ L#,„-თან დაკავშირებულია Iგ და »გ რიცხვები, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ პირობას: 

9 ,I.I+ 2 ,IIიI < თ. (1) 
7 # 
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1+ -- 

V, 

/ ი 

ნახ. 13.3. 

მოვითხოვოთ აგრეთვე, რომ ”!,, = 0, თუ ჯა = თ და ,, =0, თუ 1,, = ხ. ასეთ 

პირობებში აღვნიშნოთ: 

·](1··1,1·) = 2 ·]?·" იი “ 

” 

შევნიშნოთ, რომ განსახილავი ფუნქციური მწკრივის ყოეელ წერტილში კრება- 

დობა უზრუნველყოფილია (1) პირობის საფუძველზე. V, ფუნქციას ეწოდ- 
ება , L და » მიმდევრობების შესაბამისი ნახტომთა ფუნქცია. ადღვილი 
შესამოწმებელია, რომ ნახტომთა ფუნქცია შეიძლება განისაბღვროს შემდეგი 

ეკეივალენტური ფორმით: 

·](1||,·|·)(I) = 2 (გ + 2 7ი (ჯ C [ე„ ხ]) (2) 
':ი<ჯ წა<ჯ 

(2) წარმოდგენის საფუძველზე გვექნება: 
« ნებისმიერ ჯ« C (ი,ხ| წერტილმი არსებობს .,,,) ფუნქციის 

შარცხენა ზღვარი, რომელიც გამოითვლება შემღეგნაირად: 

·](C,I,?)(:L· – 0) = 2 ს + 2 1ი (3) 
ხა<? ხა<»ჯ 

« ნებისმიერ ჯ C (თ,ხ) წერტილში არსებობს ·](,··1·,·) ფუნქციის 

ეარჯვენა ზღვარი, რომელიც გაეოითვლება შეეღეგნაირად: 

·](!,1,»·)(1: +0) = 2 ს + 2 7უ (4) 
(ი<X '–<ჯ 

(2) – (ქ) ტოლობებიდან გამომდინარე ვასკვნით შემდეგი წინადადების 

სამართლიანობას: 

· /ი უწყვეტია ა წერტილებისაგან განსხვავებულ ყოველ 
წერტილში; 

· ·](:·1·,·) ფუნქცია უწყვეტია ჯ წერტილმი მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა „ = ი = 0; 

« ჯ, C (თ,ხ წერტილში LVც),) ფუნქციის მარცხენა ნახტომი 1ი 

რიცხვის ცოლია, ე.ი. ·](1.1.7·)(·1””) = ·](L,I,I·)(C" –0) = L.; 
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« ! C (თ,ხ) წერტილში ·1(:·1·,.) ფუნქციის მარჯვენა ნახტომი ჯ» 

რიცხვების ცტოლია, ე.ი. ·I(M·,.)(C„ +0) – ·1(1··1·,·)(05„) = ი: 

თი თუ ცნობილია, რომ ”ი და 1 ერთდროულად ნულის ტოლი 

არ ხდებიან არცერთი »-სთვის, მამინ ·](,··[·,·) ფუნქციის წყვეტის 

წერტილთა სიმრავლე ემთხვევა #ი წერტილთა სიმრავლეს· 

აქვე შევნიშნოთ, რომ ნახტომთა ფუნქცია არ შეიცვლება, თუ მისი 
წარმომქნელი (CLა), (I„) და (#ი) მიმდევრობების წევრებს ჩავუტარებთ 

ერთი და იმავე გადანაცვლებას. ეს წინადადება მიიღება (1) პირობის საფუძ- 

ველზე. 

შემდგომში ტერმინით – ნახტომთა ფუნქცია, მოხსენიებული იქნება C,, 

სახის ნებისმიერი ფუნქცია და აგრეთვე, იგივურად ნულის ტოლი ფუნქცია, 

შენიშვნა 13.5.. ნახტომთა ფუნქციების მარტივ მაგალითებს გეაძლევენ 

ე.წ. უბან-უბან მუდმივი ფუნქციები, 

# ფუნქციას ეწოდება უბან-უბან მუდეივი· თუ მოიძებნება |ი, ხ| სეგმენტის 

# = ((ი,...,(ა) დანაწილება, ისეთი, რომ / მუდმივია თითოეულ ((L-1I, ) 

ინტერვალზე. 

ნებისმიერი / ფუნქციისათვის შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

(,) / არის უბან-უბან მუდმივი: 

((7) # – /(ი) არის ნახტომთა ფუნქცია, რომელიც წარმოქმნილია სასრული 

(L.). (() და (ჯგ) მიმდევრობებით. 

(I7) =- (1) იმპლფაციის შესამოწმებლად საკმარისია გავითვალისწინოთ, 

რომ „”,,),, სასის ფუნქცია მუდმივია ნებისმიერ # მონაჯვეთზე, რომელიც არ 

შეიცავს # წერტილს. 

(1) = (1) იმპლფაციის ღასადგენად განვიხილოთ (ი, ხ) სეგმენტის # = 

(ი, ..-,#ი) დანაწილება, ისეთი, რომ / მუდმივია ყოველ ( 1,#-) ინტერ- 
ეალზე. (#ი,#1), ..- (ჩი–1) ი) ინტერეალებზე /-ის მიერ მიღებული მნიშვნელო- 

ბები შესაბამისად აღვნიშნოთ VI,...,ჯ/--ით. I და +; რიცხვები განვსაზღეროთ 

შემდეგნაირად: Iი = 0,70 = ) – /(0),(L = I(ს1) – VI, L1 = %9 – /(/)). 
I = /(ხ) – ჯი,გ = 0. მაშინ ადეილი შესამოწმებელია, რომ / – /(ძ) = 

22=0 მI,სააწი 

თეორემა L.5.L 7V I ,) ნახტომთა ფუნქცია შემოსახღვრული ვარიაცი- 

ისაა, ამასთან, მისი სრული ვარიაცია არის 2"II„I + 2" ჟუო ჯამის 

ტოლი. 
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ლემა ხ.ა.L ვთქვაფი, 22·; I წთ ფუნქციური ეწკრივი ყოველ წერტ"ლში 

კრებადია და / = 3) , /,. მაშინ 

V,((,ხ)) < 2 ,V/.(Iი,ხI). 
11== 1 

დამტკიცება. განვიხილოთ |0,ხ) სეგმენტის ნებისმიერი # = («ი,...,,) 
დანაწილება. ადვილი შესამოწმებელია, რომ ნებისმიერი /V-სთვის სამართლი– 

ანია შეფასებები: 

V,(L) = 2, 
M#=1 

ბი თ) - 2:1·"(1·“—1)| < 
#=1 ?31=1 

M 

2 Iჰი(დI) – 2 '(რ 
71=1 'L=1 

ი VM თ 

< 2 , 2,I/ი(2») – /„(=ი-))| + 2 
#=1 ი=1 1=0 

” ლ 

32 
1:=1 

ფ)- ზა ]··(I;·—I)| < 
=MV+1 ი=/+1 

2 ჰი(თ:)| = 
= IV +1 

2 Iჰო(თ.)| = 
#=V7IV+1 

M » ” 
= > , 2 .I/ი(თ) – /ა(=:-1)|+2 

M»=1 L=1 L=0 

–2V,„(?)+22 », )ი(2.) < 
#L=0 ' #X#=/)V +1 

0 

2 '5C3)ს 
ით=/+1 

თუ გავითვალისწინებთ 2 ,, /„(თ) მწკრივის კრებადობას ყოველ დ C (0,ხ| 
წერტილში და მიღებულ შეფასებაში გადავალთ ზღვარზე, როცა M - C, 

გვექნება, რომ 

< 2V,"([·: ხ)) + 22 
L=0 

V,(L) < 2 ,V/.(I6,ხ)). 
7:=1 

საიდანაც, » დანაწილების ნებისმიერობის საფუძველზე მივიღებთ საჭირო 

უტოლობას, ლემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვჩა 1).5.2. ლემა 13.5.1-ში დადგენილი უტოლობა სამართლიანია 
ფუნქციათა სასრული ჯამის შემთხვევაშიც. ამ სიტუაციაში დამტკიცება კიდევ 

უფრო მარტივდება, რადგანაც შეფასებებში აღარ გეექნება მწკრივის ნაშთითი 

წევრი. 
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შენიშვნა M.5.3. ნებისმიერი / და ი ფუნქციებისათვის სრულდება უტო- 

ლობა; V/ჯე(, ს > IV/,((V,ს)) – M-(Iრ.M))I.. მართლაც, IC,ს). სეგმენტის. ნე- 
ბისმიერი # დანაწილებისათვის, |1 + VI| > |(I>| – IVI)| რიცხვითი უტოლობის 

საფუძველზე მარტივად ვაჩვესებთ, რომ V,+ჯ/(/?) > IV/(I>) –V-(#)!, საიდახაც 
მივიღებთ დასამტკიცებელ შეფასებას. 

_ ლემ···) %.5.2. ვთქვათ, #1,--., IV ფუნქციებისათვი” მოიძებნებიან 

წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი (თ),ხ)),-.-, (თ·,ხV) C [ე., ხ! ინტერვა- 

ლები, ისეთები, რომ ყოველი /ი ფუნქცია მუდმივია Iთ,ხI V (იგ,ხი) 

M 

სიმრავლის შემადგენელ ორივე სეგმენტფხე. მაშინ / = 2, /გ ჯამისათ- 
=1 

ვის სრულდება ცოლობა: ” 

ს, 

V,((ი,ხ)) = 2 ,V,,(Iი,ხ)). 
–IM=1 

დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ M > 2 და 
V/, ((ი,ხ)) > 0 ყოველი »-სთვის (ე.ი, არცერთი /„ ფუნქცია არაა მუდმივი). 

ლემა 13.5.1-ის ძალით გვექნება, რომ 

M 

V,((ი,ხ|)) < 2 ,V,.((ი,ხ)). 
»=1 

ეაჩვენოთ შებრუნებული შეფასების სამართლიანობა, განვიხილოთ ნებისმიერი 

დაღებითი თ),....CV» რიცხვები, ისეთები, რომ 

CL < V/]([ე·ხ|)· .V < V/·V([“!I,])· 

ლემის პირობის ძალით,. ყოველი » C 1, MV-სთვის შეგვიძლია ვიპოვოთ |ი„გ,ხ) 
სეგმენტის , დანაწილება, რომლისთვისაც Vი ((ი) > თი. L იყოს (0,ხ| 

სეგმენტის ის დანაწილება, რომელსაც გვაძლევენ ერთობლიობაში განხილული 

ჩ ..., I» დანაწილებების შემადგენელი წერტილები ი და ხ ბოლოებთან 
ერთად., კვლავ ლემის პირობის გათვალისწინებით, ადვილი დასანახია, რომ 

M 

V,(ნ) = 2 ,V/.(=). 
ი=1 

შედეგად, 
M 

V,(ნ) > 2 ,9»- 
ი=1 

თიგ რიცსვები შეგვიძლია ავიღოთ ნებისმიერად ახლოს V/ (|(ი,ხ)) ვარიაციებ- 

თან რის გამოც, უკანასკნელი შეფასების გათვალისწინებით, ეასკვნით 
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M 

V/(Iი,ხ,) > 2 V. (I0,ხ)) უტოლობის სამართლიანობას, რითაც ლემა დამ- 
11=1 

ტკიცებულია. C) 

თუორემა 1.5.1-ის დამტკიცება. აღვნიშნოთ ჰ =V,, ,, ,., და = ჰცIო- 
მარტივი შესამოწმებელია, რომ 

V, ((ი, ხ)) = |L»| + |”იI. (5) 
ვთქვათ, (1გ) სასრული მიმდევრობაა. მაშინ ადვილი დასანახია, რომ 

ჰწგ ფუნქციები დააკმაყოფილებენ ლემა I13.5.2-ის პირობებს, შედეგად, ლემა 

13.5.2-ის და (5) ტოლობის გამოყენებით, გვექნება, 

VI(Iი,ხ)) = 3 ,V (Iთ,ხ)) = 2 IIII+ 2 ,1წ 

ახლა დავუშვათ, (L,,) არის უსასრულო მიმდევრობა, ლემა 13.5.1-ის და 

(5)-ის საფუძველზე დავწერთ, 

VI(C,ხ) < 2 _ VI.((« 4) = 2 ღებთღ (6) 
?:=1 7=1 

განვიხილოთ ნებისმიერი V C M და აღვნიშნოთ 5» = 2 » C0M = 

სუ +) ი- შენიშვნა 13.5.2-ის გათვალისწინებით გვექნება, რომ 

V»L(I0,ხ|) = V5”+0”([0!I?]) > V§„((ი,ხ)) – VC„,(I(0, ხ)). (7) 

ლემა 13.5.2-ის და (5)-ის ძალით, 

V5,,(IC, ხ|) = 2 III + 2 Iი. (8) 
#»=1 

ხოლო ლემა I3.5.1-ის ძალით, 

(= 9) C 

Vლ„(Iთ ) < >, III+ 2, I5+I (9) 
»თ=VIV+1 თ=/+1 

თუ (8) და (9) შეფასებებს გავითვალისწინებთ (7)-ში და გადავალთ ზღვარზე, 
როცა M - %, მივიღებთ, 

V.(IC, ხ) > 2: Iთ I + 2 Iი. (10) 
» =1 11=1 

(6)-ის და (10)-ის საფუძველზე თეორემა დამტკიცებულია. CI 

თეორემა 18.5.2. ·](!·1,7·) ნახტოეთა ფუნქციის წარმოებული თითქმის 

ყვეღ·გან ნულის ტოლია. 
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თეორემა 13.5.2-ის დამტკიცებისთვის დაგვჭირდება შემდეგი საინტერე- 

სო ღებულება ზრდაღ ფუნქციათა მწკრივის გაწარმოების შესახებ, რომელიც 

ეკუთესის გ, ფუბინის. 

თეორემა 1M.5.3. ვთქვათ, (/„) არის ზრდადი ფუნქციების მიმდევრობა, 

2ეა-1 ი» მწკრივი კრებადია ყოველ ჯ C |თ,ხ წერტილში და / = 
2;1·0=1 #ა. მაშინ თითქმის ყოველ » C |0),ხ| წერტილში წარმოებადია 

თითოეული /, #1, #2,... ფუნქციებს შორის და სრულდება ტოლობა 

L”(თ) = 2 ,#(2)- 
7=1 

დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად ეიგულისხმოთ, რომ /, ფუნქცი- 

ები არაუარყოფითია (წინააღმდეგ შემთხვევაში განეიხილავდით /გ – /ა»(ძ) 

ფუნქციებს). თეორემა 12.6.2-ის ძალით /, /), /2,... ფუნქციები თითქმის ყველ– 
გან წარმოებადი არიან. შედეგად, მოიძებნება სრული ზომის L; C |0ი,ხ|) სიმრავ- 

ლე, რომლის ყოველ წერტილში წარმოებადია ყოველი /, , /2,... ფუნქცია, 
მსჯელობების სიმოკლისათვის ჩავთვალოთ, რომ X# = (ი,ხI. 

აღენიშნოთ 

ი=(-(ჩ+-··+/”) (ლCM%. 
ჩვენი მიზანია, ვაჩეენოთ, რომ 

ი /V-(2) =0 თითქმის ყველგან, (11) 
”წვილ 

ჩეი = 22·; M#+1 4 ტოლობიდან გამომდინარე ჩე (ი C M) ბრდადი ფუნქციაა. 

რის გამოც, თეორემა 12.6.2-ის ძალით, დავწერთ, 

M < ჩე(ხ) – Mი(ძ). 
I9,ს| 

(ჩა(თ)) მიმდევრობის ზღვარი ყოველ « C |ი,ხ) წერტილში ნულის ტოლია, 

შედეგად, გვექნება, 
Iა5350 (I- :CX) (12) 

I9,ხ|) 
შევნიშნოთ, რომ (//,) არის არაუარყოფით ფუნქციათა კლებადი მიმდევრობა. 

ამის გამო (11) პირობის შეუსრულებლობა მოგვცემს წინააღმდეგობას (12) 

პირობასთან. მართლაც, დავუშვათ, (1Iი-ყიი Mგ > 0ჯ სიმრავლე დადებითი 

ზომისაა. მაშინ მარტიეად ვიპოვით 6 > 0 რიცხეს, რომლისთვისაც დადებითი 

ზომის იქნება ,9 = (0თი- თ M > 61 სიმრავლე. შედეგად, (I7,) მიმდევრობის 

კლებადობის გამო გვექნება, რომ ყოველი »-სთვის, 

| M > / M >45 
Iი,ხ § 

რაც ეწინააღმდეგება (12) პირობას. ამით თეორემა დამტკიცებულია. (§8) 
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თეორემა #M.5.2-ის დამტკიცება. თავდაპირველადღ ორი რამ შევნიშნოთ: 

. ი) ნახტომთა ფუნქცია ზრდაღია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, რო- 

ცა ყოველი I1 და 1გ რიცხვი არაუარყოფითია. ამაში დარწმუნე- 

ბისთვის უნდა გავითვალისწინოთ, ერთი მსრივე, ნახტომთა ფუნქციის 

(2) წარმოდგენა და მეორე მხრიე, ნახტომთა ფუნქციის ცალმხრივი 

ზღვრების სასე. 

. ცI ფუნქცია შემდეგნაირად წარმოდგება ორი ზრღადი ნახტომთა 

ფუნქციის სხვაობის სახით: IV ,-) = # – ყ, სადაც 

#(2) = –, III+ >, Iო 
'ა<ჯ (=– +- 

9(2) = % ,(III – სL)+ 2 ,(Iო| – შ.). 
'(=+ 'ჰგ<ჯ 

ამ შენიშვნების საფუძველზე საკმარისია თეორემა დავამტკიცოთ იმ შემ- 

თხვევაში, როცა .C|,ე ფუხქცია ზრდადია (ე.ი როცა ყოველი I1, და », 
რიცხვი არაუარყოფითია). 

ც.ე ფუნქციის განსაზღვრის თანახმად, .V |,ე = 2) ,I- ბამას- 

თან, ცხადია, რომ ყოველი X I» ფუნქცია ზრდადია და II ,, „ (2) = 0 
ყოველი ჯ # ჯე წერტილისათვის, ამ თვისებების საფუძველზე დასამტკიცებელ 

დასკვნას უშუალოდ ევღებულობთ, როცა გვაქეს სასრული ჯამი (ე.ი. როცა (Iჯ„) 

მიმდევრობა სასრულია), ხოლო უსასრულო ჯამის შემთხვეევაში, დამატებით 

საჭიროა თეორემა 13.5.3-ის გამოყენება. თეორემა დამტკიცებულია. (89. 

ამოცანები 

1. ნახტომთა ფუნქციის წარმოებულის თითქმის ყველგან ნულიან ტოლობა 
დაამტკიცეთ ვიტალის თეორემის გამოყენებით. მითითება: დაუშვით საწინა- 
აღმდეგო და გამოიყენეთ, რომ .I /,„)-ის განმსაზღვრელი ჯამიდან სასრული 

რაოდენობის წევრთა ჩამოცილებით, |ი,ხIV(თ), დ2,... | სიმრავლის წერტი- 
ლებში )ც,,,ე-ის ზედა და ქვედა წარმოებულები არ იცელება. 

§ 6. შემოსაზღვრული ვარიაციი·ს ფუნქციის ლებეგის დაშლა 

თუ / ფუნქციას ყოველ წერტილში აქვს ცალმხრიეი ზღვრები, მაშინ შე- 

მოვიღოთ აღნიშენები: 

!,(I()= I(I) –IL6–0მ) (#C(ი,V)); 

„,0) = /06+0) – /6) ( C(ხ). 
!ჯ(თ) და »/(ხ) ჩავთვალოთ ნულის ტოლად. 
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შევნიშნოთ, რომ 12.6.)| ღა 12.7.4 თეორემების ძალით შემოსაზღვრული 
ვარიაციის ნებისმიერი / ფუნქციის წყვეტის წერტილთა სიმრაელე არაუმეტეს 

თვლადია, ამასთან, 1-ს ყოველ წყვეტის წერტილში აქეს ცალმხრივი ზღვრები, 

თეორემა 19.6.1. ვთქვათ, წ შემოსა·ხღვრული ვარიაციის ფუნქციაა და 

L წერფილები ქმნიან მისი ყველა წ. ის წერტილის სიმრაჯლეს. მამინ ერტილე ყველა წყვეტის წერტილ ვლე 

2 ,IV(C)I + 2 ,I=/(%)I < V/(IV,ხI). 
7 / 

ე-ი. შემოსახღვრული ვარიაციის ფუნქციის ცალმხრივ ნახტომთა მოდუ- 

ლების ჯამი არ აღეეატება ფუნქციის სრულ ვარიაციას· 

დამტკიცება. განვიხილოთ (ჯ„) მიმდევრობის ნებისმიერი საწყისი ნა- 

წილი: #I,...,#M, და ეაჩვენოთ შეფასება: 

M M 

2,IV(ი)I+ 2,IM/(რ)I < V/ (V ხI). 
7L=1 7=1 

ამით თეორემა დამტკიცებული იქნება. ბოგადობის შეუბღუდავაღდ შეგვიძლია 

ვიგულისსმოთ, რომ ი = L < < (LM = ხ. ყოველი » C (1,...,MV –1) 

ინდექსისათვის ». იყოს [[„,L„+|] სეგმენტის შუაწერტილი, მაშინ მარტივი 

დასანახია, რომ სრულდება შეყფასებები: 

II'/(M1)| < C/ (I1, >)), ---, I”/((V–1)| < C/ (IIX– 1 >X–II): 

II/(#2)| < C/ (Iუ „ჯი)). -.-. |//(L#)| < C/ ((IXჯ- , LMI) 
 იყოს (ი,ხ) სეგმენტის დანაწილება რომელიც მიიღება /)....,I» და 

“ ,. ..,7M-I წერტილებისაგან, მაშინ, თეორემა 13.1.7-ის გათვალისწინებით, 

დაეწერთ, 
M M M-1 V 

M/(I-)|I+ 2 ,IVCIა)| = 2 , II/(თ)1+ 2ე)II/(ი)! < 
1L=1 1=L #X=1 ი=2 

< თ/(II),>I) + «I/((ლ,ჯ2)) + + ს/(MX- II IX-II) + თ/(I(IX-I,XI) = 
= ი/(L) < V/(I0,ხ!). 

თეორემა დამტკიცებულია. ICI 

ვთქვათ, # არის შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქცია და („ წერტილები 

ქმნიან მის წყვეტის წერტილთა სიმრაელეს. მაშინ, თეორემა I13.6.1-ის სა- 

ფუძველზე, შესაძლებელია განვსაზღვროთ / ფუნქციის ნახტომთა ფუნქცია: 

·]! = 2 ·]1" ·1!(1")·7·1(1·")· 

7 

უწყეეტი შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქციის ნახტომთა ფუნქცია მივიჩნიოთ 

იგივურად ნულის ტოლად, 
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შენიშენა M.6.L. შემოსაზღვრული ვარიაციის ნებისმიერი / ფუნქციისათვის 
ღა ნებისმიერი გადაუგვარებელი IC,4II C (თ,ს) ქვესეგმენტისათვის გვექნება, 

რომ 

2, IVVI)I+ 2, IV/(%)I < V/(I(ო4) 
(„C(Cთ.ძ!) სი CIC,ძ) 

(ე.ი. ცალმსრივ ნახტომთა მოდულების ჯამი, აღებული ქვესეგმენტში მო- 

თავსებული წყვეტის წერტილების მიხედვით, არ აღემატება ამ ქვესეგმენტზე 
ფუნქციის ვარიაციას), ეს შეფასება მიიღება თეორემა 13.6.1-დან, თუ მას 

გამოვიყენებთ / ფუნქციის შეზღუდვისათვის (C,ძ) მონაკვეთზე. 

შენიშვნა ს.ნ.2. შემოსაზღვრული ვარიაციის ნებისმიერი / ფუნქციისათვის 

13.56.1 და 13.6.1 თეორემების ძალით, სრულდება შემდეგი თანაფარდობები: 

V»,(Iთ,ხ)) = > , II(I:)|+ 3 , I-/ (M)| < V, (IC,ხI). 

შენიშვნა 8.ნ.3. ადვილი დასანახია, რომ შემოსაზღვრული ვარიაციის / 

ფუნქციის მარჯვნიდან უწყვეტობის შემთხვევაში, მისი ნასტომთა .7/ ფუნქციაც 

მარჯუნიდან უწყვეტია. 

თეორემა I.წ.2. შემოსასხღვრული ვარიაციის ნებისმიერი / ფუნქცი- 

ისათვის / – )#/ სხვაობა უწყვეტია და /# = (/ – V#/,) + )// არის |- 
ის ერთადერთი შესაძლო დამშლა უწყვეტი შემოსაზღვრული ვარიაციის 

ფუნქციისა და ნახტომთა ფუნქციის ჯამის სახით. 

ლემა %.ნ.L თუ / და ყ ნახტომთა ფუნქციების სხვაობა უწყვეტი 

ფუნქციაა, მაშინ / = ყ. 

დამტკიცება. ადეილი შესამოწმებელია, რომ / – ყ სხვაობა უწყვეტია 
მაშინ და მსოლოდ მაშინ, როცა /-ს და ე-ს ერთი და იგივე წყვეტის წერტი- 

ლები აქვთ და ამასთან, წყვეტის წერტილებში / და ყ ფუნქციების მარცხენა 
და მარჯვენა ნახტომები ერთმანეთს ემთხვევა. ნახტომთა ფუნქცია ცალსახად 

განისაზღვრება მისი წყვეტის წერტილებითა და ამ წერტილებში არსებული 

მარცხენა ღა მარჯვენა ნახტომებით, ამიტომ, ზემოაღნიშნულის ძალით, ვას- 

კენით / = ყ ტოლობას. ლემა დამტკიცებულია. LI 

თეორემა 1.ნ.2-ის დამტკიცება. ნახტომთა ფუნქციების თვისებების გა- 

თვალისწინებით V7 და / ფუნქციებს აქვთ ერთი და იგიეე წყვეტის წერტილები 
და ამასთან. წყვეტის წერტილებში V, და / ფუნქციების მარცხენა და მარჯვენა 

ნახტომები ერთმანეთს ემთხვევიან. შედეგად, / – // იქნება უწყვეტი ფუნქცია. 

თეორემა 13.6.1-ის თანახმად, #/, არის შემოსაზღვრული ვარიაციის, ამიტომ 

# – )#/ ფუნქციაც იქნება შემოსაზღვრული ვარიაციის. ამრიგად, / – V, და 

V// ფუნქციები გვაძლევენ /#-ის დაშლას, უწყვეტი შემოსაზღვრული ვარიაციის 
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ფუნსქციისა და ნასტომთა ფუნქციის ჯამის სახით. ღაშლის ერთადერთობა კი 

არის ლემა I|3.6.1-ის შედეგი. თეორემა დამტკიცებულია. L) 

ეთქვათ, / შემოსაბღვრული ეარიაციის ფუნქციაა, როგორც ვიცით, / 

თითქმის ყეელგან წარმოებადია და /' C #(Iთ,ხ)). /”-ის განუსაზღერელი 

ინტეგრალი აღენიშნოთ ,4(„/-ით, ე.ი, 

#/C) = I(0+ / ”  («6(,ხ). 
I0,+| 

4/ ფუნქციას ვუწოდოთ / ფუნქციის აბსოლუტურად უწყვეტი კომპონენტი. 

# შფუნქციას ეუწოდოთ სინგულარული, თუ: 1) / არის უწყვეტი და 
შემოსაზღვრული ვარიაციის; 2) /(თ) = 0 და 3) /-ის წარმოებული თითქმის 

ყეელა წერტილში ნულის ტოლია, 
შევნიშნოთ, რომ სინგულარული ფუნქცია არის აბსოლუტურად უწყვეტი 

მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა ის იგივურად ნულის ტოლია, მართლაც, 

აბსოლუტურად უწყვეტი ფუენქცია, რომლის წარმოებული თითქმის ყველგან 

ნულის ტოლია, არის მუდმივი (იხ. თეორემა L2.8.4), ხოლო მუდმიე ფუნქციებს 

შორის მხოლოდ ნულოვანი ფენქციაა სინგულარული, 

აქვე შეენიშნოთ, რომ არანულოვანი სინეგელარული ფუნქციის მაგალითს 

გვაძლევს კანტორის 6 ფუნქცია. 

შემოსაზღვრული ეარიაციის / ფუნქციისათვის აღვნიშნოთ 

5/ = | – V, – 4#/. 

თეორემა 13.5.2-ის ძალით, /,-ის წარმოებული თიითქმის ყველგან ნულის 

ტოლია, ხოლო ლებეგის თეორემის თანახმად, #4,/-ის წარმოებული თითქმის 

ყველგან /”(X)-ს უდრის, აქედან გამომდინარე, თუ გავითვალისწინებთ / – ), 
ფუნქციის უწყვეტობას, დაეასკნით, რომ 5/ სინგულარულია. 5/ ფუნქციას /-ის 
სინგულარულ კომპონენტს უწოდებენ. 

თეორემა 1M.6.3. 'შემოსასღვრული ვარიაციის ნებისმიერი / ფუნქცი- 

ისათვის, 

#I)I=#4,+I)I,+5, 

ტოლობა იძლევა /-ის ერთადერთ შესაძლო დამლას აბსოლუტურად 
უწყვეტი, ნახტომთა და სინგულარული ფუნქციების ჯამის სახით. 

დამტკიცება. დავუშვათ, / შემოსაბღვრული ვარიაციისაა და 

#/#=4+I+5, 

სადაც # აბსოლუეტურად უწყვეტია, / ნახტომთა ფუნქციაა, ხოლო § არის 

სინგელარული, დასამტკიცებელი გვაქვს. რომ # = 4/,)# = I/7/ და 5 = 5/. 
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თეორემა 13.6.2-ის საფუძველზე გვექნება, 

/#/=VI)/, და 14+5=/1|+·5·1·· 

უკანასნელი ტოლობის ძალით, 5 – 5/ = 4, – 4. შედეგად, სინგულარული 

ა - 5/ ფუნქცია არის აბსსოლუტურად უწყეეტი #4/ – # ფუნქციის ტოლი, ეს 

ჯი შესაპლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა 5 – 5/ იგივურად ნულის ტოლია. 

აქედან გამომდინარე, გვექნება, რომ 5 = §/ და „4 = 4/. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. C) 

შემოსაზღვრული ვარიაციის # ფუნქციის წარმოდგენას 4 ” , და 5, 
კომპონენტების ჯამის სახით, მის ლებეგის დაშლას უწოდებენ. 

§ 7. სრდადი ფუნქციის ლებეგის დაშლა 

თეორემა 1.7.L თუ / არის ზრდადი ფუნქცია, მაშინ /#-ის ლებეგის 

დამლის სამივე !1/, ·I/ და 5/ კოშპონენტი აგრეთვე ზრდადი ფუნქციაა. 

ლემა 1.7.. თუ # არის ზრდადი ფუნქცია, მაშინ #/ და / – , 
ფუნქციებიც ზრღადია. 

დამტკიცება. #-ის ზრდადობის გამო, მის ყოველ წყვეტის წერტილში 

მარჯვენა და მარცხენა ნასტომები არაუარყოფითია, საიდანაც გამომდინარე- 

ობს / წ ფუნქციის ზრდადობა., 

ახლა ვაჩვენოთ / – ), ფუნქციის ზრდადობა. /-ის ზრდადობის გათვა- 

ლისწინებით, ადვილი დასანახია, რომ ყოველი ჯ C |C,ხ|-სთვის, 

X/(2) = II(C+0) – #(9))+ 2, IV +0) – #(4ი – 0)) + II (>) – /(დ – 0)I, 
0<(,ც<>?7 

სადაც ჯგ წერტილები ქმნიან /-ის ყველა წყვეტის წერტილის სიმრავლეს. 

უკანასკნწელი წარმოდგენიდან გამომდინარე, ნებისმიერი უ;,ყV C |ი,ხI,= < V, 

წერტილებისათვის გვექნება, 

IM/(I)– X(2)=II(=+0) – I(=))I+ 2 , VCVL+0) - /(- <0))+I/ დ) – I(V-0)|. 
ჯ<1,<V 

ამრიგად, V/(ყV) – #/(თ) სხვაობა ტოლია / ფუნქციის იმ ნასტომთა ჯამის, 
რომლებიც შეესაბამება |(C,ძ| ქვესეგმენტში მოთავსებულ წყვეტის წერტილებს. 

ასეთი ჯამი კი, შენიშვნა 13.6.1-ის ძალით არ აღემატება V, (Iთ, V/)) ვარიაცი- 

ას, რომელიც /-ის ზრდადობის გამო /(V) – /(თ) სხვაობის ტოლია. შედე- 

გად, მივიღეთ, რომ IV/(V) – V”/(>) < #(V) – /(თ). საიდანაც, #(ჯ) – / (დ) 
< /CV) – //(ყ). ლემა დამტკიცებულია. 0 

ლემა 13.7.2:. თუ / არის ზრდადი და უწყვეტი ფუნქცია, მაშინ 5/ 
ფუნქცია ზრდადია. 
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დამცტკიცება. შევნიშნოთ, რომ უწყვეტ ზრდად ფუნქციას აქვს ნულოეანი 

ნახტომთა ფ-ენქცია. ამიტომ გვაქვს # = # # + 5/ ტოლობა, ამრიგაღ, 5/-ის 

ზრდღადობა ტოლფასია | – 4 / ფუნქციის ბრდადობის, განვიხილოთ ნების- 

მიერი ჯ,V C |0,ხ), » < ჯ, წერტილები, დასამტკიცებელი / («) – #/(თ) < 

#(V) – #/(ყ) შეფასება ტოლფასია შეფასებისა: „4,(V) – #/(>) < /(V) – /(2). 
რომელიც, 4/ კომპონენტის განსაზღვრიდან გამომდინარე, გადაიწერება შემ- 

დეგნაირად 

/ ” < /0) – /C). 
I>.7/| 

ეს უკანასკ)ნელი შეფასება კი სამართლიანია I2.6.2 თეორემის ძალით, ამით 
# – 4/ ფუნქციის გრდაღობა და, მასთან ერთად ლემა, დამტკიცებულია. L- 

თეორემა L.7.1-ის დაეტკიცება. 4 წ) კომპონენტის ბრდადობა გამოქდი- 

ნარეობს ჯ! ფუნქციის არაუარყოფითობიდან, ხოლო /7/ ფუნქციის ზრდადობა 

კი არის ლემა 13.7.1-ის შედეგი, 

ახლა დავადგინოთ 5, სინგულარული კომპონენტის ზრდადობა. შეენიმ- 

ნოთ, რომ 

#,=7/-), და 5/ = 5/-I,. 
მართლაც, //-ის წარმოებულის თითქმის ყველეან ნულთან ტოლობის გამო 

(ის, თეორემა 13.5.2), / და # – // ფუნქციების აბსსოლუტურად უწყვეტი 

კომპოჩენტები ერთმანეთს ემთხეეეა, ე.ი. 4/ = #ჯ-კ,. შედეგად. 5,- ), = 

(/ – //) – 4/–),=(I – ,,)– 4/=5/. 
ლემა (|3.7.1-ისა და თეორემა 13.6.2-ის ძალით, / – ), ფუნქცია არის 

ზრდადი და უწყეეტი. საიდანაც, 57 = 5/-), ტოლობისა და ლემა 13.7.2-ის 

საფუძეელზე, ვასკვნით 5/ ფუნქციის ზრდადობას. ამით თეორემა დამტკიცებუ- 

ლია, CI 

§8. აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციებით წარმოქმნილი 

ლებეგ-სტილტიესის ზომები 

ეთქვათ, « არის |ი,ხ| სეგმენტზე განსაზღვრული ზრდადი და მარჯვნიდას 

უწყვეტი ფუნქცია. ჯ იყოს (-ს შემდეგნაირი გაგრძელება რიცხვით ღერძზე: 

ი(ის) თუ -–Cლთ<X#%<0თ, 

ი(>) = 4 2(=), თუ C< +ჯ<ხ, 
ი0(ხ)ს) თუ ხ<2:<00. 

განვიხილოთ ლებეგ-სტილტიესის თკ ზომის შეზღედვა #ცი (ი,ხ| კლასზე და 

მას ეუწოდოთ დ ფუნქციით წარმოქმნილი ლებეგ-სტილტიესის ზომა (ი, 6 

სეგმენტხე. C„ ირ Iთ, ხ) კლასი აღვნიშნოთ C„ ჩანაწერით. 
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ამ და მომდევნო სამ პარაგრაფში ზრდადი ფუნქციების შესასებ დადგენილი 

დებულებები გამოყენებული იქნება ლებეგ-სტილტიესის ერთგანზომილებიანი 

ზომების შესასწავლად, 

შემდეგი თეორემა გვაძლევს აბსოლუტურადღ უწყვეტი ფუხნქციებით წარ- 
მოქმნილი ლებეგ-სტილტიესის ზომების დასასიათებას, 

თეორემა 13.8.1. (თ, ხ| სეგმენტხე მოცემული ლებეგ-სტილტიესის ნე- 

ბისმიერი I.ა ზომისათვის შემდეგი სამი წინაღაღება ერთმანეთის ეკვივა- 

ლენტურია: 

« 20 ფუნქცია არის აბსოლუტურად უწყვეტი; 
.#XCI [ი· ხ] C ICV” და მოიძებნება არაუარყოფითი ]· C L([(I·, ხ]) 

ფუნქცია, ისეთი, რომ ნებისმიერი 4 C CრIთ,ხ| სიმრავლისათვის 

სრულღება ტოლობა: 

თ„(4) = / / 
4 

L სამართლიანია იმპლიკაცია: 

(4 C Cი|(ი,ხ,, |4| =0) => (4C/V/, ი1»(4) =0). 

ლემა 1I8.ზ.1. ვთქვათ, ი I -) I| ზრდადი და უწყვეტი ფუნქციაა. 

მაშინ ნებისმიერი 4 C IL სიმრავლისათვის სრულდება V:;(·4) = |-0(-4)I+ 

ცტოლობა (ე.ი. 4 სიმრავლის ,,ი-გარე ზომა“ ცოლია «2(4) სიმრავლის 

გარე ზომის). 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცხვი. ვიპოვოთ (იეც, ხა| 

მონაკვეთების სასრული ან უსასრულო მიმდევრობა, ისეთი, რომ 

2 ,(0(ხ») – 6C(9,)) < V5(4) + 6. 

დ ფუნქციის უწყვეტობისა და ზრდადობის ძალით, ყოველი »-სთვის (თა,ხი) 

მონაკვეთის «2X((თე, ხი|) = ე ანასახი იქნება მონაკვეთი, რომლის ბოლოებსაც 

წარმოადგენენ თ(ი„) და «(ხე) რიცხვები. შედეგად, «2(.4) C L), «2((ი,,, ს,,)) 
ჩართვის გათვალისწინებით დაეწერთ, 

L)« < 3_I#I= 9_(ი(ხი) – C(9)) < V(4) +4. . (1) 

ახლა დავამტკიცოთ Vა(4) < |2(4)|, + 6 შეფასება., ამისათვის გან- 

ვიხილოთ «2(4) სიმრავლის დაფარეა (ძ2.,ძ,) მონაკვეთების სასრული ან 

უსასრულო მიმდევრობით, რომლისთვისაც 

2 ,(ში – თ) < IC(4)I+ +6. 
I 

|0(4)I. < 
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« ფუნქციის ბრდაღობისა და უწყვეტობის ძალით, ყოველი »-სთვის (რ.მი, 

მონაკვეთის « “ 1 ((თ,,ძე)) წინასახე იქნება (ძგ,ხგ) მონაჯვეთი, ისეთი, რომ 

თ(ძა) = თ, და ახ2(ხ,„) = ძ,. შედეგად, 7 C L),(თ„,ხე) ჩართვის გათვალის- 
წინებით დავგწერთ, 

V>(4) < V;,(L"] ძი, "]) XV;((“",I)"]) = 

= 2(თ(ს„) – ი(0„)) = 2((1„ – თ) < IC(4)I. + §. (2) 

(1) და (2) შეფასებებიდან, C > 0 რიცხეის ნებისმიერობის საფუძველზე, ეას- 

კენით V>2(+#) = |C(#4)|, ტოლობას., ლემა დამტკიცებულია, C: 

თეორემა 19.8.-ის დამტკიცება. 1) = 2) იმპლიკაცია: თავდაპირველადღ 
შევნიშნოთ, რომ V«-ს ზრდადობისა და აბსოლუტურად უწყეეტობის გამო, 

«' > 0 და « CI((ი,ხ)). 
განვიხილოთ /#8(5) C Iთ,ხ) კლასზე შექდეგნაირად განსაზღვრული V ფუნ- 

ქცია: 

”(/1)=/ქ(,0| (4C 8()ო(ი,ხ). 

ლებეგის ინტეგრალის თვისებების ძალით, ასეთი ფუნქცია წარმოადგენს ზომას 

8(L) ო |თ,ს) კლასზე. 

ნებისმიერი C, C [(L, ს], C < ძ, წერტილებისათეის, (2 ფუნქციის აბსოლუტუ- 

რად უწყვეტობის ძალით, გვაქვს, რომ 

თ„(ICძ)) = თ„((C 9)) = C(9) – დC(0 = /[ ოუყჟყI. 

შევნიშნოთ, რომ »XCILC, ხ|) ნახევარრგოლი შედგება (0ი,ხ) სეგმენტმი მოთავ- 

სებული (ი,ი) და (C,ძ)| სასის მონაკვეთებისაგან. ამასთან, თეორემა 3.3.3-ის 

თანახმად, 7 0 I0,ხ) კლასით წარმოქმნილი თ-ალგებრა არის (8(2) რ (0V,ხ! 

კლასის ტოლი, ე.ი, 

თი(7 ი (ი,ხI) = 8(I) რო (0,ხ!. 

აღნიშნულის გათეალისწინებით. (4) ტოლობისა და ზომის გაგრძელების ერ- 

თადერთობის შესახებ 5.5.L თეორემის საფუძველზე დავასკენით., რომ #„(/#) = 

»”(4) = I -” ნებისმიერი „ C 13(L) ი) (ი,ხ) სიმრავლისათვის, აქედან, 6.5.3 

შენიშვნის გათვალისწინებით, ადვილად მიიღება მეორე წინადადების სამარ- 

თლიანობა. 
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2) = 1) იმპლიკაცია: ვთქვათ. / C L((ი.ხ)) არის არაუარყოფითი ფუნ- 

ქცია მეორე წინაღაღებიდან, მაშინ ყოველი IV C (C,ხ|) წერტილისათვის გვექ- 

სეაბა. რომ 

ი2(>) – C2(ი) = =ი„((ი,2|) = / 
(0,2: 

#=I #. 
1 (თ,თ) 

საიდანაც. ჯამებადი ფუსქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალის (როგორც წერტი- 

ლის ფუნქციის) აბსსოლუტურად უწყვეტობის გათვალისწინებით, ვასკვსით «-ს 

აბსოლუტურად უწყვეტობას. 

1) « 3) ეკვივალენტობა: შევნიშნოთ, რომ მესამე წინადადების შეს- 

რულების შემთხვევაში « იქნება უწყვეტი. მართლაც, ნებისმიერი ჯ C (ი,ხ| 

წერტილისათეის სრულდება პირობა: ი„(ჯ>1) = 0, რაც, ადვილი დასანასია, 

რომ გამოიწვევს «-ს უწყვეტობას ჯ წერტილში,. ამ შენიშვნის საფუძველზე, 

შეგვიძლია დ ჩავთვალოთ უწყვეტ ფუნქციად. 
თეორემა 13.3.2-ის ძალით «-ს აბსოლუტურად უწყვეტობა ტოლფასია 

იმისა რომ «-ს ჰქონდეს (MV) თვისება, ეს თვისება კი, ლემა 13.8.1-ის 

გათვალისწინებით, ტოლფასია მესამე წინადადების, 

თეორემა დამტკიცებულია. (88) 

შენიშვნა 19.8.. თეორემა 13.8.1 გამოკვეთს ზომის თეორიისათვის ერთ 

უმნიშვნელოვანეს ზოგად პრინციპს, სასელდობრ, თეორემის მეორე წინადადე- 

ბა გვეუბნება, რომ თკ არის რაღაც ჯამებადი ფუნქციის განუსაბღვრელი 

ინტეგრალი (ე.ი. I» ზომა დაიყვანება ეტალონურად მიჩნეულ ლებეგის თ 

ზომაზე ინტეგრების პროცესის მეშეეობით). მესამე პირობა კი გამოხატავს ოთ 

ზომის არაკღონნტრასტულობას ლებეგის ზომასთან მიმართებაში, იმ თვალსაზ- 

რისით, რომ ». არ ახდენს დადებითი მასის თავმოყრას ლებეგის აზრით 

ნულზომიან სიმრავლეებზე. აღნიშნული ორი თვისების ეკვივალენტობა სრულ- 

დება ზოგად სიტუაციაშიც, როცა თ-ალგებრაზე მოცემულ ეტალონად მიჩნეულ 

” ზომასთან მიმართებაში შეისწავლება იგივე თ-ალგებრაზე განსაბღვრული 

რაიმე „ ზომა. შესაბამისი დებულება ცნობილია რადონ-ნიკოდიმის თეორემის 

სახელწოდებით და დამტკიცებული იქნება მე-15 თაეში, 

შემდგომში, |თ,ხ) სეგმენტზე მოცემულ ლებეგ-სტილტიესის , გომას ვუ- 

წოდოთ აბსოლუტურად უწყვეტი, თუ მისი წარმომქმნელი ი ფუნქცია არის 

აბსოლუტურად უწყვეტი. 

შენიშვნა 1.8.2. თეორემა 13.8.1-ის ძალით, აბსსოლუტურად უწყვეტი თV 

ზომისთვის სრულდება # რ |ი,ხ) C , ჩართვა. ეს ჩართვა შეიძლება მცაცრი 

იყოს, მართლაც, თუ «2 ფუნქცია მუდმივია რაიმე |C,ძ|) C |თ,ხ) მონაკვეთზე, 

მაშინ ადვილი დასანახია, რომ ნებისმიერი # C |C,ძ| ქვესიმრავლე იქნე- 

ბა თ..-ზომადი, რაც, ლებეგის აზრით არაზომადი # C IC,ძ)| ქვესიმრავლის 

არსებობის გათვალისწინებით, იწვევს # ო IV,ს) C C„ მკაცრ ჩართეას. 
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§ 9. ნახტომთა ფუნქციებით წარმოქმნილი ლებეგ-სტილტიესის 

ზომები 

ვთქვათ, დ არის ნახტომთა ფუნქცია I(0,ხ|) სეგმენტზე, რომელიც წყეეტილია 

L წერტილებში და (,,-ში მარცხენა და მარჯევენა ნახტომები, შესაბამისად, I„ 

და ჯ,, რიცხვების ტოლია, ნახტომთა ფუნქციის თვისებებიდან გამომდინარე, 

დთ არის ზრდადი და მარჯენიდან უწყვეტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

ყოველი ჯ,, რიცხვი ნულის ტოლია და ყოველი 1, რიცხეი დადებითია. შედეგად, 

გრღადი და მარჯენიდან უწყვეტი ნახტომთა « ფუნქციისათვის სამართლიანია 

წარმოდგენა: 

თ(2)= >,ს («C(ი,ხ)). (1) 
(,, 5I 

სადაც I > 0 ყოველი »-სთვის, 

ეთქვათ, (X,5,/) ზომიანი სივრცეა. ამბობენ რომ / თავმოყრილია 

4 C X სიმრავლეზე, თუ (ნახ. 13.4) 

( C XV4 86C5) >V(6) =0. 

ნახ. 13.4. 

ც გბომას ეწოდება დისკრეტული, თუ ის თავმოყრილია რაიმე არაუმეტეს 

თვლად სიმრავლეზე. 

შენიშვნა 1.9.1. ვთქვათ, / დისკრეტული ზომაა, რომელიც თავმოყრილიპ 

4 სიმრავლეზე. თუ # სიმრავლის ელემენტებს გადაენომრავთ: 44 = §წე : თ C 

M C M და აღვნიშნავთ I, = /(((/გ)), მაშინ ადვილი დასანასია, რომ 

ს(ხ)ო >, ს (C5). 
'ე6ნო1 

შენიშვნა 13.9.2. თუ . არის (თ, ხ) მონაკვეთზე მოცემული ლებეგ-სტილ- 

ტიესის დისკრეტული ზომა, მაშინ ნებიმიერი # C |თ,ხ) ქვესიმრავლე იქნება 

იიკ-ზომადი. მართლაც, განვიხილოთ არაუმეტეს თვლადი 4 C (თ,ხ) სიმრავ– 

ლე, რომელზეც თავმოყრილია თკ ზომა, მაშინ |თ, ხ| V-4 C /3(M%L)ოIთ,ხ) C CV 
და თ„(Iი,ხ) V 4) = 0. საიდანაც, თV ზომის სისრულის გათვალისწინებით, 

მივიღებთ Cა = 2195,ხ) ტოლობას. 

339



თეორემა 19.9.1. (თ, ხ| სეგმენტფსე მოცემული ლებეგ-სტილტიესის ნე- 

ბისმიერი ოა ზომი·სათვი·ს უემღეგი წინაღაღებები ეკვივალენტურია: 

« C2 არის ნახტომთა ფუნქცია მუდმივის სიხუსტით; 
« Iი არის დისკრეტცული ზომა. 

ნას. 13.5-ზე გამოსახულია დისკრეტული ზომის წარმომქმნელი ნახტომთა 

0 ფუნქცია, რომელსაც აქვს სასრული რაოდენობის წყვეტის წერტილები. 

ნახ. 13.5. 

დამტკიცება. 1) > 2) იმპლიკაცია: ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულის- 
ხმოთ, რომ ს არის ნახტომთა ფუნქცია, რომლის წყვეეტის წერტილებია L„ 

წერტილები, ხოლო მათში მარცხენა ნახტომები არიან, შესაბამისად, I > 0 

რიცხვები. 

განვიხილოთ V ფუნქციის « გაგრძელება რიცხვით ღერძზე წინა პარაგრაფ- 

ში მითითებული წესით, (1)-ის გათვალისწინებით, ადვილი დასანახია C-სათვის 

შემდეგი წარმოდგენის სამართლიანობა: 

დC2)= 2,ს (=CI%). (2) 
(2+--+-2 

განვიხილოთ 28(IL) კლასზე შემდეგნაირად განსაზღვრული » ფუნქცია: 

8)= 2 ს (#68C00). 
ს C% 

მარტივი შესამოწმებელია, რომ ასეთი ფუნქცია წარმოადგენს ზომას 7/5(ILჯ) 

კლასზე. 

(2)-ის გათვალისწინებით ყოველი (C,ძ) მონაკჰვეთისათეის გვექნება, 

თ„((C4) =6(9 –89(9= 2, ს =M(9%ძ). 
ს C(C,ძ) 
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საიდანაც, ზომის გაგრძელების ერთადერთობის შესახებ 5.5.1 თეორემის ძა- 

ლით, მიეიღებთ =»-(#M%) = V(8) ტოლობას ნებისმიერი #; C :8=(2) სიმრავ- 

ლისათვის, აქეღან, თავის მხრივ, მიიღება, რომ ს_– წარმოადგენს ჯ„ წერტი- 
ლებისაგან შედგენილ 4 სიმრავლეზე თავმოყრილ დისცრეტულ ზომას, ცხადია, 
ასეთივე იქნება თკ ზომაც. ამით 1) => 2) იმპლიკაცია დამტკიცებულია. 

2) =>1) იეპლიკაცია: ზოგადობის შეუბღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ ოთ 

არანულოვანი დისკრეტული ზომაა, ვთქვათ, თკ თავმოყრილია არაუმეტეს 

თვლად 4 = (გ » C V C M) სიმრაელეზე. ადვილი დასანახია, რომ 
ასეთივე იქნება ი„ ზომაც, აღვნიშნოთ I = თ. ,(((„)). მაშინ ყოველი L C L 

სიმრავლისათვის, 

იი(6) = 2., 1. 
'ა66 

ახლა, თუ გავითეალისწინებთ C(ძ) – C(C) = თ»((თძ)) ტოლობას, ყოველი 
ჯ C (ი,ს)| წერტილისათვის დავწერთ, 

#(თ) – C(0ი) = დ(2) –დ(ი)= >, I(.= 3, V. 
'გ C(0,+X) (+++3 

ეს წარმოდგენა კი იწვევს იმას, რომ დ – დ(ი) არის ნახტომთა ფუნქცია. 

ამით 2) = 1) იმპლიკაცია ღა მასთან ერთად თეორემა დამტკიცებულია. ლ 

§ 10. სინ„ჟულარული ფუნქციებით წარმოქმნილი 
ლებეგ-სტილტიესის ზომები 

ლებეგ-სტილტიესის თ7, ზომას ეწოდება სინ/ულარული, თუ ის თაემოყ- 

რილია ლებეგის აზრით ნულზომიან რაიმე სიმრავლეზე. 

შენიშვნა 1IM.0.L ლებეგის აზრით ნულზომიანი ყოველი სიმრავლე თავის 
მხრიე ჩართულია ასეთივე ტიპის ბორელის სიმრავლეში (იხ. ლემა 5.4.2). 

ამიტომ სინგულარული ზომის განსაზღვრება ეკვივალენტურ ფორმას მიიღებს, 

თუ მასში ნულზომიან სიმრავლეს დამატებით მოვთხოეთ ბორელის კლასისადმი 

მოუთენებას. 

ლებეგ-სტილტიესის თყკ ზომას ეწოდება უწყვეტი, თუ ყოველი ჯ C I0,ხ| 

წერტილისათვის თVიჯ(ჯ(21) = 0 (ე.ი. ყოველი ერთწერტილიანი სიმრავლის 

ოკ-ზომა ნულის ტოლია). 

შენიშვნა 18.1.2. ადვილი დასანასია, რომ IC,ხ) მონაკვეთზე მოცემული 

ლებეგ-სტილტიესის თ. ზომის უწყვეტობა ტოლფასია დ ფუნქციის უწყვე- 
ტობის, 
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შენიშვნა 13.M.3. ყოველი დისკრეტული ლებეგ-სტილტიესის Iი, ზომა სინ- 
გულარულია, ამასთან. თუ თ7კ არაა იგივურად ნულის ტოლი, მაშინ დ„ არაა 

უწყვეტი. 

თეორემა %.1.L Iთ, ხ| სეგმენტხე მოცემული ლებეგ-სტილტიევსის ნე– 

ბისმიერი იI,. ზომისათვის შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

« ა2 არის სინგულარული ფუნქცია მუდმივის სიზუსტით; 

« ი, არის სინგულარული და უწყვეტი ზომა. 

დამტკიცება. 1) = 2) იმპლიკაცია: #; C |ი,ხ|) იყოს ლებეგის აზრით 
სრული ზომის სიმრავლე, რომლის წერტილებში - ფუნქციის წარმოებული 

ნულის ტოლია. ლემა 13.3.2-ის ძალით, იC2X(#) ანასახის ლებეგის ზომა ნულის 

ტოლია, საიდანაც, ლემა I3.8.1-ის საფუძველზე, ეასკვნით თ»(#%) = 0 ტოლო- 
ბას. აქედან გამომდინარეობს, რომ =კ ზომა თავმოყრილია ლებეგის აზრით 
ნულზომიან (ი, ხ) V# სიმრავლეზე. ამით 1) = 2) იმპლიკაცია დამტკიცებულია. 

2) = 1) იმპლიკაცია: შენიშენა 13.10.1-ის ძალით მოიძებნება ლებეგის 
აზრით სრული ზომის ჯ C 8(L) ი) |ი,ხ) სიმრავლე, ისეთი, რომ ჯი»(#) = 0. 

ლემა 13.8.1-ის საფუძველზე გეექნება, რომ |:2(#)| = 0. 4 იყოს #-ს ყველა იმ 

წერტილის სიმრავლე, რომელშიც დ არის წარმოებადი. ზრდადობის გამო, « 

თითქმის ყველგან (ლებეგის ზომის მისედვით) წარმოებადია. შედეგად, |„#4| = 

ხ– . ნებისმიერი 6 > 0 რიცხვისათვის აღვნიშნოთ „, = (ჯ C 4 : #”(=) > 6). 

ლემა 12.6.2-ის ძალით დავწერთ, 

0 = IVX#)| > I«(4)I. > 6|4+I+. 

ამრიგად, |#.-| = 0. საიდანაც, 4 ო («” > 0) = LI2>,; 41/, ტოლობის გათვა- 

ლისწინებით, ვღებულობთ: |4 C) (დ” > 0)| = 0. შედეგად, « /(2) = 0 თითქმის 
ყოველ ჯ C |თ,ხ) წერტილში, ლებეგის ზომის მიხედეით. აქედან, თუ გავითვა- 

ლისწინებთ, რომ შენიშენა 13.I10.2-ის თანახმად, ი არის უწყეეტი, დავასკვნით 

C2 ფუნქციის სინგულარულობას მუდმივის სიზუსტით. ამით 2) = 1) იმპლიკაცია 

და მასთან ერთად თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა 11.0.#. განვიხილოთ კანტორის 60 ფუნქცია. თეორემა 13.10.1-ის 
ძალით, იჟ არის |0,1) მონაკვეთზე მოცემული სინგულარული ზომა. ყურადღე- 

ბა შევაჩეროთ თე-ზომად სიმრავლეთა #ე კლასზე. სახელდობრ, ვაჩვენოთ), 

რომ C0I0,1) C Cე ღა ი C CC0II0,1) ჩართვებს შორის არცერთი არაა 

სამართლიანი. 

MM6((I0,1) V ) = 0 ტოლობისა და შენიშვნა 6.5.3-ის ძალით, (0, 1)- 
ის ნებისმიერი ქვესიმრავლე, რომელიც კანტორის სიმრავლის გარეთ მდე- 

ბარეობს, იქნება თე-ზომადი (კერძოდ, ნულის ტოლი თე ზომის მქონე). შე- 

დეგად, ნებისმიერ ინტერვალში ლებეგის აზრით არაზომადი ქვესიმრავლის 
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არსებობის გამო, დავასკვნით, რომ #ე C CCLII0,1) ჩართვა არაა სამართლი- 

ანი, 

თეორემა 6.5.1-ის ძალით არსებობს 4 C |0,1) სიმრავლე, რომელიც არაა 
თე-ზომადი, შევნიშნოთ, რომ 4VI0 C |0, 1IVII ჩართვის გამო, 4V#9) სიმრავლე 

არის თე-ბომადი, შედეგად, 4 I სიმრავლე არ იქნება თე-ზომადი, მეორე 

მხრიე, 4 Cთ II ზომადია ლებეგის აზრით, როგორც ნულის ტოლი ლებეგის 

ზომის მქონე L სიმრავლის ქვესიმრავლე, ამრიგად, 4(1 C (ი [0, 1]) V#X9, 

ე.ი. Cრ |(0,1|) C ე ჩართვა არაა სამართლიანი, 

§11,. ლებეგ-სტილტიესის ზომის ღაშლა სამი კომპონენტის 

ჯამის სახით 

ვთქვათ, დთ არის |თ,ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული ზრდადი და მარჯვნიდან 

უწყვეტი ფუნქცია. მაშინ I3.7.1 და 13.6.3 თეორემების ძალით, ი ფუნქციის 

აბსოლუტურად უწყეეტი, დისკცრეტული და სინგულარული კომპონენტები აგ- 
რეთვე ზრდადი ფუნქციებია და სრულდება წარმოდგენა: Cდ = 4V + ჰხC + 5„. 

ამასთან, / კომაონენტის შემთხეევაში, ადგილი აქვს მარჯვნიდან უწყვეტობას 

(იხ. 13.6.3 შენიშენა). შედეგად, შეგვიძლია განვიხილოთ #ი/ჯ,, სიკ, და თ: 

ლებეგ-სტილტიესის ზომები. შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, რომ ეს ზომები 

ახდენენ ი1,-ს დაშლას სამ კომჰონენტად. 

თეორემა 1MI.1I.L [თ,ხ] სეგეენტზე მოცემული ლებეგ·სტილტიესის ნე- 

ბისმიერი თ ზომა ბორელის 85(%) ო (0V,ხ| კლასზე იშლება C 7/., ი) 

და Lი§, ·სომების ჯამის სახით, ე:ი. ყოველი 4C ვ(]%)ი[“,ხ] სიმრავლი– 

სათვის, 

სი„(4) = Iი, C4) + Cი),(4) +I0§., (4). 

ამასთან, ეს ტოლობა გვაძლევს ბორელის კლას·სე 'ხალ ზომის ერთადერთ 

შესაძლო და·შლას ლებეგ-სტილტიესის სამი ზომის ჯამის სახით, როეელ· 

თაგან პირველი არის აბსოლუტურად უწყვეტი, შეორე - დისკრეტული, 
ხოლო მესამე კი - სინგტულარული და უწყვეტი. 

შენიშვნა II.1II.1. საზოგადოდ, თ., თიკა, ი, და ჯ) ზომების განსაზ- 

ღვრის არეები განსხვავებული კლასებია. იმთავითვე ცნობილია მხოლოდ ის, 

რომ ბორელის კლასი შეღის თითოეულ მათგანში. ამითაა გამოწვეული თ;» 

ზომის კომპონენტებად დაშლისას ბორელის კლასით შემოფარგვლა. თანაც 

ბორელის კლასზე ლებეგ-სტილტიესის ზომის ყოფაქცე3ვა სრულ ინფორმაციას 

იძლევა თავად ზომის შესახებ. ამიტომ თეორემა 13.11.1-ში ,8(L) ო I(ი,ხ| 

კლასის განსილვით ზოგადობა პრინციპულად არ იზღუდება. 
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ლემა 15.11.1L. ვთქვათ, -2 და V რი·ცხვით ღერიზე განსაზღვრული ზრდა- 

დი და მარჯვნიდან უწყვეტი ფუხნქციებია. მაშინ ყოველი „# C I5(IL) 
სიმრავლისათვის სრულდება ცტოლობა: 

ო·„+1|,(.4) = თღ(ქ) + ო„,(ქ) 

შედეგად, ანალოგიური დასკვნა სამართლიანია (ი, ხ) სეგმენტხე გან- 

სახღვრული ზრდადი და მარჯვნიდან უწყვეტი დ2 და “ ფუნქციების 
შემთხვევაშიც. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ,8(#%) კლასზე შემდეგნაირად განსაზღვრული 

” ფუნქცია: 
V(4) = თი„(4) + თს(4) (+4 6 18%(L)). 

ცხადია, ასეთი ფუნქცია წარმოადგენს ზომას /3(IL) კლასზე. 

ყოველი (C,ძ) მონაკვეთისათვის გვაქვს, რომ 

Iი„+»((C, ძ)) = ( + V)(ძ) – («2 + #)(C) = 

= (2(ძ) – «2(0)| + IV(ძ) – V(C)| = ო„((თ ი)) + ო»((C. ძ|) = #((C ძI). 
საიდანაც, ზომის გაგრძელების ერთადერთობის შესახებ 5.5.| თეორემის ძა- 

ლით, მივიღებთ ოღ+ტ(|4) = V(#4) ტოლობას ნებისმიერი / C #8(IL) სიმრაე- 

ლისათვის, ლემა დამტკიცებულია. L) 

თეორემა 18.II.ის დამტკიცება. თუ გავითვალისწინებთ « = #4V + ჰ. + 

5. წარმოდგენას და გამოვიყენებთ ლემა 13.11.1-ს, ყოველი , C /3(IL) C (0, ხ 
სიმრაელისათვის გვექნება, რომ 

თ/»(4) = ო„გ, (4) + იკ,(4) + თიყ,(24). 
ახლა ვაჩვენოთ წარმოდგენის ერთადერთობა. დავუშეათ, ყოეელი # C 

8(I2) ო (ი,ხ) სიმრავლისათვის, 

ი» (.4) = Iი, (:4) + თ: (4) + თგე(-4), 

სადაც ,, არის აბსოლუტურად უწყეეტი, Iი- - დისკრეტული, ხოლო თყე - 
სინგულარული და უწყვეტი. მაშინ, 13.8.1, 13.9.1 და 13.10.1 თეორემების თა- 

ნახმად, დ) ფუნქცია იქნება აბსოლუტურად უწყვეტი, დ2 - ნასტომთა ფუნქცია 
მუდმივის სიზუსტით, ხოლო «ვ - სინგულარული მუდმივის სიზუსტით. ლემა 

13.I11.1-ის ძალით, ყოველი # C 8(L%) ო Iი,ხ| სიმრავლისათვის შესრულდება 
ტოლობა: 

თ„.(4) = თ„,+#:+ია(4). 

საიდანაც, თუ #-ს როლში ავიღებთ (თ,>) სახის მონაკვეთებს. დავასცენით, 

რომ ყოველი C (თ,ხ|-სთვის, 

«(>) – «2(თ) = (9«2) + %2 + 923)(>) – (§21 + C2 + ი23)(თ). 
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შედეგად, ყოველი ჯ C (ი,ხ|-სთვის, 

«(=) = IVI(<) – («2L(0) + C2(9)| + I22(<) – (#22(ი)| + (3(ჯ) – «#ვ(9)1. 
მიღებულ წარმოდგენაში პირველი ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია, მეორე 

არის ნახტომთა ფუნქცია, ხოლო მესამე კი - სინგულარული ფუნქცია, მაშინ, 

ლებეგის დაშლის ერთადერთობის გამო (იხ, თეორემა I13.6.3), გეექნება, რომ 

4 = %I – CI(0) + «(თ), V„ = M2 – დ:(ი) და 5/ = («ვ – «ვ(ი). აქეღან 
კი, უშუალოდ მიიღება თ 4. = თიVა,, თყ,კ = თიკე და თა, = Iი„ვ ტოლობები, 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, Cთ 
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თავი 14 

ინტეგრება და დიფერენცირება IL” სივრცეში 

მრავალგანგომილებიან შემთხვევაში, უპირეელესად, გარკვევას მოითხოვს, 

თუ რა უნღა მიეიჩნიოთ დიფერენცირებად, ე.ი, ინტეგრების შებრუნებულ ოჰ- 

ერაციად, თუ გავაკეთებთ ზოგად მონახაზს, პასუხი ასეთია: 

« განუსაზღერელ ინტეგრალს უნდა შევხედოთ, როგორც სიმრავლის 

ფუნქციას; 
« დიფერენცირება უნდა გავიგოთ, როგორც ფუნქციის ინტეგრალური 

საშუალოების კრებადობა. 

ასეთი მიდგომა უკვე გამოყენებული იქნა ერთგანზომილებიან სიტუაციაში, 

როცა ჩვეულებრივი დიფერენცირების ოპერაციის განმსაზღვრელი გამოსახუ- 

ლება: № გარდაექმენით I = («,= + ჩ) მონაკეეთზე აღებულ |+| #ჩV/ 

ინტეგრალურ საშუალოდ, შემდეგ კი ვაჩვენეთ ამ საშუალოების თითქმის 

ყვეელგან კრებადობა / ფუნქციისაკენ. ეს გზა შეიძლება გავიმეოროთ მრა- 

ვალგანზომილებიან შემთხვევაშიც, თუმცა, იმთავითვე ისმის საკითხი იმის 

შესასებ, თუ რა ტიპის სიმრავლეები შეასრულებენ ერთგანზომილებიანი მო- 

ნაჯკვეთის მსგავს როლს? ასეთი შესაძლებლობა კი მრავალია. მაგალითად, 

»”-განგბომილებიანი კუბური მონა)სვეთი, თ-განზომილებიანი ბირთეი, »-განზო- 

მილებიანი მონაკვეთი, »-განზომილებიანი მართკუთხა პარალელეპიჰედი - თი- 

თოეული ამ ტიჰის სიმრავლეთა შორის შეიძლება მივიჩნიოთ ინტეგრალურ 

საშუალოთა წარმომქმნელად, ასეთი დაწვრილებითი განხილვა სულაც არაა 

ზედმეტი, რადგან, როგორც ირევეეა, მაგალითად, ბირთვების მეშვეობით წარ- 

მოქმნილი დიფერენცირების პროცესი წარმოადგენს ინტეგრების შებრუნებულ 

ოპერაციას, ხოლო 7-განზომილებიანი მონა)ვეთების მეშვეობით წარმოქმნილი 

კი არა. ასე რომ, ლებეგის ჯერადი ინტეგრალის დიფერენცირების პრო- 

ცესის თეისებები არსებითადაა დამოკიდებული ინტეგრალური საშუალოების 

წარმომქმნელი სიმრავლეების გეომეტრიულ აგებულებაზე.



ჯI დიფერენცირების ბახზისის ცნება 

ვიტყვით, რომ მოცემული გვაქვს 8 დიფერენცირების ბახისი II სივ- 

რცეში, თუ ყოველი :; C IL" წერტილისათვის 8(2:) არის სიმრავლეთა რაიმე 

კლასი შემდეგი თვისებებით: 

« ყოველი I C 13(ჯ) სიმრავლე შეიცავს დ წერტილს, 

« ყოველი | C #3(ე:) სიმრავლე არის შემოსაზღვრული, ლებეგის აზრით 

ზომადი და |/#| > 0, 

« 8(თ) კლასიდან შეიძლება ამოვარჩიოთ (V/,,) მიმდევრობა, რომელიც 

”მოიჭიმება” ჯ წერტილისაკენ, ე.ი. ძIიი1/,, - 0 ( –+ C% ). 

გადმოცემის სისრულისათვის ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი განსაზღვრებები: 

« 7-განხომილებიანი მონაკვეთი ეწოდება თ ცალი ერთგანზომილე- 

ბიანი მონაკვეთის დეკარტულ ნამრავლს, 

.· ო·-გან”ხომილებიანი კუბ·ერი მონაკვეთი ეწოდება ერთი და იგიეე 

სიგრძის » ცალი ერთგანზომილებიანი მონაკვეთის დეკარტულ ნამ- 

რავლს, 

« 7?-განხომილებიანი მარიკუთხა პარალელებიპედი (ორგანზომილე- 
ბიან შემთხვევაში – მართკუთხედი) ეწოდება თ-გახზომილებიანი მონა- 

კვეთის მობრუნებით მიღებულ სიმრავლეს, 

შევთანსმდეთ, რომ შემდგომში; 

« #; C I-5 სიმრავლის გარე ზომა და ზომადობის შემთხვევაში ლებეგის 

ზომა აღნიშნული იქნებიან, შესაბამისად, |MI. და IMI) ჩანაწერებით; 

« / C L(IL-2) ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალი | გIMძი, აღნიშნული 

იქნება | გ # ჩანაწერით; 

« სიმრავლისა და ფუნქციის ზომადობა განხილული იქნება ლებეგის 

ზომის მიმართ; 

« ყოველთვის განხილული იქნება გადაუგვარებელი და სასრული ზომის 

მონა)ჯვეთები, 

ვთქვათ, 8 რაიმე დიფერენცირების ბაზისია ILL” სივრცეში, ვიტყვით, რომ 

# C #(L”") ფუნქციის ლებეგის განუსაზღვრელი ინტეგრალი წარმოებადია 
(ან კიდევ, დიფერენცირებადია) » წერტილში # ბაზისის მიხედვით, თუ 

არსებობს სასრული ზღვარი: 

- 1 

168(15?1–# II /, ,- (1) 

შენიშვნა 14.1.L. (1) ზღვარი (ი-ს ტოლი მნიშვნელობით) შემდეგნაირად 

გაიგება: ნებისმიერი C > 0-სთვის მოიძებნება ბ > 0, ისეთი, რომ 

||—;L/[·]—“|(6, 
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ყოველთვის, როცა 1 C „3(ე:) ღა ძIმი 7 < #. 

(1) ზღერის მნიშვნელობას ეწოდება # ფუნქციის ლებეგის განუსაზ- 
ღვრელი ინტეგრალის წარმოებული ჯ წერტილში 8 ბახისის მიხეღვით. 

II, 12, 1ვ და Iკ ჩანაწერებით აღვნიშნოთ შემდეგნაირად განსაზღვრული 
ბაზისები IL” სივრცეში (ნახ, I4.1): 

ნახ. 1I4.1. 

« I)(>) (თ C IL") შეღგება ჯ-ის შემცველი ყველა »-განზომილებიანი 
კუბური მონაკვეთისაგან; 

« I2(2) (ჯ C IL") შედგება ჯ-ის შემცველი ყეელა ჯ»-განზმომილებიანი 

ბირთვისაგან; 

« Iვ(ჯ) (ჯ« C IL") შედგება ჯ-ის შემცველი ყეელა »-განბომილებიანი 

მონაკვეთისაგან; 

« II(ჯ) (« C >+”) შედგება ჯ-ის შემცველი ყეელა თ-განზომილებიანი 

მართკუთხა პარალელეპიპედისაგან. 

ცხადია, ერთგანზომილებიან შემთხვევაში ოთხიეე ზემოთ მოცემული ბა- 

გისი გაიგება, როგორც ერთგანზომილებიანი მონაკვეთების L ბაზისი. 

8 ბაბისისათეის 4 ც ჩანაწერით აღენიშნოთ „ჯ(ჯ») (ჯ C IL”) კლასების 

გაერთიანება, ე.ი. # ც = L) -ი, 8(7). 4ცც კლასის სიმრავლეებს 8 ბახისის 

შემადგენელი სიმრავლეები ეწოდებათ, 
ვთქვათ, 8 რაიმე ბაზისია. ნებისმიერი / C #(M-”%)) ფუნქციისათვის გან- 

ეიხილოთ მასთან შემდეგი წესით და)ავშირებული M#/8(#/) ფუნქცია: 

M200C) = თი + / IVI . (<C95. 
IC8(») III #; 

M8 ოპერატორს უწოდებენ 8 ბაზისის შესაბამის მაქსიმალურ ოპერა- 

ტორ·ს. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ V/ვ ოპერატორს აქეს შემდეგი თვისებები: 

0 < M8(#/X(X) < , (2) 
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4LI8(/ + 9)(ჯ7) < M18(#)(=) + #I8(0)(X), (3) 

4I6(ი#)(თ) = IთIM(#)(დ). (4) 
ვთქეათ, 8 რაიმე ბაზისია და ჯ > 0. განეიხილოთ / C L(IL”) ფუნქცი- 

ასთან შემდეგი წესით დაკავშირებული #M15 ( #). ფუნქცია: 

MI8 «) = - ქ: C IL"). 500 = _ თი _ 1 /II დC 
1C8(=). ძ)ეი) | » 

-Iგ-ს უწოდებენ 8 ბახისის შესაბამის ”-წაკვეთილ მაქსიმალურ ოპერ- 
ა;ორს. 

ადვილი დასანახია. რომ წაკვეთილ მაქსიმალურ ოპერატორს აქეს (2)- 

(1)-ის ანალოგიური თვისებები, ამასთან, ]I/I;; (#/)(=) < #I[;*(])(I)· როცა 

M < ლრ. MI8(#)(თ) < M8(/)(თ) და M8(#/)(თ) = 1სი_ M8(#)(2). 

§ 2. ინტეგრალთა დიფერენცირება ვიტალის თვისების მქონე 
ბასისების მიხედვით 

ჩვენი უახლოესი მიზანია ისეთი ბაზბისების მითითება რომელთა მიერ 
წარმოქმნილი დიფერენცირების პროცესი წარმოადგენს ინტეგრების შებრუნე- 

ბულ ოპერაციას. ამ თვალსაზრისით, არსებითია შემდეგი განსაზღვრება: 

ვიტყვით, რომ დიფერენცირების ,8 ბაზისს აქვს ვიტალის თვისება, თუ 
მოიძებნება C > 0 რიცხეი, რომლისთვისაც სამართლიანია შემდეგი წინადადე- 

ბა: ვთქვათ, % C II სიმრავლე დაფარულია რაიმე II C #აც კლასის სიმ- 

რავლეებით, რომელთა დიამეტრები ერთობლივ შემოსაზღვრულია. მაშინ II- 

დან შეიძლება გამოვყოთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი სიმრავლეებისაგან შედ- 

გენილი, არაუმეტეს თვლადი II ქვეკლასი, ისეთი, რომ 

2,)1III > ძ#I.. 
1C)I" 

სამართლიანია ინტეგრალთა დიფერენცირების შესასებ ლებეგის თეორემის 

შემდეგი მრავალგანზომილებიანი ახალოგი. 

თეორემა M.2.. ვთქვათ, 8 არის ვიტალის თვისების მქონე ბაზი- 

სი IL” სივრცეში. მაშინ ნებისმიერი # C #L(IL”) ფუნქციის ლებეგის 

განუსახღვრელ ინტეგრალს თითქმის ყოველ ჯ C IL” წერტილმი აქვს 

წარმოებული 8 ბაზსისის მიხედვით, რომელიც /(“)-ის ტოლია. უფრო 

მეტიც, ნებისმიერი / C L(CXL”) ფუნქციისათვის თითქმის ყოველი 2 C IL" 

წერტილი არის ლებეგის წერტილი 8 ბასისის მიხედვით, ე.ი. 

7 IV -/თI=0. 
|6ვ(=) (ლ” III 
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თეორემა 14.2.)1 მტკიცდება თეორემა 12.I.2-ის მსგავსად, ღამტკიცები- 

სათვის არსებითი მნიშენელობისაა სუსტი ტიპის შეფასება მაქსიმალური ოპ- 

ერატორისათეის, რომელიც მოიცემა შემდეგი დებულებით. 

თეორემა %##.2.2. ვთქვათ, 83 არის ვიტალის თვისების მქონე ბახის. 

IL” სივრცეში· მაშინ ნებისეიერი ჯC L(I·%") ფუნქციისათვის სრულდება 

შეფასება: 

1/C ა I(Mი0 >XIL.< “ / II 0<X<9, ( 
სადაც C არის შ-ედმივი ვიტალის თვისების განსახზღვრებიდან. 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი » > 0 რიცხვისათვის ჯ-წაჯეე- 

თილი მაქსიმალური V/ც ოპერატორი აკმაყოფილებს შეფასებას: 

I(MსV0 >XI.< % / II 06<X<%. 
ამის შემდეგ, თუ გავითვალისწინებთ, რომ (M/6(/) > X) (X C M) წარმოად- 

გენს სიმრავლეთა ზრდად მიმდეერობას, რომლის ზღეარი არის (#M#/8(/) > X) 

სიმრავლე, გარე ზომის ქვემოდან უწყვეტობის საფუძველზე მივიღებთ საჭირო 

შეფასებას, 

ვთქეათ, » > 0 და X C (0,C%C). ყოველი ჯ C (#I8(#/) > I წერტილისათ- 
ეის ვიპოვოთ I„ C 5(თ) სიმრავლე, ისეთი, რომ 

ძIეი1 , < », (2) 

1 ' 
#I > X (3) IMII. 

(3) შეფასება შემდეგნაირად შეიძლება გადავწეროთ: 

1 , 
I. – · < I=I<5 / II 8 

სიმრავლეების II = (I-) კლასი ფარავს (518(/) > XI სიმრავლეს. 

ამასთან, (2)-ის ძალით, II კლასის სიმრაელეებს აქვთ ერთობლივ შემო- 

საზღერული დიამეტრები., ეს საფუძველს გეაძლეეს, ეიტალის თვისების გამი+- 

ყენებით II-დან გამოვყოთ წყეილ-წყვილად თანაუკვეთი სიმრავლეებისაგან 

შედგენილი არაუმეტეს თვლადი II ქეეკლასი, რომლისთვისაც 

2,III > ძ(M5(0) > XI.. (5) 
ICII 

I C II სიმრავლეების წყვილ-წყვილად თანაუკვეთობისა და (4),(5) პი- 

რობების ძალით დავწერთ, 

I(M6(0 > XI.<+ 3.II<> / .'უ 
C Cი - CV. 
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1 1 
== III < –– 

C. L] I 

ს)CI 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, (89) 

II I. 
ი ი. 

შენიშენა V.2.1. თეორემა 14.2.2-ში, განსსვავებით თეორემა 12.3.1-საგან, 
არაა გაკვეთებული დასცენა M 3(#) მაქსიმალური ფუნქციის ზომადობის შესასებ, 

თუმცა, თეორემა 14.2.1-ის დასამტკიცებლად სრულიად საკმარისია (M8(/) > 

X სიმრავლის გარე ზომისთვის მოცემული (1) შეფასება. 

ვიტყვით. რომ სიმრავლეების II კლასი ვიტალის ასრით ფარავს L C IL9 

სიმრავლეს, თუ ნებისმიერი (: C  წერტილისათეის და ნებისმიერი 6 > 0 

რიცხვისათვის მოიძებნება / C II სიმრავლე შემდეგი თვისებებით: ჯ» C L და 

ძშეი!1#I < §. 

8 ბაბის, ვუწოდოთ კომპაქტური, თუ მისი შემადგენელი ყოველი 1 

სიმრავლე ,,თითქმის“ კომპაქტურია, ე.ი. მოიძებნება კომპაქტური #, C IL" 

სიმრავლე, ისეთი, რომ |I /ბ ჯ;| = 0. 

ცხადია, რომ კომჰაქტური იქნება ნებისმიერი 8 ბაზისი, რომლის შემად- 

გენელ სიმრავლეებს აქვთ ნული ზომის საზღვარი, მაგალითად, კომაჰაქტური 

არიან L და I: ბაზბისები. 

ვიტალის 12.2.2 თეორემის მსგავსად მტკიცდება მისი შემდეგი მრავალ- 

განზომილებიანი ანალოგი, 

თეორემა M.2.3. ვთქვათ, 8 არის ვიფალის თვისების მქონე კომპაქ- 

ტური ბასისი IL” სივრცე·მი· თუ # C I” სიმრავლე ვიტაღ·ის ახ- 

რით დაფარულია II C 4ვ კლასით, მაშინ II-დან შეიძლება გამოვყოთ, 

წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი სიმრავლეებისაგან შედგენილი, არაუმეტეს 

თვლადი IL ქვეკლასი, რომელიც თითქმის ფარავს # სიმრავლეს, ე-ი. 

]5XL)I 
1CII 

= 0. 
» 

შენიშვნა M#.2.2. შემდეგ პარაგრაფში ნაჩვენები იქნება, რომ კუბური მო- 
ნაკვეთების 1) და ბირთვების I: ბაზისებს აქვთ ვიტალის თვისება, ასე რომ, 

მათთვის სამართლიანია ამ პარაგრაფში მოცემული სამივე თეორემა, 

§3, ვიტალის თვისების მქონე ბაზისების კონკრეტფული 
მაგალითები 

ვთქვათ, 3 რაიმე დიფერენცირების ბაზისია IL" სივრცეში, I C რც 

სიმრავლის ,8-მოარშიება ვუწოდოთ შემდეგი თვისებების მქონე ყველა M 
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/7,(7) 

ნახ, 14.2. 

სიმრაელის გაერთიანებას: # C #ცვ, 5იI ჯ40 და !§I < 2#.. 16 #58 
სიმრავლის ,8-მოარშიება აღვნიშნოთ #Mც(/) ჩანაწერით (ნახ. 14.2). 

ვიტყეით, რომ 8 ბაზისს აქეს შემოსახღვრული მოარშიების თვისება, 

თუ მოიძებნება C > 0 მუღმივი, ისეთი, რომ ყოველი / C #ც სიმრაელისათვის 

სრულდება შეფასება: 

IM8(I). < CIII. 
თეორემა 14.8.L. თუ 8 ბაზხისს აქვს შემოსახლვრული მოარშიების 

თვისება, მაშმინ 8 ბაზისს ა··]ვს ვიტალის თვისება· 

დამტკიცება. მსჯელობა მიმდინარეობს თეორემა I2.2.L(-ის დამტკიცების 

სქემის მისედვით!. 

ეთქვათ, #, C LL" სიმრავლე დაფარულია რაიმე II C #ც კლასის სიმრავ- 
ლეებით, რომელთა დიამეტრები ერთობლივ შემოსაზღერულია,. უკანასკნელი 

პირობის ძალით, II კლასის სიმრაელეთა შორის შეგვიძლია ავირჩიოთ ზომის 

თეალსაზრისით თითქმის ყეელაზე დიდი, ე.ი. ) C II, რომლისთვისაც 

1 
IსI > 55[][)[|I| :1 CII). 

დავუშვათ, წყეილ-წყეილად თანაუკვეთი #,...,IL C II სიმრავლეები უკვე 
არჩეულია. განვისილოთ ყეელა იმ 71 C II სიმრავლის II კლასი, რომელიც 

არ კეეთს არცერთს /),...,I, სიმრავლეებს შორის, თუ II,, კლასი ცარიელია, 

მაშინ აგება დასრულებულად მივიჩნიოთ, წინააღმდეგ შემთხეევაში კი, I,.4 , -ის 

როლში ავიღოთ თითქმის ყევეელაზე დიდი II, კლასის წევრებს შორის, ე.ი. 

I.+I 6 ILს., რომლისთვისაც 

M-)1 > ჭჭ"ი[ო :1CIV). 

აღწერილი სქემის გამოყენებით, II კლასიდან გამოვყოფთ წყვილ-წყვილად 

თანაუკვეთი სიმრავლეების სასრულ ან თვლად IL = (II.) ქვეკლასს. დავაღ- 

გინოთ, რომ IL” აკმაყოფილებს საჭირო შეფასებას, განვიხილოთ ის შემთხვევა, 
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როცა II თვლაღდი კლასია. სასრული კლასის შემთხვევაში, დამტკიცება ანა–- 

ლოგიური და კიდევ უფრო მარტიეია. 

შესაძლებელია ორი ქეეშემთხვევა იმისდა მისედვით 22;1 III = ი, თუ 

2)L=) III < %. 
პირველ ქვეეშემთხვევაში დებულება ცხადია. 

მეორე ქვეშემთხვევაში გვექნება, რომ 

III –+0 (- იი). 

საიდანაც გამომდინარეობს შემდეგი წინადადება: ნებისმიერი / C II სიმრავლე 

კვეეთს ერთს მაინც ,, სიმრავლეებს შორის, ე.ი, ნებისმიერი 1 C II-სთვის, 

Cლ 

#იL) L #9. (1) 
#M=1 

მართლაც. წინააღმდეგ შემთხეევაში, აგებიდან გამომდინარე, ყოველი #:-სთვის 

შესრულდება შეფასება: |/-| > |1II/2. რაც ეწინააღმდეგება |/#/.| –> 0 პირობას. 

9) იყოს ყველა იმ I C II სიმრავლის კლასი, რომელიც კვეთს 1|-ს, 

ხოლო : > 2-სთვის 6, იყოს ყველა იმ 1 C II სიმრავლის კლასი, რომელიც 

კეეთს I.-ს და არ კვეთს არცერთს /),..., I,_1 სიმრავლეებს შორის, აგების 

გათვალისწინებით, ადვილი დასანახია, რომ ნებისმიერი #-სთვის, 

1 C60, = (1ო0I/ #9, III < 2II,I) = I1C Mი(II). (2) 

(1)-ის და (2)-ის ძალით ეწერთ, 

C L)!I=Lს) L][CC]I!I;(IL·). (3) 
1CII X:=1 1C0C„, #L=1 

(3)-დან კი, შემოსაზღვრული მოარშიების თვისების გათვალისწინებით, ვღებუ– 

ლობთ, რომ 

5ი 1 < 1 
I- > – #Mვ(II)I. > – ,§I*I—C§I 8(7I)I >= 

სადაც C არის მუღმივი მოარშიების თვისებიდან, 

თეორემა დამტკიცებულია, C 

L ჩი(ჯა 
IL:=1 

1, 
>2 - I ·—CI5I 

ზომად სიმრავლეთა 4 კლასს ეწოდება რეგულარული, თუ მოიძებნება 

C > 1 რიცხეი შემდეგი თვისებით: ყოველი I C /#ს სიმრავლისათვის მოიძებნება 

I-ს შემცველი ჩაკეტილი ” ბირთვი, ისეთი, რომ |V| < CIII (ნახ, 14.3). 

8 ბაზისს ეწოდება რეგულარული, თუ 4ცც კლასი არის რეგულარული., 

ცხადია, კუბური მონაკვეთების I1, და ბირთვების 1 ბაზისებს აქვთ რეგუ- 

ლარობის თვისება. ამასთანავე, მარტივად მოწმდება, რომ » > 2 შემთსეევა- 

ში, »-განზომილებიანი მონაკვეთების Iვ ბაზისს (შედეგად, 1-განზომილებიანი 
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ნახ, 14.3. 

მართკუთხა პარალელეპიპედების 1 ბაზისსაც) არა აქვს რეგულარობის თვი- 

სება, 

თეორემა M.9.2. თუ 8 ბაზისი რეგულარულია, მაშინ 8 ბაზსისს აქვს 

შემოსა·ხღვრული ეოარშიების თვისება და შედეგ·)დ, აქვს ვიტალის თვი– 

სება. 

დამტკიცება. ვთქვათ, I C 4ც. ვისარგებლოთ 8-ს რეგულარობის თვი- 

სებით და ვიპოვოთ #/, 5 I ბირთვი, რომელისთვისაც |/L1| < CIII, სა- 

დაც C მუდღმივია #9-ს რეგულარულობის თვისებიღან. ვაჩეენოთ # 8(I) C 

(1 + 2V2C)V, ჩართვა, საიდანაც მივიღებთ, რომ 

IM/ც(71)I. <(1+2V2C)"|)/| < (1+2V2C)”CIII. 

განვიხილოთ ნებისმიერი #, C #ც სიმრავლე თვისებებით: #VII % 9 

და |#I < 2/7I. ვისარგებლოთ 8-ს რეგულარულობის თვისებით და ვიპოვოთ 

/წ 2 8 ბირთვი, რომლისთვისაც IV6) < CI 8I. მაშინ გვექნება, რომ 

II ) < CII < 2CIII. 

შედეგად, 

MM . III 
საიდანაც, #6 ი /, # 0 პირობის გათვალისწინებით ვასკვნით, რომ 

L C /#/8 C (1+2V2C)ყ). 

აქედან, თავის მხრივ, ვღებულობთ #8(1) C (1 + 2V2C)4/, ჩართვას. ამით 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

8 ბაზისს ეწოდება ამოზნექილი, თუ #8-ს შემადგენელი ყოველი სიმრავლე 

ამოზნექილია, 

IL”" სივრცის ქვესიმრაელეთა კლასში შემოვიღოთ დალაგების მიმართება 

შემდეგი წესით: / სიმრაელეს ვუწოდოთ / სიმრავლეზე ნაჯლები ან ტოლი 

(ჩანაწერი: I + ), თუ მოიძებნება X :IL" –> 2% ძვრა, ისეთი, რომ |XV7) V 
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-II = 0, ე.ი ძვრა, რომლის მოქმედების შედეგად XXI) აღმოჩნდება სრულად 

ან თითქმის შემავალი „ სიმრავლეში (ნახ. (4.4). 

7 

/ ' ოაოირთიძიმნ25მ5 

L 2 ·;·······“;/···”.·//”—··,./·”/”“] 7(19) 

/ქ ”) 

ნახ. 14.4. 

8 ბაზისს ეწოდება მონოტონური, თუ ,8-ს შემადგენელი ნებისმიერი ორი 

L1L და ” სიმრავლე ერთმანეთის სადარია, ე.ი, I1 + # ან # -<I. 
ადღვილი დასანახია რომ: |) კუბური მონა)ვეთების I, და ბირთეების 

12 ბაზისებს აქვთ მონოტონურობის თვისება; 2) » > 2 შემთხეევაში, თ- 

განზომილებიანი მონაკვეთების 1ვ და თ-განზომილებიანი მართცუთხა პარალე- 

ლეპიჰპედების Iკ ბაზისებს არა აქვთ მონოტონურობის თვისება, 

თეორემა M.3.3. თუ 8 ბაზისი ამოზნექილი და მონოტონურია, მაშინ 

838 ბაზისს აქვს შემოსასღვრული მოარშიების თვისება და შედეგად, აქვს 

ვიტალის თვისება. 

დამტკიცება. ტექნიური გადატვირთულობის გამო, ჩვენ არ მოგეყავს 
თეორემის დამტკიცება სრული ზოგადობით. შემოვიფარგლოთ იმ შემთხვევით, 

როცა 8 ბაზისის შემადგენელი ამოზნექილი სიმრავლეები წარმოადგენენ X- 

განზომილებიან მონაკვეთებს. 

ვთქვათ, ! C 4 ც. განვიხილოთ ნებისმიერი M C #ც მონაკჯვეთი თვისე- 

ბებით: M#L(I 1 # ჩ და |X,I < 2ყII. დაეუშვათ, 1 = 7) X X 1, და # = 
ს) X ··· X Mი. მაშინ, 8-ს მონოტონურობის საფუძველზე, გეექნება, რომ: 

|11| < |5·I|· I|I7·I| < |ნ·"|; (4) 

ან 

III > Iსს. „IIი| > IMI. (5) 
(4)-ის შესრულების შემთხვევაში, I#) < 2|I| შეფასებიდან გამომდინარე, 

სამართლიანი იქნება უტოლობები: 

|8. <2Iს ს ,I8ი| < 2I/იI. 
საიდანაც, # CII # 0 პირობის გათვალისწინებით დავასცენით, რომ X#, C 5/. 

(5)-ის შესრულების შემთხვევაში კი, #რI # მ პირობის გათეალისწინებით, 
უშუალოდ მივიღებთ #; C 5I ჩართვას. 

ამრიგად, M/8(7) C 51. შედეგად, |/78(1)|+ < 5” |II. ამით შემოსაზღვრული 
მოარშიების თვისება დადგენილია. C) 
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შენიშვნა M.3.L. როგორც უკვე ვაჩვენეთ, რეგულარული ბაზისებისათვის 

სამართლიანია თეორემა განუსაზღვრელი ინტეგრალის თითქმის ყველგან დი- 

ფერენცირების შესახებ. დავამტკიცოთ, რომ ანალოგიური დასცვნა სამართლი- 

ანია ბაზისის წერტილოენად რეგულარობის შემთხვევაშიც, ე,ი, როცა ცნობი- 

ლია, რომ ყოველი ჯ C I2” წერტილისათვის 8(ჯ) კლასი არის რეგულარული, 

ყოველი «-სთვის CIჯ) იყოს მუდმივი 8(ჯ) კლასის რეგულარობის თვი- 

სებიდან. აღვნიშნოთ 

ხ.=(:C9":C()<L. (LCIM), 

ცხადია, რომ IL" წარმოდგება ,, სიმრავლეების გაერთიანების სახით, ყოვე- 

ლი #-სათვის #8,. ბაზისი განესაზღვროთ შემდეგნაირად; 

Iს(თ), თუ ჯ< ჩ. 

ცხადია, თითოეული #8,, ბაზისი რეგულარულია, შედეგად, თითოეული მათგა- 

ნისათვის სამართლიანია თეორემა ინტეგრალის თითქმის ყველგან დიფერენ- 

ცირების შესახებ, 

განეიხილოთ ნებისმიერი ( C #(IC-”) ფუნქცია, მაშინ, ზემოაღნიშნულის 

გამო, ყოველი #-სათვის ჩ სიმრაელის თითქმის ყოველ ჯ წერტილში შეს- 

რულდება ტოლობა: 

8.() = %8(1·), თუ ჯC ჩჯ. 

· 1 
„აბთ, . ფ /I #=/C0. (6) 

შედეგად, თუ გავითვალისწინებთ, რომ = = L)> , ნ/., დავასკენით (6) ტო- 

ლობის სამართლიანობას I2” სივრცის თითქმის ყოველ წერტილში. 

იგივე ტიპის მსჯელობის გამოყენებით მტკიცდება შემდეგი კიდევ უფრო 

ზოგადი დებულება: ვთქვათ, 8 ბაზისი ისეთია, რომ " სივრცის ყოველ 

წერტილში 8(») ემთხეევა ერთ-ერთს ,8-.(ჯ) (/ C M) ოჯახებს შორის, 

სადაც 8L ბაზისები ფლობენ ინტეგრალის თითქმის ყველგან დიფერენცირების 

თვისებას, მაშინ ,8 ბაზისსაც აქვს მსგავსი თვისება. 

შენიშვნა #.8.2. რეგულარული და წერტილოენად რეგულარული ბაზისე- 

ბისათვის განუსაზღერელი ინტეგრალის თითქმის ყველგან დიფერენცირების 

შესასებ თეორემა დამტკიცებული იყო ა. ლებეგის მიერ. 14.3.1 ღა 14.3.3 

თეორემები კი ეკუთვნის ა. მორსს. 

შენიშვნა M.პ.3. IL"-ზე განსაზღვრულ / ფუნქციას ეწოდება ლოკალურად 

ჯამებადი, თუ / ჯამებადია ნებისმიერ შემოსაზღვრულ და ზომად სიმრავ- 

ლეზე. ყველა ლთოცალურად ჯამებადი ფუნქციის კლასი აღინიშსება Lიი-(IL") 
ჩანაწერით., 
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თეორემა I14.2.1 სამართლიანია ლოცალურად ჯამებადი ფუნქციებისთვისაც. 

დამტკიცება ხდება თეორემა 12.4.1-ის შემთსვევაში გამოყენებული სქემის მი- 

ხედვით. 

შენიშვნა IM.3.#. CI(>, #)-ით აღვნიშნოთ კუბური ინტერვალი, ცენტრით ჯ 
წერტილში, რომლის წიბოს სიგრძე 2#-ის ტოლია, ე.ი, 

C(თ,/,.) = (>) – ჩ, თ1 + ) X ··· X (ჯე – Mჩ,თ +7). 

ვთქვათ, # რაიმე ზომადი სიმრავლეა #" სივრცეში. » წერტილს ეწოდება 

L; სიმრავლის სიმკვრივის წერტილი, თუ 

- . IC2(თ, 71) CI X 
თი ემო თ? 

და ეწოდება  სიმრაელის გაიშვიათების წერტილი, თუ 

· _ IC2(,71) (1 X 
I!L"%) (2/.)” 

შევნიშნოთ, რომ ჯ არის სიმკვრივის წერტილი #L-სთვის მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ, როცა ჯ არის გაიშვიათების წერტილი #-ს დამატებისათვის. 

თეორემა 12.4.2-ის მსგავსად მტკიცდება, რომ ნებისმიერი ზომადი # C IL" 

სიმრავლისათეის თითქმის ყოველი ე; C # წერტილი არის M სიმრავლის 

სიმკვრივის წერტილი, ხოლო თითქმის ყოველი ჯ C # წერტილი არის L 

სიმრავლის გაიშვიათების წერტილი. 

= 0. 

შენიშვნა 1#.3.5. ვთქვათ, # არის # C IL" სიმრაელებე განსაბღერული 
ფუნქცია 4 C # და ჯ C #. / ფუნქციას ეწოდება 4 სიმრავლის გასწვრივ 
უწყვეტი « წერტილში, თუ /|-ის შებღლუდვა „#4-ზე არის უწყვეტი ჯ-ში. 

# C " სიმრავლებე განსაზღვვრულ / ფუნქციას ეწოდება აპროქსი- 
მაციულად უწყვეტი ჯ« C L წერტილში, თუ მოიძებნება ზომადი 4 C L" 

სიმრავლე თვისებებით: 

« ჯ. C 4 და ჯ არის /4-ს სიმკვრივის წერტილი; 

« / არის 4() ; სიმრავლის გასწვრივ უწყეეტი >-ში. 

თეორემა 12.4.4-ის მსგავსად მტკიცდება, რომ ზომად L C IL”" სიმრავლეზე 

განსაბღვრული ნებისმიერი ზომადი სასრული / ფუნქცია აპროქსიმაციულად 

უწყვეტია თითქმის ყოველ ჯ C L წერტილში. 

შენიშვნა M.3.6. ზბემოთ მოცემული იყო რამდენიმე საკმარისი პირობა 
საიმისოდ, რომ 8 ბაზისით წარმოქმნილი დიფერენცირების პროცესი იყოს 

ინტეგრების შებრუნებული ოპერაცია (ე.. სრულდებოდეს თეორემა ინტეგ- 

რალის თითქმის ყველგან წარმოებადობის შესახებ) კერძოდ, მივუთითეთ 

358



ოთხი თვისება: რეგულარობა, ამოზნექილობა და მონოტონურობა (ერთდრო- 

ულად), შემოსაზღვრული მოარშიების თვისება და ვიტალის თვისება. მათგან 

ყველაზე ზოგაღია ვიტალის თვისება, 

უკეე აღნიშნული გვაქვს, რომ »-განზომილებიანი მონაკვეთების Iვ ბაზისს 

არა აქვს რეგულარობისა და მონოტონურობის თვისებები. ვაჩეენოთ, რომ 

მას არა აქვს არც ვიტალის თვისება (ცხადია, ამით ნაჩვენები იქნება, რომ 

არც 1. ბაზისს არა აქვს ვიტალის თვისება), 

X C I რიცხეისათვის II,,-თი აღვნიშნოთ შემდეგნაირად განსაზღვრული 

ორგანზომილებიანი IL,..., L ჭ მონაკვეთების კლასი: 

I· = I0,»I X [ი, ჭ] ცი C1. 

II ოჯახს #-ური რანგის ბორის კიბეს უწოდებენ (ნახ. 14.5). 

წრ 

ლ
 

და 
აე 

მს
 

ა
 

ნახ. 14.5. 

ადვილი დასანახია, რომ II,, კლასს აქვს შემდეგი თვისებები: 

« თითოეული I# მონაკვეთის ზომა L-ს ტოლია, 

« ILო.--.იIL თანაკვეთა |0,1| X (0,1) კვადრატის ტოლია, 

« IIწ ყ---სIC) = IIII+IM VIII+---+I/წVILC |CM+5+--+L = 
ს(1+ 1 +..-+ 1) > MIM(L+1). 

ვთქეათ, II არის II კლასიდან გამოყოფილი წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი 
წევრებისაგან შედგენილი ნებისმიერი ქვეკლასი. ზემოთ მოცემული თვისებე– 

ბიდან გამომდინარე, II ქვეკლასი ან ცარიელია ან შედგება ერთი მართ- 

კუთსედისაგან. შედეგად, LI,-იე, I გაერთიანებიდან სI/-ი/ 1 გაერთიანებაზე 

გადასვლისას ზომა I12(++1)-ზე მეტჯერ მცირდება, საიდანაც, ნატურალური L 
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რიცხვის ნებისმიერობის გათვალისწინებით, ვასკვნით, რომ »I-განზომილები- 

ანი მონაკვეთების Iვ ბაზისს არა აქვს ვიტალის თვისება. შემდეგ პარაგრაფში 

ბორის კიბის კონსტრუქციის გამოყენებით დადგენილი იქნება Iვ ბაზისის კი- 

დევ უფრო ნეგატიური თვისება, რაც გამოიხატება იმაში, რომ მისთვის არაა 

სამართლიანი ინტეგრალთა დიფერენცირების შესასებ ლებეგის თეორემის ანა- 

ლოგი, 

შენიშვნა 14.3.7. 8 იყოს ბაზისი რომლისთეისაც „8(2:) (თ C IL”") კლასი 
შედგება 7C (05%რ5(L7)) სახის სიმრავლეებისაგან, სადაც I არის » წერტილის 

შემცველი ნებისმიერი კუბური ინტერვალი, ხოლო #; არის ნებისმერი ნარტუ- 
რალური რიცხვი. არაა ძნელი შესამოწმებელი, რომ 8 ბაზისს არა აქვს 
ვიტალის თვისება, თუმცა, მიუხედავად ამისა, მისთვის სამართლიანია ინტეგ- 
რალთა დიფერენცირების შესასებ ლებეგის თეორემის ანალოგი, ამრიგად, ეი- 

ტალის თვისება არის საკმარისი, მაგრამ არა აუცილებელი პირობა საიმისოდ, 

რომ ბაზისისათვის სამართლიანი იყოს ინტეგრალთა დიფერენცირების შესახებ 

ლებეგის თეორემის ანალოგი, 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ, რომ თ-განზომილებიანი მართკუთსა პარალელეპიპედების ნე- 

ბისმიერი ოჯახის გაერთიანება ბზომადი სიმრაელეა, 

§4. ინტეგრებისა და დიფერენცირების ურთიერთშებრუნებადობის 

დარღვევა "-გან·ხომილებიანი მონაკვეთების ბახისის 

შემთხვევაში 

#-განზომილებიანი მონაუვეთების Iვ ბაზისით წარმოქმნილ დიფერენცი- 

რების პროცესს აქვს სპეციალური სახელწოდება - ძლიერად დიფერენცირება. 

შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, რომ ინტეგრების შემდგომ ჩატარებული 

ძლიერად დიფერენცირების პროცესი, საზოგადოდ, არ გვაბრუნებს საწყის 

ფუნქციასთან (ე.ი. 1ვ ბაზისისათვის არაა სამართლიანი ინტეგრალთა ღიფე- 

რენცირების შესახებ ლებეგის თეორემის ანალოგი). 

თეორემა M.#.1. არსებობს არაუარყოფითი #6C L(]№?) ფუნქცია, ისეთი, 

რომ 1 

1Iი - =C% 
16I:.(;§I,II—>= III /I·! 

თითქმის ყოველ ჯ C 1§2 წერტილმი. 

შენიშვნა M#.#.L თეორემა 14.4.1-ში მოცემული ტიპის ფუნქციების მაგა- 

ლითები თავდაპირველად აგებული იყო ს. საქსის და აგრეთვე, ჰ. ბუზემანისა 

და ვ. ფელერის მიერ, 
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ბისძიერი ბ 6 (0 1) რიცხვისათვის სამართლიანია შკფასება 

I(MVCC) > 2)| > -Iი + I0). 
დამტკიცება. ზოგადობის შეუგღუღავაღ ვიგულისხმოთ, რომ C. არის 

ერთეულოვასი კვადრატი, ე.ი, = (0,1| X (0,1). 

# იყოს ნატურალური რიცსვი რომლისთვისაც *_" < ჯ < ჭ გვექნება, 

რომ 

LMჩა(Xთ) > ) = (MV(X0) > 1/#-). 
განვიხილოთ #-ური რანგის ბორის კიბე - II,. მისი შემადგენელი მართკუ- 

თხედების თვისებებიდან გამომღინარეობს, რომ ყოველი I C I,-სათვის, 

იი 0 I 
III/ - '. X 

(M(ჯი) > 1/M) 2 LI . 
ICII 

საიდანაც, ბორის კიბის შემადგენელი მართკუთხედების გაერთიანების ზომი- 

სათვის დადგენილი შეფასების გათვალისწინებით დავწერთ, 

I[M|3(X@)21/|··]I2! L) I >LIVCC+1) =#ICL+1) (0I. 
1CII. 

შედეგად, 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ # +1 > ჭ და L > ?–1X შეფასებებს, გვექნება, 

რომ 
1 1 I(CMი (X6) > XM1I > |(MV(Xდ) > 1/M)| > LIი(L +1) |0I > უ + |0I. 

ლემა დამტკიცებულია. C) 

შენიშვნა #.#.2. ვთქვათ, C რაიმე კვადრატული მონაკვეთია, ლემა 14.4.1- 
ში დადგენილი შეფასება გადავწეროთ შემღეგნაირაღ· 

(MCXC) > X > Iი+ (+ICI) = 1% ( / ,X9). 
აქედან კი, II9ი) I."·]; = C0 ტოლობის გათეალისწინებით, დავასცენით, რომ 

ჯ630 

M ძლიერ მაქსიმალურ ოპერატორს არა აქვს სუსტი (1,1) ტიჰი. ეს ფაქტი 

უმთავრეს როლს ასრულებს თეორემა 14.4.1-ის დამტკიცებისას. 

შენიშვნა M#.#.3. ვთქვათ, C რაიმე კვადრატული ინტერვალია და 0 < X < 

ჩ. მაშინ (M-3(ჩXC) > X) = (MI(X0) > 2/M) ტოლობის გათვალისწინებით 

ლემა 14.4.1-დან მიიღება შეფასება: 

ჩ >-Iი- |(Mახარ) > II > >-Iი· I0L. 
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C კვადრატის გვერდის სიგრძე აღვნიშნოთ ბ(C2) ჩანაწერით. 

ლემა. M#.4.2. კთქვათ, C2 კვადრატული მონაკვეთია და X C (0,1). თუ 
ორგანზომილებიანი / მონაკვეთი ისეთია, რომ 

ILI0CI 
III 

მაშინ 7-ს გვერდების სიგრძეები არ აღემატებიან ბ(C4)/2 რიცხვს. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე.ი. I-ს რომელიმე გვერღის 

სიგრძე მეტია ბ(C)/X რიცხეზე. დავუშვათ, ასეთია პორიზონტალური გვერ- 

დები. თუ I მართცუთხედს წარმოვადგენთ ჰორიზონტალური კვეთების გაერ- 
თიანებად, მაშინ თითოეულ კვეთაზე C კვადრატის მიერ დატოვებული კვალის 
ხვედრითი წილი ნაკლები იქნება X რიცსვზე (ნახ. 14.6). 

> 2 

ნახ. 14.6. 

რაც. ადვილი დასანასხსია, რომ გამოიწვევს |1 ი C2| < XII) შეფასებას. ეს 

კი ეწინააღმდეგება ლემის პირობას, 

ლემა დამტკიცებულია, L) 

შენიშვნა 1#.#.4. ვთქვათ, C რაიმე ჩაეტილი კვადრატული მონაკვეთია 
და 0 < X < #. მაშინ ლემა 14.4.2-დან ადვილად მიიღება შემდეგი ჩართეა: 

(CMI-(MჩXC) > X) C (2#/X + 1)C). 

მართლაც, დავუშვათ > C (MI5(MX20) > X). მაშინ მოიძებნება ორგანზო- 

მილებიანი 1 5 ჯ მონაკვეთი, რომლისთვისაც |C ი0 II/III > X//.. საიდანაც, 

ჯი C # შ პირობისა და ლემა 14.4.2-ის გათვალისწინებით, ვღებულობთ, რომ 

ჯ C 1 C (2ს/X+ 1)C). 

შემდეგი ლემა ეკუთვნის ა. კალდერონს და ის ეფექტურად გამოიყენება 

სხვადასხვა კონტრმაგალითების აგებისას განსაკუთრებულობათა გამკვრივების 

ეტაპბე. 

ლემა 1#.4.3. ვთქვათ, ჯ. C IL” ( C M) ზომადი სიმრავლეებია, 

რომლებიც შედიან რაიმე ფიქსირებულ ბირთვში და აკმაყოფილებენ 

22·0:] |M.I = % პირობას. მაშინ შეიძლება ჯ,. C IL” ( C I) წერტილე- 

ბი შევარჩიოთ ისეთნაირად, რომ სიმრავლეთა (I- + >;.) მიმდევრობის 

ზედა სღვარი იყოს სრული ზომის სიმრავლე IL" სივრცეში. 
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დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ ლემის სამართლიანობა მარტივად მი- 

იღება შემდეგი დებულებიდან: ეთქვათ, § C M ლღა II C |–9,§ "' (L6CI) 

არიან ზომადი სიმრავლეები, რომლებიც ა)მაყოფილებენ 2,>. , I-) = % 

პირობას, მაშინ ნებისმიერი C C (0,1) რიცხეისათეის მოიძებნებიან » C M 

რიცხვი და ჯ),.. = ს 57 წერტილები, ისეთები, რომ 

ი 

(–5,5)” ო | I(%.+<5/) 
L=1 

დავამტკიცოთ ეს. დებულება. 
L C (|–38, 5)- სიმრაელისათვის აღვნიშნოთ; 

> (25)" – §. (1) 

IL(C>) = (-%+თ)რიI-§,§59“ (X1CM"), L" = |- 5,5 V #. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ნებისმიერი » C M, X),...,თ, C LL და 

( C IL” პარამეტრებისათვის სრულდება ტოლობები: 

X85I(=,)'რ---იო8„(,)' (წ) = X5,(>,) (ჩ) - · · X5„(>,)“ (1) 

X5,(>,)+(,) = XI–ა,»)5-(4) (1 – X6,(L – =,)) (/ C1,ჯ). 

უკანასკნელი ტოლობისა და 10.6.6 თეორემის საფუძველზე. ადეილი შესამოწ- 

მებელია, რომ 

X8I(=,)“ (1) - · · X 5„(»,)+ (1), 
როგორც =),--., დ,, 1 ცელადების ფუნქცია, არის გომადი, შედეგად, ფუბინის 

თეორემის გამოყენებით დავწერთ, 

/ Iს)(2))” რ-. ჩა(თი)”! ძ(თ),..-,2:) = 
|–2§8,23)"' X-·/XI-24,25)" 

/ [/ Xნ(>,)'(8) - -· XL:„(:„)·(C)(”] ძ(თ),..-, ი) = 
(-2§,25)9% X--- XI-2§8,2+<§|)" (<–§,3)" 

/ [/ X5|(·")·(!)·.·X;„(·:?)·([) ქ(:!:|,...,1·|,)](“ == 

|–§,5)5 (–<2§,9§8)%X--XI-2>,23)7 

ი 

/ [I—I/ XL:,(:,.)·(I)(I%·](IL 
|—ყ|!|" 1=1 [—28,25]" 

ფიქსირებული 1 C 1,ჯ და ! C I0,L|I” პარამეტრებისათვის გამოვთვალოთ 

·|·I–2!.2·§|" X,.;](:,)·(I·)(M.· ინტეგრალი, გვექნება, რომ 

(% C (-25,95)" : X6,()+(ჯ) = 1) = (V C |–25,24|” : 6(X)“ 3 1) 

= (–9ა,2ა|'' V (+ C (–9ა,2§)” : #,(«%:) 3 §1 = |–?ა, 251” V (( – #)). 
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საიდანაც. 1 – ნ·?· C [—25· 2·“·]" ჩართვის გათვალისწინებით· მივიღებთ ტო- 

ლობას: 

/[ ააა მრრ (04ი = (4)” – 16,). 
ამრიგად, 

წ/2-1C. ·ი···ინ :.1 IV უ = 

-/|-2·· 283)9 X· XI 2ვ·2—·|"| 1( 1) 9(1·!”) | (1·1 I„) 

II I(49)” – |5,II. 
ამ ტოლობიდან დავასყვნით ისეთი ჯე)...., ჯ, 6 (- 2ა,25|" წერტილების არ- 

სებობას, რომელთათვისაც 

|851(=ა)" ო·--ო წი(წი)"| < 

1 (4 . 

| -289,290ე"» X |-2§,25)"| -.. 1—[ L(45)” – | II = 

Vჰ !ნ·;· 
(48)9" 1—I [(4·?) |5 I] = 1–1 [ (48)!·]· 

2=1 

როგორც ვიცით: 2;”;1 I1/ (48)" = C0, ამიტომ საკმარისად დიდი ჯ»-სათვის 

უკანასკნელი შეფასებიდან მივიღებთ, რომ 

|51(I1)· რ.--”ი 5·9(:!:9)·1 < 6. 

საიდანაც, 
წე 

(–§,§|” რ L)1 C- + >;) = (=5, 51” V (5I(თ))" ო --- რ Mი(თ;)”) 
#M=1 

ტოლობის გათვალისწინებით მიიღება (1) შეფასება. ამით ლემა დამტკიცებუ- 

ლია. C) 

ლემა M.#.#. არსებობენ დადებით რიცხვთა (Mი) (5C) და (I-) მიმ- 

დევრობები შემდეგი თვისებებით: 

ი სო M = |I]1·1 8.,=C, M > 3:>1 (:CIM), 
|=—)თ 

უ 2/##(00, 
=1 

ჯ!“ Iი # # = Cი, 39 

IIL+V6=0, (2M- + 1)+6- < 1. ( C M). ·I 
ს–) 
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დამტკგიცება. ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი ნატურალური 1 რიცხეისათვის 

არსებობენ დადებით რიცსეთა სასრული მიმდევრობები - (/V/) ;ჭ[__ | და (LI··)[_·V=|· 
რომელთაც აქვთ შემდეგი თვისებები: 

· M> (I(L/IV) 

·2|M?L 

_ 24|„4:ჯ>2] 

! ILL/—(— (1 < # < IM), 

საიდანაც აღვილად გამომდინარეობს დასამტკიცებელი წინადადება. 

განვიხილოთ თ და # დადღებითი რიცხეები რომლებიც აკმაყოფილებენ 

პირობებს; 

L C. თ · 
=- -11 - 8 = 21, ი8 2)' 3,11·1]_;9 2 

შემდეგ კი, ნატურალური ” რიცხეი შევარჩიოთ ისე, რომ სრულდებოდეს 

შეფასება: 

/ 8 1 
C M# < ვ] 

(ML) ჭ”= 1 და (L.) C|= | მიმდევრობები განესაზღვროთ შემდეგნაირად: 

, = C0, !|··=—·2 (1<L< M). 
MM 

ადვილი დასანახია, რომ ასეთი (1№)ჭ”=| და (I.)ჯ>) მიმდევრობები ა)მა- 

ყოფილებენ საჭირო პირობებს, ლემა დამტკიცებულია, C) 

თეორემა M#.#.-ის დამტკიცება. განვიხილოთ (IL), (5:) და (#(ჯ) მიმდეე- 

რობები, რომლებიც აკმაყოფილებენ ლემა 14.4.4-ის პირობებს. აღვნიშნოთ 

C» = (–VIL/2,VI./9, (XCI). 
მაშინ 14.4.| და 14.4.2 ლემების გათვალისწინებით (იხ., აგრეთვე 14.4.3 და 

14.4.4 შენიშვნები) M XC, ფუნქციებს ექნებათ შემდეგი თვისებები: 

2|!L·1(2|··| < %, (2) 
1L=1 

2,I(Mა(ჩMMXC,) > 5L1| = %, (3) 
#-=1 

LMჩე(ჩLXC.) > §L) C (–1,1)) (LCIM), (4, 

L·"I·" ჩ..ბ(C2;.) = 0. (5)



(3) და (4) პირობებისა და ლემა 14.4.3-ის საფუძველზე ჯ, C L? (L C IL1) 
წერტილები შეიძლება ისე შევარჩიოთ, რომ 

[111|ვ(|1*,ჯლღ) > 8;_·] + II 

სიმრავლეთა მიმდევრობის ზედა ზღვარი იყოს სრული ზომის სიმრავლე IL2 

სივრცეში, შეესიშსოთ, რომ 

Mჩა(I" VC,+>, )(V + XL) = Mჩ (IILXC, )(V) (V C I№2)· 

საიდანაც ვღებულობთ, 

[··1”1!;(“1·-)(00 > ····I··] + I = [MI;(”L·X@······,) > ··”·L·I· 

შედეგად, 
CMჩკ (|1|··X0|,+=,·.) > 5L) 

სიმრავლეთა მიმდევრობის ზედა ზღვარი იქნება სრული ზომის სიმრაელე IL2 

სივრცეში, 

განვიხილოთ შემდეგნაირად განსაზღვრული # ფუხქცია: 

ი 

·, = 2 ,?·*·X0|=+=I· · 
#M=1 

ცხადია, / არაუარყოფითია. (2)-ის ძალით გვექნება, რომ 

Cლ 

·/[·" = ჭ /"·!უ MაXC,+., < 

ლ (- ქ 

= 2 ,MI0V + 2ი| = > , M-ICჯI < Cი. 
(:=1 = 

მაშასადამე, / C #(ILL2). 
განვიხილოთ ნებისმიერი ჯ» წერტილი, რომელიც ეკუთევნის 

(MVს(MიXC,+>,) > 5L) 

სიმრავლეთა მიმდევრობის ზედა ზღვარს, მაშინ მოიძებნება ნატურალურ რი- 

ცხეთა მს)აცრად ზრდადი #(1) მიმდევრობა, ისეთი, რომ ყოველი 1-სათვის, 

« C LMVა(MVC)XC,ცე+=-ც)) > 5M(0)1 

შედეგად, მოიძებნება ჯ-ის შემცველი ორგანზომილებიანი I; მონაკვეთების 
მიმდევრობა, ისეთი, რომ ყოველი 1-სათვის, 

1 1 

|71··| '” ჯ= წ[ ·/ს „“·(·?·)X”··(:·)···*··(:) > §L(1)- 
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ვაჩვენოთ, რომ ძIეთ7; + 0 (1 –> «). შედეგად, 3 – % პირობის გათვა- 
ლისწინებით თეორემა ღამტკიცებული იქნება. გვაქვს, რომ 

1 MM(1)!(Cც) “ >XV,)) (1 7კ| 
|I—,·| ·/ს /M·(])X“„„····“„ = |I··,| > 5(კ)- 

აქედან გამომდისარე, ლემა 14.4.2-ის ძალით ვღებულობთ, რომ I.-ს გვერ- 

დების სიგრძეები არ აღემატებიან 

ბ(C0MC) + =აც))ჩიც) _ 9(00სც))MMც) 
5M(3) §X(1) 

რიცხეს. ამ რიცხვების მიმდევრობა კი, (5)-ის საფუძეელზე მიისწრაფვის ნუ- 

ლისაკენ. თეორემა დამტკიცებულია. 5 

ამოცანები 

1. დაამტკიცეთ თეორემა |4.4.1-ის ანალოგი ნებისმიერი » > 3-სთეის, ე.ი. 

ააგეთ არაუარყოფითი / C ჩ(#") ფუნქცია, რომელიც XI" სივრცის თითქმის 
ყოველ ჯ წერტილში აკმაყოფილებს თვორემა 14.4.I-ში მოცემულ. ინტეგრა- 
ლური საშუალოების განმლადობის პირობას, 

2. დაამტკიცეთ. რომ ნებისმიერი # > 2-სთვის არსებობს არაუარყოფითი /| 6 

L(CX" ) ფუნქცია, რომელიც #" სივრცის ყოველ » წერტილმში აკმაყოფილებს 
თეორემა I14.4.I-ში მოცემულ. პირობას, 

§ 5. ინტეგრალთა დიფერენცირება ზოგადი ბაზისების მიხედვით· 

ზოგიერთი ცნობილი შედეგი 

ამ პჰარაგრაფში დაუმტკიცებლადაა მოცემული რამდენიმე მნიშენელოვანი 

შედეგი ინტეგრალთა დიფერენცირების შესახებ. 

ვთქვათ, 8 რაიმე დიფერენცირების ბაზისია «%"-ში და / C L(ნC"). ამ- 

ბობენ, რომ I / დიფერენცირებადია 8 ბაზისის მიხედვით (ან კიდევ, 8 

ადიფერენცირებს ] #-ს), თუ თითქმის ყოველი ჯ C I- წერტილისათეის,. 

1 
LL _ = · 

168(1?·11—·: III ·/,| #(5) 

ამბობენ, რომ 8 ბაზისი ადიფერენცირებს ი C L(LL”) კლასს. თუ 

ყოეელი / C §) ფუნქციისათვის 8 ადიფერენცირებს | /-ს, 

8 ბაზისს ეწოდება ჰომოთეტიის მიმართ ინვარიანტული, თუ ყოველი 

ჯ C #" წერტილისათვის, ყოველი # C 8(ჯ) სიმრავლისათვის და ყოველი 

ს :I5% –ა Mწ ჰომოთეტიისათვის გვაქვს, რომ II(/?) C ,3(#MI(>)). 
ცხადია. რომ I ,15,1Iვ და L) ბაზისებს აქვთ პომოთეტიის მიმართ ინეა- 

რიანტულობის თვისება. 
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თეორემა 14.2.1-ის თანახმად, ვიტალის თვისების მქონე ბაზისები ადიფე- 

რენცირებენ L(IC”) კლასს. მეორე მსრივ, როგორც წინა პარაგრაფში გავარ- 

კეხეთ - ეს დებულება ხებისმიერი (კერძოდ, I1Iვ) ბაზისისათვის არაა სამართლი- 

ახი, ბუსებრივაღ ისმის იმ ბაზისების დახასიათების ამოცანა, რომლებიც ადი- 

ფერენცირებენ #(M7?) კლასს. ამ საკითხის გადაწყვეტას ჰომოთეტიის მიმართ 

ინვარიანტული ბაზისებისათვის იძლევა შემდეგი თეორემა, 

თეორემა M.5.L ვთქვათ, 858 ჰომოთეტიის მიმართ ინვარიანტული ბა- 

ზისია I"” სივრცეში. მაშინ შემდეგი წინადადებები ეკვივალენფერია: 

. 8 ადიფერენცირებს L(]X") კლასს; 

რ ჰI8 მაქსიმალურ ოპერატორს აქვს სუსტი (1, 1) ტიპი· 

შენიშვნა M.5.L 12.1.2 და 14.2.1 თეორემების შემთხვევებში გამოყენებუ- 

ლი სქემის მეშვეობით მტკიცდება, რომ მაქსიმალური ოპერატორისათვის სუს- 

ტი (1.1) ტიპის უტოლობის სამართლიანობა, არა მსოლოდ ჰომოთეტიის 

მიმართ ინვარიანტული, არამედ ნებისმიერი 3 ბაზისისათვის იწვეეს #(ILL7) 

კლასის დიფერენცირებას. 

შენიშვნა M.5.2. თეორემა 14.5.1-ის ძალით, მაქსიმალური ოპერატო- 
რისათვის სუსტი ტიპის უტოლობის ღდარღვევა იწვევს ,8 ბაზისის მიმართ 

არადიფერენცირებადი ინტეგრალის მქონე ფუნქციის არსებობას. წინა პარაგ- 

რაფში ჩვენ უკვე ვნახეთ ამ პრინციპის გამოვლინება მონაკვეთების Iვ ბაზისის 

შემთხეევაში, 

საზოგადოდ, ნებისმიერი 8 ბაზისისათეის ისმის საკითსი იმ ფუნქციათა 

კლასის დახასიათების შესახებ რომელთა ინტეგრალები დიფერენცირებადია 

8-ს მიმართ. 

მაქსიმალური ოპერატორის არსებით როლს ინტეგრალთა დიფერენცირე- 

ბის შესწავლისას კიდევ ერთხელ უსვამს ხაბს შემდეგი თეორემა. 

თეორემა M#.5.2. ვთქვათ, 8 პომოთეტიის მიმართ ინვარიანტული ბა- 

ზისია IL” სივრცეში, ხოლო ი(2 : |0, C9) –+ |0, %X-) - მკაცრად ზრდადი 
ფუნქცია, ისეთი, რომ «იX(0) = 0 და Iთ «%L)/1ჯ > 0. მამინ შემდეგი 

(5 
წინადადებები ეკვივალენტურია: - 

« 8 ადიფერენცირებს (2(ჯL)(IL”) კლასს; 

« M მაქსიმალური ოპერატორი აკმაყოფილებს შეფასებას: 

IMიCი > XI < / #(ს) VC%905,2>თ, 
სადაც C მუდმივი დამოუკიდებელია #-საგან და 2X-საგან. 

368



ბაზისების მეორე მნიშენელოვან კლასს განსაბზღვრაეს ძერის (ანუ პარა- 

ლელური გადატანის) მიმართ ინეარიანტულობის თვისება, სახელდობრ, 8 

ბაზისს ეწოდება ძყრის მიმართ ინვარიანტული, თუ ყოველი ჯ C " წერ- 

ტილისათეის, ყოველი # C 13(>) სიმრაელისათვის და ყოველი ჯ” :M5 -3 65 

ძვრისათვის გვაქვს, რომ ”'(/1) C 8(7(>)). 

ყოველი ძვრა წარმოდგება ორი პომოთეტიის კომჰპობიციის სახით, სა- 

იდანაც გამომდინარეობს, რომ პომოთეტიის მიმართ ინეარიანტრეული ბაზისი 

არის ძვრის მიმართ ინვარიანტულიც. 

ძვრის მიმართ ინვარიანტული ბაზისებისათვის სამართლიანია 14.5.I და 

14.5.2 თეორემების ანალოგები იმ განსხვავებით, რომ შეორე პირობაში სუსტი 

ტიპის შეფასება სრულდება არა „გლობალური“ #M/ ც მაქსიმალური ოპერატო- 

რისათვის. არამედ საკმარისად მცირე » რიცხვის შესაბამისი #I> წაკვეთილ 

მაქსიმალური ოპერატორისათეის. 

ი(I) = (1 + Iი 1)“ (0 < 1 < =«) სახის ფუნქციისათვის. (2(#)(:+") 
ინტეგრალური კლასი აღვნიშნოთ ჯL(1 + 1ი“ #)?(I25) ჩანაწერით. 

ცხობილია საუკეთესო ინტეგრალური კლასი, რომელშიც გარანტირებულია 

ინტეგრალის ძლიერად დიფერენცირება, სახელდობრ, სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა. 

თეორემა M#.5.1. (თ) ?-განხომილებიანი მონაკვეთების I1ვ ბაზისი ადი- 

ფერენცირებს #(1 + Iი #)”“1(87). კლასს; 
(ხ) #(1+1Iი1 L)”—1(№")·ზე ფართო ნებისმიერ C( L)(ნL") ინტეგრა- 

ლურ კლასში მოიძებნება არაუარყოფითი / ფუნქცია, რომელიც ყოველ 

ჯ C IL" წერტილში აკმაყოფილებს პირობას: 

= 1 
11 _ = C. 

16|··.(:I:[)I,1]–)I III /,·] 

თეორემა 14.5.3-ის პირეელი ნაწილი დამტკიცებული იყო ბ. იესენის, ი. 

მარცინკევიჩისა და ა. ზიგმუნდის მიერ, ხოლო მეორე ნაწილი კი ეკუთენის ს. 

საქსს. 

86 ბაზისს ეწოდება სიმკვრივის ბახისი, თუ ნებისმიერი ბზომადი L C IL" 

სიმრაელისათვის თითქმის ყოველი ჯ C L წერტილი არის ,8-სიმევრივის 

წერტილი, ე.ი, 
· წ2897/I 

IIIი : = 1, 
IC8(72). I-> III 

და თითქმის ყოველი ჯ C # წერტილი არის 8-გაიშვიათების წერტილი, ე.ი. 

IM#0V0II 
–--=0. 

ს)68(=),!–.. III 
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სიმევრივის თვისება ტოლფასია იმისა, რომ /3 ბაზისი ადიფერენცირებს 

სასრული ზომის სიმრავლეთა მასასიათებელი ფუნქციების კლასს, 

ინტეგრალთა ძლიერად დიფერესცირება, მართალია, არ არის გარანტირე- 

ბული #(ILC")-ში, მაგრამ თეორემა 14.5.3-ის ძალით, მას ადგილი აქვს საკმაოდ 

ფართო - ჩ(1 + Iი” ჩ)““1(IL”-) კლასში. აქედან გამომდინარეობს ძლიერად 

დიფერენცირებადობის შესრულება #7(ILC”I) ო L(IL”) (ი > 1) კლასებში, ასევე 

ის ფაქტი, რომ 1ვ არის სიმკვრივის ბაზისი. 

აქვე აღვნიშნოთ. რომ »-განზომილებიანი მართკუთსედების Iკ ბაზისს აქვს 

"–განზომილებიანი მონაკვეთების Iვ ბაბისზე ბევრად ცული დიფერენციალური 

თვისებები. კერძოდ, როგორც ა. ზიგმუნდმა აჩეენა - I4-ს არა აქეს სიმჯკვრიეის 

თვისებაც კი. ამ შედეგის დამტკიცება იყენებს ძალზე გონებამახვილურ გეომეტ- 

რიულ მსჯულობებს და ეფუძნება კომბინატორული სასიათის კონსტრუქციას, 

რომელიც ცხობილია პერონის ხის სახელწოდებით. 

ინტეგრალთა დიფერენცირების თეორია და მისი გამოყენებები პარმო- 

ნიული ანალიზის სხვადასხვა საკითხებში საკმმაოდ სრულადაა გადმოცემული 

მ. გუზმანის (6,7) და ე. სტეინის (16) მონოგრაფიებში, 

§6. ლებეგ-სტილცტიესის ზომების დიფერენცირება 

ვთქვათ, /, ლებეგ-სტილტიესის ზომაა IL5--ში, ხოლო 8 რაიმე დიფერენ- 

ცირების ბაზისია IL”-ში, ამასთან, ცნობილია, რომ 8-ს შემადგენელი ყოველი 

სიმრავლე /-ზომადღია (კერძოდ, ეს შესრულებულია, თუ 8-ს შემადგენელი 

სიმრავლეები მიეკუთენებიან ბორელის კლასს). ვიტყვით, რომ / ზომა წა- 

რმოებაღია (ან კიდევ, დიფერენცირებაღია) ჯ წერტილ·ში 13 ბაზისის 

მიხედვით, თუ არსებობს სასრული ზღვარი: 

(7) 
IC8().I-–= |1I|1.' 

ამ ზღვრის მნიშვნელობას ეწოდება / ზომის წარმოებელი ჯ წერტილში 
8 ბაზისის მიხედვით და აღინიშნება M8(/)(თ) ჩანაწერით. 

გრდადი და შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქციების შესახებ მე-12 და 

მე-I3 თავებში განვითარებული თეორია ერცელდება მრავალგანზომილებიან 

ლებეგ-სტილტიესის ზომებზე და უფრო მეტიც, მონაკვეთის ადიციურ ფუნქცი- 

ებზე (იხ. მაგ., (31, თავი IV)). ამ მიმართულებით ჩვენ შემოვიფარგლებით 

ქვემოთ მოცემული თეორემით, რომელიც ეკუთენის ლებეგს. 

თეორემა M#.წ.L ვთქვათ, / ლებეგ-სფილტიესის ზომაა IL"-ში, ხოლო 

8 არის ვიტალის თვისების მქონე კომპაქტური ბახისი IL”-ში, რომლის 

შემადგენელი ყოველი სიმრავლე არის //-ზომადი. მაშინ /, ზომა თითქმის 

ყველგან (ლებეგის ზომის მიხედვით) წარმოებადია /5 ბახისის მიხედვით. 
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შენიშვნა M#.ნ.L ცხადია, 1,; და I: ბაზისები ლებეგ-სტილტიესის ნებისმიერი 

/, ზომისათვის აკმაყოფილებენ თეორემა 14.6.1-ის პირობებს, 

/, ზომის ზედა და ქვედა წარმოებულები ჯ წერტილში 8 ბაზხზისის 

მიხედვით შესაბამისად აღინიშნებიან #Mც(/)(თ) და 90 ც(/)(თ) ჩანაწერებით 

და განისაზღვრებიან შემდეგნაირად: 

წიVC)C) = Iთ [ – " )] 
1IC19(7), ძიაი 1<46 |1| 

ევ(”)(:)—"[ იჩ ”(I)] 
IC8(>),ძიათI<წ III 

ცხადია, /#2ც(/:)(2) < 08(/)(–«) და #ცყი() > 0. / ზომა წარმოებაღდია 

ჯ% წერტილში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #2ც(/)(+) და Lც(V/I)(>.) 

არიან ერთმანეთის ტოლი სასრული რიცხეები· შევნიშნოთ აგრეთვე· რომ 

ზედა და ქვეღა წარმოებულები წარმოადგენენ /((#)/|I)I) ფარდობის ზღვრებს 

გარგვეული მიმდევრობების გასწვრივ, ე.ი, მოიძებნებიან ქ წერტილისაკენ 

მოჭიმვადი I,, C 83(ჯ7) და I; C 3(>) მიმდევრობები, რომელთათვისაც 
#(ჩ) > .იწო 

ე ი) და ნ0ათ = კიო, 690. 
ქვემოთ მოცემულ ლემებში ეიგულისხმებთ, რომ / ზომა და 8 ბაბისი 

აკმაყოფილებენ 14.6.1 თეორემის პირობებს, 

(V)(2) = სო 

_ ლემა M.ნ.L ვთქვათ, 0 < C < C და C 1IX" სიმრავლის ყო[ველი 

წერტილისათვის სრულდება 128(/)(>) < C შეფასება. მაშინ ნებისმიერი 

; > 0-სთვის არსებობს /-ზომადი C C 1-" სიმრავლე შემდეგი თვისე- 

ებით: 

Iი9VC0C.=0, /!(C) < (C +5)(I8I. +5). 

ღამტკიცება· განვიხილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცხვი. # სიმრავლე დავ- 

ფაროთ ღია C სიმრავლით, რომელიც აკმაყოფილებს შეფასებას: 

|ICთ) < |-I. + 5. (1) 

II იყოს ყველა იმ I C 4ცც სიმრაელის კლასი, რომელიც შედის C, 

სიმრავლეში და აკმაყოფილებს პირობას: 

#I) <(C+9III. () 
I კლასი ვიტალის აზრით დაფარავს M სიმრაელეს და ამიტომ, თეორემა 

14.2.3-ის ძალით, მისგან გამოეყოფთ წყეილ-წყვილად თანაუკვეთი სიმრავლე- 

ებისაგან შედგენილ და არაუმეტეს თვლად II ქვეკლასს, რომელიც თითქმის 
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დაფარავს ჯ, სიმრავლეს, ე.ი. 

#V L) I 
ICIL 

= 0. (3) 

Cდ ავიღოთ L),-ე,I გაერთიანების ტოლი. II C ტც ჩართვის საფუძველზე 

გვაქვს, რომ C არის /-ზომადი. (1) და (2) შეფასებებიდან გამომდინარე 

დავწერთ, 

M(0) = 2 ,IMI)< 2 ,(C+9)I|I <(0+9ICI <(C+9XI5L.+95. (4 
1CII ICII/ 

(3) და (4) პირობებიდან ვასკვნით ლემის სამართლიანობას, L) 

შენიშვნა 1#.ნ6.2. ადვილი დასანახია, რომ C) სიმრავლისათვის (ლემა 

14.6.I-დან) შესრულებული იქნება |C რო LXI. = |»MI„ ტოლობა. 

შენიშენა 1#.ნ.ვ3. ვთქვათ, შესრულებულია ლემა 14,6.I-ის პირობები და 

დამატებით ცნობილია, რომ # არის /-ზომადი სიმრავლე. მაშინ, საზოგა- 

დოდ, შეუძლებელია ვთქვათ, რომ შესრულებულია /I(#) < CI#MI„ შეფასება. 
მივუთითოთ შესაბამისი კონტრმაგალითი, ! იყოს > C I2 : ე = ჯ21 წრფე 

სიბრტყეზე. განეიხილოთ ორგანზომილებიანი მონაკვეთების 72 კლასზე შემ- 

დეგნაირად განსაზღვრული თ ფუნქცია: ყოველი I C X2-სათვის თ(#) იყოს 
LC0VI მონაკვეთის სიგრძის ტოლი. ცხადია, თ წარმოადგენს სასრულ ზომას, 

/, იყოს თ ზომის ლებეგისეული გაგრძელება. შენიშვნა 6.5.1-ის თანახმად, //, 

წარმოადგენს ლებეგ-სტილტიესის ზომას, ელემენტარული მსჯელობით შეიძ- 

ლება დავადგინოთ, რომ ! წრფეზე მღებარე ნებისმიერი # მონა)ვეთისათვის 

#(M) ზომის მნიშვნელობა #ჩM-ს სიგრძის ტოლია. 8-ს როლში ავიღოთ I) 

ბაზისი, განვიხილოთ # = I(01|0,1)? მონაკვეთი. მაშინ ყოველი ჯ C L წერ- 
ტილისათვის გვექნება, რომ #?, (#)(ჯ) = 0. ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, 

თუ განვიხილავთ /I(7:.)/II.| საშუალოების მიმდევრობას, სადაც / (# C M) 

არის ჯ-ში მარჯვენა-ქვედა წვეროს მქონე ჩაკეტილი კვადრატული ინტერვალი 

1/X-ს ტოლი დიამეტრით (ნახ, 14.7). 

მეორე მხრივ კი, გეექნება, რომ /((#) = V9. ამრიგად, L), /, # და 

C = 0 პარამეტრებისათვის დარღვეულია //(L) < CIნ) უტოლობა. 

ლემა #.წ.2. ვთქვათ, 0 (—C < % და # C IL” სიმრავლის ყოველი 

წერტილისათვის სრულდება Xს85(/ი(თ) > C შეფასება. მაშინ ნებისმიერი 

/' ზომადი C 5 # სიმრაყლისათვის სამართლიანია შეფასება: 

#(C) > CI» 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი § C (0,C,) რიცხვი. ლებეგ-სტილ- 

ტიესის ზბომების თვისებების საფუძველზე (იხ. §6.5) C სიმრაელე შეიძლება 
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ნახ. 14.7. 

დავფაროთ ღია C სიმრავლით, რომელიც აკმაყოფილებს შეფასებას; 

/I(C) < M(C) + 5. (5) 

II იყოს ყველა იმ I C #ც სიმრაელის კლასი რომელიც შეღის C 

სიმრაელეში და აკმაყოფილებს პირობას;: 

/I(1) > (C – 5)III- (6) 
II კლასი ვიტალის აზრით დაფარავს L, სიმრავლეს და ამიტომ თეორემა 

14.2.3-ის ძალით, მისგან გამოვყოფთ წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი სიმრავლე- 

ებისაგან შედგენილ და არაუმეტეს თვლად II ქვეკლასს, რომელიც თითქმის 

დაფარავს L სიმრავლეს, ე.ი. 

=0. (7) |5XL]I 
1C”I” 

(5) – (7) პირობებიდან გამომდინარე დაეწერთ, 

M(0) > #M(C) – C> ზ_ M(I) –§> 
LCII 

> 9 C-9I -->(6-9I5I -§. 
1CIIL 

საიდანაც, C C (0,C) რიცხვის ნებისმიერობის გათვალისწინებით, ვასცვნით 

/I(C) > CI სI, შეფასების სამართლიანობას, ლემა დამტკიცებულია., (88) 

ლემა 14.6.3. (X C IL" : 08(#)(+) = %X1) სიმრავლის ლებეგის ზომა 

ნულის ცტოლია. 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი ღია 5 ბირთვისათეის, 

( C 5:05(V)(5) = %)I| =90. 
საიდანაც მარტივად მიიღება საჭირო დასცვნა. 
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აღვნიშნოთ: 

8 = (« C 5: M8C0)(») = C); 
8.=(26C 5: ჩხ,ხ(ს)ს2)> ) (:CM. 

ლემა 14.6.2-ის ძალით, სამართლიანი იქნება შეფასებები: 

I% < “> (-CIM). (8) 
შევნიშნოთ, რომ ლებეგ-სტილტიესის ზომა შემოსაზღვრულ სიმრაელეებზე ღე- 

ბულობს სასრულ მნიშვნელობებს, შედეგად, /((5) < . საიდანაც, თუ გავით- 
ვალისწინებთ # C #) ( C M) ჩართეებს და (8) შეფასებებს, მიეიღებთ 

I), = 0 ტოლობას, 

ლემა დამტკიცებულია. ო 

თეორემა 14.ნ.-ის დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი ღია 5 ბირთვი 
ჯ" სივრცეში. # იყოს ყველა იმ ჯ» C 5 წერტილის სიმრავლე, რომელშიც 

/ ზომა არაა წარმოებაღი 8 ბაზისის მიხედეით, ვაჩეენოთ. რომ M ნული 

ზომის სიმრავლეა. ადვილი დასანახია, რომ ამით თეორემა დამტკიცებული 

იქნება, 

M წარმოდგება შემდეგი ორი სიმრავლის გაერთიანების სახით: 

M = (თ C 5: 9ც(/)(«>) < ჩი(V)(2)); 

Iი = (§ C 5 : 0Mც(/I>) = 08(/)(>) = C). 
ლემა 14.6.3-ის ძალით, M ნული ზომისაა. ამგვარად, დასამტკიცებელი გვრჩე- 

ბა M სიმრავლის ნულზომიანობა., ადღვილი დასანახია, რომ #I), თავის მხრივ, 

წარმოდგება შემდეგი სახის სიმრავლეების თვლადი გაერთიახების სახით: 

Iი = (დ C 5 : ,9ც(I)(=) < ჯ < 9 < ჩი(/X=)), 
სადაც » და ი რაციონალური რიცხვებია და 0 < ჯ < ი. ამრიგად, საკითხი 

დაიყვანება M,,, სახის ყოველი სიმრავლის ნულზომიანობის დამტკიცებაზე. 

ვთქვათ, »,ძი C () და 0 < ჯ < ძ. განეიხილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცხვი 

და ლემა 14.6.)1 გამოვიყენოთ §, L = M,,, და C = » პარამეტრებისათვის. 

შედეგად, მოვძებნით /,-ზომად C სიმრავლეს, ისეთს, რომ 

|დ ო,იI. = |ი- /I(C) < (C+ 65XIIM-.იI- + 5)- 

მეორე მხრიე, C), # = CIII და C = ი პარამეტრებისათვის ლემა 14.6.2-ის 

გამოყენება გვაძლევს შეფასებას: 

/|((C) > 9|C რ I.იI- = 9IIVი,იI»· 

შედეგად, (2+6)(IM,.იI++6) > 09I#,,.ა|.. რაც, C > 0 რიცსვის ნებისმიერობისა 
და IMიეI. < |5|) < X პირობის გათვალისწინებით, შესაძლებელია მხოლოდ 

მაშინ, როცა |Mი,ეI. = 0. ამით თეორემა დამტკიცებულია. IMM 
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§7. სიმრავლის ფუნქციის აღდგენა ჯამებადი წარმოებულის 
შემთხვევაში 

ამ პარაგრაუში განხილული იქნება ზომად სიმრავლეთა #„ კლასზე განსაზ- 

ღვრული თვლადად ადიციური და შემოსაზღვრული ფუნქციები, რომელთაც 

სიმოცლისათვის სიმრავლის ფუნქცი"ს ტერმინით მოვიხსენიებთ. 

” სიმრავლის ფუნქციას ეწოდება აბსოლუტურად უწყვეტი ლებეგის 

ზომის მიმართ, თუ ყოველი § > 0-სთვის არსებობს ბ > 0 რიცხვი, ისეთი, 

რომ |V(#,)| < § ყოველი ზომადი #; სიმრავლისთვის, რომელიც აკმაყოფილებს 

|M| < ბ შეფასებას. 
8 ბაზისს ვუწოდოთ ცენფრირებული, თუ ყოველი ჯ C L" წერტი- 

ლისათვის და I C 8(ჯ) სიმრავლისათვის მოიძებნება ჯ-ში ცენტრის მქონე ) 

ბირთვი, ისეთი, რომ »V C I C ი(=)., სადაც C(>) არის მხოლოდ ჯ» წერტილზე 

დამოკიღებული დადებითი მუღმივი (ნახ. 14.8). 

ნახ. 14.8. 

ეთქვათ, მოცემული გვაქვს 3) და ე ბაზისები. ამბობენ, რომ 8; არის 

8ე-ის ქვებაზისი, თუ ,8)(+) C 385(ჯX) ყოველი ჯ C დ” წერტილისათვის, 

სამართლიანია შემდეგი თეორემები წარმოებულის მეშვეობით სიმრავლის 

ფუნქციის აღდგენის შესახებ. 

თეორემა M#.7.L ვთქვათ, 8 არის ვიტალის თვისების მქონე ბაჭსისი 

1” -ში. მაშინ ნებისმიერი „ სიმრავლის ფუნქციისათვის შემდეგი ოთხი 

წინადადება ერთმანეთის ეკვივალენტურია: 

« ” არის აბსსოლუტურად უწყვეტი ლებეგის ზომის მიმართ»; 

« სამართლიანია იმპლიკაცია: (#4 C #ი, |4| =0) = V(4) =0; 

რ ” თით··]მის ყოველ წერტილში წარეოებადია 8 ბახისის მიხედ- 

ვით, LI85(V) ჯამებადია და შესრულებულია წარმოდგენა 

X6= | 090 (5C6) 
375



(აქ Mს86(») გაიგება, როგორც ჯ"-ზე განსახღვრული ფუნქცია, 

რომლის ენიუვნელობები #-ს არაწარმოებაღობის წერტილებ·ში 

მიიიჩნევა ნულის ტოლად); 

· » წარმოდგება რაიმე ჯამებადი ფუნქციის ლებეგის განუსაზ- 

ღურელი ინტეგრალის სახით, ე.ი. მოიძებნება ·ჯაეებადი 9 ფუნ- 

ქცია, ისეთი, რომ 

»C8) = /ვ ი (5CX.,) 
თეორემა 14#.7.2. ვთქვათ, 83 არის ბახისი, რომლისთვისაც მოიძებნება 

ვიტალის თვისების მქონე კომპაქტური და ცენტრირებული ··]ვება·ხისი. 

თუ ” არის ყოველ « C Iჯ" წერტილში 83 ბაზისის მიხეღვით წარმოება- 

დი სიმრავლის ფუნქცია და ცნობილია, რომ #8(») ჯიამებადია, მაშინ 
სამართლიანია წარმოდგენა: 

»C8) = /|5 ხის) (5CX.). 
შენიშვნა 1.7.. ცხადია, ს და I- ბაზისები აკმაყოფილებენ 14.7.1 და 

14.7.2 თეორემების პირობებს. 

თეორემა 14.7.1-ის მე-3 და მე-4 წინადადებების ეკეივალენტობა წარ- 

მოადგენს თეორემა I14.2.1-ის შედეგს. დანარჩენი იმპლიცაციები კი მიღებული 

იქნება მე-15 თავში, როგორც 15.2.2 და 15.3.1 თეორემების შედეგები. 

თეორემა 14.7.2-ის დამტკიცების ნახეა შეიძლება |(31)-ში (იხ. თავი IV, 

§14). 

შენიშენა M#.7.2. თეორემა 14.7.2-ში ცენტრირებულობის მოთხოვნა არსე- 
ბითია, ავაგოთ შესაბამისი კონტრმაგალითი, 8 იყოს ბაზისი IL2-ში, რომლის- 

თვისაც I3(ჯ) ( C IL>) შედგება ჯ-ში მარჯეენა-ქვედა წვეროს მქონე ყველა 

ჩაკეტილი კვადრატული მონაკვეთისაგან. ცხადია, 8 არის კომპაქტური ბაზისი. 

ცხადია ისიც, რომ 8-ს არ მოეძებნება ცენტრირებული ქვებაზისი, 

” იყოს 14.6.3 შენიშვნაში მოცემული ლებეგ-სტილტიესის / ზომის შეზღუდ– 

ვა C2 კლასზე. ადვილი დასანახია, რომ #8(#/)(:;:) = 0 ნებისმიერი ე; C უჯ? 

წერტილისათვის, შედეგად, 

M8(V) = 0 # 1 =VXI0,1/2). 
I0,1|2 
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თავი 15 

ზომა და სიმრავლის ფუნქციები 

ამ თაეში შეისწავლება ერთსა და იმაეე კლასზე განსაზღვრული ორი 
ზომის (უფრო მეტიც. ზომისა და სიმრავლის ფუნქციის) ურთიერთმიმართება, 
კერძოდ, საკითხი იმის შესახებ, თუ რა პირობებშია შესაძლებელი V ზომის 
გამოსასვა ეტალონად არჩეული # ზომის საშუალებით, იმ თეალსაზრისით, 
რომ V მიიღებოდეს / ზომისაგან ინტეგრების პროცესის მეშვეობით (ე.ი, „ 
იყოს / ზომის მიხედვით ჯამებადი რაიმე ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგ- 

რალი). 

§ 1. მუხტის ცნება. ჰანისა და ჟორდანის დაშლები 

(X,5) ზომად სივრცეზე განსაზღვრული მუხტი ეწოდება V : 5 -) (–%, I 
ფუნქციას, რომელიც ცარიელ სიმრაელეზე ღებულობს ნულის ტოლ მნიშენე- 

ლობას და აქვს თელადად ადიციურობის თვისება. 

ამრიგად, მუსტს მოეთხოეება ზომის ყველა თვისება, გარდა არაუარყოფი- 

თობისა. მუხტს ნიშნიანი ზომის ტერმინითაც მოიხსენიებენ. შეენიშნოთ, რომ 

განსაზღვრის თანახმად მუსტს აკრძალული აქვს –%-ის ტოლი მნიშყ;ნელო- 

ბის მიღება. ასეთი შებღუღვა ბუნებრივია, რაღგან, წინააღმდეგ შემთხვევაში, 

% - % სახის განუსაზღვრელობის გამო, აზრს დაკარგავდა მუხტის თელა- 

დად ადიციურობის პირობა. აქვე შევნიშნოთ, რომ მუხტს აქეს ადიციურობის 

თვისება, 

მუსტის ტიპის სიმრაელის ფუნქციების წარმოქმნის მექანიზმს გვაძლევს 

ლებეგის ინტეგრალი. კერძოდ, თუ / არის (X,5,/,) ზომიან სივრცეზე განსა- 

ზღერული ჯამებადი ფუნქცია, მაშინ (იხ. თეორემა 8.8.3) /-ის განუსაზღვრელი 

ინტეგრალი - #„, წარმოადგენს § თ-ალგებრაზე განსაზღვრულ სიმრავლის 

ფუნქციას, რომელიც არის შემოსაბღვრული, თელადად ადიციური და ცარი- 

ელ სიმრავლეზე ღებულობს ნულის ტოლ მნიშვნელობას, ამრიგად, ნებისმიერი 

ჯამებადი / ფუნქციის განუსაზღვრელი V, ინტეგრალი წარმოადგენს მუსტს, 

ამასთან, / ფუნქციის არაუარყოფითობის შემთხვევაში, #»/ არის ზომა. 

შევნიშნოთ ორი რამ ჯამებადი / ფუნქციით წარმოქმნილი V/ მუხტის 

შესახებ:



« თუ განეიხილავთ ,4- = (/ >0) ღა 4“ = (# < 0) სიმრაელეებს, 
მივიღებთ ურთიერთდამატებით ზომად სიმრავლეებს, რომელთაგან 

პირეელს შეიძლება შევხედოთ, როგორც დადებითი მუსტის გავრცე- 

ლების არეალს, ხოლო მშეორეს კი - როგორც უარყოფითი მუსტის 

გავრცელების არეალს; 

« ”, მუსტი წარმოდგება ორი ზომის სსვაობის სახით. ასეთი წარ- 

მოდგენა მიიღება # ფუნქციის დადებითი და უაპრყოფითი ნაწილების 

გამოყენებით: »#/ = V/+ – M”/-. 

ქვემოთ დადგენილი იქნება, რომ ანალოგიური დებულებები სამართლიანია 

ნებისმიერი მუხტისათვის. 

ვთქვათ, » არის (X,5) ზომად სივრცეზე განსაზღერული მუხტი. ზომად 4 

სიმრავლეს (ე.ი. სიმრავლეს § კლასიდან) ეწოღება უარყოფითი ” მუხტის 

მიმართ. თუ 4-ს ნებისმიერი ზომადი L; ქვესიმრავლისათვის გვაქ>ვს, რომ 

(=) < 0: ანალოგიურად, ზომად 4 სიმრავლეს ეწოდება დადებითი V 

მუხტის მიმართ, თუ 4-ს ნებისმიერი ზომადი # ქვესიმრავლისათვის გვაქეს, 

რომ I/(C) 2 0. 

თეორემა 19.1.L (X,5) ზომად სივრცეზე განსახღვრული ნებისმიერი » 

მუხტისათვის არსებობენ ურთიერთღამატებითი ზომაღი 4 და წ5) სიმრავ- 

ლეები, ისეთები, რომ 4 უარყოფითია V-ს მიმართ, ხოლო 5 დადებითია 

”-ს მიმართ. 

თეორემა 15.I.1-ში მითითებულ „”4 და 8 სიმრაელეთა წყვილს უწოდებენ 

სივრცის ძჰანის ახრით დაშლას »V მუხტის მიმართ (ხახ. 15.!). 

X 

ნახ. 15.1. 

ქვემოთ ყველგან ვიგულისხმებთ, რომ » არის (X,5) ზომად სივრცეზე 

განსაზღვრული რაიმე მუხტი. უარყოფითი და დადებითი სიმრავლეები განხი- 

ლული იქნება „ მუხტთან მიმართებაში. 

ლემა %.1.I. თუ ზომადი 4 და 73 სიმრავლეები ისეთებია, რომ 8 C 4 

და V(#4) < C, მაშინ M(158) < 0-. 
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დამტკიცება. მუხტის ადიციურობის თეისების ძალით გვაქეს, რომ #(.1) 

= MV(,3) + 7(853 V 4), საიდანაც, იმის გათეალისწინებით, რომ M#(,8 V /1) > –Cს, 

უმშუალოდ ვღებულობთ დასამტკიცებელ და!Iყენას, L) 

ლემა %.L2. თუ ზომადი „4 სიმრავლისათვის #( ) < 0, მაშინ არსე- 

ბობს მისი 7”" ქ კესიმრავლ·„ რომელიც უარ ყოფითია და აკმაკოფილებს 

#7(/4") < 0 პირობას. 

დამტკიცება. ბომადი # სიმრავლისათეის აღენიშნოთ 

X(I) = §სი(V(8) : 8 C 5, 8 C #). 

ცხადია, X(#) > M(0) = 0. X(#) სიდიდეს შეიძლება შევხედოთ, როგორეც L 

სიმრაელის ,,ღდაღებით პოტენციალს“, შევნიშნოთ, რომ #; სიმრაელე უარყო- 

ფითია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X(#) = 
ვთქეათ, ზომაღი „ სიმრავლე არაა უარყოფითი. მაშინ X(#) > 0. 

X(C#M) < % შემთსვევაში 8 იყოს L-ს ისეთი ზომაღი ქეესიმრავლე, რომელიც 

აკმაყოფილებს #(8) > X(M)/2 პირობას, ხოლო X(#) = « შემთხეევაში 8 

იყოს #-ს ისეთი ზომაღი ქეესიმრაელე, რომელიც აკმაყოფილებს V(8) > ! 

ჰირობას, მსჯელობის სიმოკლისათეის, ასეთ 8 სიმრავლეს ვუწოდოთ #, სიმ- 

რაყლის ბალასტი, ხოლო #-დან L V #3 სიმრაელეზე გადასელის ოჰპერაციას 

კი - L სიმრავლის შემუბუქება. 

ახლა გადავიდეთ უშუალოდ ლემის დამტკიცებაზე. თუ „ სიმრავლე უა(- 

ყოფითია, მაშინ დებულება ცხადია, წინააღმდეგ შემთხეევაში განვიხილოთ .4-ს 

შემსუბუქების შედეგად მიღებული 4) სიმრავლე. თუ „1) სიმრაელე უარყოფი- 

თია, მაშინ პროცესი შეეწყვიტოთ, წინააღმღეგ შემთხვევაში კი, შემსუბუქების 

ოპერაცია კვლავ ჩავატაროთ უკეე #) სიმრავლესთან მიმართებაში და ა.შ. 

შესაძლებელია ორი შემთხეევა; 1)) რომელიმე თ-ურ ეტაპბე შემსუბუქების 

პროცესი წყდება, ე.ი. მიიღება უარყოფითი სიმრავლე: II) შემსუბუქების პრო- 

ცესი უსასრულოდ გრძელდება (ე,ი, არცერთ ეტაპზე არ მიიღება უარყოფითი 

სიმრაელე). 

აგების I-ურ ეტაპზე წარმოქმნილი ბალასტი აღენიშნოთ #8,-თი, შეენიშ- 

ნოთ, რომ: 

« 8,, სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია; 
« თუ M(8,.) < 1, მაშინ M(,8,) > M.+MM-1)/2 >0; 

« შემსუბუქების ოპერაციის #:-ჯურ ჩატარების შედეგად დარჩენილი „1, 

სიმრავლე უდრის #V(,8, ს ···-LC) 8,) სიმრაელეს. 

ახლა განვიხილოთ ორივე ზემოთ აღნიშნულ შემთხვევათაგან. პირველ 

შემთხვევაში გვაქვს, რომ „ სიმრავლე უარყოფითია. ამასთან, 

(/ 

#(4) = 2 ,#X8.) +M(4»), 
X=1 
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ტოლობის საფუძველზე ვღებულობო #(.1,) < 0 შეფასებას. შედეგად, ,4”-ის 

როლში შეიძლება ავიღოი! ,1 სიმრავლე. 

მეორე ·ჭ·ჰეეთსვევაში· 4.-ის როლში. ავაღოთ „4 V LICL ) 3/ სიმრავლე 

და დავადგისოთ, რომ ის ამაყოფილებს ლემის პირობებს, თავდაპირველად 

შევნიშნოთ, რომ 
C 

–”(4) = 2 ,V(8.) + VC4“). 
L=1 

საიდანაც ვღებულობთ /(.4') < 0 შეფასებას. 
ლემა 15.1.1-ის ძალით, M(LI> ) 8L) < C. ამასთანავე, სრეულდება ტო- 

ლობა; | - 

ჯ„(ვ„) = ”(ყ ვჯ). 

შედეგად, #”(83,/) –> 0 ( –> «). საიდანაც გამომდინარე, ყოველი საკმარისად 

დიდი #L-სათვის შესრულებული იქნება X(4. 1) < 27(.8,.) შეფასება. ამ შეფა- 

სების ძალით!, X(.4.) –> 0 ( –> C«C). ასლა, თუ გავითვალისწინებთ /#” C 4,. 

(L C M) ჩართვებს, დავწერთ, 

0 < X(4”) < X4.) (- C I). 

შედეგად, მივიღებთ X(-4”) = 0 ტოლობას, რაც ნიშნავს 4“ სიმრავლის უარყო- 

ფითობას, ამრიგად, 4“ სიმრაელე აკმაყოფილებს საჭირო პირობებს, ლემა 

დამტკიცებულია. C) 

ცთლ?ჰ]ა 115]1;;·, თუ 4ი რ(,”· C M) სიმრავლეები უარყოფითი არიან, მაშინ 

» სიმრავლე უარყოფითია. 7=1 

დამტკიცება. ვთქვათ, 4„ (» C M) სიმრავლეები უარყოფითია, ლემის 

სამართლიანობა აღვილი შესამოწმებელია, როცა 4გ სიმრაელეები წყვილ- 

წყვილად თანაუკვეთია. ზოგადი შემთხვევის დაყვანა აღნიშნულზე კი ხორცი- 

ელდება (-4,) მიმდევრობის გარდაქმნით (.4ჯ) მიმდევრობად, სადაც ,41 = 4) 

და „4 = 4ი VL)C=) 4ჯ, როცა თ > 1. ლემა დამტკიცებულია, C 
თეორემა L.I1-ის დამტკიცება. § _ იყოს კლასი, რომელიც შედგება ყვე- 

ლა უარყოფითი სიმრავლისაგან, აღვნიშნოთ 

თ =1იწ (V(M) M C6C5-). 

ცხადია, C:, < #V(0) = 0. ვთქვათ, (4„) არის 5 კლასის სიმრავლეთა მიმ- 

დევრობა, რომელიც ახდენს Cთ ინფიმუმის რეალიზაციას, ე.ი. აკმაყოფილებს 

Iი C4) = C პირობას, განვიხილოთ 
2-35 
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სიმრავლე. ლემა 15.1.3-ის ძალით # უარყოფითია, აქედან გამომდინარე, 

გვექნება, რომ თ < M(#) < M(#4გ) ყოველი »-სთვის, ამრიგაღ, /# არის 

უარყოფითი სიმრაელე, რომლისთვისაც #(+#) = თ. 

ვაჩვენოთ, რომ 8 = X V# სიმრავლე დადებითია, რითაც თეორემა დამ- 

ტკიცებული იქნება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, რაც ტოლფასია იმისა, რომ 

მოიძებნება ზომადი # C X V 4 სიმრაელე, რომლისთვისაც M(#) < 0ი. ლე- 

მა 15.I.2-ის ძალით, შეგვიძლია ეიპოვოთ უარყოფითი #' C #; სიმრაქლე, 

რომლისთვისაც M(#%“) < 0. მაშინ ლემა 15.1.3-ის თანასმად, /# L #“ იქნება 

უარყოფითი სიმრაელე და, ამასთან ერთად, გეექჩება, რომ 

V(.44 I ”') = V(4) +V(ს%"“) < V(4) =თ0. 

დადგენილი #»(/4L) M“) < C შეფასება კი ეწინააღმღეგება თ ინფიმუმის განსა- 

ზღერას, მიღებული წინააღმდეგობის ძალით, X V არის დადებითი სიმრავლე. 
ამით თეორემა დამტკიცებულია. LI 

შენიშვნა ს.1.. ვთქვათ, V რაიმე მუხტია, ხოლო (#4,8) სიერცის ჰანის 

დაშლაა #-ს მიმართ. ჰანის დაშლა საშუალებას იძლევა, მარტივად ვაჩვენოთ 

მუსტის შემდეგი ორი თვისება: 

« ” ქვემოდან შემოსაზღერულია, ამასთან, #(4) წარმოადგენს V-ს 

მინიმალურ მნიშენელობას; 

« თუ # სასრული ფუნქციაა, მაშინ ის შემოსაზგღვრულია, ამასთან, #(/1) 

და #(,3) რიცხვები შესაბამისად წარმოადგენენ #-ს მინიმალურ და 

მაქსიმალურ მნიშვნელობებს, 

ჰანის დაშლა, საზოგადოდ, ერთადერთი არაა (ამაში მარტივად დავრწმუნ- 

დებით წრფის ლებეგის აზრით ზომად ქეესიმრაელეთა კლასზე განსაზღვრული 

იგივურად ნულოვანი მუხტის მაგალითზე), თუმცა, ჰანის სხეაღასხვა დაშლები 

ერთსა და იმავე შედეგს იძლევიან მუხტის დადებითი და უარყოფითი „.მდგენე- 

ლების“ გაზომვის თვალსაზრისით, კერძოდ, სამართლიანია შემდეგი დებულება. 

თეორემა M.L2. ვთქვათ, სიმრავლეთა (.4, 8) და (#4“,,3”) წყვილები 
წარმოადგენენ სივრცის ჰანის დამლებს, რომლებშიც 4 და #“ არიან 

უარყოფითი, ხოლო 8 და 8' კი - დადებითი კომპონენტები. მაშინ 

ნებისმიერი ზომადი # სიმრავლისათვის შესრულებულია ტოლობები: 

”(Mო 4) =V(Mო 4"'), ( 0ი 8) = V( ო 88"). 

დამტკიცება. ვაჩეენოთ. რომ 4V.4 . 4 'V. 8V,8“ და ,8“V,8 სიმრავლე- 
ები არიან ნულოვანი იმ გაგებით, რომ მათ ნებისმიერ გომად ქვესიმრავლეზე 

მუხტის მნიშვნელობა ნულის ტოლია. ზოგადობის შეუბლუდავად განვიხილოთ 

#4V 4' სიმრავლის შემთხვევა. მართლაც. ავიღოთ რაიმე ზომადი M C #V4" 

სიმრავლე, მაშინ გვექნება ჩართვები: M C /# და LI C X V/1” = #3". პირველი 
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ჩართვის ძალით მივიღებთ, რომ ”(II) < 0, სოლო მეორე ჩართვა გვაძლევს 

”7(MI) > 0 შეფასებას. ამრიგად, #»(#I) = 0. 

ვთქვათ, # რაიმე ზომადი სიმრავლეა, მაშინ, ზემოაღნიშსულის გათვა- 

ლისწინებით, გვექნება, რომ 

»(50 4) =V(8ი (4რ0 4)) +V(წ.ო (4 V 4”)) = V(50 (4ო 4“)) 
და 

”(L, I 4") = VCM/ო (4" ო 4)) + 9M(# ი (4” V 4)) =V(გო(4ო 4")). 

შედეგად, V(M ი 4) = V(სM ი 4"). ანალოგიურად მტკიცდება »#(IM 0 ,8) = 
V(ს 0 8') ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. (8) 

დამტკიცებული თეორემა გვიჩვენებს, რომ სიმრავლის მუსტის დადებითი 

და უარყოფითი მდგენელების გაზომვა ერთ განსაზღვრულ შეღეგს იძლევა 

იმისგან დამოუკიდებლად, თუ ჰანის რომელი დაშლის მეშვეობით იქნება გა- 

ზომვა გაკეთებული, ამ გარემოების გათვალისწინებით, შეიძლება შემოვიღოთ 

ზომად სიმრავლეთა კლასზე (ე.ი. 5-ზე) განსაზღერული შემდეგი #“ და V+ 

ფუნქციები: 
” (=M) = –9V(L.ო 4), V+L() = VCMო.ო9წ8). 

სადაც (4,)13) არის სივრცის ჰანის რაიმე დაშლა, რომელშიც „4 არის უარ- 

ყოფითი, ხოლო 8 კი დადებითი კომჰონენტი. »“ და #»+ ფუნქციებს, 

შესაბამისად, V მუხტის უარყოფით და დადებით ვარიაციებს უწოდებენ. 

აღვილი შესამოწმებელია, რომ: 

. ” და #»+ ფუნქციები წარმოადგენენ ზომებს, ამასთან, »“ შემო- 

საზღვრული ზომაა; 

« თუ » შემოსაზღვრულია (თ-შემოსაზღვრულია), მაშინ #+ შემოსაზ- 

ღვრულია (თ-შემოსაზღვრულია); 

ი ხ=M V. 

მუხტის დაშლას დადებითი და უარყოფითი ვარიაციების სხვაობის სახით, 

მუხტის ჟუჟორდანის დაშლა ეწოდება. 

V' +V“ ზომას V მუსტის სრულ ვარიაციას უწოდებენ. „ მუხტის სრულ 

ვარიაციას |V) ჩანაწერით აღნიშნავენ. 

ამოცანები 

1. ეთქვათ, „ მუხტია (X,5) ზომად სივრცეზე. დაამტკიცეთ, რომ: 

»V'(IM;) = §სი(V(#) : L C , L C 5), 

V- (8) = – Iი/(V(/>) : # C 8,# C §). 
2. ვთქვათ, / C LCX,/). ა) აჩვენეთ, რომ 4 = (/ <0) და 8=L(#/>0) 

სიმრაელეები იძლევიან #/ მუხტის ჰანის დაშლას / ზომის მიმართ; ბ) 
დაახასიათეთ #/ მუხტის ყველა შესაძლო ჰანის დამლები / ზომის მიმართ, 
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§2. აბსოლუტურად უწყვეტობა 
ვთქვათ, (X.5, /) ზომიანი სივრცეა, ხოლო # არის § კლასზე. განსაგ- 

ღვრული მუეუხტი. » მუხტს ეწოდება აბსოლუტურად უწყვეტი / %ზომის 
მიმართ (აღნიშენა: V <: //), თუ 

( C 5,/(8)=0) = »(#) =0. 

ვიღრე აბსოლუტერად უწყეეტობის ცნების ანალიმზს შეეუღგებოდეთ, გა- 
ეაკეთოთ მარტივი შენიშენა იმის თაობაზე, რომ მუხტი შეიძლება არ იყოს 
ზომის მიმართ აბსოლუტურად უწყეეტი, მართლაც, ეთქვათ, (X,5./!) რაიმე 
ზომიანი სიერცეა ღა »ი C X წერტილი ისეთია, რომ (#ი1 C 5 და //((#ი)) = 
0. განეიხილოთ §-ბე განსაზღვრული შემდეგი » ზომა: V(/>) = 1, თუ ჯი 6 #-5 
და M(L) = 0, თუ ჯი C X მაშინ ცხადია, რომ # არაა აბსოლუტურად უწყვეტი 
/'-ს მიმართ. 

თეორემა წ.2.IL. ყთქვათ, (X, 5, /|/) ზომიანი სივრცეა, ხოლო V არის 5 

კლას···ხე განსა·ხღვრული მუხტი· ·მემდეგი წინაღადებები ეკვივალვნტ·ერია: 

) #<:/; 21 M « ც დაV <: /; 8) IVI <: V. 

დამტკიცება. ვთქვათ, შესრულებულია 1) პირობა, განეიხილოთ სიმრაე- 

ლეთა (4. 8) წყვილი, რომელიც წარმოადგენს (X,5) სივრცის ჰანის დაშლას 

»V მუხტის მიმართ., მაშინ ნებისმიერი L C 5./(L) = 0, სიმრავლისათეის 

გვექნება, რომ 0 < /((=ო 4) < /I(L) = 0 ღა 0 </(Lო8) </(8) =0. 
აქედან გამომდინარე, V «: / პირობის ძალით დავწერთ: 

VVCM9) =ხ(ო 41)=0, V (8) = CCC 8) =0. 

ამით 1) = 2) იმალიკაცია დადგენილია. 2) = 3) და 3) = 1) იმპლიკაციები 

კი უშუალოდ გამომდინარეობენ |VICC) = V>(L) + ” (M) და 0 < IV(L)| < 

I/I(M) თანაფარდობებიდან. თეორემა დამტკიცებულია, C 

ლებეგის ინტეგრალის თვისებებიდან გამომდინარე (იხ. თეორემა 8.8.1). 

ნებისმიერი / C L(X, ) ფუნქციის განუსაზღვრელი V/ ინტეგრალი წარმოად- 

გენს #/, გომის მიმართ აბსოლუტურად უწყვეტ მუხტს ზემოთ მოცემული აზრით. 

ამასთანაეე, ჩვენთვის ცნობილია განუსაზღერელი ინტეგრალის აბსოლუტურად 

უწყვეტობის ცნების მეორე ვარიანტი (იხ. თეორემა 8.8.8), რომელიც გამო- 
იხატება შემდგომში: ყოეელი « > 0-სთეის არსებობს ბ > 0 რიცხეი, ისეთი, 

რომ (# C 5,/I!() < ბ) => IV/(L)| < §. შემდეგი თეორემა გეიჩვენებს, 
რომ შემოსაზღერული მუხტისათვის ზომის მიმართ აბსოლუტურად უწყვეტო- 

ბის ცნების ორივე ვერსია ერთი და იგივე დატვირთეის მატარებელია. 

5 კლასზე განსახღვრული შემოსახღვრული მუხტი. ” აბსოლუტურად 

უწყვეტია / ყზ%ზომის მიმართ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ყოველი 
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> > 0-სთვის არსებობს ბ>0 რიცხვი, ისეთი, რომ (·ნ C 8,/1(5*) < (5) = 

I/(): < §. 

დამტკიცება. საკმარისობის ნაწილი ადვილი შესამოწმებელია, დავადგი- 

ხოთ აუცილებლობასთან დაკავშირებული დებულება, აქ მოგვიწეეს გავიმე- 

ოროთ ლებეგის განუსაზღვრელი ინტეგრალის აბსოლუტურად უწყვეტობის 

დამტკიცებისას გამოყენებული მსჯელობა (ის, თეორემა 8.8.8). 

ჟორდანის დაშლისა და 15.2.1 თეორემის საფუძველზე საკმარისია განვეისი- 

ლოთ ის შემთსეევა, როცა „ წარმოადგენს ზომას. დაეუშვათ საწინააღმდეგო: 

კთქეათ, მოიძებნება § > 0 და ზომად სიმრავლეთა (ჩე) მიმდევრობა, ისეთი, 

როომ ყოველი »-სთვის, 

1 #(წ) < >: და #(წ) >+. 
განვიხილოთ სიმრავლეთა (X#,,) მიმდევრობის ზედა ზღვარი: 

მაშინ, ბორელ-კანტელის ლემის (იხ. თეორემა 4.4.4) საფუძველზე, მივიღებთ 

#() = 0 ტოლობას, მეორე მსრივ, თუ გავითვალისწინებთ, რომ » შემოსაზ- 

ღვრული ზომაა და გამოვიყენებთ ზომის ზემოდან უწყვეტობის თვისებას, 

გვექნება, 
ლლ 

V(M) = "IL%”(,„!I„ ნ,··). 

საიდანაც, ”( LIC> „ M.) > V(M») > § შეფასების გათვალისწინებით, დავას- 

კვნით, რომ M#(L) > §. ეს კი ეწინააღმდეგება # <: / პირობას, ამით თეორემა 

დამტკიცებულია, C0 

შენიშვნა 15.2.1. ადვილი დასანახია, რომ თეორემა 15.2.2-ის საკმარისო- 

ბასთან დაკავშირებული ნაწილი სამართლიანია ნებისმიერი (თუნდაც შემოუსაზ- 

ღვრელი) „ მუხტისათვის, რაც შეეხება აუცილებლობის გამომხატველ ნაწილს, 

ის, მუხტის შემოსაზღერულობის მოთხოვნის გარეშე, საზოგადოდ, სამართლი- 

ანი არაა. შესაბამის კონტრმაგალითს მივიღებთ, თუ ზომიანი სიერცის როლში 

ავიღებთ ლებეგის ზომით აღჭურვილ (0,1) მონაკვეთს, ხოლო » მუხტს კი 

განვსაზღვრავთ შემდეგნაირად: 

»(8) = /ვ 14თ(%), 

სადაც # არის (0,1)-ის ლებეგის აზრით ზომადი ნებისმიერი ქვესიმრავლე. 
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აეოცანები 

I. ვთქვათ, (X,5) ზომადი სივრცეა, ხოლო // და V ზომებია §-ზე. დაამტკიცეთ, 
რომ / 4: # + V. 

2. ვთქვათ, (X,§5) ზომადი სივრცეა და / (ი 6 IM) შემოსაზბღყრული ხო- 
მებია 5-ზე. დაამტკიცეთ, რომ მოიძებნება შემოსაზღერული /| გომა §-მე, 
რომლისთვისაც / 4: / ყოველი თ-სთვის, 

§ 3. რაღონ·ნიკოდიმის თეორემა 

შემდეგი თეორემა წარმოადგენს ზომის თეორიის ერთ-ერთ უმთაერეს 

დებულებას. 

თეორემა 1.4.L. (რადონი-ნიკოდიმი). ვთქვათ, (X,5,/,) თ-შემოსაზღ- 

ვრული ზომიანი სივრცეა და ” არის 5 კლასზე განსახღვრული მუხტი. 

მაშინ შეედეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

.”M” წარმოდგება ლებეგის განუსაზღვრელი ინტეგრალის სახით, 

ე-ი. მოიძებნება ჯC L(X,#) ფუნქცია, ისეთი· რომ 1/(5·) = 

·|· 8MV9ძ/ (# C 5); 
ი ” არის შემოსახღვრული და აბსოლუტურად უწყვეტი /! ზომის 

მიშართ. 

ლემა L.3.L. ვთქვათ, /), -.- /ი არაუარყოფითი და (X,5./() ზომი- 

ან სივრცე·ხე ჯამებადი ფუნქციებია. თუ 5··სე განსაზღვრული ” ზომა, 

ისეთია, რომ 

V/, < ” ყოველი ჯ C 1—,—71·სთვის, 

მაშინ 

'ოXჩ ..-/ი) < ” 
დამტკიცება. აღენიშნოთ ჩ = #I2X(/), -.-. /ი). შეენიშნოთ, რომ X—შე— 

იძლება დავშალოთ ზომად და წყეილ-წყვილად თანაუკვეთ X (# C 1,ი) 
სიმრავლეებად, რომელთათვისაც სრულდება ჰირობა: 

XLC (M= #.) (L6C1,»). 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ასეთი სიმრავლეები შეიძლება შევარჩიოთ 

შემდეგნაირად: X) = (ჩ = /)1 და 

X = (ს = #1V((ს= ჩ)ნ---0(ს= /-))) . (LC9,). 
ნებისმიერი # C 5-სთეის გეექნება, რომ 

” L/) 14 

ჩძ/ = / M9/, = / #ჩ.მს < ს MV(L ) X/,.) = M(L). 
·/I:·: , ,ჯ ჩიXI ჯ·ჯ ჩიV» 2 #=1 

ლემა დამტკიცებულია, I8I 
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ლემა ს.3.2. ვთქვათ, CV, 5. /!) შემოსასღვრული ზომიანი სივრცეა. 

თუ 5 კლასსე განსახღვრული V სომა არის არანულოვანი და აბსოლუ- 

ტურად უწყვეტი / ზომის მიმართ, მაშინ მოიძებნებიან §>0 რიცხვი 

და აI C 5 სიმრავლე თვისებებით: /I!(MI) > 0 და M(#) > §/!(#7) 
ყოვეღ»თვ"ს, როცა L C M და # C 5. 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ ლემის დასკვნა ტოლფასია შემდეგი პი- 

რობის: მოიძებნებიან = > 0 რიცსვი და # C § სიმრავლე თვისებებით: 

/I((M1) > 0 და M# დადებითია V – / მუხტის მიმართ. 

ყოველი ნატურალური »თ-სთვის განვისილოთ I/–%# მუხტი და მის მიმართ 

სივრცის ჰანის დაშლა - (4,„,,3,), სადაც „4,, უარყოფითი სიმრაელეა, ხოლო 

8ე - დადებითი. თუ რომელიმე »-სთვის ვაჩვენებთ, რომ #(#,,) > 0, მაშინ, 

ცხადია, საძიებელი VI სიმრავლის როლში შეგვიძლია ავიღოთ ,8, სიმრავლე., 

4ე-ის განსაზღვრის საფუძველზე გეექნება, 

V(C4,) < ;11—11!(14") (» C M). 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ, რომ / შემოსაზღვრულია, ხოლო # არანუ- 

ლოვანია, დავასკვნით ისეთი »-ის არსებობას, რომლისთვისაც 

M(4ი) < V(X). 

მაშინ ასეთი »-სთვის მივიღებთ M(8,) > 0 შეფასებას, საიდანაც, » ზო- 

მის / ზომისაღმი აბსოლუტურად უწყვეტობის საფუძველზე დაეასკვნით, რომ 

/((8») > 0. ამით ლემა დამტკიცებულია. 0 

ლემა 1.8.3. ვთქვათ, (X,5,/,) არის შემოსახღვრული ზ%ომიანი სივ- 

რცე, ხოლო ” არის 5 კლასზე განსახღვრული ზომა, რომელიც აბსო- 

ღ·უტურად უწყვეტია /, ზომის მიშმართ. თუ არა·ეარყოფითი #6C L(X, /1·) 

ფუნქცია ისეთია, რომ 

”, <V და M #V», 

მაშინ მოიძებნება არაუარყოფითი 9 C L(X,/!) ფუნქცია, ისეთი, რომ 

Mე < V და X(—(](I#>/X](I,LL. 

დამტკიცება. ადვილი დასანასია, რომ V- #, წარმოადგენს 5-ზე განსაზ- 

ღვრულ ზომას, რომელიც არანულოვანია და აბსოლუტურად უწყვეტია /, ზომის 

მიმართ. ლემა 5.3.2-ის ძალით, მოიძებნებიან § > 0 რიცხეი და M C 5 

სიმრავლე თვისებებით: /(MI.) > 0 და M(#) – ”/,(5) > 6M(M%), ყოველთვის, 
როცა # C M და #C5%. 

განვიხილოთ ი = /+6XM ფუნქცია. /, ზომის შემოსაზღვრულობის ძალით, 

M# სასრული ზომის სიმრავლეა, საიდანაც ვასკვნით, რომ ყ C LCX,/:). M-ის 
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შერჩეეიდან გამომდინარე, ნებისმიერი / C § სიმრავლისათეის დავწერთ. 

M-(#4) = M/(4) + M (4) = V/(4 V M) + ი9/(4 ო M) + 5/((4 ი M) < 

< V/,(4VM)+V(40M) <M(4%VM)+9(40V) = V(+#). 

ამასთან, #(VI) > 0 პირობის ძალით, გვაქვს, რომ 

/ ძძ/! =/ L#9ძ/ + 6/(MI) > / IMძ/. 
X X X 

ამით ლემა დამტკიცებულია. L 

თეორემა 1.3.1-ის დამტკიცება. ლებეგის ინტეგრალის თვისებების სა- 

ფუძველზე ვიცით, რომ მეორე წინადადება არის პირველის შედეგი. ამრიგად, 

დასაღგენი გვაქვს შებრუნებული იმპლიკაცია, ჟორდანის დაშლისა და 15.2.I 
თეორემის გათვალისწინებით, ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულის- 

ხმოთ, რომ „ წარმოადგენს ზომას. 

თავდაპირველად / ფუნქცია ვიპოვოთ იმ შემთხეევაში, როცა / ზომა 

შემოსაზღვრულია, 

II-თი აღვნიშნოთ ყველა იმ არაუარყოფითი / C L(X,/) ფუნქციის კლასი, 

რომლის მიერ წარმოქმნილი V, ბომა მაჟორირდება V ზომით, ე.ი. V, < . 

განვისილოთ შემდეგი სუჰრემუმი: 

ი=ვ"9[/ჯ]ძ#:]61·1]· 

შეენიშნოთ, რომ V ზომის შემოსაზღვრულობის გამო, C < C. (/-) იყოს II 

კლასის ფუნქციათა ისეთი მიმდევრობა, რომელზეც რეალიზდება თ სუჰრემუმი, 

ე.ი, სრულდება პირობა: 

/ ჰიძ,ს თ (ი -3 %). 
X 

ყოველი »-სთვის ჩ, იყოს /#,..../, ფუნქციების მაქსიმუმი, მაშინ ლემა 

15.3.1-ის ძალით, ყოველი #-სთვის გვექნება, რომ #,, < ». შედეგად, /უ C II 

( C M). ცხადია, (/გ) ზრდადი მიმდევრობაა, რის გამოც, (/Iგ)-ის ზღვარი 

არსებობს ყოველი ჯ C X-სთვის. /-ით აღვენიშნოთ (ჩე) მიმდევრობის ზღვა- 

რითი ფუნქცია, ე.ი. 

#(თ) = IILI·I;I!„(I) (2 C X). 

მაშინ ჩ, C II პირობისა და ლევის თეორემის ძალით, ნებისმიერი # C § 

სიმრავლისათეის გვექნება, 

/ /ძი = Iი /L_ ჩ,ძ/ < V(წ). წ : 
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ამით დადგენილია #, < » შეფასება. შედეგად, # C II. ამასთან, M C II და 

Mი > #,, პირობების გათვალისწინებით, დავწერთ, 

»> Iი Mაძს > IIი) / #ჩ.9/! = C. 
ჯ–3ილ%C X 3ლ ჩა 

/ #ძ/, = თ. 
ჟ 

ამრიგად, C; სუპრემუმი მიიღწევა ]· ფუნქციისათვის, #-ის ,„ექსტრემალურობის“ 

გამომსატველი აღნიშნული თვისება არის საფუძველი ჩვენთვის საჭირო »/ = V 

ტოლობის დამტკიცებისათეის მართლაც, დავუშვათ საწინააღმდეგო. მაშინ 

გვექნება: #/, < V და #/ # #. შედეგად. ლემა 15.3.3-ის გამოყენებით, ეიპოვით 

9 C II ფუნქციას, ისეთს, რომ 

/9(1/1)·/](1/1.:0· 
X L 

რაც ეწინააღმდეგება თ სუპრემუმის განსაზღვრას, 

ახლა გადავიდეთ ზოგადი შემთსვეეის განსილვაზე, ე.ი. ვიპოვოთ / ფუნ- 

ქცია ნებისმიერი თ-შემოსაზღვრული /, ბზომის შემთხვევაში. 

წარმოვადგინოთ სიერცე წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი და სასრული ზომის 

Xო ( C M) ქვესიმრავლეების გაერთიანების სახით. თუ ნებისმიერი ფიქსი- 
რებული #-სთვის განვიხილავთ / და » ზომების შეზლღუდეებს X„-ის ბომად 

ქვესიმრავლეთა კლასზე, მაშინ თეორემის უკვე დამტკიცებული ნაწილის გამო- 

ყენებით ვიპოვით არაუარყოფით / C LCX,/) ფუნქციას, რომლის საყრდენი 

მოთავსებულია X,,-ში (ე.ი. (ქც « 0) C X„) და 

»(8) = /;: ჩაძი, 

მაშასადამე, 

როცა L C Xგ და L C 5. 

განვიხილოთ # = 2;·;] #, ფუნქცია. მაშინ 

·/)(!ქ”=,§·/;(]"ძ”=,·§1”(X")="(X) < Cთ. 

ამრიგად, ჯ C #(X,/I). ამასთან გვექნება, რომ ნებისმიერი #, C § სიმრაე- 

ლისათვის, 

= = "ძ = M9=2 #6ი0X)=2, /|= = 

ამით ნაჩვენებია, რომ # = V,„. 

თეორემა დამტკიცებულია. L) 
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შენიშვნა 15.3.L თუ V მუხტი წარმოდგება / C ჩ(X,/,) ფუნქციის ლებეგის 

განუსაზღერელი ინტეგრალის სახით (ე.ი. „ = #/), მაშინ ასეთი / ფუნქცია 

ერთაღერთია ეკვივალენტობის სიზუსტით. სახელდობრ, თუ ყ C L(X,/) ღა 

” = ჩხე, მაშინ ე არის /-ის ეკვივალენტური /| ზომის მისედვით, 

აღენიშნოთ ჩ = (/ – ე >0) და L = (9 – ” >0). გვაქვს, რომ | (/ – 
9ძ)ძ/!, = I #9/! – I 90/! = 0. შედეგად, თეორემა 8.4.5-ის გათვალისწინებით, 
დავა!ცვნით, რომ (/ – #)(2:) = 0 თითქმის ყველგან L სიმრავლეზე, ანალოგი– 

ური მსჯელობით დავადგენთ (ყ – /)(თ«) = 0 ტოლობის შესრულებას თითქმის 

ყველგან ჯ' სიმრავლეზე, ამით, ცსადია, ნაჩვენები იქნება / და ყ ფუნქციების 

ეკეივალენტობა. 

შენიშვნა ჩ.3.2. რადონ-ნფოდიმის თეორემაში / ზომის თ-შემოსაზღვრუ- 

ლობის მოთხოვნა არსებითია, მოვიყეანოთ ამის დამადასტურებელი მაგალითი, 

განვიხილოთ (X,5, #) სივრცე, სადაც X = |0.1), § არის |0,1)-ის ლებეგის 

აზბრით ზომად ქვესიმრავლეთა კლასი, ხოლო / კი წარმოადგენს §-ბე გან- 

საზბღგვრულ დამთვლელ ზომას, » მუხტის როლში ავიღოთ ლებეგის ზომა 

I0,1) მონაკვეთზე. ადვილი დასანახია, რომ » შემოსაზღვრული ზომაა და 

” აბსოლუტურად უწყვეტია /#-ს მიმართ. დავამტკიცოთ, რომ არ არსებობს 

# C L(CX,/) ფუნქცია, რომლისთვისაც V = V/. მართლაც, დავუშეათ საწი- 

ნააღმდეგო. მაშინ ყოველი ერთელემენტიანი (ჯ) სიმრავლისთვის გეექნება: 

0 = V((>)) = II,, I9 = /(ჯ). შედეგად, / იგივურად ნულოეანი ფუნქციაა, 
რის გამოც V/ იგივურად ხულის ტოლი ზომა გამოვა, აქედან გამომდინარე, V, 

ეერ დაემთხვევა არანულოვან V ზომას. მიღებული წინააღმდეგობის ძალით, 

/ და # ზომებისათვის რადონ-ნფოდიმის თეორემის დასკვნა არ სრულდება, 

§4. რადონ·ნიკოღიმის წარმოებული 

ვთქვათ, (X,5,/,)) ბომიანი სიერცეა და V არის 5-ბე განსაზღერული 

მუსტი. თუ » წარმოდგება / C ჩ(X,/,) ფუნქციის ლებეგის განუსაზღვრელი 

ინტეგრალის სახით, ე.ი. 

M8)= / /ი (5C5), 

მაშინ / ფუნქციას უწოდებენ » მუხტის რადონ-ნიკოდიმის წარმოებულს (ან, 

სსვაგვარად, სიმკვრივეს) / ზომის მიმართ. ასეთ შემთხვევაში, / ფუნქცი- 

ისათვის იყენებენ ქ—;; აღნიშვნას როგორც უკვე დავამტკიცეთ, ნებისმიერი 

შემოსაზღვრული და აბსოლუტურად უწყვეტი „ მუსტისათვის არსებობს მისი 

რადონ-ნიკოდიმის წარმოებული, 

339



შევნიშნოთ, რომ რაღონ-ნფოდიმის წარმოებული ცალსახად განისაზღვრე- 

ბა / ზომის მისედვით ეკვივალენტობის სიზუსტით (ის. შენიშვნა 15.3.1). ად- 

ვილი შესამოწმებელია აგრეთვე, რომ ზომის რადონ-ნიკძოოდიმის წარმოებული 

თითქმის ყველგან არაუარყოფითი ფუნქციაა. 

შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, თუ როგორ დაიყვანება » ზომის მიხედეით 

ინტეგრება /, ზომის მიხედვით ინტეგრებაზე, იმ შემთხეევაში, როცა არსებობს 

ჭ—; წარმოებული, 

თეორემა წ.4.L ვთქვათ, (X,5,/) “ზომიანი სივრცეა, ” არის 5- 

ზე განსახლკჰრული ზომა და ცნობილია, რომ არსებობს »-ს რადონ- 
ნიკოდიმის წარმოებული /-ს მიმართ, რომელიც #-ის ფოლია. მაშინ 

ნებისმიერი 9 C LCX,/) ფუნქციისათვის, 

]X 9ძV = /X 91ძ/. 

დამტკიცება. §0-თი აღვნიშნოთ ყველა იმ არაუარყოფითი ი C XჯCX,V) 

ფუნქციის კლასი, რომლისთვისაც სრულდება თეორემის დასკვნა. ადვილი შე- 

სამოწმებელია, რომ: 

1) §+ კლასი შეიცავს ნებისმიერი # C 5,V(M) < %, სიმრაელის მახასი- 

ათებელ ფუნქციას; 
2) §2 ჩავეტილია შეკრებისა და არაუარყოფით სკალარზე გამრავლების 

ოპერაციების მიმართ. 

აღნიშნული ორი თვისებიდან გამომდინარე, C კლასი შეიცავს ნებისმიერ 

მარტივ არაუარყოფით ყჟყ ფუნქციას, რომელიც ჯამებადია » ზომის მიხედეით. 

ეაჩვენოთ, რომ C) კლასი შეიცავს ნებისმიერ არაუარყოფით ი C LCX,V) 

ფუნქციას, საიდანაც უშუალოდ დავასკვნით თეორემის სამართლიანობას, 
განვიხილოთ ნებისმიერი არაუარყოფითი 9 C L(CX, ) ფუნქცია. თეორემა 

7.5.I-ის ძალით (იხ. აგრეთეე, შენიშენა 7.5.1) მოიძებნება მარტივ არაუარ- 
ყოფით ძგ C L(CX,IV) ფუნქციათა მიმდევრობა, რომელიც ყოველ წერტილში 

კრებადია ყ ფუნქციისაკენ. მაშინ (ჟე,,/) იქნება ზომად არაუარყოფით ფუნ- 

ქციათა ზრდადი მიმდევრობა, რომელიც ყოველ წერტილში კრებადია ყ/ 

ფუნქციისაკენ და აკმაყოფილებს პირობას: 

·/)(9"ძ"=·/)(9"]ძ” (: C M). 

ახლა, თუ გამოვიყენებთ ლევის თეორემას (ძ,„) და (ე„/) მიმდევრობებისათ- 

ვის, დაეასკვნით, რომ სრულდება ტოლობა: 

/ ეძ, = / ი/ძ/. 
ჯX X 

შედეგად, ყ ეკუთვნის C0 კლასს, ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 
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რადონ-ნიკოდიმის წარმოებულს აქვს ჩვეულებრიეი წარმოებულის მსგავსი 

ზოგიერთი თვისება. კერძოდ, სამართლიანია შემღეგი თეორემა, 

თეორემა 1M.#.2. ვთქვათ, (X,5) რომადი სივრცეა, ხოლო //, V და 

X არიან 5-ზე განსახღვრული ზოეები· IIამართლიანია შემდეგი წინადა- 

დებები: 

« თუ არსებობენ ქ–; და ჭ—ჭ, მაშინ არსებობს ძ(·;;ჰ) და ძ(;;ჭ) 

ძ.» ძ2. 

ძ + შ 
« თუ არსებობენ 4% და კ „ მაშინ არსებობს » და 9 = 9#:92; 
« თუ არსებობენ ჭ; და ქ„” მაშინ % ძ (ჭ;) , 

დამტკიცება. პირველი წინადადება წარმოადგენს ინტეგრალის ადიცი- 

ურობის თვისების შედეგს. 

დავადგინოთ მეორე წინადადება, აღენიშნოთ ი = 

ნებისმიერი ჯ; C 5 სიმრავლისათვის გვექნება, 

”(5)=/9ძჭ=/ 9XL69ძ2. 
ნ X 

შემდეგ, თეორემა 15.4.1-ის ძალით დაეწერთ, 

V(-) = / 9X5I9/ = / 9/ძ/!. 
X /> 

აქედან გამომდინარე დავასყვნით, რომ ჟე/ ფუნქცია წარმოადგენს ქ—,·ჭ წარმო- 

ებულს. 

მესამე წინადადების დასამტკიცებლად გამოვიყენოთ მეორე წინადადება 

(V, #, /) სამეულისათეის. შედეგად, 

_ ძV _ ძ/ი/ 

“ ძ ძხძ» 

საიდანაც ვღებულობთ საჭირო ტოლობას. C) 

ძ. _ ძპ 9 და / = 9ბ, მაშინ 

ამოცანები 

ძი 1. ვთქეათ, (X,5) ზომადი სივრცეა და » მუხტია 5-ზე, იპოვეთ 9-. და 9-. 

§ 5. ლებეგის დაშლა 

ეთქვათ, (X,5, ) ზომიანი სიერცეა, ხოლო V არის §5-ზე განსაზღვრული 

მუხტი. »-ს ვუწოდოთ 4 C § სიმრავლეზე აბსოლეტურად უწყვეტი /L!-ს 

მიმართ, თუ (#; C 7, #, C 5,/I((-) = 0) = MV(ს) = 
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როგორც უკვე აღვნიშნეთ, მუსტი შეიძლება არ იყოს აბსოლუტურაღ 

უწყეეტი ზომის მიმართ, შემღეგი თეორემა გეიჩვენებს, რომ ზომისა და მუხ- 

ტის თ-შემოსაზღვრულობის შემთხვევაში, მუსტის აბსსოლუტურად უწყვეტობის 

დარღვევის გამომწეევი განსაუთრებულობა ყოველთვის თავს იყრის ნული 

ზომის რაღაც სიმრავლეზე (სხვაგვარად რომ ვთქვათ, ყოველი მუეუხტი აბსო- 

ლუტურად უწყვეტია სრული ზომის გარკვეულ სიმრავლეზე). 

თეორემა 15.5.L ვთქვათ, (X, 5, /) თ-შემოსახღვრული ზ%ომიანი სივ- 
რცეა, ხოლო "” არის 5-ზე განსახღვრული თ-შემოსახღვრული მუხტი. 

მაშინ მოიძებნება სრულხომიანი „>#4 სიმრავლე (ე.ი. -” C 5 და /I(X V.4) = 

0), რომელხეც ” მუხტი აბსოლუტურად უწყვეტია /, ზომის მიმართ. 

დამტკიცება. შემოვიფარგლოთ იმ შემთხვევის განხილეით, როცა # და 

V შემოსაზღერულ ზომებს წარმოადგენენ. ზოგადი შემთხვევა სტანდარტული 

მსჯელობით დაიყვანება აღნიშნულზე, თუ გამოვიყენებთ მუსტის ჟორდანის 

დაშლას და სივრცეს დავყოფთ თვლადი რაოდენობის ნაწილებად, რომელთაგან 

თითოეულზე შემოსაზღვრული იქნებიან / და V ფუნქციები, 

ყოველი » C M-სთვის განვიხილოთ V – »/, მუხტი და მისი ჰანის დაშლა - 

(4ი, 8ა5), სადაც #გ უარყოფითი სიმრავლეა, ხოლო გე კი - დადებითი. #-თი 

აღენიშნოთ 4» სიმრავლეების გაერთიანება, სოლო /3-თი – 8ე სიმრავლეების 

თანაკვეთა. ცსადია, 4 და 8 ურთიერთდამატებითი ზომადი სიმრაელეებია. 

შევნიშნოთ, რომ V(8) > »/!(8) შეფასება სამართლიანი ნებისმიერი #-სთვის, 

რის გამოც /(8) = 0. 

ვთქვათ, » C 5, L C # და /((L) = 0. მაშინ # = LI= ,(ჩიო #,) 

და ყოველი თ-სთვის, M(#M რ 4,) < »/(L რ –4,) < »/,(8) = 0. შედეგად, 
”V(#)=0. ამით დავადგინეთ, რომ „4 სიმრავლეზე ” აბსოლუტურად უწყვეტია 

#/-ს მიმართ. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

ვთქვათ, (X,5) ზომადი სივრცეა, ხოლო »V არის 5 კლასზე განსაზ- 

ღვრული მუხტი, ამბობენ, რომ » თავმოყრილია 4 C X სიმრავლეზე, თუ 

( C X V4,# C5) > M(M) =0. 
ვთქვათ, (X,5,,/) ზომიანი სივრცეა ხოლო »V არის § კლასზე გან- 

საზღვრული მუხტი, V მუხტს უწოდებენ სინგუულარულს / ზომის მიმართ 

(აღნიშვნა: » L /#), თუ ” თავმოყრილია /(; ზომის მიხედვით ნულზომიან რაიმე 

„4 სიმრავლეზე (ნახ, 15.2). 
ადვილი დასანახია, რომ სინგულარული მუსტი არ შეიძლება იყოს აბსო- 

ლუტურად უწყვეტი, გარდა იმ შემთხვევისა, როცა ის იგივურად ნულის ტო- 

ლია, სინგულარულობას შვიძლება შევხედოთ, როგორც აბსოლუტურად უწყვე- 

ტობის საწინააღმდეგო ცნებას, რაც გამოიხატება იმაში, რომ თუ V L / 
მაშინ » მუხტი არანულოვან მნიშვნელობას შეიძლება ღებულობდეს მხოლოდ 

იმ სიმრავლეებზე, რომელთა / ზომა ნულის ტოლია. 
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ნახ, 15.2. 

ვთქვათ, (X, 5) ზომადი სივრცეა, ხოლო # არის § კლასზე განსაზღვრული 
მუხტი. 

თეორემა X.5.2. ვთქვათ, (X,5,/!) თ-შემოსაზღვრული ზომიანი სივ- 
რცეა, ხოლო V არის §5-%ზე განსახღვრული თ-შემოსახღვრული მუხტი. 
მაშინ » ერთადერთი გ·ხით შეიძლება წარმოვადგინოთ შემღეგი სახით: 

” = M +ხა, 

სადაც Vი და #M. არიან 5··სე განსახღვრული თ-შემოსასღვრული მუხტე- 

ბი, რომელთაგან პირვყელი არის აბსოლუტურად უწყვეტი, მეორე კი 

სინგელარული /! ზომის მიმართ. 

დამტკიცება. თეორემა 15.5.1-ის ძალით, არსებობს /-ს მიხედეით სრულ- 

ზომიანი 4 სიმრავლე, რომელზეც V აბსოლუტურად უწყეეტია /(-ს მიმართ, 

განეიხილოთ შემდეგნაირად განსაბღვრული Mე და #, მუხტები: 

Mი(=) = V(I=5 ( I4) (86C5), 

M.ე(L) = V;.ი (X V.4)) (86C5). 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ: 1) ” = Mე + #,: 2) Mე და M, არიან თ- 

შემოსაზღვრული; და 3) M აბსოლუტურად უწყვეტია /-ს მიმართ. გარდა 

ამისა, , თავმოყრილია /-ს მიხედვით ნული ზომის მქონე X V,4 სიმრავლეზე, 

რის გამოც, „/,ც სინგულარულია /!-ს მიმართ. ამით სასურველი წარმოდგენის 

არსებობა ნაჩვენებია, 

რაც შეეხება წარმოდგენის ერთადერთობას. ცნობილი სქემის გამოყენსებით 

შეიძლება შემოვიფარგლოთ იმ შემთხეევის განხილვით, როცა / და V შემოსა- 

ზღვრულები არიან, დავუშვათ, რომ #ე და L, მუხტები აგრეთვე აკმაყოფილებენ 

M-ს წარმოდგენისათვის მოთხოვნილ ჰირობებს, მაშინ /„-ს მიხედვით ნული 

ზომის მქონე ნებისმიერ #” სიმრავლებე ორივე #ე და Lა მუხტი ნულის ტოლია 

(მათი აბსოლუტურად უწყეეტობის გამო). ეს კი. , + M = #ი + წე ტოლობის 
გათვალისწინებით, იწვევს იმას, რომ #, ღა L, მუხტები ტოლ მნიშენელო- 

ბებს ღებულობენ ნებისმიერ ნული ზომის მქონე სიმრავლეზე. თავის მხრივ, 

ეს უკანასკნელი პირობა, M#, და , მუხტების სინგულარულობის საფუძველზე. 

ადვილი დასანახია რომ იწვევს , და L, მუხტების ტოლობას, შედეგად, 
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ტოლი იქნებიან #, და M მუხტებიც. ამით წარმოდგენის ერთადერთობა და 

მასთან ერთად თეორემა დამტკიცებულია. ფ 

მუხტის დაშლას აბსოლუტურად უწყვეტ ღა სინგულარულ კომპონენტებად 

;ღებეგის ღაშლას უწოდებენ. 

შენიშვნა %.5.L თეორემა 15.5.2-ის დამტკიცებიდან ნათლად ჩანს, რომ: 

« თუ ” მუხტი შემოსაზღერულია, მაშინ მისი »#, და ”, კომპონენტებიც 

აგრეთვე შემოსაზღვრული არიან; 

« თუ » მუსტი წარმოადგენს ზომას, მაშინ მისი #-ე და M,კ კომპონენ- 

ტებიც აგრეთვე ზომებს წარმოადგენენ. 

ვთქვათ, (X,5) ზომადი სივრცეა, ხოლო » არის § კლასზე განსაზ- 

ღვრული მუხტი. 4 C 5 სიმრავლისათვის » მუხტის 4-კომპონენტი ვუწოდოთ 
შემდეგნაირად განსაზღვრულ „„ მუხტს: 

”4(#,) = V(I ი 4) (#6C5). 

შენიშვნა IL.5.2. თეორემა 15.5.2-ის დამტკიცების პროცესში დადგენილი 

იქნა შემდეგი დებულება: X სივრცე შეიძლება დავყოთ სრულზომიან და ნულ- 

ზომიან ნაწილებად, რომელთაგან პირველზე მუსტის კომპონენტი აბსოლუ- 

ტურად უწყვეტია, ხოლო მეორეზე კი – სინგულარული, 

ამოცანები 

1. ეთქვათ, (X,5) ზომადი სივრცეა, / და # ზომებია §-ზე და » L /. იპოვეთ 

ელოს 
„ ვთქვათ, (X,5) ზომადი სიერცეა და » მუხტია §-ზე. აჩეენეთ, რომ »“ L » 

.· ვთქვათ, (X,5) ბომადი სივრცეა, /,. ;V და X შემოსაზღვრული ზომებია §-ზე 

და # L /, X .L / აჩვენეთ, რომ / + 2 L #. 

4. ვთქეათ, 0 კანტორის ფუნქციაა, » არის 0-თი წარმოქმნილი ლებეგ-სტილტი- 

ესის ზომის შებღუდეა (0,1) მონაჯვეთის ბორელის სიმრავლეთა კლასზე, 

ხოლო / არის ლებეგის ზომის შეზღუდეა |0,1)| მონაკვეთის ბორელის სიმ- 

რაელეთა კლასზე, აჩვენეთ, რომ V +L . 

ს
 

ა 

§ 6. ლებეგის დაშლა უწყვეტი ზომის მქონე სივრცეებისთვის 

თეორემა წ.6.1. ვთქვათ, (X,5) ზომადი სივრცეა, რომელშიც ყოველი 

ერთელემენტიანი სიმრავლე ზომადია და ვთქვათ, ” არის 5-ზე განსახ- 

ღვრული თ-შემოსაზღვრული მუხტი. მაშინ 

L = (+16C X :M((დ)) X0) 

სიმრავლე არაუმეტეს თვლადია. 
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დამტკიცება. სტანდარტული სქემის გამოყენებით შეიძლება შემოვიფარ- 

გლოთ იმ შემთხვევის განხილვით, როცა » არის შემოსაბღერული ზომა. 

აღენიშნოთ 

1» =(თ6 X :M9((>)) > 1/ი) (იCM. 

მაშინ ცხადია, რომ IL»-ის ელემენტთა რაოდენობა არ აღემატება »IM#(X) 

რიცხვს. შედეგად, # = LI2 , ს ტოლობის გათვალისწინებით, ეასკვნით /2 

სიმრაელის არაუმეტეს თელადობას, თეორემა დამტკიცებულია, წ) 

მუსტს ეწოდება უწყვეტი. თუ ნებისმიერი ერთელემენტიანი სიმრაელე 

შედის მისი განსაბღვრის არეში და მასზე მუხტის მნიშვნელობა ნულის ტოლია, 

მუხტს ეწოდება დისკრეტული, თუ ის თავმოყრილია რაიმე არაუმეტეს 

თელად სიმრავლეზე. 

ვთქვათ, V დისკრეტული მუხტია, რომელიც თავმოყრილია არაუმეტეს 

თვლად „# სიმრავლეზე, თუ 4 სიმრავლის ელემენტებს გადაეხომრავთ: 4 = 

(თ. # C M C M1) და აღვგნიშნაეთ ჯ,, = M((0,)), მაშინ ადვილი დასანახია, 

რომ 

ხ)2 >», X (665). 
LX: თ.6C II 

თეორემა 15.6.|-დან უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი დებულება. 

თეორემა წ.ნ.2. ვთქვათ, (X,5) ზომადი სივრცეა, რომელმიც ყოველი 

ერთელემენტიანი სიმრავლე ზომადია და ვთქვათ, ” არის 5-ზე განსახ- 

ღვრული ე··შემოსა·ხღვრული მუხტი· ღავუ·უვათ, 

9 =12:C X :9((2)) X0). 

მაშინ ” მუხტის ?-კოშპონენტი დისკრეტულია, ხოლო XV#- კომპონენტი 

კი უწყვეტი- 
თეორემა I.წ.3. ვთქვათ, (X.5) ზომადი სივრცეა, რომელმიც ყო- 

ველი ერთელემენტიანი სიმრავლე ზომადია და ვთქვათ, V არის 5-ზე 

განსახღვრული თ-შემოსახღვრული მუხტი. მაშინ ” ერთადერთი გზით 

წარმოდგება შეედეგი სახით: 

= M0 -- ძ, 

სადაც Mი არის უწყვეტი მუხტი, ხოლო წკ კი - დისკრეტული. 

დამტკიცება. ეთქვათ. = (+C X V#((2)) # 0). მაშინ, თეორემა 
15.6.2-ის ძალით, M = ”უ და Mკ = V მუხტები აკმაყოფილებენ წარმოდ- 

გენისთვის საჭირო პირობებს. ასე რომ, დასამტკიცებელი გვრჩება წარმოდ- 

გენის ერთადერთობა. შემოვიფარგლოთ იმ შემთხეევით. როცა ” შემოსაზ- 

ღერულია (ზოგადი შემთხვევა მარტიეად დაიყვანება აღნიშნულზე). დავუშვათ, 

. და #კ მუსტები ასევე იძლევიან სასურველ წარმოდგენას, მაშინ #, და I 
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მუხტები მათი უწყვეტობის გამო ნულის ტოლ მნიშენელობას მიიღებენ ყოველ 

ეროელემენტიან სიმრავლეზე. შედეგად, M + Mკ = M- +L) ტოლობის ძალით, 
”- და Lკ მუსტები ტოლ მნიშენელობებს მიიღებენ ყოველ ერთელემენტიან 

სიმრავლეზე. აქედან კი, #”ყ და Iკ მუსტების დისცრეტულობის გათვალისწი- 

ნებით. დავასკვნით მათ იგივურად ტოლობას, რის გამოც იგივურაღ ტოლი 

იქსებიან #- და - მუსტებიც. ამით წარმოდგენის ერთადერთობა დადგენილია, 

თეორემა დამტკიცებულია. დ) 

ევთქვათ, (X.5,/,) ზომიანი სივრცეა, რომლის ზომა უწყვეტია და ვთქვათ, 

„ არის 5-ზე განსაზღვრული მუხტი. ადვილი შესამოწმებელია, რომ სამარ- 

თლიანია შემდეგი წინადადებები: 

« თუ » აბსსოლუტურად უწყვეტია #-ს მიმართ, მაშინ » უწყვეტია; 

« თუ ” დისკრეტულია, მაშინ » სინგულარულია /#-ს მიმართ. 

ქვემოთ მოცემული თეორემები გვიჩვენებენ, რომ უწყვეტი ზომის მქონე 

სივრცეებისათვის ლებეგის დაშლა ექვემდებარება საინტერესო დაზუსტებას, 

თეორემა 15.ნ.4. ვთქვათ, (X, 5, /) თ-შემოსახღვრული ზომიანი სივ- 

რცეა, რომლის ზომა უწყვეტია, და ვთქვათ, ” არის 5-ზე განსახღვრული 
თ- შემოსახღვრული მუხტი. მაშინ სივრცე შეიძლება დავყოთ სამ წყვილ- 
წყვილად თანაუკვეთ ზომად ქვესიმრავლედ, რომელთაგან პირველხე V 
მუხტის კომპონენტი აბსოლუტურად უწყვეტია /-ს მიმართ, მეორეზე - 

სინგულარული /-ს მიმართ და უწყვეტი, ხოლო მესამეზე კი - დისკრე- 

ტული. 

დამტკიცება. 15.5.2 შენიშვნის ძალით მოიძებნება სრული ზომის მქონე 

4 სიმრავლე, ისეთი, რომ #, აბსოლუტურად უწყვეტია, ხოლო Mჯატ კი - 

სინგულარული, შემდღეგ განვიხილოთ სიმრავლე 

= (; C X :M((თ)) # 0). 

გვექნება, რომ # C X V 4. თეორემა 15.6.2-ის ძალით »ჯI„ მუსხტის 17- 

კომპონენტი დისკრეტულია, ხოლო (X V #)-კომპონენტი კი - სინ„კულარული 

და უწყვეტი. ადღვილი დასანახია, რომ: 

1) ”XIს4 მუსტის #-კომპონენტი უდრის V#-ი-ს; 

2) ”XV4-ს (X V #)-კომპონენტი უდრის MXV(40ჩ)-ს. 
ამრიგად, „24, X V(C-44LI#) და # სიმრავლეები გვაძლევენ სივრცის საძიებელ 

დაშლას. თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა I.ნ.5. ვთქვათ, (X,5,/,) თ-შემოსახღვრული ჭომიანი სივ- 

რცეა, რომლის ზომა უწყვეტია, და ვთქვათ, V არის 5-სე განსახღვრული 
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ვ·შემოსა·ხღვრული მუხტი· მაშინ » ერთაღერთი გ·ხით შეიძლება წარშო· 

ვადგინოთ შემდეგი სახით: 

” = M + M + ', 

საღაც Mი, ”ა-» და Mკ არიან ვ-ზე გ·)ნსა·ხღვრული ე··შეეოსა·ხღვრული 

მუხტები, რომელთაგან პირველი არის აბსოლუტურად უწყვეტი /!-ს მი- 

მართ, მერრე - სინგკულარული /!-ს მიმართ და უწყვეტი, ხოლო მესამე 

კი - დისკრეტელი. 
დამტკიცება, ეთქვათ, #4), 4: და „ვ არიან სიმრავლეები, რომელთა 

არსებობა უზრუნეელყოფილია თეორემა 15.6.4-ის ძალით. მაშინ ცხადია, რომ 

M = Mტ,, M.- = წMყე და Mკყ = ”„კ მუხტები მოგვცემენ „ მუხტის სასურკე- 

ლი თვისებების მქონე წარმოდგენას, დასამტკიცებელი გერჩება წარმოღგენის 

ერთადერთობა, დავუშვათ -. აა და Mკ მუხტები ასევე იძლევიან სასურველ 
წარმოდგენას. აღვნიშნოთ 

'. = ა + Mძ, 1 = 1ი- + Iი. 

გვაქეს, რომ V = M + ხკ და წ = M + I.. ახლა თუ გაეითეალისწინებთ V, 
და , მუხტების სინგულარულობას, თეორემა 15.5.2-ის ძალით დავასკვნით. 

რომ ა = ჩე და V, = #.. ამის შემდეგ, V, მუხტისადმი თეორემა 15.6.3-ის 

გამოყენებით ევღებულობთ ტოლობებს: ს,. = ,. და Mკ = Iკ. ამით წარ- 

მოდგენის ერთაღერთობა და მასთან ერთად თეორემა ღამტკიცებულია. L) 

შენიშვნა L.6., თეორემა IL5.6.5-ის დამტკიცებიდან ნათლად ჩანს, რომ: 

« თუ » მუხტი შემოსაზღვრულია, მაშინ მისი M-. M,.- და Mკ კომპო- 

ნენტებიც აგრეთეე შემოსაზღერული არიან; 

« თუ „ მუსტი წარმოადგენს ზომას, მაშინ მისი #-ე, M,ა, და #ყვ 

კომპონენტებიც აგრეთვე ზომებს წარმოადგენენ. 

§7. ცვლადის შეცვლა ლებეგის ინტეგრალში 
ვთქვათ, (X,5,/) ზომიანი სივრცეა, ხოლო » არის რაიმე I' სიმრაელი- 

დან X სივრცეში მოქმედი ბიექცია (ნახ. 15.3). 
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« ბიექციის მეშვეობით შესაძლებელია ზომის სტრუქტურით აღვჭურვოთ 

# სიმრავლე. კერძოღ, #-1(5) ჩანაწერით აღენიშნოთ («2-1(/) „ C §) 
კლასი, ხოლო / 69 2 ჩანაწერით - “ 1(5) კლასზე შემდეგნაირად განსაზ- 

ღერული ფუნქცია: 

(//02)(2 1(4))=/(4) (4C6C5). 

აღვილი შესამოწმებელია, რომ (- 1(§) კლასი არის თ-ალგებრა, სოლო #9V 

ფუნქცია არის ზომა. 

თეორემა წ.7.L ვთქვათ, (X, 5, //) ზომიანი სივრცეა, ხოლო « არის 

რაიმე #” სიმრაკვლიდან X სივრცეში მოქმედი ბიექცია. მაშინ ნებისმიერი 
ჯ C LCX, ) ფუნქციისათვის გვაქვს, რომ / CC C L(I.#C დ) და 

/X #0/ = /?·(]·· 9 ი)ძ(/ჯ 9 «ე). 

ღაეტკიცება· 0-თი აღვნიშნოთ ყველა იმ არაუარყოფითი / C L(X, ”) 

ფუნქციის კლასი, რომლისთვისაც სრულდება თეორემის დასკცენა. ადვილი შე- 

სამოწმებელია, რომ: 

1) §' კლასი შეიცავს ნებისმიერი „#4 C 5,/!(4) < C«, სიმრავლის მახასი- 

ათებელ ფუნქციას; 

2) § ჩაკუეტილია შეკრებისა და არაუარყოფით სცალარზე გამრაევლების 

ოპერაციების მიმართ. 

აღნიშნული ორი თვისებიდან გამომდინარე, C) კლასი შეიცავს ნებისმიერ 

მარტივ არაუარყოფით / ფუნქციას, რომელიც ჯამებადია, 

ვაჩვენოთ, რომ ი კლასი შეიცავს ნებისმიერ არაუარყოფით / C LLCX, /I) 

ფუნქციას, საიდანაც უშუალოდ დავასკვნით თეორემის სამართლიანობას, 

განვიხილოთ ნებისმიერი არაუარყოფითი / C L(CX, /#) ფუნქცია. თეორემა 

7.5.1-ის ძალით (იხ. აგრეთვე, შენიშენა 7.5.1) მოიძებნება მარტივ არაუარყო- 

ფით / C #(CX,/) ფუნქციათა მიმდევრობა, რომელიც ყოველ წერტილში 
კრებადია / ფუნქციისაკენ. მაშინ (/,„ 9 2) იქნება მარტივ არაუარყოფით ფუნ- 

ქციათა ზრდადი მიმდევრობა, რომელიც ყოეელ წერტილში კრებადია #0C 

ფუნქციისაკენ და დააკმაყოფილებს პირობას: 

1 /#= / ყ„იიძიით C CM. 
X # 

შეენიშნავთ, რომ / ფუნქციები მარტივია (X,5, #) სივრცესთან მიმართებაში, 

ხოლო /გ 9V ფუნქციები კი - (#1) C“ 1(5), / 9 -) სიერცესთან მიმართებაში. 
ახლა, თუ გავითვალისწინებთ, რომ ზომად ფუნქციათა მიმდევრობის ზღვარი 

ზომადია და გამოვიყენებთ ლევის თეორემას (/„) და (/ 9 (2) მიმდევრობე- 
ბისათვის, დავასკვნით, რომ / =დ ფუნქცია (/ 9 6)-ზომადია და სრულდება 
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ტოლობა: 

/ ]ძ”=/(]ი··”)ძ(#№)· 
X # 

შედეგად, / ეკეთენის C კლასს, ამით თეორემა დამტკიცებულია. = 

შემღეგი ღებულება გამომდინარეობს 15.7.| და 15.4.1 თეორემებიდან, 

შენიშვნა L.7.L დამტკიცების ანალიზი ცხადყოფს, რომ თეორემა 15.7.1I- 

ის ანალოგიური დებულება სამართლიანია იმ შემთხვევაშიც, როცა # ფუნქცი- 

ისაგან ნაცვლად ჯამებადობის პირობისა, მოითხოვება არაუარყოფითობა და 

ზომადობა. კერძოდ, ამ სიტუაციაში /9დ იქნება ზომადი (#0ყ2 ზომის მიმართ) 

და შესრულდება , #ძ/, = |.(/ 9დ)ძ(#09დ0) ტოლობა, აქვე შეენიშნავთ, რომ 
იგიეე შეიძლება ითქვას ამ და მომდეენო პარაგრაფის სხეა თეორემებზეც 

ცელადის შეცვლის შესახებ., 

თეორემა 19.7.2. ვთქვათ, (X,5,/!) და (7, LL ”) ზომიანი სივრცეებია, 

ხოლო «2 არის 1-დან X-ში მოქმედი ბიექცია. თუ LL = დ—1(5) და 

ცნობილია, რომ არსებობს /( 9 0 ზომის რაღონ·ნიკოდიეის წარმოებული 

” ზომის მიმართ, მაშინ ნებისმიერი #/ CL(X,M) ფუნქციისათვის გვაქვს, 

რომ (/ 9 C) 90 C ჩ(IV) და 
_ ძ(/, 9 «) /X /ძ. = /?(]ით)—კ„ ძი. 

თეორემა 15.7.3. ვთქვათ, X და 1' არაცარიელი ღია სიმრავლეებია 

I4 სივრცე·ში, ხოლო 292 : #-<236 X ასახვა არის ღიფეომორფი·ხეი. მაშინ 

ნებისმიერი / C L(X,ი)) ფუნქციისათვის გვაქვს, რომ (/ 9 (2)V, C LC7,9ი)) 

და 

| #Vაძოთ) = / III IIდ «თტ. 
» V 

დამტკიცება. განვიხილოთ ზომიანი სივრცეები, რომლებიც მიიღება ლე- 

ბეგის ზომის შეზღუდეით X და 1' სიმრაელეებზე, ე.ი. საუბარია (X,5,/) და 

(2–:I,»V) სივრცეებზე, სადაც 5 = C 0 X, / = ი ჯ,I = Cო + და V = ი». 
დ და თ ! ფუნქციებისათვის თეორემა 10.6.5-ის გამოყენებით ვღებუ- 

ლობთ, რომ / 0V ზომის განსაზღერის არე ემთხეევა V ზომის განსაზღვრის 

არეს (ე.ი. V- 1(5) = 8). ამის შემდეგ, კვლავ თეორემა 10.6.5-ის გამოყე- 
სებით (ამჟამად, მხოლოდ (დ ფუნქციისათევის), დავა|კვნით, რომ არსებობს 

# 95 X ზომის რადონ-ნიყოდიმის წარმოებული „ ზომის მიმართ, რომელიც 

IVI>II ფუნქციის ტოლია, აქედან, თეორემა 15.7.2-ის საფუძველზე ვღებულობთ 

საჭირო დასკენას. თეორემა დამტკიცებულია. C) 
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ა§8. ცვლადის შეცვლა ლებეგის ინტეგრალში 
(ერთგანზომილებიანი შემთხვევა) 

ამ პარაგრაფში დადგენილი დებულებები გვიჩვენებენ, რომ ერთგანზო- 

მალებიან მონაკვეთზე ლებეგის ზომის მისედვით ჯამებადი ფუნქციებისათვის 

დასაშვებია ცვლადის შეცელათა უფრო ზოგადი კლასი, ვიდრე ამას უზრუნ- 

ველყოფს თეორემა 15.7.3. კერძოდ, ცვლადის გარდაქმნად დიფეომორფიზმების 

მსგავსად, შეიძლება წარმატებით გამოყენებული იქნან აბსოლუტურად უწყვეტი 

ფუნქციები. 

თეორემა ზ.ზ.L ვთქვათ, X და I რაიმე გადაუგვარებელი სეგ- 

მენტებია, ხოლო («2 : 1' –+ X არის მკაცრად ზრდადი და აბსოლუტუერად 

უწყვეტი ფუნქცია, რომლის შებრუნებული (' ფუნქცია ასევე აბსოლუ- 
ტურად უწყვეტია. მაშინ ნებისმიერი / C L(CX) ფუნქციისათვის გვაქვს, 

რომ (# 0 ი2)-” C L(I) და 

| #)ძოდ) = / IIX0IV (0ძთ(ი. 
X Vი 

დამტკიცება. განვიხილოთ ზომიანი სივრცეები, რომლებიც მიიღება ლებე- 

გის ზომის შებღუდვით X და +' მონაკვეთებზე, ე.ი. საუბარია (X,5,/) და 

(78M,9V) სივრცეებზე, სადაც 5 = CC X,/ც = იჯ,ILI = CM I' და V = IXVV'. 

ა2 და 09 -1 ფუნქციებისათვის თეორემა 13.3.5-ის გამოყენებით ვღებულობთ, 

რომ /ი0ი ზომის განსაზღვრის არე ემთხვე;ვა V ზომის განსაზღვრის არეს (ე.ი. 

# “ 1(5) = II). ამის შემდეგ, კვლაე თეორემა 13.3.5-ის გამოყენებით (ამჟამად, 

მხოლოდ დ ფუნქციისათვის) დავასკვნით, რომ არსებობს /#9ყ2 ზომის რადონ- 

ნოოდიმის წარმოებული »V ზომის მიმართ, რომელიც «' ფუნქციის ტოლია. 

აქედან, თეორემა 15.7.2-ის საფუძველზე ვღებულობთ საჭირო დასკვნას. თე- 

ორემა დამტკიცებულია, I8) 

სამართლიანია თეორემა 15.8.1-ის შემდეგი განზოგადება. 

თეორემა %.მ.2. ვთქვათ, X და 7' რაიმე გადაუგვარებელი სეგ- 

მენტებია, ხოლო «ი : L' –> X არის მკაცრად ზრდადი და აბსოლუტურად 

უწყვეტი ფუნქცია. მაშინ ნებისმიერი / C L(CX) ფუნქციისათვის გვაქვს, 

რომ (/ 9 ი) 6 ჩ(7) და 
/ #(6)ძთ(5) = / II9(0I 2 (()ძო(). 
X V ი 

შენიშვნა წ.8.1. განვიხილოთ (X,5, #/) და (1)I1,V) სივრცეები, რომლებიც 

მიიღება ლებეგის ზომის შებღუდვით, შესაბამისად, X და X' მონაკვეთებზე. 
თეორემა 15.8.2-ის დამტკიცებისას თავს იჩენს დამატებითი სირთულე. გან- 
სხვავებით წინა თეორემის შემთსვევისაგან, უკვე საზოგადოდ შეუძლებელია 
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დავადგინოთ, რომ //0 დ ზომის რადონ-ნიჯოდიმის წარმოებული ი” ფუნქციის 

ტოლია, კერძოდ, « ფუნქციის თვისებები უკვე აღარ არის საკმარისი იმის 

საჩეენებლად, რომ / 0992 ზომის განსაზღვრის არე ემთხევევა V ზომის განსაზ- 

ღვრის არეს (ე.ი. 06 “ I(5) = ILI). აქ უშუალოდ მიიღება მხოლოდ (2“1(5) 2 

L ჩართვა როგორც ქვემოთ ვნახაეთ, აღნიმნული სირთულის გადალახვა 

ხერხდება X და »' სივრცეების გარკჯვეული ,,დავიწროვებით“, 

ლემა %.8.IL. ვთქვათ, X და 7' რაიმე გადაუგვარებელი სეგმენტებია, 

ხოლო C : 1' –> X არის მკაცრად ზრდადი და აბსოლუტურად უწყვეტი 
უნ]ცი)· მამინ ლებეგის ახრით ზომადი ნკბისმიერი 4 სიერავლის)თვის 

/ (/4) წინასახე წარმოდგება შემდეგნაირად: / “ 1(14) L,)LIL2, სადა 

#I) არის ლებეგის ახრით ზომადი სიმრავლე, ხოლო #2 შედის (7=0) 

სიმრავლე·მი. 

დამტკიცება. შეენიშნოთ, რომ მოიძებნებიან ბორელის კლასის #. და 

4” სიმრაყლეები შემდეგი თვისებებით: #4. C 4 C #" და I„I,| = I44)| = I4' I. 
მართლაც, თეორემა 6.2.2-ის ძალით, ყოველი »-სთვის შეგვიძლია ვიპოვოთ 

ჩაკეტილი /გ და ღია Cცგ სიმრავლეები, რომელთათვისაც M» C # C C» 

და |4| – L/» < |,| < I4I < Iდ < I4L+ 1/ი. მაშინ ადვილი დასანახია, 
რომ ჩ4. = L), ჩე ღა #' = (I თე სიმრავლეები აკმაყოფილებენ საჭირო 
მოთხოენებს, 

აღენიმნოთ #L,. = (- )(4.), # = /-1(4) და L“ = /“)(42). ცხადია. 

Lს. C 8 C ხ". დ ფუნქციის აბსოლუტურად უწყვეტობის საფუძველზე დავას- 
კვნით M. და L სიმრავლეების ლებეგის აზრით ზომადობას, საიდანაც, თეო- 

რემა 13.3.5-ის გამოყენებით, მივიღებთ, რომ ;.4.| = ·[ჩ·· ი” და |!·I·| = ]·ვ·· = 

შედეგად, |, „. იCძი = #ჩ-. C'რით. აქედან, „ ფუნჩქციის არაუარყოფითობის 

გათეალისწინებით დავასკვნით, რომ (”(ჯ) = 0 თითქმის ყველგან #”“ V ჩ. 

სიმრაელეზე (ე.ი. ( ” V .) V §დ = 0) არის ნული ზომის სიმრავლე). შედეგად, 

LV#, C " V#, ჩართვის გამო, (V .) V(ა-” = 0) სიმრაელე იქნება ნული 

გომის. 

აღვნიშნოთ ჯ) = L,LI((-V#,)Vს(-” = 0)) ღა ე = (=Vს#.)(1წ(” = 0). 

ცხადია, ასეთნაირად განსაბღვრული L,) და L სიმრავლეები ფმაყოფილებენ 

საჭირო მოთხოვნებს. ლემა დამტკიცებულია. 

თეორემა #.8.2-ის დამტკიცება. თაედაპირველად შევნიშნოთ, რომ თე- 

ორემა 13.3.5-ის ძალით, XI((-”/ = 0)) სიმრავლე ზომადია და 

7(V7 =0)) = / _ =0. 
(ი/=0) 

აღვნიშნოთ 

X, = XV7((2> =0)), 71 =I'V(- =0). 
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განვისილოთ (X1.51,/(1) და (7),9), 7)) სივრცეები, რომლებიც მიიღება ლე- 

ბეგის ზომის შებღუდვით, შესაბამისაღ, X) და II სიმრაევლეებზე, 

შევხიშნოთ, რომ (დ ფუნქციის მოქმედებისას 7 და X) სიმრავლეები 

არიას ურთიერთცალსახა თანადობაში, ამასთან, ლემა 15.8.1-ის ძალით, X)- 

ის ნებისმიერი ზომადი 4 ქვესიმრავლის « “ 1(,4) წინასახე არის ასევე ზომადი. 

ამის გათვალისწინებით, თუ (2| და «ე) ჩანაწერებით აღვნიშნავთ შესაბამისად 

თ და ი” ფუნქციების შეზღუდეებს ) სიმრავლეზე, მაშინ თეორემა 13.3.5-ის 

გამოყენებით დავასკენით, რომ /!,| 90021 ზომის განსაზღვრის არე ემთხვევა #, 

ზომის განსაზღვრის არეს (ე.ი. 2 "(5)) = 1I)) და არსებობს / 0 2) ზომის 
რადონ-ნიკოდიმის წარმოებული #») ზომის მიმართ, რომელიც «1 ფუნქციის 

ტოლია, აქედან, თეორემა 15.7.2-ის საფუძველზე ვღებულობთ, რომ ნებისმიერი 

ი C L(XI) ფუნქციისათვის, 

| 9C)ძოთ) = / 9II (0)IVI (0ძთ(ი. ძ) 
X%·, ” 

განვიხილოთ ნებისმიერი # C ს(X) ფუნქცია. თუ ყ-ს როლში ავიღებთ 

# ფუნქციის შებღუდვას Xუ სიმრავლეზე, მაშინ (1) ტოლობის საფუძველზე 

გვექნება. რომ 

/თ)რიდ) = / /I20IV/ხძი(. C) 
X) Vი 

ცსადია, 

1 #VCI20«თრ = / /I46I0(ხძოდ, (3) 
ხოლო MII(§V”7 = 0)) სიმრავლის ნულზომიანობის გამო, 

| #დძოთ) = / #დფ)ძოთ). ფ 
X % 

(2) – (4) ტოლობების ძალით თეორემა დამტკიცებულია. L) 
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თავი 16 

რიმან-სტილტიესის ინტეგრალი 

ამ თაეში შეისწავლება რიმან·სტილტიესის ინტეგრალი, რომელიც მე- 

მოღებული იყო თ. სტილტიესის მიერ 1894 წ. რიმან-სტილტიესის ინტე- 
გრალს მნიშვნელოვანი გამოყენებები აქვს მათემატიკურ ანალიზში, მექანიკაში, 

მათემატთფურ ფიზიკაში, ფუნქციონალურ ანალიზსა და ალბათობის თეორიაში, 

§1. რიმან-სტილტიუსის ინტეგრალის განსახღვრა და 

ელემენტარული თვისებები 

ვთქვათ, / და ( არიან (V, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული სასრული ფუნქცი– 

ები. (ი,ხ)-ს მონიშნული (#,§) დანაწილებისათვის აღვნიშნოთ 

თ/ა(ჩ.6) = 2 , I(6.)IC(2-) – 2(9L-1)). 
#L=1 

თ/ი(§) ჯამს უწოდებენ / ფუნქციის რიმან-სტილტიესის ინტეგრალურ 

ჯამს (/2) ფუნქციის მიმართ. 

ამბობენ, რომ I რიცხვი არის თ/.(#.6) ჯამების ზღვარი, როცა 
დანაწილების X(I>) პარამეტრი მიისწრაფვის ნულისაკენ (ჩანაწერი: I = 

Iი  თ/,.(#, §)), თუ ნებისმიერი § > 0-სთვის მოიძებნება ბ > 0, ისეთი, რომ 
X(/”)->30 

Iი,ხ) სეგმენტის ნებისმიერი მონიშნული (#.§) დანაწილებისათვის, რომლის 

პარამეტრი ნაჯლებია ტ-ზე, სრულდება შეფასება: 

Iთ/,.(L,§) – II < §. 

1!;11 თ/,.(6.§) ზღვრის არსებობის შემთხვევაში ამბობენ, რომ # ფუნ- 
X(C)––0 

ქცია რიმან-სტილტიესის აზრით ინტეგრებადია I0, ხ| სეგმენტსე «2 ფუნ- 

ქციის მიმართ, ან კიდევ, არსებობს / ფუნქციის რიმან-სტილტიესის ინ- 

ტეგრალი (0, ხ| სეგმენტხე (2 ფუნქციის მიმართ. 

# ფუნქციის რიმანს-სტილტიესის ინტეგრალი |ი.ხ|) სეგმენტზე « ფუნქციის 

მიმართ (მისი არსებობის შემთხვევაში) აღინიშნება ]·|„_|,| #ძდ ან _“ც·ჟ #(2)ძ-(>)



ჩანაწერით და ინტეგრალის მნიშვნელობად მიიჩნევა ჯ(||··წ,|;1· 0”1"··”(1)” 6) ზღვა- 

რი. 

ცხადია, «(დ) = « (« C (ი,ხ)) შემთხვევაში რიმან-სტილტიესის ინტეგრა- 
ლი წარმოადგენს რიმანის ინტეგრალს. 

ქვემოთ ყველგან ვიგულისხმებთ, რომ (|ი,ხ) C IL ფიქსირებული სეგმენტია, 

ხოლო / და C - |თ,ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული სასრული ფუნქციები, 

თეორემა 16.1.1. ·[[ი.ხ] 1' ძდ რიეან-სტილტიესის ინტეგრალი არსებობს 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ნებისმიერი § > 0-სთვის მოიძებნება 

ბ > 0, ისეთი, რომ IC,ხ| სეგმენტის ნებისმიერი მონიშნული (#,6) და 

(L” C) დანაწილებებისათვის, რომელთა პარამეტრები ნაკლებია 0-ზე, 

სრულდება შეფასება: 

Iთ/, ი( §) – თ,ი(X”,§')| < §. (1) 
დამტკიცება. აუცილებლობასთან დაკავშირებული თეორემის ნაწილი ცხა- 

დია. ღავაღგინოთ პირობის საკმარისობის გამომხატველი დებულება,. მონიშ- 

ნული დანაწილებების ((L,,65,)) მიმდევრობა შევარჩიოთ ისეთნაირად, რჯიმ: 

"IL";C XCს) = 0. მაშინ, (1) პირობის ძალით, თ, „(I»,6) ჯამების მიმდევ- 

რობა იქნება ფუნღამენტური და შედეგად, კრებადღი რაიმე I რიცხვისაეკენ. 

ვაჩვენოთ, რომ 

„მო “ი650=7. () 
განვიხილოთ ნებისმიერი § > 0. ვიპოვოთ ბ > 0, რომლისთვისაც შესრულებუ- 

ლია (1) პირობა. ასევე ვიპოვოთ ნატურალური ჯ, ისეთი, რომ სრულდებოდეს 

პირობები: X(/») < ბ და |თ/,ა(”»,წ6ი)–1| < 6§. მაშინ ბ-ზე მცირე პარამეტრის 

მქონე ნებისმიერი მონიშნული (#,§) დანაწილებისათვის გვექნება, 

|ე·|·დ(13· 6) —·,| < |0·!··თ(?) 6) —0··/···,·”(13"!5")|+|0·1··დ(ჩ"6") —]| <6+6 = 26. 

ამით (2) ტოლობა და მასთან ერთად თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა 16.I.2. სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

« თუ არსებობს ]·[ც ს #Mძთ, მამინ ნებისმიერი C რიცხვისათვის არ- 

სებობენ I[„@](C])CI(·C? და ·[[ე.ხ] #თ(CV2), ამასთან, 

-/)ძთ = ძ(იდ) = ძი; [“.ს1(C/) ი /M] (იი2) = C /[ი·ო/ დი 

« თუ არსებობენ _[[ე ხ) წჩ.ძდ და ·[[ი.ხ] #-ძი, მაშინ არსებობს ინ- 

ტეგრალი /' ა)(/I + /9)ძდ და 

ძთ = ძ ძ(; ·/[(1·ხ](/1+/2) 2 /M # §0+/MI წჩიძი 
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თ თუ არსებობენ ( .,) /ძი) და I„,, Mძ2, მაშინ არსებობს ინ- 
ტეგრალი ][ც·ს] #ძ(დ) + #22) და 

/[ი.ხ] #ძ(ი) + დ2) =4·”1 ჯძდთ) +-4·ხ| #ძთა. 

თეორემა 16.1.2-ის წინადადებები უშუალოდ მოწმდება რიმან-სტილტიესის 
ინტეგრალის განსაზღვრის საფუძველზე. 

შენიშვნა X.1.1. რიმან-სტილტიესის ინტეგრალი შეიძლება განესაზღვროთ 

ნებისმიერ მონაკვეთზეც, მაგალითად, ·[(ი.თ) #ძდი ინტეგრალი განისაზღვრება 

როგორც Iი ·[I ი” ხ' #VთC ზღვარი, ამ უკანასკ0ნელის არსებობის შემ- 
ი/-ი, -ი 

თხვევაში. 

შენიშვნა X#.12. რიმან-სტილტიესის ინტეგრალი შესაძლებელია შემოღე- 

ბული იქნას მრავალგანზომილებიან შემთხვევაშიც, ვთქვათ, I არის გადაუგვა- 

რებელი სეგმენტი ჯ" სივრცეში, ხოლო / და (2 მასზე მოცემული ფუნქციებია. 

1, 42 ინტეგრალი განისაზღერება, როგორც შემდეგი ჯამების ზღვარი: 

” 

თ/.(I.§) = 2 ,#(§.)რ(ი, ), 
1:=1 

სადაც (#,6) არის I-ს მონიშნული დანაწილება, /#),...,I), არიან ” დანაწი- 

ლების შემადგენელი ქვესეგმენტები, ხოლო კ%(C2, /) კი აღნიშნავს « ფუნქციის 

შერეულ სხეაობას /„ ქვესეგმენტზე. 

ჩვენ შემოეიფარგლებით ერთგანზომილებიანი რიმან-სტილტიესის ინტეგ- 

რალის შემთხვევის განხილვით. 

ამოცანები 

1. ვთქეათ, « დირიხლეს ფუნქციაა (ი,ხ| მონაკვეთზე, აჩვენეთ, რომ | . ) /ძ2 
ინტეგრალი არსებობს მხოლოდ იგივურად წულის ტოლი / ფუნქციის შემ- 

თხვევაში. 

2. ააგეთ შემოუსაზღერელი ფუნქციები / და #, რომელთათვისაც არსებობს 

#ი.ა| /92 ინტეგრალი, 
3. დაამტკიცეთ, რომ ]·[···" #ძ2 ინტეგრალის არსებობიდან გამომდინარეობს 

]·[ე·,ქ I/Iძდ ინტეგრალის არსებობა. 
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§ 2. ნაწილობითი ინტეგრება 

თეორემა #.2.1L თუ არსებობს ·[I“M #Mძა, მაშინ არსებობს ]·[„ ხ) დი/ 

და სრულდება ცოლობა: 

'” ძ/ = ხ _ ძი. 99 = (M) /I·····I] ი 
დამტკიცება. განეიხილოთ (ი, ხ| სეგმენტის ნებისმიერი მონიშნული დანა- 

წილება (?I ნ)· საღაც L = (IC)· ... II") და ჯ = (61, ... ,6")· გეექნება· რომ 

თ»,/(I5 C) = X«(§))I/(451) – #(2:0)) + #(§2)|/ (22) – #(>1)| + · · · 
+V#(ნი-1)I/('6-1) – #(>„-2)| + C2(6»)(/(>,) – #(«6–1)1 = 

= –I(თ0)(61) – #(>1)I((§2) – «X6))| – · -· 
–I#/(თა-) )[დ(ჯ") _ დ(§·"–1)] + #(თ,)«X(§»). 

თუ მიღებულ გამოსახულებას დავუმატებთ და გამოვაკლებთ 

»X(=20)V(ჯ20) – M(>,)(2(+7») = #(0)«(0თ) – / (ხ)«(ხ) 
გამოსახულებას, მაშინ მივიღებთ, 

თ-,/ (L. §) = LI (ხ)ი(ს) – /(თ)«(9))– 

– []·(10)[90(61) – «X(4%0)| + /(თ) )IV(§2) – «2X6)| +· -.+ 

+#/(თა-1)IM(6,) – C(6-–1)) + I(:I:„)[?(I") - 9(6")]] = (·I·C,@)|3 -თ. (1) 

შევნიშნოთ. რომ ჯი < C) < C < < C, < 2ცგ უტოლობების შესრულების 

შემთხვევაში, თ ჯამი უშუალოდ წარმოგვიდგება, როგორც თ,/,.»(C2,?)) სასის 

რიმან-სტილტიესის ჯამი. კერძოდ, თ = თ / ი(C0,უ), სადაც C = (თ0,6C),..., 

ჯ"·1") და 7 = (I0! 2ნ-1)... ჯ··ჩ")· საგ”·გაღოღ· ჯ20,6), -.. !6·") ჰჯი სასრ·ულ მიმ- 

დევრობაში ზოგიერთი მეზობელი წევრი შეიძლება ერთმანეთს ემთხვეოდეს. 

ამასთან, ცხადია, რომ სამი ერთმანეთის მომდევნო წევრის დამთხვევა ვერ 

მოხდება (ნახ. 16.1). 

II;··· V%;-· I 2 

“ ს.ე X X +XM %.2 ხ 

ნახ. |16.I. 

თუ მხედეელობაში მივიღებთ ამ ორ ფაქტს და თ ჯამში არ გავითვა- 

ლისწინებთ §; = ჯი, 6, = §.-) და წ = ჯე ტიპის დამთხვევების გამო 

განულებულ წევრებს, მაშინ ადვილი დასანახია, რომ ნებისმიერ შემთხვევაში 
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თ წარმოდგება, როგორც თ/,.(C, ) სახის რიმან-სტილტიესის ჯამი, სადაც 

X(C) < 2X(ჯ). აქედან, (1) ტოლობის გათეალისწინებით, აღვილად ვასკვნით 

თეორემის სამართლიანობას, = 

შენიშვნა 16.2., თეორემა 16.2.1-დან გამომდინარე, ·[I“·!”] #ძი და _[ჯ“·ყ იძ/ 
ინტეგრალები ერთდროულად არსებობენ ან ერთდროულად არ არსებობენ, 

ამოცანები 
1. ვთქვათ, 0 არის კანტორის ფუნქცია, აჩვენეთ, რომ არსებობს ]·[ე·" ჯ7ძ0(7) 

ინტეგრალი და იჰოვეთ მისი მნიშენელობა, 

2. დაამტკიცეთ, რომ არსებობს _]ჭი·" 0(1 – «)ძმ(>) ინტეტრალი და იპოვეთ 

მისი მსიშენელობა. ' 

§3· რიმან-სტილტიესის ინტეგრალის აღიციურობა 

ვთქვათ, (C,ძ) არის (C,ხ;-ს გადაუგვარებელი ქვესეგმენტი, ხოლო (7#,§) 
- მისი მონიშნული დანაწილება. ასეთ პირობებში გამოყენებული იქნება აღ- 

ნიშვნები: 

––.“” 
(C,ძ) IC.ძ! 

თ/..(ჩ.6) = თ, . (15): 
Iთ,ხ) სეგმენტის მონიშნულ (#,§4) დანაწილებას ვუწოდოთ (C,ძ| C |(თ,L| 

ქეესეგმენტის (C, უ) მონიშნული დანაწილების შევსება, თუ # და § მიმდეე- 
რობების ის წევრები, რომლებიც შედიან IC.ძ) ქვესეგმენტში, შესაბამისად, ემ- 

თსეევიან C და უ მიმდევრობების წეევრებს. იგივე პირობებში ვიტყვით, რომ 

(C,უ) არის (,§) მონიშნული დანაწილების შეზღუდვა |C, ძ|) ქვესეგმენტზე. 

თეორემა 16.3.1. თუ არსებობს –[[0·[·!] 1#ძ>2 ინტეგრალი, მაშინ ნებისმიერი 

[(·„ ძ C [ი, ხ| ქვესეგმენტისათვის არსებობს ·[I·.C··# #ძდ ინტეგრალი. 

დამტკიცება· განვიხილოთ ნებისმიერი 6 > 0. შეგეიძლია 16.1.1 თეორ- 

ემის საფუძველზე ვიპოვოთ ბ > 0, ისეთი, რომ (|ი,ხ) სეგმენტის ნებისმიერი 

მონიშნული (#,6) და (/”,C”) დანაწილებებისათვის, რომელთა პარამეტრები 

ნაკლებია ტ-ზე, სრულდებოდეს შეფასება: 

Iთ/,ა(L§) – თ,,,(L”,6)I < §. (1) 

ვთქვათ, |C,იI| C |0,ხI. (ი,ძ) ქვესეგმენტის ნებისმიერი მონიშნული (C2,უ) 

და (C”,უ) დანაწილებებისათვის, რომელთა X(C02) და »(C”) პარამეტრები 

ნაკლებია ტ-ზე, ვაჩვენოთ, რომ 

|თ/,„(0.7)) – თ/,„(C”,»')| < 5. (2) 
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შედეგად. 16.I.1 თეორემის ძალით), —|·I·: ” #I2 ინტეგრალის არსებობა დამტკი- 

ცებული იქნება. 
შევავსოთ (C,უ) და (C”,»') მონიშნული დანაწილებები (ით,ხ) სეგმენ- 

ტის მონიშნულ (#,§) და (#”,C”) დანაწილებებამდე, ისე, რომ სრულდებოდეს 

შემდეგი სამი პირობა: 

2) #” და I” მიმდევრობებს |C,ი) მონა)ვეთის გარეთ მდებარე წეერები 

ერთი და იგივე აქვთ; 

ხ) § და C” მიმდევრობებს |C,ძ) მონაკვეთის გარეთ მდღებარე წევრები 
ერთი და იგივე აქვთ; 

C) X(CI) და X(I”) პარამეტრები ბ-ზე მცირეა. 

მაშინ, ე) და ხ) პირობების ძალით, გვექნება, 

თ/,(#> 6) – თ,,,(I>,§') = თ/,,(0,7)) – თ/,«(C",?/). 

საიდანაც C) პირობისა და (1) შეფასების საფუძველზე მივიღებთ (2) შეფასებას, 

თეორემა დამტკიცებულია. C) 

თეორემა X.3.2. თუ არსებობს ]·[ი ხ) #ძV/ ინტეგრალი, მაშინ ნებისმიერი 

CC(თი,ხ) წერტილისათვის არსებობენ _|·[“·C| MIძი და ·[[C,I)I #ძდ ინტეგრა- 

ლები, ამასთან, სრულდება ცოლობა: 

| „/42= | /4+ / _ I4 (3) 
(0V,ხ) (0,«) IC,ხ) 

დამტკიცება. ·|·[ც· ძ #ძი და ·|·|·_··ტ] ძდ ინტეგრალების არსებობა უზრუნ- 

ქელყოფილია თეორემა 16.3.1-ის ძალით. ასე რომ, დასამტკიცებელი გვრჩება 

(3) ტოლობა. 
ყოველი ნატურალური ჯა-სთვის განვიხილოთ |თ,სს) სეგმენტის რაიმე 

(Lთ,წთ) მონიმნული დანაწილება, ისეთი, რომ C შედიოდეს #ა» დანა- 

წილების წერტილთა მიმდევრობაში და X(#,,) პარამეტრი იყოს 1/7ჯ»ი-ზე 

მცირე. (C ,, შ,)-ით და (ი, C6თ)-ით, შესაბამისაღ, აღენიშნოთ (#>,,6») 

მონიშნული დანაწილების შეზბლუდვები |ი,C) და |C,ხ| ქვესეგმენტებზე. მაშინ 

გვექნება, რომ: 

0·!·@(?"" ჯო) = 6!·9(@”!!””1) + 0”].@(?”" C"I)» (4) 

XLCI) < X#”») < 1/თ, XCX>) < XC#») < 1/თ. (5) 

თუ გავითვალისწინებთ (§5) შეფასებებს და (4) ტოლობაში გადავალთ 
გღვარზე, როცა 1 –> C, მაშინ მივიღებთ (3) ტოლობას. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. C) 
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შენიშვნა %.4.L ·[I“,·:] Iთ და ·|·|·:·ხ| Mდ ინტეგრალების არსებობიდან, 

საგოგადოდ, არ გამომდინარეობს ·ჩი.ხ] #ძდ2 ინტეგრალის არსებობა, შესაბამის 

მაგალითს გეაძლევენ |-1,1) სეგმეტზე შემდეგნაირად განსაზღვრული / და « 

ფუნქციები: 

_ )მ, თუ ჯ»C(-1,0, 

#(5) = [1, თუ ჯ C(0,1); 

= 0, თუ »C [·—·1·0)) 

9(C7) = [1, თუ «ჯ6C(0,1I. 

მართლაც, ადვილი შესამოწმებელია, რომ ·]·[_|·ც| Iძდ და ·|·[0.1I #ძი ინტეგ- 

რალები არსებობენ და ნულის ტოლი არიან, მეორე მხრივ, თუ განვიხილავთ 

L-1,1)-ის ისეთ მონიშნულ (#,§) დანაწილებებს, რომელთათვისაც 0 წარ- 

მოადგენს დანაწილების რაიმე ( 1,X) მონაკვეთის შიგა წერტილს, მაშინ 

თ/,.ა(,C) ჯამი გამოვა ნულის ტოლი იმ შემთხვეეაში, როცა |>.1,2ჯI- 

დან არჩეული §,. წერტილი არის ნულის მარცხნივ და გამოვა 1-ის ტოლი, 

როცა §. არის ნულის მარჯენივ, აღნიშნულის გამო, არ იარსებებს ]·[_ 111 #თ2 

იჩტეგრალი. 

როგორც შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, გარკვეული დამატებითი პირობე- 

ბის შესრულებისას, ·|·|·:··:| #Iძდ და ·[IC·!·X #ძ. ინტეგრალების არსებობიდან გა- 

მომდინარეობს _]·[“ ხ) #ძი2 ინტეგრალის არსებობა. 

თეორემა 16.3.8. თუ არსებობენ _[·[ვ·კ #Iძი და I[C”I”] #ძდო ინტეგრალები 

და დამატებით ცნობილია, რომ # შემოსაზღვრულია C-ს რაიმე მიდამოში, 

ხოლო ი უწყვეტია C-ში, მაშინ არსებობს ·[[ქ·ხ] #ძი ინტეგრალი. 

დამტკიცება. თეორემის პირობის ძალით, მოიძებნება უ > 0 და M>0 

რიცხვები ისეთები, რომ 

II(>)| < #I, როცა ჯ C (C– უ,C+7#). 

აღენიშნოთ 1 = /,  /02 + აა /ძი· I )M92 და I/, /0. ინტეგრა- 
ლების არსებობისა და ( ფუნქციის C-ში უწყვეტობის გათეალისწინებით, ად- 

ვილი დასანახია, რომ ნებისმიერი § > 0-სთვის მოიძებნება ბ C (0,უ) რიცხვი, 

რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ ორ პირობას: 

1) Iთ,,„(6,§) – II < §, ყოველთვის, როცა |თ,ხ) სეგმენტის მონიშნულ 

(L,C) დანაწილებას აქვს თვისებები: X(/>) < ბ. და C წერტილი შედის X”-ს 

შემადგენელ წერტილთა შორის;: 

2) IV(C») – «XC)| < §, თუ |ჯ – I <ბ. 
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ვეთქვათ. (1. §) არის |ი,ს| სეგმენტის მონიშნული დანაწილება შემდეგი 

თვისებებით: X(I>) < ბ და C წერტილი არ შედის #-ს შემადგენელ წერტილ- 

თა შორის, განვისილოთ L დანაწილებით წარმოქმნილ სეგმენტთა შორის ის 

I>L- 1 დL) სეგმენტი, რომელიც შეიცავს C წერტილს, ცხადია, დ, 1 < C < თჯ. 
(XIL-1, C) და |(C, დ.) სეგმენტებიდან ნებისმიერად ავირჩიოთ, შესაბამისად, # და 

ჯ წერტილები, განვიხილოთ |ი,ხ) სეგმენტის მონიშნული (I”,C”) დანაწილე- 

ბა, განსაზღვრული შემდეგნაირად: L” მიმდევრობა მიიღება  მიმდევრობის 

წევრთა შორის C წერტილის ჩამატებით, ხოლო C” მიმდეერობა მიიღება C 

მიმდევრობის წევრებიდან C. წევრის ამოკლებით და მის ნაცელად ჯ და » 

წერტილების ჩამატებით. მაშინ გვექნება, რომ 

თ,.(#)§) – თ/.ა(I>, ') = #(6L)II0(>L) – «2(>-–1)|– 

–IC)I0(თ – (2(«L-1)) – #C>)IMI2(X) – (2(C)) = 

= (/(§-.) – #(1)II92(0) – (C2(თL–1)| + I/(§L) – /(7)IIV2(<L) – (2(თო). 
აქედან გამომდინარე, ბ რიცხვის შერჩევის გათვალისწინებით შეგვიძლია დაე- 

წეროთ, 

I|თ/,„(#> §) – I| < |თ,,ა(1,§6) – თ,,„(I,C')|+ |თ,,,(I”,C') – II < (4M +1)6. 

ამრიგად, X(#) < ბ პირობის დამაკმაყოფილებელი, ნებიმიერი მონიშნული 

(#,C) დანაწილებისათვის სრულდება შეფასება: 

Iთ/,ი(#,§) – II < (4M +1)§. 

საიდანაც ვასკვნით, რომ –[I·I ხ) #Iძიე ინტეგრალი არსებობს და 1 რიცსეის 

ტოლია, თეორემა დამტკიცებულია. LCI 

16.3.3 თეორემიდან 16.2.1 თეორემის საფუძეელზე მიიღება შემდეგი დებუ- 

ლება. 

თეორემა #%.3.4. თუ არსებობენ _]·[ე ძ #ძდ და ·]·|·,·· ს #M9(0 ინტეგრალები 

და დამატებით ცნობილია, რომ / უწყვეტია C-ში, ხოლო « შემოსაზს- 

ღვრულია C-ს რაიმე მიდამოში, მამინ არსებობს —[[ი·ს] #Mძი ინფეგრალი. 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, ჯ და « ფუნქციებს აქვთ საერთო წყეეტის წერტილი და «2 შე- 
მოსაზღერული ვარიაციისაა. აჩეენეთ, რომ ასეთ შემთხეეეაში არ არსებობს 

_]·| ი, #ძდ ინტეგრალი. 
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§4. რიმან-სტილტიესის ინტეგრალის არსებობა, როცა / 
უწყვეტია, ხოლო ( შემოსაზღვრული ვარიაციისაა 

რიმან-სტილტიესის ინტეგრალის საინტერესო გამოყენებები, უმთავრყსად, 

დაკაეშირებულია იმ შემთხეევასთან, როცა დ შემოსაზღვრული ვარიაციისაა, 

ანაც ბრდადია, შემდეგი თეორემა საბაზისო მნიშენელობისაა ამ მიმართულე- 

ბით, 

თეორემა #%.#.L ვთქვათ, « ფუნქცია შემოსახღვრული ვარიაციისაა. 

მაშინ ·[[ი·ხ1 #ძი ინტეგრალი არსებობს ნებისმივრი უწყვეტი / ფუნქცი- 

ისათვის. 

თეორემა 16.4.1-ის დამტკიცებისათვის დაგვჭირდება ინტეგრებადობის კრი- 

ტერიუმი დარბუს ტიპის ჯამების ტერმინებში. 

ვთქვათ, / არის შემოსაზღვრული, ხოლო « კი - ზრდადი ფუნქცია, |ი.ს, 

სეგმენტის I? = (>0,2:,.-..,თგ) დანაწილებისათვის აღვნიშნოთ: 

I 

9/I.»(#/) = 21”#[9””(1·*) – 2(წ2L-1)), 
M=1 

!]·თ(?) = 2·”"·;[@(11··) _ (?,:(IL·—·I)]I 

#X=1 

სადაც VI. და »., შესაბამისად, არიან / ფუნქციის სუპრემუმი და ინფიმუმი 

(თL-1,2#) სეგმენტზე. #/,,„(I>) და თ, „(#7) ჯამებს, შესაბამისად, უწოდებენ 
დარბუ-სტილტიესის ზედა და ქვედა ჯამებს. ცხადია, ნებისმიერი (/12,§) 

მონიშნული დანაწილებისათვის გვექნება, რომ 

თ/».(I) < თ,.,(#§) < 5/.ა(#). 
ამასთან, C/ „(I?) და თ, „(/#) ჯამები, შესაბამისად. წარმოადგენენ §-ს მიხსედ- 

ვით აღებულ სუპრემუმსა და ინფიმუმს თ, „(#,§) ჯამებისა. აქვე შეენიშნოთ, 

რომ ნებისმიერი ორი /#, და Lა დანაწილებისათვის, 

თ/»(#) < წ/.ა(15). 

ამ უტოლობის დასადგენად უნდა გადავიდეთ ახალ X დანაწილებაზე, რომე- 

ლიც შეიცავს როგორც #,, ასევე L», დანაწილების წერტილებს. 

თეორემა I16.#.2. ვთქვათ, (2 ზრდადი ფუნქციაა. შემოსახღვრული I 

ფუნქციისათვის ]·I ი #ძდ. ინტეგრალი არსებობს მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ,; როცა ნებისმიერი 6 > 0-სთვის მოიძებნება ბ > 0, ისეთი, რომ 

Iთ,ხ) სეგმენტის ნებისმიერი # დანაწილებისათვის, რომლის პარამეტრი 

ნაკლებია ბ-ზე, სრულდება შეფასება: 

თ,V(I) – თ/,,(#) < §. 
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დამტკიცება. ვთქვათ. ·ჩ“-ს! #ძდ არსებობს და 1 რიცხვის ტოლია. განეი- 

სილოთ ნებისმიერი C > 0 რიცხეი და ვიპოვოთ ბ > 0, ისეთი, რომ (ი,ხ| 

სეგმენტის ნებისმიერი მონიშნული (#,§5) დანაწილებისათვის, რომლის ჰარა- 

მეტრი ნაკლებია #-ზე, სრულდებოდეს შეფასებები: 

1–§(”|·„,(?·ე(1+§. (1) 

თუ განვიხილავთ თ, .(#,§<) ჯამების სუპრემუმს და ინფიმუმს #§«-ს მიმართ, 

მაშინ (1)-დან მივიღებთ, რომ ყოველი ” დანაწილებისათვის, რომლის ჰარა- 

მეტრი ბ-ზე მცირეა, სრულდება შეფასება: 

C _ C 
1- 56წ )<7წ/ა(ნ)<1+კ. 

საიდანაც ვასკვნით აუცილებლობასთან დაკავშირებული თეორემის ნაწილის 

სამართლიანობას. 

ახლა გადავიდეთ თეორემის მეორე ნაწილის დამტკიცებაზე, დავუშვათ, 

ნებისმიერი C > 0-სთვის მოიძებნება ბ > 0, ისეთი, რომ |თ,ხ| სეგმენტის 

ნებისმიერი # დანაწილებისათვის, რომლის პარამეტრი ნაკლებია ბ-ზე, სა– 

მართლიანია შეფასება: 

6/(?) – თ, ს(#) < «. (2) 
(2)-ის საფუძველზე ადვილი დასანახია, რომ 

5"99|·ღ(?) = IიI თ/,თ(#). 

სადაც სუპრემუმი და ინფიმუმი აიღება ყველა შესაძლო # დანაწილების მი- 

ხედვით. 

აღვნიშნოთ 1 = ასით, „(#). ნებისმიერი § > 0-სთვის ბ რიცხვი ავიღოთ 

იგივე, რაც (2) შეფასებაშია. მაშინ (2)-ის და 

თ/.(#) < თჯა(L,6)<წ/ა(”) თ, ა(”)<1<9V/ი() 

შეფასებების ძალით, |(თ,ხ) სეგმენტის ნებისმიერი მონიშნული (#,§) დანაწილე- 
ბისათვის რომლის პარამეტრი ნაჯლებია ბ-ზე, ადგილი ექნება უტოლობას: 

Iთ/.„(#, 6§) – II < §. ამით დადგენილია, რომ ]·I····I”I #ძდ ინტეგრალი არსებობს 

და 1-ს ტოლია, თეორემა დამტკიცებულია. _ IM) 

თეორემა %.#.-ის დამტკიცება. შემოსაზღვვრული ვარიაცის ყოველი 
ფუნქცია წარმოდგება ორი ზრდადი ფუნქციის სხვაობის სასით. ამიტომ ზო- 

გადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ( ზრდადი ფუნქციაა. 
განვიხილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცხეი. უწყვეტობის გამო, / ფუეხქცია 

თანაბრად უწყვეტიცაა |(ით,ხ) სეგმენტზე. შედეგად, მოიძებნება ბ > 0 რიცხეი, 

ისეთი, რომ 

(»,ყ C (ი,ხ|), |= – VI < ბ) = |I(+) – #(V)| < §. 
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აქედან გამომღინარე, თუ განვიხილავთ |ი,ს, სეგმენტის ნებისმიერ I» = 

(90,%), .-..,სგ) დანაწილებას, რომლის პარამეტრი 4-ზე მცირეა, მაშინ ყოვე- 

ლი #-სათვის შესრულდღება VM/, - »1 < C შეფასება, სადაც M#I/, ღა ჯI,. 

შესაბამისად. არიან / ფუნქციის სუპრემუმი და ინფიმუმი |>,_1,>ჯ) სეგმენტზე. 

საიღანაც, თავის მხრივ ეწერთ, 

C/..(I) – თ, „(M) = 2 ,(M- – თM)(C(#ჯ) – #(=; -|)) < 
#=I 

< 2 ,65(2(%») – #(2+-L)) = C(#(ხ) – #(0)). 
#X=1 

მიღებული შეფასებიდან, თეორემა 16.4.I-ის ძალით, ვასკვნით ·/·"(·.ხ] #ძდ ინ- 
ტეგრალის არსებობას, თეორემა დამტკიცებულია, L) 

ფიქსირებული « ფუნქციისათვის მღ([ე,ხ])-თი აღვნიშნოთ ყეელა იმ / 

ფუნქციის კლასი, რომელიც «-ს მიმართ რიმან-სტილტიესის აზრით ინტეგრე- 

ბადია, 

]·|ც·,·| Iი იჩტეგრალის არსებობის შესახებ საკითხი შეიძლება შემდეგ- 

ნაირად ჩამოეაყალიბოთ: მოცემული « ფუნქციისათვის დავახასიათოთ 

#/(Iთ, ხ)) კლასი. 

თეორემა (6.4.1-ის თანახმად, თუ დ2 შემოსაზღვრული ეარიაციისაა, მაშინ 

C(Iი,ხ)) C I?»((თ,ხ)). სამართლიანია შებრუნებული დებულებაც, რომელიც 

მოგეყავს დაუმტკიცებლად: თუ C”((0,ხ)) C #.('ი.ხ)), მაშინ «2 შემოსაზხ- 

ღვრული ვარიაციისაა. 

ამ თავის მერვე პარაგრაფშში ჩვენ კიდეე ერთხელ დავუბრუნდებით საკითხს 

Mა.(|თ,ხ)) კლასის დახასიათების შესახებ. 

შენიშვნა M./#.L თეორემა I6.4.I-დან, თეორემა 16.2.1-ის გათვალისწი- 

ნებით მიიღება _[ქ" ხ) ძდ ინტეგრალის არსებობა იმ შემთხვევაში, როცა / 

შემოსაზღვრული ვარიაციისაა, ხოლო დ. უწყეეტია. 

შენიშვნა %#.#.2. ფ. რისს ეკუთენის რიმან-სტილტიესის ინტეგრალის ძალზე 
მნიშენელოვანი გამოყენება ფუნქციონალურ ანალიზში. კერძოდ, მან დაამტკი- 

ცა შემდეგი თეორემა უწყვეტ ფუნქციათა C(Iთ,ხ)) სიერცებე. განსაზღვრული 
წრფივი და უწყეეტი ფუნქციონალების დახასიათების შესახებ (იხ. მაგ., (26|, 

თავი VI, §6): C ([ი, ხ]) სიჟრცე·ხე განსაზღვრული 4 ფუნქციონალისათვის 

შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

თი 4 არის წრფივი და უწყვეტი: 
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ი.· 4 წარმოდგება შემოსახღვრული ვარიაციის რაიმე « ფუნქციის 

მიმართ რიმან-სტილტიესის ინტეგრალის მეშვეობით, ე:ი. 

4(ჩ = /[ „/4ი _ (/ C C(%,ს)). 

ამოცანები 

1. ააგეთ უწყეეტი ფუნქციები / და «, ისეთები, რომ არ არსებობდეს ]·[“ · #ძი 

ინტეგრალი, მითითება: გამოიყენეთ 12.7.1 შენიშვნაში მოცემული კონსტრუქ- 
ცია. 

2. ვთქვათ. -თ არაა შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქცია. ააგეთ უწყვეტი / 

ფუნქცია, რომლისთვისაც არ არსებობს _[[“ ხ) #ძი ინტეგრალი. 

3. ვეთქვათ, « და ი ზრდადღი ფუნქციებია და არსებობს ინტეგრალი 

46 #9C2) + 2). დაამტკიცეთ, რომ არსებობენ L ც /ი და / , /92 
ინტეგრალები, 

4. ეთქვათ, თ > 0, 8 > 0 და თ+# >1. / და C ფუნქციები აკმაყოფილებენ 
ლიფშიცის პირობებს, შესაბამისად, თ და / მაჩვენებლებით, ე.ი. 

I/Cდ) – #CI)| < CIთ – VI”, I2(<) – 2(V)| < CIდ – VI/” (თ,V C Iი,ხ)), 
სადაც C რაიმე მუდმივია, აჩვენეთ, რომ ასეთ შემთსვევაში არსებობს 

]·[“ ) V- ინტეგრალი, აჩვენეთ, რომ ანალოგიური დასცვნა, საზოგადოდ, 

არაა სამართლიანი ი + 8 > 1 პირობის ნაცელად C + 8 = 1 პირობის 

შესრულების შემთხეევაში, 

§5. ზღვარხე გადასვლა რიმან-სტილტიესის ინტეგრალის ნიშნის 

ქვეშ 

ლი ვარიაციის «2 ფუნქციისათვის სამართლიანია შეფასება: 

, ./4 < -%-(4 ბ. 0) 
IC 

დამტკიცება. განვიხილოთ |IX0V,ხ|) სეგმენტის ნებისმიერი მონიშნული დანა- 

წილება (#,§), სადაც # = («0,...,თა) და § = (6),....6»). გვექნება, რომ 

2 ,I(5-)IM0(9») – C(>#-1)1| < 
I1:=1 

< 2,IVC§.)| IC(9») – -(=–1)| < 
#L=1 

|ე·1·№(1)) 6)| = 

< თმXIVI 2 ,I0(5ი) – 2(2ი-))I < თიLI/I. V„(IC ხ)). ' > ' 
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საიდანაც მიიღება (1) შეფასება. თეორემა დამტკიცებულია, C) 

თეორემა 16.5.2. ვთქვათ, (72) შეეოსა·ხღვრული ვარიაციის ფუნ··]ციაა· 

თუ უწყვეტ ფუნქციათა (]·„) მიმდევრობა თანაბრად კრვბადია უწყვეტი 

# ფუნქციის·)კენ, მაშინ 

III #აძდთდ = #9ძV. (2) 

#07%VIი,ხ) (ი,ხ) 

დამტკიცება. თეორემა 16,5.I-ის გათვალისწინებით, ყოველი »-სთვის 

გეექნება, რომ 

"·ქ”·— ი2) = ი“ ძ: < ი“ I- V, [1·,ხ · ["·ა]| C ]M]] ·”! /|“·ხ|(] #) »ი|(?ვ”|4| #I ·V,(Iი,ხ)) 

საიდანაც, (#/,„) მიმდეერობის თანაბრად კრებადობის საფუძეელზე, მიეიღებთ 

(2) ზღვარით ტოლობას, თეორემა დამტკიცებულია, C) 

აქვე დაეამტკიცოთ შემდეგი თეორემა საშუალო მნიშვნელობის შესახებ. 

თეორემა 16.5.3. ვთქვათ, / ფუნქცია უწყვეტია, ხოლო (2 ფუნქცია კი 

ზრდადია. მ»მინ მოიძებნება § C [ე.,ხ] წერტილი, ისეთი, რომ 

/[ „/9 = I(0I-6) – C) 

დამტკიცება. -> ფუნქციის გრდადობის გათვალისწინებით, ადეილი შესა- 

მოწმებელია. რომ |ი,ხ სეგმენტის ნებისმიერი მონიშმნული (#,§) დანა- 

წილებისათვის სრულლება შეფასებები: 

თი # · IC(ხ) – C2(0)) < თ/,.„(#,§) < თეჯ # · (2(ხ) – «2(0)). 

საიდანაც მივიღებთ, რომ 

იიმ / · V(9) – X(4)| < /M 4ი < ღი / IX) – ი(9)). 
ამის შემდეგ, საძიებელი C წერტილის არსებობას დავასკენით უწყეეტი ფუნ- 

ქციის შუალედური მნიშენელობის შესახებ თეორემის საფუძეელზე, თეორემა 

დამტკიცებულია. MM 

შემდეგი მნიშესელოეანი თეორემა ეკუთენის ე. ჰელის. 

თეორემა %.5.#. ვიქვათ, შემოსახღვრული ვარიაციის ფუნქციათა ((2,) 

მიმდევრობა ყოველ « C თ, ხ) წერტილში კრებადია შემოსაზღვრული 

ვარიაციის §2 ფუნქციისაკენ. ამასთან, ცნობილია, რომ 

§სი V. (Iთ,ხ)) < . 
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შაშინ, ნებისმიერი უწყვეტი / ფუნქციისათვის, 

1100 #ძიოი =/ #ძC. 
(თ,ხ| (0,ხ| ით-–+C9% 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ C” = 5"1:” V. (IღC, 0)), შეენიშნოთ, რომ შესრუ- 

ლებული იქნება V>((ი,ხ)) < C შეფასება მართლაც, |თ,ხ) სეგმენტის ნებისმი- 
ური # = (თი,ჯ?),...,2,) დანაწილებისათვის გვექნება, 

? 

2,)Iრი(თი) – დი(=ს-)| < V-, ((9,ხ1) < C. 
#:=1 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა »ი -> %, მივიღებთ, 

9 I9(=.) – C(- )| < C. 
#X=1 

საიდანაც, » დანაწილების ნებისმიერობის გათვალისწინებით, დავასკვნით 

V. (Iთ,ხ)) < C უტოლობის სამართლიანობას, 
განვიხილოთ ნებისმიერი C > 0 რიცსეი. / ფუნქციის უწყვეტობის სა- 

ფუძველზე, (თ,ხ) სეგმენტის I> = (2:0,21,...,თ,) დანაწილება შევარჩიოთ 
ისეთნაირად, რომ ყოველ |X. 1,>,.) მონაკვეთზე # ფუნქციის რსევა ა)მაყო- 

ფილებდეს შეფასებას: 

რII(IდL-I,%LI) < ფ ვც (3) 
თითოეული თ- 1, >) მონაკვეთიდან ავირჩიოთ §,. = ჯ». წერტილი, ასეთ- 

ნაირად განსაზღვრული (#, C) მონიშნული დანაწილებისათვის შევაფასოთ შემ- 

დეგი სხვაობები: 

ძ – ფ»(660, / ძრ - თ. (- 6. 
(ი,ხ| (ი,ხ) 

]·|=“—|·I“| ძ = V(=>,.) – 2(>/:-1) ტოლობების, თეორემა 16.5.1-ის და (3) 

შეფასებების გათვალისწინებით, გვექნება, რომ 

/% – 2 /თ)IიCთა) – თ(ჭ··“—1)]| = 

/ძი – 2](”··*) / 
·I·,: 1 IL] I 

Iთ,ხ) 

(თ#-1 :·:,·] 

< 2“”;(["—#*])1/ ((C-L,>) < ვ>V-((ფ ხ)) < 
#L=1 

(4) 

··
.·

:I
"·
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ნებისმიერი #-სთვის ანალოგიურად ეაჩვენებთ შემდეგ შეფასებას; 

/ი – 2 /რასთთი - ით <5.. _ ( 
7Iი,ხ) #L=1 

(დი) მიმდევრობის («2 ფუჩქციისაკენ წერტილოვნად კრებადობის ძალით 

მოიძებნება V, ისეთი, რომ ყოველი #) > IV-სთვის, 

2 ,/(6)Vი) – #(%-,)) – 2 :/თასთთი – >-I < 5-. (6) 
L=1 L=1 | 
საბიოილლოოდ, (4 – 6) შეფასებებიდან ეღებულობთ, რომ ყოეველი » > VV- 

სთვის, 

#ძი – !ძღ„! < §. 
Iრ.ხ) (ი,ს) ! 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. C) 

§ 6. რიმან-ს,/ზი იესის ინ რალის იაამოთალა ზოპიერთ ტილტიე (ტეგრალის გამოთვლ გიე 

კონკრეტულ . შემთხვევაში 
თეორემა %M.6.1L. თუ « ფუნქცია აბსოლუტურაღ უწყვეტია, მაშინ ნე· 

ბისმიერი უწყვეტი / ფუნქციისათვის სრულდება ფოლობა: 

/ #ძ2 = LIV”, 
IV.ხ) (თ,ხ, 

საღაც მარჯვენა მხარე წარმოადგენს ლებეგი·ს ზომის მიხედვით აღებულ 

ლებეგის ინტეგრალს. 

დამტკიცება. უნდა ეაჩვენოთ, რომ 

ჭ(|1ჯ|)?1·ი თ,(3§) = /[ი.ხ] V- ს 

განეიხილოთ ნებისმიერი § > 0 რიცხეი. / ფუნქციის “ეწყვეტობის გა- 

მო მოიძებნება ბ > 0. ისეთი, რომ (ი,ხ) სეგმენტის ბ-ზე ნაკლები სიგრძის 

ნებისმიერი |თ,ი) ქეესეგმენტისათვის, 

ხ/(Iთ 9I) < §. (2) 
ვთქეათ, (#,6) არის |ი,ხ)-ს ნებისმიერი მონიშნული დანაწილება, რომლის 

პარამეტრი ბ-ზე მცირეა. » დანაწილების შემადგენელი წერტილები იყვნენ 
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2721 ..., '. მაშინ, - ფუნქციის აბსოლუტურად უწყვეტობის ძალით, ყოეელი 

9-1 27) ქვესეგმენტისათვის შესრულდღება ტოლობა: 

თ(>) – ->- L) = / - 
(<L - 1 .2:ჯ1 

ამ ტოლობიდან გამომდინარე, 

თ,,(6,5 = 9 /(6)(2>) – C(<ი-,)) = 2/(6*) / 
L=1 |9#. I·I,·I 

შედეგად, (2)-ის გათვალისწინებით დავწერთ, რომ 

]90, - 0·]·@(?76) = 
(9,ხ) 

ჭ/ს"· I.:·]](? 2!(6;—)/„ ··:·] 

V- ](ჭ))თ| 2 / ./- 6 < 
II 1 ··I:,· 

(2 / №||=6/ ICII. 
(დს 1.% (ი,ხ) 

მიღებული შეფასებიდან, ნ–ის ნებისმიერობის გათვალისწინებით, ვასკვნით (1) 

ტოლობის სამართლიანობას, თეორემა დამტკიცებულია. C) 

შემოსაზღვრული ვარიაციის ( ფუნქციისათვის /#„(L) ჩანაწერით აღვნიშ- 

ნოთ მისი ნახტომი ( C |(ი,ხ|) წერტილში, ე.ი. 

«(თ +0) – (X0), თუ L=0, 
ჩMV»(!) = %4 29((+0) – ( –0), თუ 0<#ჩ<ხ, 

«Xხ) – «(ხ – 0), თუ L =ხ. 

თეორემა 16.ნ.2. ვთქვათ, C2 არის ნახრომთა ფუნქცია, რომელიც წყვე- 

ტას განიცდის ა წერტილებში· მაშინ ნებისმიერი უწყვეტი # ფუნქციი- 

სათვის სრულდება ტოლობა: 

]ძღ = 2 ./(ჯ")ჩ”დ(ჯ")· 

|0·.ხ] 7 

დამტკიცება. ნაბიჯი L: ვთქვათ, დ ფუნქციას აქვს ერთადერთი წყვეტის 
წერტილი, ე.ი. «#2-ს აქეს სახე: « = 4/,)„. განვისილოთ ნებისმიერი (#2,§) 

მონიშნული დანაწილება, ისეთი, რომ ჯL არ შედიოდეს დანაწილების წერტილ- 

თა შორის, მაშინ გვექნება, 

თ/,„(#,6) = I(6.)I0(>») – (2(9-1)I, 
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საღაც (=ს- , თ,.) არის დანაწილების ის სეგმენტი, რომელიც შეიცავს ( წერ- 
ტილს, თუ განვისილავთ თ, V(/2,6) ჯამების ზღვარს აღნიშნული ტიპის (I,§) 
მონიშსული დანაწილებების მისეღვით, როცა X(#) –> 0, ადღვილად დავრწმუნ- 

ღებით, რომ 

I(00I0(2+0) – 2(0), თუ 1=0, 
/[ „#42 = | /(0V(L+0) –დ(L–0), თუ 9 <( <ხ, 

L I(0M(ხ) – ი( –0ე), თუ #=ხ. 
რაც ტოლფასია ტოლობის: 

/ Iძი = /(0ჩ,(). 
(ი,ხ) 

ამით, განსახილავ შემთხვევაში, თეორემა დამტკიცებულია, 

ნაბიჯი II: ვთქვათ, ( ფუნქციას აქეს სასრული რაოდენობის წყვეტის 

წერტილები: #),...,LV. მაშინ («2-ს ექნება სახე: > = 9:9 M #ა.-,. შეენიშ- 
ნოთ, რომ ყოველი (გ წერტილისათვის, 

ჩ»(ჯი) = M),, . ». (წი) = Iი +% 

საიდანაც, ზემოთ განხილული შემთსეევის ძალით, დავწერთ, 

M M 

ძ = ძ I . = 1.)M.(,). ა% ჯ /I···"] სემერ ,§“ )სა(/,) 

ამით, განსახილავ შემთხვეეაში, თეორემა დამტკიცებულია. 

ნაბიჯი III. გთქვათ, (2 ფუნქციას აქვს თვლადი რაოდენობის წყვეტის 

წერტილები: ( (» C M). მაშინ («-ს ექნება სახე: §2 = 2ი=, 4I I,,-, . აღენი- 
შნოთ 

#V 

ი» = 2 მიასააჩა“ 
#ი=1 

შევნიშნოთ, რომ ყოველი V C M და » C 1, IV ინდექსებისათვის, 

ჩა„(ნი) = ჩIM. . ((ო) = (ი + ი = ჩა(Iი). (3) 

ნახტომთა ფუნქციის თვისებების გათვალიწინებით, («2ჯ) მიმდევრობა ყოველ 

წერტილში კრებადია « ფუნქციისაკენ, ამასთან; 

თ 

V·;·([“”!?I) = 2(!1"! + |7·"|) < CC, 

1=1 

V % 

V-ა(IთC,ს)) = 2,(IიI+ |ო < 2 ,((ოL+Vის) (M#C6M). 
#=1 11=1 

419



საიდანაც. 16.5.4 თეორემის, ზემოთ განხილული შემთხვევისა და (3) ტოლობის 

საფუძველზე, დავწერთ,, 

#ძი = Iი / „ 790 = Iთ 2]((„)1;„(!„) = 2](!")”“”(1") 
CI 

|ი,ხ) #M#7-39 ი=1 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, LI 

შენიშვნა 1წ.წ.1 სამართლიანია თეორემა 16.6.2-ზე ზოგადი შემდეგი დებუ- 

ლება: ვთქვათ, თ არის ნასტომთა ფუნქცია, რომელიც წყვეტას განიცდის L,, 

წერტილებში, მაშინ ნებისმიერი შეზმოსაზღვრული | ფუენქციისათვის, რომელიც 

უწყვეტია ჯ„ წერტილებში, სრულდება ტოლობა: 

/[ „/40= 2 - /(საMრია: 
ი, ი 

თეორემა M.წ.პ. ვთქვათ, # = (ჯ0,...,ჯი) არის [0·, ხ] სეგმენტის რაიმე 

დანაწილება და ყოველი X C 1,—71-სათვის “ ფუნქცია (ჯ.-1,#/) ინტერვა- 

ლის წერტილებში ემთხვევა (ი, ხ) სეგმენტსე უწყვეტ და შემოსახღვრული 
ვარიაციის მქონე რაიმე « ფუნქციას. მაშინ ნებისმიერი უწყვეფი # ფუნ- 

ქციისათვის სრულდება ფოლობა: 

/[·“··ხ] ძდ 2 /;–I· 1I ]ძდხ + ჯი ](ჯჩ:)”დ(ჯჭ)· 

დამტკიცება. განვიხილოთ ის შემთსვევა, როცა / = (თ,ხ). ადეილი და– 

სანახია, რომ ზოგადი შემთსვევა დაიყეანება აღნიშნულზე ინტეგრალის ადი- 

ციურობის თვისების გამოყენებით, 

ცხადია, ) ფუნქცია თ და ხ წერტილებში, შესაბამისად, მიიღებს «2(ი + 0) 

და «Xხ – 0) მნიშვნელობებს. შედეგად, « – 021 ფუნქციას ექნება სახე: 

«X(0 +0) – 2(ი), თუ ჯ=0, 
(ღ—991)(1:)= 0, თუ ე·(·”ჯ(ხ, 

«Xხ) – ი( –00)ე) თუ ჯ=ხ. 

მარტივი შესამოწმებელია, რომ ნებისმიერი უწყვეტი / ფუნქციისათვის, 

/ #94(0 – Cი) = /(9)I2(4 +0) – C(9)) + /(0)((2C)) – X(ს – 0))I. 
საიდანაც, ·ნ“·ხ! #ძი0 = ]·[·,·ც] #ძC.) +·ჩ“·ხ| #ძ(6 – დ)) ტოლობის გათვალისწი- 

ნებით, მივიღებთ საჭირო ტოლობას, თეორემა დამტკიცებულია. L) 

შემდეგი დებულება გამომდინარეობს თეორემა 16.6.3-დან. 
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თეორემა #.წ.#. ვთქვათ, - ფუნქცია მუდმივია ყოველ (თ, 21), (თ=1, 22), 

(თი,ხ) ინტერვალხე. მაშინ ნებისმიერი უწყვეტი / ფუნქციისათვის 

სრულდება ტფოლობა: 

· /[ „ 740 = /(0)IX4 +0) – C(4)I+ 

+ 2 ,#(თ)IM(თ; + 0) – (2(თ; – 0)| + „/(ხ)(ყ2(ს) – «(ხ – 0)I. 
L=1 

შენიშვნა %.6.2. ბემოთ დადგენილი თეორემების ძალით, უწყვეტი / 

ფუნქციის რიმან-სტილტიესის –ნ·:.ხ] #ძღ ინტეგრალის გამოთელა იმ შემთხვე- 

ვებში, როცა თ არის აბსოლუტურად უწყეეტი, ანაც ნახტომთა ფუნქცია, შესა- 

ბამისად, დაიყვანება ლებეგის აზრით ინტეგრებისა და მწკრივის შეკრების 

ოჰერაციებზე, 

შემოსაზღვრული ვარიაციის ნებისმიერი C2 ფუნქციის მიმართ რიმან-სტილ–- 

ტიესის ინტეგრალის გამოთელა, საზოგადოდ, არ დაიყვანება აღნიშნულ ოა- 

ერაციებზე. ასეთ სირთულეს იწვევს დ ფუნქციის სინგულარული კომჰონენტი. 

სასელდობრ, როგორც ცნობილია, შემოსაზღვრული ვარიაციის -. ფუნქცია 

იშლება აბსოლუტურად უწყვეტი - 4#+, ნახტომთა - #, და სინგულარული – 

5, ფუნქციების ჯამის სახით. შედეგად, ნებისმიერი უწყვეტი / ფუნქციისათვის 

გვექსება, რომ 

#ძV% = #ძ.4ა) + / Mძჰა, + #ძ5ყ. 
I8,ხ) (0,ხ, (თ.ხ) I0.ხ) 

არანულოვანი 5, სინგულარული კომპონენტის შემთხვევაში, მესამე ინტეგრა- 

ლი, განსხვავებით პირველი და მეორე ინტეგრალკებისაგან, არ დაიყეანება არც 

ლებეგის ზომის მიხედვით ინტეგრების და არც მწკრივის შეკრების ოპერაცი- 

ებზე. 

ამოცანები 

1. იპოვეთ ]·"·:" ჯ?ძო(დ) ინტეგრალი, სადაც («2(ჯ) = 4, როცა დ = 1 და 

«X7:) = ჯ3, როცა 1 < ჯ < ვ. 
2. იპოვეთ _[[_”·"|(1·+2)([((·:””(85@(55":)) ინტეგრალი, 

3. იპოეეთ ]·[ე·”] (დ – 1)ძ(C0§ ჯ 5)ლი ჯ) ინტეგრალი. 
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§ 7. რიმან-სტილტიესისა და ლებეგ-სტილტიესის ინტეგრალების 
შედარება ედაოე 

იმ შემთხვევაში, როცა თ არის ზრდადი და მარჯვნიდან უწყვეტი ფუნქცია, 

·[]“·ყ #ია2 რიმან-სტილტიესის ინტეგრალის გარდა, შესაძლებელია, განვიხი- 

ლოთ ·|·|·:·ა] #Iძთკ ლებეგ-სტილტიესის ინტეგრალიც, ე.ი. ლებეგის ინტეგ- 

რალი ლებეგ-სტილტიესის თყკ ბომის მიხედვით. 

ისევე როგორც რიმანისა და ლებეგის ინტეგრალების შემთხვევაში, ისმის 

საკითხი რიმან-სტილტიესისა და ლებეგ-სტილტიესის ინტეგრალების შედარების 

შესახებ. ამ საკჯითხის გადაწყვეტას გვაძლევს შემდეგი თეორემა. 

თეორემა X.7.1L. ვთქვათ, 2 არის ზრდადი და მარჯვნიდან უწყვეტი 

ფუნქცია. თუ # C #/„((ი,ხ)), მაშინ # C ჯL(I0V,ხ), თი/») და 

/ #ჯძო/ = #ძი. 
(9,ხ) 7 (ი,ხ) 

ვთქვათ, თ რაიმე ფუნქციაა. / ფუნქციას ვუწოდოთ «-შემოსახლვრული, 

თუ მოიძებნება ბ = ბ, > 0 რიცსვი, ისეთი, რომ / შემოსაბღერულია სებისმიერ 

(C,ძ) C |Iი,ხ) სეგმენტზე, რომლის სიგრძე ნაჯლებია ბ-ზე და რომელზეც « 

ფუნქცია არაა მუდმივი. 

ადვილი დასანახია, რომ მკაცრად ბრდადი ( ფუნქციის შემთსეევაში, 

ყოველი («--შემოსაზღვრული ფუნქცია იქნება შემოსაზღვრულიც. 

როგორც ცნობილია, რიმანის აზბრით ინტეგრებადი ფუნქცია აუცილებლად 

შემოსაბზღვრულია. იგიეეს ვერ ვიტყვეით რიმან-სტილტიესის აზრით ინტეგრე- 

ბადი ფუნქციების შესახებ. ამის დასადგენად საკმარისია შეენიშნოთ, რომ 

მუდმივი V ფუნქციის შემთხვევაში, -[I“·III #ძდ ინტეგრალი არსებობს და ნულის 

ტოლია ნებისმიერი / ფუნქციისათვის, მიუხედავაღ აღნიშნულისა, სამართლი- 

ანია შემდეგი დებულება რიმან-სტილტიესის აზრით ინტეგრებადი ფუნქციების 

გარკვეული თვალსაზრისით შემოსაზღვრული ყოფაქცევის შესახებ. 

ლემა 16.7.. ვთქვათ, -0 ზრდადი ფუნქციაა. მაშინ ნებისმიერი / C 

I> (I0V, ხ|) ფუნქცია არის §2-შემოსახზღლვრული. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ I = ·1·[“.ხ] #ძდი. განვისხილოთ ბ > 0, ისეთი, რომ 

(თV,ხ) სეგმენტის ნებისმიერი მონიშნული (#,6) დანაწილებისათვის, რომლის 

პარამეტრი ნაჯჰლებია ბ-ბე, სრულდებოდეს შეფასებები; 

LI-1<თ,ა(,§01)<71+1. (1) 

ვთქვათ, IC,ძ) C |თ,ხI, ძ – C < 6 და «(ძ4) – «(ი) > 0. ეაჩვენოთ /- 
ის შემოსაზღვრულობა (Lი,ძ| სეგმენტზე. რითაც ცხადია, ლემა დამტკიცებული 

იქნება. ) = (თი,...,თა) იყოს (თ,ხ| სეგმენტის რაიმე დანაწილება ბ-ზე ნაკ- 
ლები პარამეტრით, რომლის რომელიღაც ორი მომღდევნო წეერი C და ძ 
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წერტილებს ემთხვევა. დავუშვათ, ეს წევრებია » უ და ». შემდეგ დავუშ- 
ვათ დღასამტკიცებელი წინადაღების საწინააღმდეგო: / არაა შემოსაზღვრული 

I(C,ძ|) = (სL-1.%L) სეგმენტზე. თუ წ (1 # #) წერტილებს დავაფიქსირებთ, 
ხოლო §, წერტილს მიეცემთ თაეისუფლებას I> ), >) მონაკვეთზე, მაშინ 

აღეილი დასანახია, რომ §,-ს შერჩევის მეშვეობით თ, „(I>,§) ჯამი შეიძლება 

გავხადოთ მოდულით რაგინდ დიდი, ეს კი ეწინააღმდეგება (1) შეფასებებს. 

მიღებული წინააღმდეგობის ძალით, ლემა დამტკიცებულია, (5 

ლემა 16.7.1-დან მარტივად გამომდინარეობს შემდეგი დებულება, 

ლეეა #.7.2. ვთ;]ვათ, ი სრდადი ფუნქციაა· მაშინ ნებისმიერი #ჯC 

#ა(!თ,ხ!) ფუნქციისათვის მოიძებნება Iი, ხ) სეგმენტის # = (=0,...,2ი) 

დანაწილება, ისეთი, რომ ყოველ (თL- 1 9I სეგმენტხე სრულდება ერთ- 

ერთი შემდეგი ორი პირობიდან: ) «2 მუდმივია [I,:—I··IL·]·%:]; 2) 2 არაა 

მუდმივი |- 1, >,.,-ზე და / შემოსახღვრულია IთL- 1. >ჯ)“ზე. 

ლემა #.7.3. ვთქვათ, 22 ზრდადი და მარჯვნიდან უწყვეტი ფუნქციაა. 

თუ C« მუდმივია Iთ თ) C IV.ს) ქვესეგმენტხე, მაშინ ნებისმიერი » ფუნქცი- 

ისათვის სრულღება პირობები: ]II·:··II C ჩ·წ····კჯ([თძ]), ]|(=·41 C L((C,ძI, თჯ) 

ღა 

/ I-ი რIე = / I- ძო, =0. 
(C.9) (C.ძ) 

დამტკიცება. IC,ძ) სეგმენტზე C2 ფუნქციის მუდმივობის გამო, 

თ„((C ძ)) = V(ძ) – X(C) = 0. 
საიდასაც, თ.კ ზომის სისრულის საფუძვეელზე, ვასკენით, რომ ნებისმიერი 

4 C (თძ|) სიმრავლე V„-ზომადია და თ..(4) = 0. აქედან კი უშუალოდ 

გამომდინარეობს (თ,ძI-ზე განსაზღვრული ნებისმიერი / ფუნქციის ინტეგრე- 
ბადობა თ. ზომის მიმართ და ]·(·:·კჯ ჯძო =0 ტოლობა. 

[C, ძ]·ზე განსაზღერული ნებისმიერი # ფუნქციისათეის _I·|·:· 4 #ძდი ინტე- 

გრალის არსებობა და ნულთან ტოლობა უშუალოდ მოწმდება რიმან-სტილტი- 

ესის ინტეგრალის განსაზღვრის საფუძველზე. ამით ლემა დამტკიცებულია: C) 

ლემა #.7.4. ვთქვათ, დ არის ზრდადი და შარჯვნიდან უწყვეტი 

ფუნქცია, #ჯC ჩდ([ე„ ხ)), ხოლო # = (თი, ..- თა) არის [ე,ხ] სეგმენტის 

დანაწილება. თუ ყოველი (- 1, დჯ) მონაკვეთისათვის გვაქვს, რომ 

]|(I|·—I.I|·| 6 L((“”·L·—I·==L·]I თღ) 

და 

/ ]!(II:—I,··I···] ძ"14|ი = ]ძდ· 

(C299C=27| (V - 1.%#I 
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მაშინ # C L([C·, ს],!"დ) და 

#ძო#კ = #ჯძი. 
(0,ხ) |თ,ხ|) 

ლემა 16.7.4-ის დამტკიცება ეფუძნება ლებეგისა და რიმან-სტილტიესის 

ინტეგრალების სტანდარტულ თვისებებს. დამატებით საჭიროა გავითვალისწი- 

ნოთ თა((01) = 0 ტოლობა. შევნიშნოთ, რომ ასეთი თვისება დამასასიათებ- 

ელია |0,ხ) მონაკვეთზე მოცემული ნებისმიერი ლებეგ-სტილტიესის ზომისათვის. 

თეორემა %.7.IX-ის დამტკიცება. ნებისმიერი |C,ძ) C (თ,ხ|) ქვესეგმენტი- 

სათვის. რომელზეც / ფუნქცია შემოსაზღვრულია, ვაჩვენოთ, რომ შესრულე- 

ბულია პირობები: 

#I(-თ C L(L(C ძ ია) და / I1 „თ თი =/ #ძVC. 
(C,ძ) IC.ძ) 

შედეგად, 16.7.2-16.7.24 ლემების გათვალისწინებით, თეორემა დამტკიცებული 

იქნება. 

ქვემოთ მოცემული მსჯელობა იყენებს 9.1.1) თეორემის დამტკიცების სქე- 

მას. 

IC,ძ| სეგმენტის დანაწილებების #, = (თ/0,..-,თს26) ( C M) მიმდევ- 
რობა შევარჩიოთ ისეთნაირად, რომ: 

1) XX-,) 320 (X-–>0); 
2) L-ური ეტაპის ყოეელი დანაწილების სეგმენტი წარმოადგენს (#+1)-ე 

ეტაპჰის დანაწილების ორი სეგმენტის გაერთიანებას, 

განვიხილოთ #, დანაწილების შესაბამისი დარბუ-სტილტიესის ჯამები; 

2+ 2” 

თ, = > , MისკI0(=,) – 2(თLკ-1))) 6 = 2 ,თბსკსი(თLკ) – (=Lკ-1), 
4=1 7=1 

სადაც M., არის |-ის სუპრემუმი (C.კ-1,თიკ) სეგმენტზე, ხოლო. თI/.კ 
#-ის ინფიმუმი იგივე სეგმენტზე, რიმან-სტილტიესის ინტეგრალის თვისებების 

ძალით, 

ჯძდ = IIთ § = IIIი CV. 
IC,ძ) -თ #§-<305 

V, და I,, ფუნქციები (C,ძ| მონაკვეთზე განვსაბღეროთ შემდეგნაირად: 

?(I2) = MCკ, 1:(თ) = 7ი#, (2> 6 (- ),2სე), ქ7=1,... , 2-M). 

ადეილი დასანახია, რომ V, C L((თ,ძ),თკ), I: C L((Cძ), თო„) და 

/ ·““(II·I·I@ = ი*, / I#(II·I·I? = C. 

(C.ძ) (C,ძ) 
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თუ გავითვალისწინებთ, რომ #-ური ეტაპის ყოველი დანაწილების სეგმენტი 

წარმოადგენს (# + 1)-ე ეტაპის დანაწილების ორი სეგმენტის გაერთიანე- 

ბას, ადვილად დავრწმუნდებით (I.) მიმდევრობის კლებაღობასა და (V,) 

მიმდევრობის ზრდადობაში· აქვე შევნიშნოთ, რომ 

[ I](I;·(]I(·:·,](“L(MI)] (M C M). 
' IC4ძ 

განვიხილოთ ს და I ფუნქციები, რომლებიც შესაბამისად წარმოადგენენ 

() და (I-) მიმდეგრობების წერტილოვან ზღვარს, ე,ი, V(ჯ) = I·II·" %VL(X) 

და I(ჯ) = I"" I.(ჯ) (« C (C,ძI). # და ( ფუნქციები არიან ზომადი ო;” ზომის 

მიმართ ღა უ··]აყოფიჯებკნ შეფასებებს; 

[I"[]([(/!(:·:I < V < §სჩ/. 
(ყვეI 

მაჟორანტული კრებაღობის შესახებ ლებეგის თეორემის ძალით დავწერთ, 

#Mძდი = I"" §)), = / Vი, =/ Vძიკ, 
(C4) ო (=4 (=4 

#Mძდ = Iთ CI = Iთ / IMIII) =/ 'თოე. 

IC,ძ| L-–% -+% 1(=C4ძ M (C.ძ| M 

/ (« – )ძთ, = 0. 
(C·III 

საიდანაც, ევასცვნით /(2:) = V(I) ტოლობის თითქმის ყველგან შესრულებას 

ი. ზომის მიხედეით., აქედან, თავის მხრივ, თ, ზომის სისრულის საფუძველზე 

გვაქვს, რომ /I(-კ) არის ზომადი თ, ზომის მიხედვით და II(-,ძ) ეკვიეალენ- 

ტურია ჯ; და ! ფუნქციების. ეს უკანასკნელი პირობა კი საშუალებას გვაძლევს 

დავადგინოთ ტოლობა: 

/ ” ეძო, = | /ძღ. 
(:·ძ] [შ·ძ] 

თეორემა დამტკიცებულია. = 

შედეგად, 

შემდეგი დებულება არის თეორემა 16.7.1-ის და თეორემა 16.4.1-ის შე- 

დეგი. 

თეორემა 10.7.2. ვთქვათ, §2 არის ზრდადი და მარჯვნიღან უწყვეტი 

ფუნქცია. თუ #C C([(I,ხ]), მაშინ / C L([“,I)],II·L_·) და 

/ /ძო, = |  /ძ. 
(,ხ| .) 

შესაძლებელია თეორემა 16.7.2-ის დამტკიცება უშუალოდ, თეორემა 16.7.1- 

ის გამოყენების გარეშე. ქვემოთ მოცემულია ასეთი დამტკიცება. 

425



ღამტკიცება· ვთქვათ. (#X) არის [“··II] სეგმენტის დანაწილებათა მიმ- 
დევრობა, ისეთი. რომ L"M X = 0. 

აღეულ 

განეიხილოთ რაიმე I; C M. ჯ0,2),..., დგ იყოს / დანაწილების შემად- 

გენელი წერტილები, /,-თი აღვნიშნოთ ფუნქცია, რომელიც 

!(:L·I), I(·”C2) ..- /·(:უ") 

მნიშვნელობებს ღებულობს შესაბამისად 

[I07I1]I (III·1··2]I I(I"—I]:I"] 

მონაკვეთებზე. ადვილი დასანახია, რომ I/). C ჯL(Iთ, ხ],ოც,) და 

/[· ა I#იძიიკ = #/(თ1)თ–(Iდი, L I)+ 
ი, 

+/ (თი)იი»((დ1, 22)) + ··· + (/(თგ)თ.((=;-1, დი)). 

საიდანაც, თ.ა((01) = 0 ტოლობის გათვალისწინებით, დაეწერთ, 

ჰაძოი#იკ = ·2·/·(1··)"1·;((1::—1·1·!·]) = 

= 2 „#(=,)I(,) – თ(თ;–1)) = თ/,/(M, 6L), (2) 
1=1 

სადაც §,-ს როლში აღებულია («7),...,თ,) თ-ეული, 
უწყვეტობის გამო, # ბორელის აზრით ბომადღი ფუნქციაა, შედეგად, # 

ბზომადია თ. ზომის მიხედვითაც. ამის შემდეგ, /-ის შემოსაზღვრულობის ძა- 

ლით, ვასკვნით, რომ I C #(I(ი,ხ),თ„). ახლა, თუ გავითვალისწინებთ ( /„) 

მიმდევრობის თანაბრად კრებადობას | ფუნქციისაკენ, (2)-ის საფუძეელზე 

მივიღებთ, 

#ძოკ = Iი წჩ,ძი,კ = IMთ თ.».(-, C. =/ 19%. 
(C,ხ) დ 1–-39 (თ,ხ) ი -5ი% !?( ) Iთ .,ხ| 

თეორემა დამტკიცებულია. LI 

ამოცანები 

1. ვთქეათ, თ > 0 და 8 C II. / და V არიან |0,1|)-ზე შემდეგნაირად განსა- 

ზღვრული ფუნქციები; «2(=) = >% (« C |0,11), /(0) = 0 და /(ჯ>) = =” (თ C 
(0,1)). დაამტკიცეთ, რომ | C #?.(I0,1)) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

8 > 90. 
2. ვთქვათ, თ რაიმე ფუნქციაა. აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი / C /?V((ი,ხ!) 

ფუნქცია არის ყ>შემოსაზღვრული. 
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§ 8. რიმან-სტილტიესის აზრით ინტეგრებადობის კრიტერიუმი 

თეორემა #.8.L. ვთქვათ, 72 ·ხრდადი და მარჯვნიდან უწყვეტი ფუნ· 

ქციაა. / ფუნქცია რიმან-სტილტიესის აზრით ინტეგრებადია « ფუნქციის 
მიმართ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ერთდროულად შესრულებულია 

შემდეგი ორი პირობა: 

რ / არის ყ2-შემოსახღვრული; 

« / თითქმის ყველგან უწყვეტია თ, ზომის მიხედვით. 

ლემა M.8.1 ვთქვათ, 2 ზრდადი და მარჯვჩიდან უწყვეტი ფუნქციაა. 
შემოსახღვრული / ფუნქცია რიმან-სტილტიესის ახრით ინტეგრებადია 

დ ფუნქციის მიმართ მამინ და მხოლოდ მაშინ, როცა / თითქმის ყვეელგან 

უწყვეტია თ. ზომის მიხედვით. 

დამტკიცება. ქვემოთ ვისარგებლებთ თეორემა I6.7.1-ის დამტკიცებაში 

გამოყენებული აღნიშენებით და დაყვნებით. ჯ, (X C M) იყოს |ი.ხ) სეგმენტის 

დანაწილება, რომელიც შედგენილია «ჯ0,..., თ,2« წერტილებისაგან, ხოლო 
II იყოს /X (L C M) დანაწილებების შემადგენელი ყეელა წერტილის სი- 
მრაელე, ე.ი. 

II = (2.1:MCM,71=0,...,2-), 
დთ ფუხნქციის წყვეტის წერტილთა სიმრავლე არაუმეტეს თელადია, ამის 

გათვალისწინებით, #, დანაწილებები შეიძლება შევარჩიოთ ისე, რომ «;, 

წერტილებში « იყოს უწყვეტი, 
ი-ს უწყვეტობის ყოველი > წერტილისათვის გვაქვს, რომ თ„((Xჯ1) = 0. 

რის გამოც, შესრულდება თიკაკ(ი) = 0 ტოლობა. 

სამართლიანია შემდეგი დებულება: # ფუნქცია უწყვეტია ჯ C (თი”,L| VII 

წერტილში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა I(7) = #(ჯ). ეს დებულება 

მტკიცდება ზუსტად ისევე, როგორც თეორემა 9.2.1. 

ვთქვათ, | C #?,((ი,ხ)). თეორემა 16.7.1-ის დამტკიცებაში დადგენილია, 
რომ V(ჯ) = I(C) თითქმის ყეელგან (ი,ხ'-ზე თ, ზომის მიხედვით. აქედან 

გამომდინარე, ზემოთ მოცემული დებულების საფუძეელზე ვასკენით / ფუნ- 

ქციის უწყვეტობას |ი,ხ) V IIL სიმრავლის თითქმის ყოველ წერტილმი თ. 

ზომის მისედეით. შედეგად, თ„(II) = 0 პირობის გათვალისწინებით, / ფუხ- 

ქცია უწყვეტი იქნება (თ,ხ) სეგმენტის თითქმის ყოველ წერტილში თ, ბომის 
მიხედვით, ამით აუცილებლობის ნაწილი დადგენილია, 

დავუშვათ, / უწყეეტია თიიქმის ყველგან თ, ზომის მიხედვით. ვაჩვე- 

ნოთ, რომ II"I ), = I"·I·I C. შედეგად, გვექნება შესაძლებლობა ვიპოვოთ 

ღახაწილება რომლის შესაბამის დარბუ-სტილტიესის ზედა და ქვედა ჯამებს 

შორის განსხვავება წინასწარ დასახელებულ რიცხეზე მცირე იქნება. ეს კი, 

როგორც ცნობილია, ნიშნავს ფუნქციის რიმან-სტილტიესის აზრით ინტეგრე- 

ბადობას, აღნიშნული ტოლობის დასადგენად შევნიშნოთ. რომ: 
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1 “ და / ფუნქციები შემოსაზღვრული და აც ზომის მისედვით ზომადია; 

11) ბემოთ მოცემული დებულების ძალით, #(V:) = I(>:) ტოლობა სრულდება 

IC,ხ) V1I სიმრავლის თითქმის ყოველ წერტილში ჯი, ზომის მისედვით, 

თუ გავითვალისწინებთ ILI,(II) = 0 პირობას, დავასკვნით #(2) = I(ჯ) 

ტოლობის შესრულებას (ი,ხ, მონაკვეთის თითქმის ყოველ წერტილში თი 

ზმომის მიხედვით. შედეგად, დავწერთ, 

/ თი = / 'ძო„. 
(თ,ხ| (ი,ხ) 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ, რომ მარცხენა ინტეგრალი ჯ!ს" §), ზღვრის 
0· 

ტოლია, ხოლო მარჯვენა კი - Iი თ, ზღვრისა, მივიღებთ IIი) §),. = III CV 
ა-630-CC L-–+% L-–+05 

ტოლობას. აშით ლემა დამტკიცებულია. 

C9) C |ი,ხ) მონაკვეთის მიდამო ოდოთ ნებისმიერ მონაჰვეთს, რო- აკვე დ ვუწოდ ე ე ყვე 
მელსაც აქეს სახე: (ი – ,თ + 6) რ (ი, ხI. 

ლემა 16.ზ.2. ვთქვათ, -0 ზრდადი ფუნქციაა. მაშინ ნებისმიერი V- 
შემოსახღვრული / ფუნქციისათვის მოიძებნება |თ,ხ) სეგმენტის # = 
(X0, -.-. 6ი) დანაწილება, ისეთი, რომ: 

მ) ყოველ [I#_I,IL·] სეგმენტსე სრულდება ერთ-ერთი შემდეგი ორი 

პირობიდან: 1) C მუდშივია [:L·|·:—1,:L·ს]-ზე; 2) ი არაა მუდმივი [:L·|„·—1,I#]· 

ზსე და / შემოსახღვრულია (9:L- 1, 2-ჯ:| მონაკვეთის გარკვეულ მიდამოში; 

ხ) დ ფუნქცია უწყვეტია ჯ,, წერტილებში. 
დამტკიცება. ბ იყოს დაღებითი რიცსვი (2-შემოსაზღვრულობის განსაზ- 

ღვრებიდან, ე.ი. 

(C,ძ) C |თ,ხ), ძ«ძ– C<ბ, #(ძ) – ««(0) >0) = 15"·5; I#I < დ. (1) 
C, 

იმის გათვალისწინებით, რომ თ ფუნქციის წყვეტის წერტილთა სიმრავლე 

არაუმეტეს თვლადია, ადვილი დასანასია, რომ მოიძებნება |თ,ხ) სეგმენტის 

# = (თი,..., თგ) დანაწილება ტ-ზე ნაჯლები პარამეტრით, რომლის შემადგე- 

ნელ თ წერტილებში თ არის უწყვეტი. 
განვიხილოთ ნებისმიერი Iთ _1, >) მონაკვეთი, რომელზეც « არაა მუდმი- 

ვი. თუ |=, 1. >I მდებარეობს |თ, ხ)-ს შიგნით, მაშინ ის შეგეიძლია მცირედით 

გავზარდოთ |ჯ, ) – 6,> + 6) მონაკვეთამდე, ისე, რომ სიგრძე კელავ ბ-ზე 

ნაკლები დარჩეს. მაშინ, ცხადია, თ არ იქნება მუდმივი (ჯ,. ) – 6, > +6I-ზე და 

შედეგად, (1)-ის ძალით დავასცვნით /-ის შემოსაზღერულობას (; ) – 6, თ + 

6) ინტერვალზე. თუ | 1,»,) არის კიდურა მონაკვეთი, ე.ი. (=_1, დ) = 

Iთ, >1 | ან |თი._1, თ-) = |(თგ-1, 0), მაშინ, ანალოგიური მსჯელობის გამოყენებით, 

დავადგენთ /-ის შემოსაზღვრულობას შესაბამისად (თ, > +C) ან (2:„გ-) – 6,ხ| 

სახის მონაკვეთზე. 
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ლემა. დამტკიცებულია. C 

თეორემა Iნ.8.1-ის დამტკიცება. ვთქვათ, / C I>((ი,ხ)). მაშინ, ლემა 

16.7.1-ის ძალით, ჯ იქნება «-შემოსაზღვრული. გამოვიყენოთ ლემა 16.8.2 და 

ეიპოვოთ #? = (ჯი,...,თ,,) დანაწილება ი) და ხ) თვისებებით, 

(თL-1, §L) სეგმენტს ღავარქვათ პირეელი ტიპის, თუ მასზე სრულდება ი, 

თვისების პირველი პირობა და დავარქვათ მეორე ტიპჰის, თუ მასზე სრულდები 

თ) თვისების მეორე პირობა (იხ, ნახ, 16.2). 

IV ' 
' 
I 
' 

ჩ ძყ C 

8დ
 

ი
.
-
 

ა
ბ
.
-
-
-
-
.
-
–
 

5 ი
+
-
 -
 

ნახ. 16.2. 

თუ ს.- 1,>) არის პირეელი ტიპის სეგმენტი, მაშინ ჯი„((თL- II 7L1) = 0. 

შედეგად, (2+,. 1,4%.) ინტერვალში შემავალი |-ის წყვეტის წერტილები ქმნიან 

ნული ზომის სიმრავლეს თ. ბომის მიხედვით. 

ვთქეათ, |>,. 1, თ,) მეორე ტიპის სეგმენტია, მაშინ ლემა 16.8.1-ის გა- 

მოყენება /IV,. ,, და M2II>. ,.>,) ფუნქციებისათვის. მოგეცემს. საშუალებას 
დაეასკვნათ, რომ / უწყვეტია (X._),>.) ინტერვალის თითქმის ყოველ წერ- 

ტილში თკ ბომის მიხედვით (ე.ი. (>,-),>,) ინტერვალში შემავალი #-ის 

წყეეტის წერტილები ქმნიან ნუელი ზომის სიმრავლეს Iი, ზომის მიხედვით). 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ, რომ II ,((X0,..-,2ა1) = 0, დავასკენით 

#-ის ყველა წყვეტის წერტილის სიმრავლის ნულზომიანობას თ,.-ს მიხედვით. 

ამით აუცილებლობის ნაწილი დამტკიცებულია. 

დავუშვათ, / ფუნქცია არის (2-შემოსაზღვრული და თითქმის ყეელგან 

უწყვეტი თ, გომის მიხედვით. ისევე, როგორც ზემოთ, გამოვიყენოთ ლემა 

16.5.2 ღა ვიპოეოთ #/#? = (ჯი,...,>ე) დანაწილება ი) და ხ) თვისებებით. 
პირველი და მეორე ტიპის სეგმენტები განვსაზღვროთ ზემოთ მოცემულის 

მსგაესად. 

თუ |=,.-),თ>) არის პირველი ტიჰპის სეგმენტი, მაშინ ]·L·:·:_··:L_I #ძდ ინ- 

ტეგრალის არსებობა არის ლემა 16.7.3-ის შედეგი. 
ვთქვათ, თ, 1,>.) არის მეორე ტიპის სეგმენტი, მაშინ II„,_,,,,) და 

დ":ს—].:,··] ფუნქციებისათევის, ლემა I6.8.1-ის გამოყენებით, დავასცენით, რომ 

არსებობს ინტეგრალი ·“M–]·:L·I #ძდღ. 

ამრიგად, ყოველ |:LL 1,XLI სეგმენტბე არსებობს ]·[:,··_·V“; #ძა ინტეგრა- 

ლი, საიდანაც, თეორემა 16.3.3-ის საფუძველზე, მიიღება —1·!".1)] #თVდ ინტეგრა- 

ლის არსებობა, 
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თეორემა დამტკიცებულია. ფ 

შემოსაზღვრული ვარიაციის ნებისმიერ დთ ფუნქციას შეიძლება დავუკავში- 
როთ გარცვეული ლებეგ-სტილტიესის ზომა, ამისათვის უნდა განვისილოთ დთ 

ფუნქციის ვარიაცია ცვლადი ზედა საზღვრით: IV(ჯ) = V>»L(IC, XI). X ზრდადი 
ფუნქციაა, რის გამოც შენიშენა 6.5.2-ში მითითებული წესით ის წარმოქმნის 

ლებეგ-სტილტიესის ): ზომას. ეს უკანასკცნელი ზომა აღვნიშნოთ ჯკ-თი. 

სამართლიანია თეორემა 16.8.1-ის შემდეგი განზოგადება, რომელიც მოგ- 

ვყავს დაუმტკიცებლად. 

თეორემა 16.8.2. ვთქვათ, C60 შემოსახღვრული ვარიაციის ფუნქციაა. / 

ფუნქცია რიმან-სტილტიესის აზრით ინტეგრებადია « ფუნქციის მიმართ 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ერთდროულად შესრულებულია შემდეგი 

ორი პირობა: 

« / არის §-შემოსასღვრული; 

« / თითქმის ყველგან უწყვეტია IV ზომის მიხედვით. 

ამოცანები 

1. ეთქვათ. დC შემოსაზღვრული ვარიაციის ფუნქციაა და „ არის მისი ვარიაცია 

ცვლადი ზედა საზღვრით. აჩვენეთ, რომ / C #V„((თ,ხ)) მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა | C #»,კ((0,ხ)). 

§9. ლებეგის ინტეგრალის წარმოდგენა რიმან-სტილცტიესის 
ინტეგრალის მეშვეობით 

ქვემოთ ვიგულისხმებთ, რომ (X,5,ც) რაიმე ფიქსირებული ზომიანი სივ– 

რცეა. 

შემდეგი თეორემა ლებეგის ინტეგრალს გამოსახაევს განაწილების ფუნქციის 

მიმართ რიმან-სტილტიესის ინტეგრალის მეშეეობით. 

თეორემა .9.L ნებისმიერი # C ს(X)/!) ფუნქციისათვის სამართლი- 

ანია ტოლობა: 

/ |]|ძ#=–·/ ჯL ძXV(L). 
X (0,=) 

თეორემა 16.9.1-ს ჩვენ მივიღებთ შემდეგი უფრო ზოგადი დებულებიდან. 

თეორემა 16.9.2. ვთქვათ, თი (0,C-) –> (0,CC) არის უწყვეტად წარ- 

მოებადი და მკაცრად ზრდადი ფუნქცია, დ(0) =9 და |I._I,[L10 დთდ(ჯ) = C 
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თვისებებით. მაშინ ნებისმიერი / C ი(#)(X, /) ფუნქციისათვის სამარ- 
თლიანია ფოლობა: 

|,90/0%=– /( 90 რჩიი. 
0,% 

ვთქვათ, 4 არის წრფის რაიმე გადაუგვარებელი მონაკჰვეთი, ხოლო 22 - 

მასბე განსაზღვრული მონოტონური და მარჯენიდან უწყეეტი ფუნქცია. ჯ„გ-თი 

აღენიშნოთ (4) ს +(თ,ხ (ი,ხ) C #ს) ნახევარრგოლი, V,-თი აღენიშნოთ 

7გ კლასბე შემდეგნაირად განსაზღვრული ფუნქცია: V,(0) = 0 და V„((0თ.ხ|) 

= ICX(ხ) – C(0ი)| ((თ,ხ) C 4). თეორემა 4.5.3-ის მსგაესად მტკიცდება, რომ 

V. ბრის ზომა. V, ზომის ლებეგისეულ გაგრძელებას ეწოდება ( ფუნქციით 

წარძო·]ძნილი ლ·]ბეგ–სტილტიესის ზომა და ის აღინიშნება თ, ჩანაწერით, 

# C %(L)(X, /) ფუნქციის #/ განაწილების ფუნქცია არის სასრული ყოვე- 

ლი დადებითი 1L-სათვის, ამასთან, ”/ არის კლებადი და მარჯვნიდან უწყეეტი. 

აღნიშნულის საფუძველზე შეიძლება განვიხილოთ თ, ლებეგ-სტილტიესის ბო- 

მა (0,თ0) მონაჯვეთზე, ადეილი დასანახია, რომ ნებისმიერი |ი,ხ) C (0.=%) 

სეგმენტის ქვესიმრაელეებზე იი,,  გომა ემთხვეეა –#L- !|[".ხ] ფუნქციით წარ- 

მოქმნილ ლებეგ-სტილტიესის ზომას. 

ლემა 16.9.1 ვთქვათ, დ I0, X) – I0. C-) არის უწყეეტი და მკაცრად 

ზრღაღი ფუნქცია, (I>(0) = 0 და ,1;"] (I”(]!) = C- თვისებებით, ხოლო 
53C=9 

# არის «(ჯL)(X,/I) კლასის ფუნქცია. მაშინ დ(I/ I)-ის განაწილების 

ფუნქცია / ზომის მიხედვით ტოლია ჯ-ს განაწილების ფუნქციისა ო[···, 

ზომის მიხედვით, ე.ი. 

/I((თ(III) > 1)) = თ,,((8>1)) (>9). 
დამტკიცება. ყოველი დადებითი ხ-სათვის გეაქვს, რომ 

/ 90/)4#> / _ 9070% >9ფჩეტ. 
ჯ 1I#I>ხ) 

შედეგად, ს"|" X#V/(ხ) = 0. აქედან, თავის მხრივ ვღებულობთ, რომ ყოველი 
–2C 

დადებითი «-სათვის, 

თ”,((0,%)) = Iთ თ”,((თ,ბ)) = IIთ (MV(0) – MV(ს)| = #V(0). (1) 
ხ-–+C ხაა 

განვისილოთ ნებისმიერი დადებითი L რიცხვი. რ ფუნქციის თვისებების 

საფუძეელზე ადვილი დასანახია (დ > (| = (დ“!(,),თ) ტოლობის სამარ- 

თლიანობა., საიდანაც, (1)-ის გათეალისწინებით ვღებულობთ, 

თგ((დ >4)) = 6,(6-'C). 8 
მეორე მხრიე გვაქვს. რომ 

/(((V(I#I) > 1)) = MLI/I > დ“ 'C1))) = M/(#“ /()). (8) 
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(2) და (3) ტოლობებიდან ვასკვნით ლემის სამართლიანობას, Iი. 

თეორემა #.9.2-ის დამტკიცება. თეორემა 8.10.1-ის ძალით გვექნება, 

რომ: 

/ . %(I/I)9# = / #((%(I/I) > ())ძიიდ), 
8 

(0,-) 

·/(ი.თ) დ()ძო,, = /(ი.ო) იი,((დ > #1)თიX(#). 

საიდანაც, ლემა 16.9.1-ის გათვალისწინებით, ვღებულობთ, 

/,90/0%-= / _ დრძო. 
უკანასკცნელი ინტეგრალი თეორემა 16.7.1-ის საფუძველზე შემდეგნაირად შე- 

იძლება გარდავქმნათ;: 

/(ი·ო) წ(იძთ,, = მი, ა / , (ეძოც = 

=- M იი = - / 90 ძჩრ. 
(0,ი0) 

9-0, ხ-–ი= Iთ,ხ) 

რითაც თეორემა დამტკიცებულია. 
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დანართი!1 

რიცხვის წარმოდგენა ორობითი წილადის სახით 

I. ორობითი სეგმენტები. |0, 1| სეგმენტი დავყვოთ ორ ტოლ: მარცხენა - 

რტ(0) და მარჯეენა - /##(1), ნაწილაღ. ამ ორი სეგმენტის კლასი აღენიმნოთ 
§), -ით. მეორე ეტაჰზე, თავის მხრივ, /#ტ#(0) დავყოთ ორ ტოლ: მარცხენა - 

#(0,0) და მარჯვენა - 4(0,1) ნაწილად, ხოლო /%(1) – ანალოგიურ 2-(1.0) 

და /#(1,1) ნაწილებად, მიღებული ოთხი სეგმენტის კლასი აღვნიშნოთ §)ე-იი!. 

თუ ამ აგებას უსასრულოდ გავაგრძელებთ, მივიღებთ სეგმენტთა კლასების 

ი = (0ბ(C,...,6ა):6),.-.,6ი =0,1) 

მიმდევრობას, რომელიც ხასიათდება იმით, რომ C0,,,) მიიღება §), კლასის 

ყოეელი #(6),...,6,) სეგმენტის დაყოფით ორ ტოლ: მარცხენა - #(§),..., 
6,0) და მარჯვენა - #(6)....,6გ,1), ნაწილად. 

L]?;I (), კლასის სეგმენტებს - ორობით სეგეენტებს, ხოლო ს (თ C IM) 

კლასის სეგმესტებს - თ-ური რიგის ორობით სეგმენტებს უწოდებენ. 

#ტ(ი,....წგ) ორობითი სეგმენტისს მარცხენა ბოლო აღვნიშნოთ 

თ(61 , -.., 6გ)-ით!. 

დებულება ჭ% ნებისმიერი ორობითი 0(6),-..,ნი) სეგმენტისათვის 

სრელდება ტოლობა თ(6),....ნც) = 2"1–—–1 ჭ!· 

ეს დებულება მარტივად მტკიცდება მათემატიუკური ინდუქციის პრინციპჰით 

»-ის მიმართ, 

II.. ორობითი წილადები. (§გ) მიმდევრობას, რომლის წევრები ღე- 
ბულობენ ნულის ან ერთის ტოლ მნიშენელობებს, ორობითი მიმდევრობა 

ეწოდება. 
შემდგომში ყველა ორობითი მიმდევრობის სიმრავლეს აღენიშნავთ #8-თი, 

8ა-ით (8)-ით) აღვნიშნოთ ყველა იმ ორობითი მიმდევრობის სიმრავლე. 

რომლის ყველა წეერი, დაწყებული გარკეეული ნომრიდან, ნულის ტოლია 
(ერთის ტოლია).



შევნიშნოთ. რომ 8%V%#%) (8VM0) შედგება ყველა იმ ორობითი მიმდევრო- 

ბისაგან, რომლის ნულის ტოლ (ერთის ტოლ) წეერთა რაოდენობა უსასრუ- 

ლოა: ხოლო /3V(#30ითI8L) არის ყველა იმ ორობითი მიმდეერობის სიმრავლე, 

რომლის როგორც ხულის, ასევე ერთის ტოლი წევრების რაოდენობა უსასრუ- 

ლოა. 

მწკრივს 2;··9___1 6ა/2", სადაც (6„გ) ორობითი მიმდევრობაა, ორობითი 

წილადი ეწოდება. 

ვთქვათ, # C 8. 2,ე-, §„/2' ორობით წილადს, რომლისთვისაც LC,,) C 

L ვუწოდოთ #-ცტიპის. 

ვიტყვით, რომ ი; C |0,1) რიცხვი წარმოდგენილია 2;;1 6„/2“ ორო- 

ბითი წილადის სახით· თუ 9§= 22·;1 6·"/2"· 

III. ორობითი სეგმენტების ჩალაგებული მიმდევრობები. (#აგ) მიმდევ- 
რობას ვუწოდოთ ორობითი სეგმენტების ჩალაგებული მიმდევრობა, თუ 

I1 Cა და / 2I1ა+I) (<CIM) 
ორობითი სეგმენტების ჩალაგებულ (/1,ც) მიმდევრობას ვუწოდოთ ჯ C 

I0,11 წერტილისაკენ მოქიმვადი, თუ 2: C /გ ყოველი ჯI-სთვის. ცხადია, 

ასეთ შემთხვევაში გვაქეს, რომ («) = ( 1= 1ი- 

დებ·ელება 2. ვთქვათ, (]··„) ორობითი სეგეენტების მიმდევრობაა· შემ- 

დეგი ორი წინადადება ერთმანეთის ფოლფასია: 

1 (7.») ორობითი სეგმენტების ჩალაგებული მიმდევრობაა; 

2) მოიძებნება ორობითი მიმდევრობა (§თ) ისეთი, რომ 

I = (7/C6I,...,ნ»ა) (# C IM). 

დამტკიცება. ვთქვათ, (/ გ) ორობითი სეგმენტების ჩალაგებული მიმდეე- 

რობაა. აც ოჯახების განსაზღვრის გათვალისწინებით, ადვილი დასანახია, 

რომ 1გ1უ არის I1გ-ის მარცხენა ან მარჯვენა ნასევარი. შედეგად, თუ Lგ = 

4(61, ... ,6·„), მაშინ I„+1 = 4(61, ... 6·„,0) ან ]"+1 = 4(6·1, ...)ა 5» 1) 

აქედან ცხადია, მიიღება 1) = 2) იმპლფაცია. შებრუნებული, 2) => 1) იმპლი- 

კაცია, უშუალოდ გამომდინარეობს C, ოჯახების განმარტებიდან, CI 

დებულება 3. ვთქვათ, ჯ C (0, 1| და (6) ორობითი მიმდევრობაა. 

შემდეგი ორი წინადადება ერთმანეთის ფოლფასია: 

1) 2>= 2 §—2; 
7+=1 

2 1>1 = ი /#·(61,...,6ი). 
11=1 
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დამტკიცება. ყოველი ორობითი (§„) მიმდევრობისთვის და ნატურალური 
#-სთვის გვექნება, რომ 

ი 
CL 1 

ა) 4(6·1·1 |წ") = [ 2ჯ, §2—ს+2—"]; 

2 1+ % -5- 21·—2წ+წ· 
=1 

ა) გამომდინარეობს ღებუღება 1–ღან· ხოლო ბ) არის (2„)-ის ორობითობის 

შედეგი, 
აღნიშნული ორი თანაფარდობიდან უშუალოდ გამომდინარეობს ღასამტკი– 

ცებელი ეკვივალენტობა, = 
ი!/2” სახის რიცხვს, სადაც 7 C M და »1 C 7 ორობითად-რაციონალური 

ეწოდება. თუ რიცხეს არა აქვს აღნიშნული სასე. მაშინ მას ორობითად- 
ირაციონალურს უწოდებენ. 

ყველა ორობითად-რაციონალური რიცხვის სიმრაელე აღენიშნოთ «2ე-ით, 

დებულება #. ვთქვათ, » C (0,1) ორობითად«რაციონალურია და » = 

I)/ 2·7, სადაც I/) კენტია· მამინ არსებობს ·სუსტად ორი .1··საკენ მოჭიმვადი 

ორობითი სეგმენტების ჩალაგებული მიმდევრობა - (4(6|I,...,6»)) და 

(0რVI)I, ..- ში)). ამასთან, ამ მიმდევრობებს აქვთ თვისებები: 

1) 5გ =წი, როცა # <ძ; 

2) 6 = 1 და » =0. როცა » >ი0: 

ვ) ჯ არის 2%(§)...., „6,) სეგმენტის მარჯვენა ბოლო, როცა » > ძ; 

4) ჯ არის #ბ(”),....”ი) სეგმენტის მარცხენა ბოლო, როცა » > ძ. 

დებულება 5. ვთქვათ, > C (0. 1) ორობითად-ირაციონალური რიცხვია. 

მაშინ არსებობს ერთადერთი X-საკენ მოჭიმვადი ორობითი სეგმენტების 

ჩალაგებული (04(6),..-.5ი)) მიმდევრობა. ამასთან, ამ მიმდევრობას 

აქვს (6„) C 13 V(430L)18)) თვისება. 

4 და 5 დებულებების დამტკიცებისათვის საკმარისია შეენიშნოთ სამი რამ: 

ა) ყოველი »-სთვის L C |0,1) წერტილი შეღის »-ური რიგის ერთ ან 

ორ ორობით სეგმენტში. პირველ შემთხვევაში, § სეგმენტის შიგა წერტილია, 

ხოლო შეორე შემთხვევაში, ( წარმოადგენს ო»-ური რიგის ორი მოსაზღერე 

სეგმენტის საერთო ბოლოს: 

ბ) თუ ( 6C (0,1) არის /#ს(=,...,6,„) C 9) სეგმენტის მარჯუენა ბო- 

ლო და /#(ოუ),..., ი) C 5გ სეგმენტის მარცხენა ბოლო, მაშინ ( წერტილი 

არის, აგრეთვე, რს(C),...,6ი,1) C ი აკ)ე სეგმენტის მარჯუენა ბოლო და 

0ხ(2)1, - ..,?I:1) C -,+1 სეგმენტის მარცსენა ბოლო; 
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გ) I0,1) სეგმენტის ორობითად-რაციონალური რიცხვების სიმრავლე ემ- 

თსვევა ორობითი სეგმენტების ბოლოების სიმრავლეს, 

2-5 დებულებების ძალით რიცხვის წარმოდგენები ორობითი წილადის 

სახით აღიწერება ამ წერტილისაკენ მოჭიმვადი ორობითი სეგმენტების მიმ- 

დევრობების მეშვეობით. 

#. რიცხვის წარმოდგენა ორობითი წილადის სახით. ქვემოთ მოცემული 

თეორემები გამომდინარეობენ 2-5 დებულებებიდან, 

თეორემა 1 ყოველ ორობითად-რაციონალურ ჯ C (0,1) რიცხვს აქვს 

სუსტად ორი წარმოდგენა ორობითი წილადის სახით. ამასთან, მათ 

შმშორის ერთი არის ვი·ტიპი·ს, ხოლო მეორე - მ]·ტიპის· 

თეორემა 2?. ყოველ ორობითად-ირაციონალურ ჯ« C (0,1) რიცხვს 

აქვს ერთადერთი წარმოღგენა ორობითი წილაღის სახით. ამასთან, ეს 

წარმოდგენა არის 8 V (90L #) )-ტიპის· 

შენიშვნა L ცხადია, რომ 0 და 1 რიცსვებს აქვთ ერთადერთი წარმოდგენა 

ორობითი წილადის სახით. სასელდობრ, ეს წარმოდგენებია: 2;··;] 20—" და 

სუიოთ შესაბამისად. #II=1 ··)" · 

V. ·მესაბამისობა ორობით მიმდევრობებსა და რიცხვებს შორის. 

თეორემა ვ. შემღეგი ასახვები წარმოადგენენ ბივქციას: 

Cლ 

ი 3 (§,) – 2–;·–3 C I0,1) ოდა; 
#=1 

59 8 

8) 3 (–) - 2 ,ი § (9,1) ი07; 
= 1 

8%V(80V38)) 5 (6,) > 22„ C (0,1) VC02:; 
>X=1 

8 V 388 9(6„)·—>§:;—;6[0·1); 

]3X309(8„)I—)2—6(0,1]. 
7§=1 

თეორემა 3-ის დამტკიცებისათვის დაგვჭირღება შემდეგი წინადადება. 
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დებულება ჩ. ვთქვათ, (6„),(უი) C 8 V/8) ან (6„),(ოი) C 3 V, 
და (6„) # (თი). მაშინ 

C0 - % უ 
იი ( 2 —?6 Mნხ4 

7=1 2 #=1 2 

დამტკიცება. ჯერ განეიხილოთ (§„),(ჩწი) C 8 V 8; შემთსვევა. აღვნიშ- 
ნოთ 

M = თIი(ის C M : 6 X »ი). 

ზბოგადობის შეუბღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ §ჯ = 1 და » = 0. მაშინ თუ 

გავითვალისწინებთ პირობებს: 6, = უგ როცა » < M და (I,) C 88). 

გვექნება, 

2 L 5ი % 

> +ი+ 2 2 2–+—? 89X- 
#X=1 ი=1 "=I№-·–1 ი5=M+1 #M=1 

მეორე შემთსვევაში მსჯელობა ანალოგიურია იმ განსხვავეებით, რომ შეფასების 

დროს უნდა ვისარგებლოთ (§„) C 8 V.,80 პირობით. (8) 

თეორემა 3-ის დამტკიცება. განსახილაეი ასახვები აღენიშნოთ |,-ით ( 
C 1,5), მათი თახმიმდევრობის შესაბამისად, 

#I, #2 და /ვ ასახვების სიურექციულობა გამომდინარეობს 1 და 2 თეო- 

რემებიდან, ხოლო . ინექციურობა - დებულება 6-დან. 

#კ4 და /§ ასახეების ბიექციურობა წარმოადგენს /), #: და /ვ ასახვების 

ბიექციურობის შედეგს. 8 

VI. რიცხვის (»I)-წარმოდგენა. ნებისმიერი „ > 2 ნატურალური რი- 
ცსვეისათვის შეიძლება განვიხილოთ ორობითი წილადების მსგავსი ,,ი1-ობითი“ 

წილადები და მათი მეშვეობით რიცხეის წარმოდგენის საკითხი. ქვემოთ და- 

უმტკიცებლად იქნება მოცემული კიდევ უფრო ზოგადი ხასიათის შედეგები ამ 

მიმართულებით. 

ვთქვათ, (თ,) ერთზე მეტი ნატურალური რისხეების რაიმე მიმდევრობაა, 

მწკრივს 

> 21Mჩ , 

სადაც 1 < წ < თ,გ – 1 და #MI, = #9I)მმი... ი, ეუწოდოთ (#1,) ტიპის 

წილადი. 

(თ,,) ტიპის >,>- , 5/ M წილადს, ვუწოდოთ C |0, 1) რიცხვის (»1,) 

ტიპის წარმოდგენა. თუ ჯ = 2;11 § / Mა. 

მთელ რიცხვთა (§ც) მიმდევრობას ვუწოდოთ (თე) ტიპის მიმდევრობა, 

თუ 1<6წგ < –1 (LCM. 
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ყველა (,) ტიჰის მიმჯევრობის სიმრავლე აღვნიშნოთ 13(7,)-ით. 

L C 8(V,) სიმრავლეში შემავალ მიმდევრობებს ვუწოდოთ #M-ტიპის. 

8ი('ი)-ით აღვნიშნოთ ყველა იმ (თ,,) ტიპის მიმდევრობის სიმრავ- 

ლე, რომლის ყველა წევრი, დაწყებული გარკვეული ნომრიდან, 0-ის ტოლია, 
ხოლო 8) (იე)-ით აღვნიშნოთ ყველა იმ (17,) ტიპის მიმდეერობის სიმრავლე, 

რომლის ყეველა წევრი, დაწყებული გარკვეული ნომრიდან, (ი –1)-ის ტოლია. 

თუ ჯ რიცხვს აქეს »/MI,, სასხე, სადაც » C M და » C X, მაშინ მას 

ვუწოდოთ (თ)-რაციონალური, ხოლო, წინააღმდეგ შემთხვევაში - (ჩი)- 

ირაციონალური. 

ყველა 0ი,,)-რაციონალური რიცსვის სიმრავლე აღვნიშნოთ დც,,)-ით. 

I-3 თეორემების მსგაესად მტკიცდება შემდეგი დებულებები, 

თეორემა #. ყოველ ( ა)-რაციონალურ 2: C (0,1) რიცხვს აქვს 

ზუსტად ორი წარმოდგენა (>»,) ტიპის წილადის სახით. ამასთან, მათ 

შორის ერთი არის ვი(ო„)·ტიპის, ხოლო მეორე - ვ·|(ო„)·ტიპის· 

თეორემა 5. ყოველ (7.)-ირაციონალურ ჯ« C (0, 1) რიცხვს აქვს 
ერთადერთი წარმოდგენა (7",„) ტიპის წილაღის სახით. ამასთან, ეს 

წარმოდგენა არის +# V (130(თ1») L) 131 (ობი))-ტიპის. 

თეორემა წ· შემღეგი ასახვები წარმოაღგენენ ბიექციას: 

Cლ 
(2 

8ი(თბი) 3 (5») -+ 2 ,- 6 I0,1) რCC,); 
#=1 I 

(= თ1 
6. 

8)(ი) 3 (თ) > 2 , /- 6(0,1100V,); 
#L=1 

8 V (8ი(თი) C) 8)(თ»)) 3 (თ) -> 2 ,+ C (0,1) VსC(»,); 
71=1 V 

8% 8)(თა) 5 (–) > 3, ?CIL C I0,1); 
»–=1 » 

C 

6»ი გ 8 V 80(1ი») = (6,,) -> "ჯ #- 5 (0,11. 
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დანართი2 

ზოგიერთი ცნობა მეტრიკული და ნორმირებული 

სივრცეების შესახებ 

I. ეთქეათ, X რაიმე არაცარიელი სიმრაელეა, ძ X XX - :0.«) 
ფუნქციას ეწოღება მანძილი (ეეტრიკა) X სიმრაელეში, თუ ძ ა)მაყოფილებს 

შემდეგ სამ პირობას: 

« ი«(V.V/) = 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ჯ = V: 

თ (I(+,V) = (LV, «) (სიმეტრიულობის პირობა); 

« ძ(ჯ,ყ) < ძ(ჯ, 2) + ძ(2.ყV) (სამ/უთხედის უტოლობა). 

მეტრიკული სივრცე ეწოდება (X,ძ) წყეილს, სადაც X რაიმე არაცა- 

რიელი სიმრავლეა, ხოლო ძ მანძილია X-ში, 

ქვემოთ ვიგულისხმოთ, რომ (X,ძ) რაიმე ფიქსირებული მეტრიკული სიე- 

რცეა. 

ვთქვათ, #:ხ C X და C > 0. ღია ბირთვი და ჩაკეტილი ბირთვი ცენტრით 

«იე წერტილში და რადიუსით §, შესაბამისად, ეწოდებათ სიმრავლეებს: 

83(+Xი,C) = (? : ძ(>,+20) < 6), ,8'70,6!) = (ჯ2 .: ძ(დ,20) < «§). 

39(თ0,5) ბირთეს ჯი წერტილის ნ-ეიდამოს უწოდებენ,. 

ჯ C X წერტილს ეწოდება M C X სიმრავლის შეხების წერტილი, თუ 

ჯ-ის ნებისმიერი =-მიდამო შეიცავს M სიმრავლის ერთ წერტილს მაინც. 

ჯ C X წერტილს ეწოდება MI C X სიმრავლის იხოლირებული წერტი- 

ლი, თუ > C #IL და მოიძებნება »X-ის §-მიდამო, ისეთი, რომ ,8(+,6)CIMI = (1. 

; C X წერტილს ეწოდება M C X სიმრავლის ზღვარითი წერტილი. 

თუ ჯ-ის ნებისმიერი C-მიდამო შეიცაეს MI სიმრავლის წერტილთა უსასრულო 

რაოდენობას. 

სიმრავლის შესების წერტილი ან წარმოადგენს მის იზოლირებულ წერ- 

ტილს, ანაც არის მისი ზღვარითი წერტილი, 

: C X წერტილს ეწოდება # C X სიმრავლის შიგა წერტილი. თუ 

მოიძებნება M:-ის C-მიდამო, რომელიც ჩართულია MI სიმრავლეში,



#I C X სიმრავლეს ეწოდება ჩაკეტილი, თუ M#M/ შეიცავს ყველა თავის 

შესების წერტილს. 

M C X სიმრავლეს გავაერთიახებთ ყველა მისი შესების წერტილის 

სიმრავლესთან, მაშინ მიიღება ჩაკეტილი სიმრავლე, რომელსაც M# სიმრავლის 

ჩაკეტვა ეწოდება. 
#I C X სიმრავლეს ეწოდება ღია, თუ M-ის ყოველი წერტილი არის 

XI-ის შიგა წერტილი, 

M C X სიმრავლეს ეწოდება შემოსახღვრული, თუ მოიძებნება მისი 
შემცველი რაიმე 8(თი,6) ბირთვი, 

MI C X სიმრავლის დიამეტრი განისაზღვრება შემდეგნაირად; ძI2იი M = 

ასი(ძ(თ, ჯ) : >,V C M1). 
X-ის წერტილთა (ჯ„გ) მიმდევრობას ეწოდება კრებადი ჯ C X წერტი- 

ლისაკენ, თუ "11)"20 ძ(=,,>) = 0. ელემენტს, რომლისცენაც კრებადია (თა) 

მიმდევრობა, (ჯგ)-ის ზღვარს უწოდებენ (ჩასაწერი: X -> » (ი –ა -) ან 

,I_[#ი ჯ; = 2). 

" 'მანმილს აქვს უწყვეტობის თვისება: თუ თ, -> თ ღა V. - ყ, მაშინ 
ძ(თი.Vი) -» ძ(>,ჯ). ეს ფაქტი მტკიცდება შემდეგი შეფასების მეშვეობით: 
Iძ(თი.V.) – ძ(>,ყ/)| < ძ(თა, >) + ძ(V,,7). 

სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

« ჯ წერტილი წარმოადგენს M სიმრავლის შესების წერტილს მაშინ 

დღა მხოლოდ მაშინ, როცა მოიძებნება M სიმრავლის წერტილთა 

(2გ) მიმდევრობა, რომელიც კრებადია ჯ წერტილისპაკენ; 

« » წერტილი წარმოადგენს M სიმრავლის ზღვარით წერტილს მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა მოიძებნება / სიმრავლის წყვილ-წყვილად 

განსხვავებულ წერტილთა (:„) მიმდევრობა, რომელიც კრებადია ე; 

წერტილისპყენ; 
.· M სიმრავლე ჩაკეტილია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მისი 

დამატებითი X V M/ სიმრავლე ღიაა; 

« ღია სიმრავლეთა ნებისმიერი ოჯახის გაერთიანება ღია სიმრავლეა; 

« ღია სიმრავლეთა ნებისმიერი სასრული ოჯასის თანაკეეთა ღია სიმ- 

რაელეა; 

« ჩაკეტილ სიმრავლეთა ნებისმიერი ოჯახის თანაკვეთა ჩაკეტილი სიმ- 

რავლეა; 
« ჩაეტილ სიმრავლეთა ნებისმიერი სასრული ოჯასის გაერთიანება 

ჩაკეტილი სიმრავლეა; 

« სიმრავლე შემოსაზღვრულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ. როცა მისი 

დღიამეტრი სასრულია. 
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სიმრავლეთა C კლასს ((C>) ოჯახს) ეწოდება 1/ სიმრავლის ღია და- 

ფარვა, თუ თით':ხიეული C' C §) (თითოეული C) სიმრავლე ღიაა და მათია 

გაერთიანება შეიცაეს #/-ს. 

I C ჯ სიმრავლეს ეწოდება კომპაქტური· თუ მისი ნებისმიერი ღია 

დაფარვიღან გამოიყოფა სასრული ქვედაფარვა (ე.ი, სასრული ქვეკლასი (ქვე- 

ოჯახი), რომელიც დაფარავს VI სიმრაელეს.) 

ადვილი დასანახია, რომ კომპაქტურ სიმრავლეთა სასრული გაერთიანება 

კვლაე კომჰპაქტური სიმრავლეა. 

მათემატი,;ური ანალიზის კურსიდან ცნობილია, რომ 2>" სიერცის 17 

ქეესიმრავლისათვის შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია: 

« MI კომჰაქტურია; 

« MI ჩაეეტილი და შემოსაზღვრელია: 
.ი M/I-ის წერტილთა ნებისმიერი მიმდევრობისაგან გამოიყოფა #I-ის 

რაიმე წერტილისაკენ კრებადი ქვემიმდევრობა, 
მეტრისკული სივრცის /# და ,8 ქეესიმრავლეებს შორის მანძილი განისაგ- 

ღვრება შემდეგი ტოლობით; 

ძ(4,,8) = IიI(ძ(ი,ხ):0 C 4,ხ6C 8). 

ლემა L ვთქვათ, #1,...,#MX» არიან I" სივრცის კომპაქტური და 

წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ქვესიმრავლეები. მაშინ ყოველი #L სიმრავ- 

ლე სხვა დანარჩენი 1··) სიმრავლეების გაერთიანებისაგან დაშორებულია 

დადებითი მანძილით. 

დამტკიცება. დავუშეათ საწინააღმდეგო: რომელიღაც #,, სიმრავლე სხვა 

დანარჩენი #; სიმრავლეების გაერთიანებისაგან დაშორებულია ნულის ტოლი 

მანძილით. მაშინ მოიძებნებიან ჯ„ C ჩI და ყ,, C L]·,. 4 #ე მიმდევრობები, 

ისეთები. რომ ძ(2',Vთ) -> 0 (თ -> «). შემდეგ. თუ გავითვალისწინებთ 
X და L) -» #7 სიმრავლეების კომპაქტურობას, გამოვყოფთ (+ჟ„,) და (V,,) 

ქეემიმდეერობებს, რომლებიც, შესაბამისად, კრებადია რაიმე » C #,, და წ C 

LI,„. ჩე. წერტილებისაკენ. გვექნება, რომ ძ(X,V) = III „ , M(2თ,„,Mთ„) = 
0. აქედან გამომდინარე, ჯ = შ. შედეგად, M ღა 01 2 L; სიმრაელეებს 

აღმოაჩნდათ არაცარიელი თანაკვეთა, რაც ეწინააღმდეგება ლემის პირო- 

ბას. M 

II. ვთქვათ, (X,ძ) ღა (X, ი) რაიმე მეტრიკული «სივრცეებია და მოცე- 
მულია | : X –ს V ასახვა. /-ს ეწოდება უწყვეტი +ი C X წერტილში, თუ 

ნებისმიერი § > 0-სთვის მოიძებნება ბ > 0, ისეთი, რომ 

ძ +ი) <6 => C/(X), /(X)) < «. 
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შევნიშნოთ, რომ უკანასცნელი იმპლიკაცია შემდეგი ჩართვის ტოლფასია: 

#(C(8(ჯი,ბ)) C V (/ (ჯი),6)- 
აქ 3(»,)) და VL(Vყ.») შესაბამისად აღნიშნავენ ღია ბირთეებს (X,ძ) და 

(X”. ი) სივრცეებში, 

(-V, ძ) სივრციდან (X, 0) სივრცეში მოქმედ / ასასეას ეწოდება უწყვეტი, 

თუ ის უწყვეტია ყოველ ჯა C X წერტილში. 

თეორემა 1. ვთქვათ, (X,ძ) და (4, ი) მეტრიკული სივრცეებია. მაშინ 

ნებისეიერი ]· : -3 # ასახვისათვის შემდეგი წინადადებები ეკვივ·)ღ»ენ- 

ტურია: 

ს ჯ უწყვეტია; 
2) (+, ი) სიერცეში ღია ყოველი C C » სიმრავლისათვის მისი 

#I(ფუ) წინასახე ღია სიმრავლეა (X,ძ) სივრცეში. 

დამტკიცება. 1) => 2) იმპლიკაცია: ვთქვათ, C C # ღია სიმრავლეა, 
განვიხილოთ ნებისმიერი ჯც C #“1(C) წერტილი. /(ჯი) C C წერტილი- 

სათვის ვიპოვოთ V (#/(ჯ0),6) მიდამო, რომელიც ჩართულია C-ში. შემდეგ, 

#-ის უწყვეტობის საფუძველზე, ვიპოვოთ ბ > 0, ისეთი, რომ 

ძ(=, 2ი) <0 => 0(/(=2), / (თ0)) < §. 
შედეგად, V”(/(თი),6) C C ჩართვის ძალით, ყოველი :: C 8(7ის),0) წერტი- 

ლისათვის, #(V) C C. აქედან გამომდინხარე, ,8(X0ი,ბ) C #“1(C). ამრიგად, 

# “ 1(C)-ს ნებისმიერი ჯც წერტილი არის მისი შიგა წერტილი. ამით 1) => 2) 

იმპლფაცია დამტკიცებულია. 

2) => 1) იმპლიკაცია: განვიხილოთ ნებისმიერი »ი C X წერტილი. 

2) წინადადების თანახმად, ნებისმიერი მოცემული § > 0-სთვის V (/(ჯ0),6) 

ღია ბირთვის #“ 1(V(/(>0),6)) წინასახე ღია სიმრავლეა, რის გამოც იარ- 
სებებს ,8(თი, ბ) მიდამო, რომელიც ჩართულია #“1(V (# (>0),C)) სიმრავლეში, 

შედეგად, სამართლიანია ჩართვა: 

+#((8(ი,ბ)) C V (/ (ჯი),§). 
ეს კი ნიშნავს /-ის უწყვეტობას დე წერტილში. ამით 1) => 2) იმპლიკაცია 

და მასთან ერთად თეორემა დამტკიცებულია. (M) 

ვთქვათ, (X.ძ) და (8,0) მეტრიოკული სივრცეებია. (#,0)-ს ეწოდება 
(X,ძ)-ს ქვესივრცე, თუ # C X და ი წარმოადგენს ძ მეტრიკის შეზღუდვას 

# X #-ზე. 

თეორემა 2. ვთქვათ, (», 0) არის (X,ძ) მეტრიკული სივრცის ქვესივ- 

რცე. მაშინ ნებისმიერი M/ C # სიმრავლისათვის შემდეგი წინადადებები 

ეკვივალენტურია: 
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ი MI! ღიაა (#,0) სივრცეში; 

2) #/ წარმოდგება C () # სახით, სადაც C არის (X,ძ) სივრცეში 
ღია რაიმე სიმრავლე. 

დამტკიცება. 1) => 2) იმპლიკაცია: ბირთვები (X,ძ) სიერცეში აღვნიშ- 
ნოთ ,8(ჯ,ჯ)-ით, ხოლო (#,0) სიერცეში - V (»,»)-ით, ცხადია, რომ ნების- 
მიერი ჯ C L, წერტილისათვის და » > 0 რიცხვისთვის, 

V (>,7) = 8(V,7) ი #. (1) 

ეთქვათ, M ღია სიმრავლეა (§, 0) სივრცეში, ყოველი ჯ C #I-სთვის ვი- 
ჰოვოთ 6. > 0, რომლისთვისაც VL(>»,6,) C #I. მაშინ გევექნება, რომ 

M = LI.C/V(თ.5-). C-ს როლში ავიღოთ |).C,, 8(=,-) გაერთიანება, 
მაშინ C იქნება ღია სიმრავლე (X,ძ) სივრცეში, ამასთან, (1)-ის გათვალისწი– 

ნებით გეექნება, რომ Cრ#; = #I. ამით 1) = 2) იმპლიჯაცია დამტკიცებულია. 

2) =>1) იმჰლიკაცია: ვთქვათ, MI = Cი #. სადაც C არის (X.ძ) 

სივრცეში ღია რაიმე სიმრავლე, განვიხილოთ ნებისმიერი :: C #/ წერტილი. 

მაშინ, V/ C C ჩართვის გამო, მოიძებნება §„ > 0, რომლისთვისაც ,8(X,6C,) C 

C. საიდანაც, (1) ტოლობის გათვალისწინებით, გვექნება, რომ 

V (+,C„) = 8(X,§5.) ი) ნ, C Cი წ = II. 

ამრიგად, L არის #I-ის შიგა წერტილი (#, ) სივრცეში. ამით 2) => 1) 

იმპლიკაცია და მასთან ერთად თეორემა დამტკიცებულია. C) 

III. I C X სიმრავლეს ეწოდება მკვრივი C X სიმრავლეში, თუ 
#ხ-ს ყოველი წერტილი წარმოადგენს #I სიმრავლის შეხების წერტილს, 

M C X სიმრავლეს ეწოდება ყველგან მკვრივი, თუ #VI მჯვრივია მთელ 

სივრცეში (ე.ი. X-ში). 

M C X სიმრავლეს ეწოდება არსად მკვრივი, თუ ნებისმიერი 8(+,§) 
ბირთვისათვის მოიძებნება ,8(ყ,ტ#) ბირთეი, ისეთი, რომ ,8(ყ,ბ) C 18(X,§) 

და ,3(V,0) ) MI = V. 

(»”„) მიმდეერობას ეწოდება ფუნდამენტური, თუ ნებისმიერი § > 0-სთვის 

მოიძებნება M C M,. ისეთი, რომ ძ(ჯგ,ჯ„) < § ყოველთვის როცა »,»! > V. 

(X.ძ) სიერცეს ეწოდება სრული, თუ მის წერტილთა ყოველ ფუნდა- 
მენტურ მიმდევრობას აქევს ზღეარი, 

ლემა 2. თუ ფუნდამენტური (“გ) მიმდევრობის რაიმე ქვემიმდევრობა 

კრებადია, მაშინ კრებადია (ჯი) მიმდევრობაც. 

დამტკიცება. დავუშვათ, #!··"ჰი 2,, = . განვიხილოთ ნებისმიერი « > 0 

და მისთვის ვიპოვოთ ჯ) და ჯე ინდექსები, ისეთები, რომ ძ(ჯგ, ჯ,, ) < 6/2, 

როცა 1!, I > ჯ) და ძ(C,,..+X) < 6/2. როცა (: > ჯი. 
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ჯ ავიღლოთ ი19X(),1-X)-ის ტოლი, განეისილოთ ნებისმიერი 1) > ჯ9 ინღექსი, 

გვექნება, რომ: » > ჯ), 1ი > ში,) > 01 და ჯ > 12. რის საფუძველზეც დავწერთ, 

ი(2გ, თ) < ძ(Mა, ',„) + ძ(ი:;,, ) < § + § = 6. 

ამით ლემა დამტკიცებულია, C) 

(X,ძ) სივრცეს ეწოდება სეპარაბელური, თუ მასში მოიძებნება არა- 

უმეტეს თვლადი ყველგან შვრივი ქვესიმრავლე. 

ლემა 3. თუ მეტრიკული სივრცე სეპარაბელურია, მაშინ მისი ნების- 

მიერი ქვესივრცე სეპარაბელურია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, M არის არაუმეტეს თვლადი ყველგან მყვრიევი 
ქვესიმრავლე განსახილავ (X,ძ) მეტრიკულ სიერცეში. დავუშვათ, # C X 
რაიმე არაცარიელი სიმრავლეა. ავაგოთ არაუმეტეს თვლადი M C L ქვესიმ- 

რავლე, რომელიც მკვრივია #-ში, ამით ლემა დამტკიცებული იყნება, 

ვთქვათ, » C M. განეისილოთ „8(თ, 1/») (ჯ« C M!,) ბირთვები. M/-ის ყველ– 
გან მჯკვრივობის გამო, ეს ბირთეები დაფარავენ მთელ სიერცეს, და შედეგად, 

L სიმრავლეს. 8(ჯ,1/ი) ი # # 0 პირობის დამაკმმაყოფილებელი ყოველი 

7 C MI წერტილისათვის ავარჩიოთ რაიმე V, ელემენტი 13(თ,1/») ი) # სიმ- 
რავლიდან. სMე-ით აღვნიშნოთ ყეელა ასეთი ), წერტილისაგან შედგენილი 

სიმრაელე, ადეილი შესამოწმებელია, რომ M, არის #-ს არაუმეტეს თელადი 

ქვესიმრავლე და L-ს ნებისმიერი წერტილისათვის მოიძებნება მისგან 2/»თ-ზე 

ნაკლები მანძილით დაშორებული წერტილი #I, სიმრავლიდან, 

Mა: (» C M) სიმრავლეების თვისებებიდან გამომდინარე, ცხაღია, რომ 

M 1 9ი გაერთიანება, ლემა 
7ხ= 

დამტკიცებულია. C) 
საძიებელი #-ის როლში შეიძლება ავიღოთ L | 

IV. წრფივი (ან კიდევ, ვექტორული) სივრცე ეწოდება სამეულს (X, +, ·). 

სადაც L რაიმე არაცარიელი სიმრავლეა, + არის შეკრების ოპერაცია L- 

ში, ხოლო კი არის #L-ის ელემენტების რიცხეზე (სცკალარზე) გამრაელების 

ოპერაცია, რომელთაც აქეთ თვისებები: 

1.1) «2<+V/=7V/+ 2 (კომუტაციურობა); 

1.2) > + (/ + 2) = (7+7) + 2 (ასოციაციურობა); 
1.3) არსებობს 0 C L ელემენტი, ისეთი, რომ ჯ + 0 = ე; ყოველი ჯ C L- 

სთვის (ნულოვანი ელემენტის არსებობა); 

1.4) ყოველი ჯ C L ელემენტისათვის არსებობს ჭწ C # ელემენტი, ისეთი, 

რომ ჯ + ჯწ = 0 (მოპირდაპირე ელემენტის არსებობა): 

2.L) C(/3>) = (თ/8)»; 

2.2) 1:ე;=7; 

2.3) (თ + 8)ჯ = თჯ + /82; 
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2.4) C(> + 7/) = ი» + ჩყ. 

წრფივ სივრცეს უწოდებენ ნამდვილს ან კომპლექსურს იმის მიხედვით, 
გამრავლების ოპერაცია განიხილება ნამდვილი თუ კომპლექსური Iცალარების 

მიმართ, 

სიმოკლისათვის წრფივ სივრცეს #-ით აღნიშნავენ, 

M C L ქვესიმრავლეს ეწოდება #-ის ქვესივრცე, თუ M ჩაკეტილია 

შეკრებისა ღა სკალარზე გამრავლების ოპერაციების მიმართ, ე.ი, ნებისმიერი 

ჯ,V C M ელემენტებისათვის და ნებისმეირი Cთ სკალარისათეის; ჯ + ყ C M 

ღა ითჯ C M1. 

ვთქვათ, L წრფივი სივრცეა, ხოლო #I არის მისი რაიმე ქვესივრცე. შე- 

მოეიღოთ შემდეგი სახის ეკეიეალენტობის მიმართება L სივრცეში: »,ყ C L 

ელემენტებს ვეუწოდოთ ეკვივალენტური, თუ » – ) C M/. წარმოქმნილი ეკ- 

ვივალენტობის კლასების (რომელთაც #VI ქვესიერცის მიხედვით მოსაბღვრე 

კლასები ეწოდებათ) სიმრავლე აღენიშნოთ / M ჩანაწერით, #/ VI/-ში შეკრე- 

ბისა დღა სკალარზე გამრავლების ოპერაციები განესაზღვროთ შემდეგნაირად: 

§«) და § მოსაზღვრე კლასებისათვის ავირჩიოთ ჯ) C §) და ჯი C წე ელე- 

მენტები ღა C, + 6ა განესაზღვროთ, როგორც ») + ჯე ელემენტის შემცველი 

მოსაზღვრე კლასი; თ სკალარისა და § მოსაზღერე კლასისათვის ავირჩიოთ 

ჯ C § ელემენტი და ი6 განესაზღვროთ, როგორც თ+»X ელემენტის შემცველი 

მოსაზღვრე კლასი. ჩ/M/ სიმრავლეს, აღჭურეილს ასეთი შეკრებისა და Lსცა- 

ლარზე გამრავლების ოპერაციებით, უწოდებენ L-ის ფაქტორ-სივრცეს M 

ქვესივრცის მიეართ. 

წრფივ სივრცეზე განსაზღვრულ ფუნქციას ფუნქციონალს უწოდებენ. 

ორ წრფივ სივრცეს შორის მოქმედ ასახვეას ოპერატორს უწოდებენ, 

4 ოპერატორს ეწოდება წრფივი, თუ ის ადიციური და ერთგვაროვანია, 

ე.ი. აკმმაყოფილებს ტოლობებს: .4(2> + ყ) = #M(ჯ) + 4(V) და /4(C+) = Cთ1(5). 

ვთქვათ, # რაიმე წრფივი სივრცეა ნამდვილ ან კომპლექსურ სკალართა 

ველის მიმართ. | :II : # –+ |0. C) ფუნქციონალს ეწოდება ნორმა , სიერცეში, 

თუ ის აკმაყოფილებს შემდეგ სამ პირობას: 

« | ჯII = 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ჯ = 0; 

« I0XI = IთI II=I: 
« I2+VI < I>I +IMI- 

ნორმირებული სივრცე ეწოდება (M,I) (I) წყვილს, სადაც X რაიმე 

წრფივი სივრცეა. ხოლო | · |, ნორმაა #-ში. 

ყოველი ნორმა ბუნებრივად ბადებს მანძილს განსახილავ # სივრცეში. 

კერძოდ, თ(თ, /) = II: – /I)I ტოლობით განსაზღვრული ძ ფუნქცია არის მან- 

ძილი #-ში. შედეგად. ნორმირებულ სივრცეს შეიძლება შევსედოთ, როგორც 
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მეტრიკულ სივრცეს და მასზე გადავიტანოთ მეტრიკულ სიერცეებთან დაკაეში- 

რებული ყველა ცნება (სისრულე, სეპარაბელურობა და ა.შ.). 

სრულ ნორმირებულ სივრცეებს ბანახის სივრცეებს უწოდებენ. 
ბანახის სივრცეთა ერთ-ერთი ყველაზე ცნობილი მაგალითია IL0V,ხ| სეგმენ– 

ტზე განსაზღვრული ყველა უწყვეტი ფუნქციის CX(C",ხ)) სივრცე. ამ სივრცეში 
ალგებრული ოპერაციების როლში აიღება ფუნქციათა შეკრებისა და ფუნქციის 

სკალარზე გამრავლების ბუნებრივი ოპერაციები, ხოლო ნორმა განისაზღვრება 

შემდეგნაირად: I|I#II = სომX, I#(ჯ)I. 
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თ-ალგებრების ბორელისეული 

ნამრავლი 205 

თ-ალგებრების ლებეგისეული 

ნამრავლი 203, 226 

თ-რგოლი 38 

თ-შემოსაზღვრული ზომიანი 

სიერცე 211 

თ-შემოსაზღვრული სიმრავლის 

ფუნქცია 50 

სიმუვრივის ბაბისი 369 

სიმკვრივის წერტილი 266, 358 

სიმრავლეთა კლასი 5



სიმრავლეთა მიმდევრობის ზეღა 
გღვარი 58 

სიმრავლეთა მიმდევრობის 

ზღვარი 59 

სიმრავლეთა მიმდევრობის ქეედა 

გღეარი 58 

სიმრავლეთა ოჯახი 5 

სიმრავლეთა ოჯახის გაერთიანება 

5 
სიმრაელეთა ოჯახის თანა)ვეთა 5 

სიმრავლეთა ოჯახის სიმძლავრე 

5 
სიმრავლეთა ოჯახის წევრთაგან 

შეღგენილი კლასი § 

სიმრავლის დიამეტრი 44ი 

სიმრავლის V კვეთა 202 
სიმრავლის #., კეეთა 202 

სიმრავლის მახასიათებელი 

ფუნქცია 122 

სიმძლაერე 2 
სინგულარული ლებეგ-სტილტიესის 

ზომა ვ3-I1 

სინგელარული ფუნქცია 333 
სრული ეარიაცია 285 

სრული ზომა 80 

სრული ბომიანი სიერცე 208 

სრული მეტროული სიერცე 413 

სრულყოფილი სიმრავლე 25 

სუსტი (1,1) ტიპი 264 

სუსტი ტიპის უტოლობა 262 

ტონელის თეორემა 211,219, 228 

ტონელის თვისება 210,219, 228 

ტრანსცენდენტელი რიცხეი 13 

უბან-უბან მუდმივი ფუნქცია 325 
უწყვეტი ასასვა 412 

უწყვეტი ლებეგ-სტილტიესის ზომა 

341 

უწყვეტი მუსტი 395 

ფატუს თეორემა 158 

ფაქტორ-სივრცე 445 

ფინიტური ფუნქცია 249 
ყ-შემოსაბღვრული ფუჩქცია 492 
ფ. რისის თეორემა 140 

ფუბინის თეისება 211, 219, 228 

ფუბინის თეორემა 211, 219, 298 

ფუბინის თეორემა მწკრივის 

გაწარმოების შესახებ 329 

ფუნდამენტური მიმდევრობა 143 
ფუნქციათა ზრდღადი მიმდეერობა 

151 
ფუნქციების ნახვევი 223 
ფუნქციის არსებითი ბედა 

საზღვარი 248 
ფუნქციის განბოგადებული 

პირველყოფილი 1858 

ფუნქციის /V კეეთა 210 

ფუნქციის / კვეთა 210 
ფუნქციის ნაზრდი მონაკვეთზე 66 

ფუნქციის პირეელყოფილი 188 
ფუნქციის რიმანის ინტეგრალი 

184 
ფუნქციის საყრდენი 211 

ფუნქციის შერეული ნაზრღი 

მონაჰვეთზე 67 

ქეემოდან უწყვეტი სიმრაელის 

ფუნქცია 56 

ღია ბირთეი 439 

ღია სიმრავლე 410 

ყველგან მკერივი სიმრავლე 113 

შემადგენელი ინტერეალი 21 

შემოსაზღვრული ვარიაციის 

ფუნქცია 285 
შემოსაზღვრული ეარიაციის 

ფუნქციის აბსოლუტურად 

უწყეეტი კომპოსენტი 333 

453



შემოსაზღვრული ვარიაციის 

ფუნქციის ლებეგის დაშლა 

334 
შემოსაზღვრული ვარიაციის 

ფუნქციის ნახტომთა ფუნქცია 

331 
შემოსაზღერული ვარიაციის 

ფუნქციის ჟორდანის დაშლა 

290 
შემოსაზღვრული ვარიაციის 

ფუნქციის სინგულარული 
კომპონენტი 333 

შემოსაზღვრული ზომიანი სივრცე 

211 
შემოსაზღვრული მოარშიების 

თვისება 353 

შემოსაზღერული სიმრავლე 440 

შემოსაზღვრული სიმრავლის 

ფუნქცია 50 
შეხების წერტილი 439 

შიგა მოცულობა 101 

შიგა წერტილი 439 

შიგნიდან რეგულარული კვაზიზომა 

64 
შუალედური სიმძლაერის შესახებ 

თეორემა 10 

ჩაკეტილი ბირთვი 439 

ჩაკეტილი სიმრავლე 440 

ჩებიშევის უტოლობა 168 

ცენტრირებული ბაზისი 375 

ძვრის მიმართ ინვარიანტული 

ბაზისი 369 

ძლიერად დიფერენცირება 360 

ძლიერი (1,1) ტიპი 264 

წაკვეთილი მაქსიმალური 

ოპერატორი 350 

454 

წარმოქმნილი რგოლი (ალგებრა, 

ძ-რგოლი, თ-ალგებრა, 

მონოტონური კლასი) 43 

წერტილოვნად კრებაღი 
ფუნქციათა მიმდევრობა 131 

წირი 314 

წირის ბუსებრივი პარამეტრიზაცია 

322 
წირის კვალი 314 

წირის სიგრძე 316 

წრფევადი წირი 316 
წრფივი (ვექტორული) სივრცე 444 
წრფივი სიმრავლე 23 
წრფივი ოპერატორი 445 

ჯამებადი ფუნქციის ლებეგის 

განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

171 

ჰანის დაშლა 378 
ჰარდი-ლიტლვუდის მაქსიმალური 

ოპერატორი 262 

პარღი-ლიტლვუდის მაქსიმალური 

ფუნქცია 262 

ჰაუსდორფის განზომილება 118 

ჰაუსდორფის ძ-განზომილებიანი 

გარე ზიიმა 117 

ჰაუსდორფის ძ-განზომილებიანი 

ზომა 117 

IM-დაშლა 37 
პელდერის უტოლობა 232 

ჰელის თეორემა 415 

ჰომოთეტიის მიმართ 

ინვარიასტული ბაზისი 367
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