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რებული ამოცანები შეზღუდავდა კომპლექსურ რიც- 

ხვთა გამოყენების არეალს. 

6



წიგნში განხილული საკითხებისადმი მეთოდური 

მიდგომები ეყრდნობა ავტორების უმაღლეს და საშუა- 

ლო სკოლებში ხანგრძლივი მუშაობის მანძილზე დაგ- 

როვილ პედაგოგიურ გამოცდილებას. 

სიამოვნებით მივიღებთ განსხვავებულ მოსაზრე- 

ბებს, წინადადებებს, შენიშვნებს და საქმიან კრიტიკას, 

რასაც გავითველისწინებთ მომდევნო გამოცემებში. 

ველით გამოხმაურებებს მისამართზე: 

თ10Lწ81.ხ06Lძ711150 V111C00 0 211.LL 

გიორგი ბერძულიშვილი 

გიორგი ბრეგაშე 

ქუთაისი. 2018 წელი



იყე. ოსს –––-_·-CდCდსი ..- 3 

I თავი 

კომპლექსური რიცხვების გამოყენება 

პლანიმეტრიაში და მათი სწავლების 

მეთოდიკური თავისებურებები 

§1.1.კომპლექსური რიცხვები. კომპლექსური რიცხვთა 

ს““აეუვლვეოო––.–_-_-_-_-_-__________ _-_ 12 

§1.2.მოქმედებები კომპლექსურ რიცხვებზე .............. 16 

§1.3.კომპლექსური რიცხვების გეომეტრიული ინტერ- 

საყჟაალღლუუუუო–უ–უკა_-___-_-_-_____-_-__-_ 21 

§1.4.კომპლექსური რიცხვის მოდული. კომპლექსური 

რიცხვის არგუმენტი ...........აააეიიოოოონხნნონოოოოოროოონნოონოოონოე 25 

§1.5.კომპლექსური რიცხვის ტრიგონომეტრიული ფო- 

რმა.მუავრის ფორმულა... ......აქ2ოოონნნოოოხნხოოონნონნნნოონოონონორი 31 

§1.6.კომპლექსური რიცხვის მაჩვენებლიანი ფორმა. 

ყვმყძუკს ესლი სააასეეუალლდვლვე–_–_–_+ლ+3ლღ3ღ·ღ·ლ..___. 34 

§1.7.ფესვი კომპლექსური რიცხვიდან ............-თეა,აე. 37 

§1.8.ვომპლექსურ სიბრტყეზე ორ წერტილს შორის მან- 

ძილი. ორ წრფეს შორის კუთხე ..........ქა,აონოონნოოოოონოოო 38 

§1.9.-წრფის განტოლება კომპლეესურ სიბრტყეზე. 

წრფის კომპლექსური კუთხური კოეფიციენტი .......... 41 

81.10. კომპლექსურ სიბრტყეზე იძ>2+ხ2+0=0 განტო- 

ლების გეომეტრიული აზრი.........აააეიოონოონნნნმომომნონოოე 44 

§1.11.წრფის დაყვანილი განტოლება............აააოოოოოოობ 50 

§1.12.ორ წრფეს შორის კუთხე............ა.ააოონნნონნოხნნოოონოოოენი 52



8§1.13.ორი წრფის პარალელურობის და პერპენდიკუ- 

ლარობის კრიტერიუმებოთ........აააოიონნონნნნოონოონონოოოონონ ოი 53 

§1.14.მანძილი წერტილიდან წრფემდე............ ა.ა... აააა 55 

§1.15. პითაგორას თეორემა.......... აიიი ნოოონნნნონნოოონონოოოთი 65 

§1.16. კოსინუსების თეორემა............ ააა ნნნინნინნნნონნოითოი 66 

§1.17. სინუსების თეორემა............ თამ ინნონნონნნონონოონონონ თაა 68 

§1.18.წრეწირის განტოლება კომპლექსურ სიბრტყეზე. 

ოთხი წერტილის ორმაგი ფარდობა ...........აეთოომონნოოოეაი 70 

§1.19.22+ი2+ხ2+-ი-=0 განტოლების გეომეტრიული 

---დ-_-_--“-““” 76 

§81.20.სამ წერტილზე გამავალი წრეწირის განტოლე- 

ზაააააააოიოოოოოონონონოონნნნნნნნნნნნნნნრნნნნნმნნმნმნნნმმმნმნნნმნნნონნმნნნოონნოეი 79 

81.21. ორთოგონალური წრეწირები..............-აიოონოონეეეს 80 

§1.22 წრეწირის მკვეთი ორი წრფის გადაკვეთის 

საერთო წერტილის აფიესის პოვნა............ ა.ა /ონეოოეოეა 88 

§1.23. წრეწირის ორ სხვადასხვა წერტილში გავლებუ- 

ლი მხებების გადაკვეთის წერტილის აფიქსის პოვ- 

––__________ 90 

§1.24. წერტილის წრფეზე ორთოგონალური გეგმილის 

აფიქსის გამოთვლა... ოოოოონნონნნოონხნნნოონონნოონონოოოოონოო ბოი 91 

§1.25. პარმონიული ოთხკუთხედი..........ქქეოქოოეონოოონეი 93 

§1.26.ვექტორები კომპლექსურ სიბრტყეზე............... 100 

§1.27.კომპლექსურ სიბრტყეზე ვექტორების კოლინე- 

არულობის და მართობულობის პირობები.............:. 102 

8§1.28.მონაკვეთის გაყოფა /# ფარდობით...............ა.ა 107 

81.29. სამკუთხედების მსგავსება და ტოლობა.......... 118 

§1.30. წესიერი სამკუთხედის არსებობის კრიტერიუ- 

––-–-––– M94!M““---___-____-_-__--__-__-_____– 130



81.31. წესიერი M#-კუთხედის გვერდებისა და დიაგო- 

წალების გამოთვლა........... ააა ონნონნმნნნნნნნნნნნოონოონნონოოიი 137 

81.32. კომპლექსურ რიცხვთა გამოყენება გეომეტრიის 

ზოგიერთი თეორემის დამტკიცებისას..................... 148 

§1.33. შვარცის სიმაღლითი სამკუთხედი................. 161 

§1.34.გეომეტრიული გარდაქმნები...............აა1ქე8ააე 168 

§1.35.კომპლექსური რიცხვების გამოყენება ანალიზურ 

გეომეტრიაში. ორიენტაციის ცნება.......... ააა ააოოოეეოაეეი 192 

§1.36.ორიენტირებული ფიგურის ფართობი კომპლეე- 

ასIII-ი0ძ0ძ”ძ00/””ძ/”/”/”/”ძ/ძრძ/”ძ0/ძრწძ“/რრგე” 201 

§1.37. ოთხკუთხედის ელემენტებს შორის ზოგიერთი 

მეტრული თანაფარდობის დადგენა კომპლექსური 

რიცხვების გამოყენებით.............2აქონომნოონნონონნნნმოტტონოოეე 204 

ა“ სყეეელლღდღუ-ო–––უ–უ––––_-_____-__ 210 

§1.39.წრფეების და წრეწირების სახეები ინვერსიის 

აალლლლლღუ+>–-C--.-_-_-_-________-_- 214 

§1.40. ინვერსიის კონფორმულობრის თვისება.......... 218 

§1.41.პლანიმეტრიული ამოცანების ამოხსნა კომპლე- 

ქსური რიცხვების გამოყენებით........... ა. ეეოოოონოოოოოოობი 225 

II თავი 

კვატერნიონების გამოყენება სტერეომეტრიის 

ხოგიერთი საკითხის შესწავლისას და მათი 

სწავლეზის მეთოდიკური თავისებურებები 

§2.1.კვატერნიონები. მოქმედებები კვატერნიონებზე. 

კვატერნიონის მოდული.........ა-აეოოოოონონონონნოონონონოოონოოოი 271 

10



§2.2. სკალარული და ვექტორული ნამრავლის შემო- 

ღების ერთი ხერხის შესახებ.............აათანონეონონოოო ოოო 278 

§2.3.მობრუნება სივრცეში ......., აია თოოონოონოონმნნონმოოოოია 284 

§2.4.მობრუნებათა კომპოზიცია სივრცეში................ 288 

მეთოდური რეკომენდაციები მასწავლებლებს.......... 291 

გამოყენებული ლიტერატურა.......,.....ა/ოოონნნმნნმმნოოოოოეიი 301 

11



LI თავი 

კომპლექსური რიცხვების გამოყენება 

პლანიმეტრიაში და მათი სწავლების მეთოდიკური 

თავისებურეზები 

§1.1. კომპლექსური რიცხვები. კომპლექსურ 

რიცხვთა ალგებრული ფორმა 

საშუალო სკოლის მათემატიკის კურსში გათვალის– 

წინებული არ არის მოსწავლეებისათვის კომპლექსური 

რიცხვების შესწავლა. საკითხის აქტუალობის გამო 

მათი გაცნობა უნდა მოხდეს კლასგარეშე მუშაობაზე, 

ეს შეიძლება იყოს ფაკულტატიური ან მათემატიკის 

საგნობრივი წრის მეცადინეობა. ამიტომ პირველი 

კლასგარეშე მუშაობა უნდა დავიწყოთ კომპლექსური 

რიცხვების გაცნობით. მოსწავლეებს უნდა შევახსენოთ, 

რომ წამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში ყოველთვის 

სრულდება შეკრების, გამოკლების, გამრავლების, 

არანულოვან რიცხვზე გაყოფის ოპერაციები და მთელ 

დადებით ხარისხში ახარისხების ოპერაცია. რაც 

შეეხება ახარისხების შებრუნებულ ოპერაციას–ამო–- 

ფესვას, ის ყოველთვის არ არის შესაძლებელი. მაგა– 

ლითად, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში არ არსებობს 

V-I, რადგან არც ერთი ნამდვილი რიცხვის კვადრატი 

არ არის –-1–ის ტოლი. ამ მიზეზით ნამდვილ რიცხვთა 

IL სიმრავლეში ამონახსნი არ გააჩნია ისეთ უმარტივეს 

განტოლებას, როგორიცაა Xჯ? +1=0. 

მოვახდინოთ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ისე 

გაფართოება, რომ რიცხვთა ახალ სიმრავლეში ყოველ- 
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თვის არსებობდეს ყი, სადაც M#CM და »>2,ძC7# ან ძ 

არ წარმოადგენს წამდვილ რიცხვს, მაგრამ ეკუთვნის 

იმ რიცხვთა ახალ სისტემას, რომლითაც განხორციელ– 

დება L სიმრავლის გაფართოება. ამ ამოცანის გადა–- 

წყვეტისათვის შემოგვაქვს კომპლექსური რიცხვის ცნე– 

ბა. 

განსაზღვრება. + და 7 ნამდვილ რიცხვთა დალაგე- 

ბული (»,») წყვილების სიმრავლეს ეწოდება კომპლექ- 
სურ რიცხვთა სიმრავლე, ხოლო მის ელემენტებს კომ- 

პლექსური რიცხვები, თე ტოლობის, ჯამის, ნწამრავ– 

ლის ცნებები განსაზღვრულია შემდეგნაირად: 

1. ორი (ი,#,) და (X,;)კომპლექსური რიცხვი ტო- 

ლია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

X =Xე /MXV, = X. 

2. (M,»,)+(%,X,) =(% +%,X», +X), 

3. (X,X)'(%.X,) = (XX, – »,2»,X»; + »%): 

(»,X7) კომპლექსური რიცხვი აღვწიშწნოთ 7; ასოთი: 

2 =(X,X). 

X და ) რიცხვებს 2 კომპლექსური რიცხვის კომპო- 

ნენტები ეწოდება. X-ს ეწოდება (X,») კომპლექსური 

რიცხვის წამდვილი ნაწილი და ის აღინიშნება ILხ62=Xჯ 

სიმბოლოთი, ხოლო X–ს ეწოდება (XX) კომპლექსური 

რიცხვის წარმოსახვითი ნაწილი და აღნიშნავენ სიმბო- 

ლოთი Iთო2 =X. 
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კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეს აღნიშნავენ C 

ასოთი. რადგან კომპლექსური რიცხვების შეკრება და 

გამრავლება განსაზღვრულია ნამდვილ რიცხვებზე 

მოქმედებებით, ამიტომ კომპლექსურ რიცხვებზე შეკ– 

რებისა და გამრავლების ოპერაციები ექვემდებარებიან 

არითმეტიკის პირითად კანონებს. 

ე.ი. V2,,2:, 2 CC რიცხვისათვის 

1. 2+2ე =2)ე +2,; 

2. (2,+2,)+2, = 2, +(2; +2); 

ვ. 2:12: = 2: '23 

· (2, +2,)“2, = 22 + 2:23 - 

2=(X,7») კომპლექსურს რიცხვს ეწოდება წარმოსახ- 

ვითი, თუ X=0 და »X»0, მივიღებთ (0,7) კომპლექსურ 

რიცხვს, რომელსაც ეწოდება წმინდა წარმოსახვითი 

რიცხვი. ახლა ავიღოთ (X,0) კომპლექსური რიცხვი, 

რომლის წარმოსახვითი ნაწილი უდრის 0-ს. განვიხი- 

ლოთ ორი ასეთი კომპლექსური რიცხვის შეკრება და 

გამრავლება. განსაზღვრის მალით გვაქვს: 

(»,0)+(X,,0)=(X +X,0+0)=(», +X,,0), 

(%,0)-(X,,0) =(» ·», –0-0,X,-0+0-»X,) =(», ·X,,0). 

როგორც ვხედავთ, (63)! სახს კომპლექსურ 

რიცხვებზე შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები 

წარმოებს ნამდვილ რიცხვებზე ამავე ოპრერაციების 

ანალოგიურად, ამიტომ (X,0) სახის რიცხვები გაიგი– 
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ვებულია Xჯ ნამდვილ რიცხვთან და ეწოდება ნამდვილი 

კომპლექსური რიცხვი. 

კომპლექსურ რიცხვზე ნამდვილი თ რიცხვის წამ- 

რავლი განიმარტება შემდეგნაირად: 

თ'·(X,7)=(თ,0)-(X,7)=(თ·X-0-/,თ:.7+0-X)=(თ-»,თ- 7). 

აქედან, 

1-(X,») =(1,0)·(»»)= (> 7), 
0-·(X,») =(0,0)·(»X,7) =(0,0). 

კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში განსაკუთრე– 

ბული ადგილი უჭირავს (0, 1) რიცხვს. განვსაზღვროთ 

ამ რიცხვის თავის თავზე ნამრავლი: 

(0,1):-(0,1)=(0-0 –1:1,0:1+1-0)=(–1,0)=–1. 

ამრიგად, C სიმრავლეში არსებობა რიცხვი, 

რომლის კვადრატი უდრის –1–ს. ამ რიცხვს აღნიშნავენ 

1 ასოთი და უწოდებენ წარმოსახვით ერთეულს: 

/ =-IL, ანუ (=+-1. გამოსახულება -/-I ყოველგვარ 

აზრს მოკლებული იყო IL სიმრავლეში, C. სიმრავ- 

ლეში ის სავსებით გარკვეული რიცხვია, ეს არის 

კომპლექსური რიცხვი (0, 1), ჯ ან 7=-+/-1 უბრალოდ 
ამ რიცხვის აღნიშვნაა. 

ცხადია, რომ 

I-7=(0,1)·(7,0)=(0-7–1-0,0:+1: 7) = (0,») 
და 

2 =(X,7) =(X,0)+(0,7) = X+1-. 
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2=X+VI” გამოსახულებას ეწოდება 2=(»,7) კომპლექექ- 

სური რიცხვის ალგებრული ფორმა. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ კომპლექსურ რიცხვთა 

სიმრავლე წარმოადგენს ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის 

გაფართოებას, აწუ ILCC. 

§1.2. მოქმედებები კომპლექსურ რიცხვეზზე 

როცა კომპლექსური რიცხვები მოცემულია ალგებ– 

რული ფორმით, მაშინ კომპლექსურ რიცხვებზე მოქმე– 

დებათა თვისებებიდან გამომდიწარეობს, რომ კომ- 

პლექსურ რიცხვთა შეკრება და გამრავლება ფორმა– 

ლურად ხდება როგორც მრავალწევრების შეკრება და 

გამრავლება: 

2, +2ე = (>, +1-/, )+(Xე +I-”,) =(X, +X, )+1-(7, +»); 

23, “ 2ე = (X, +1- »”, )·(X, +1-/, ) = X, /X, +1-X, “ 7/ე +I-X, 2, + 

+, "XV /X =(M -%-X#'#)+!'(M-7+% ·#). 

ჩვენს მიერ მიღებულია, რომ (»,0) წყვილი გაიგივე- 

ბულია X ნწამდვილ რიცხვთან. ამ შეთანხმებით წამ- 

დვილი რიცხვი წარმოადგენს კომპლექსური რიცხვის 

კერმო სახეს. ამავე შეთანხმებით კომპლექსურ რიცხვ- 

თა C სიმრავლეში განსაზღვრული შეკრებისა და გამ- 

რავლების ოპერაციები ძალაში რჩება ნამდვილ რიცხვ- 

თა სიმრავლეში განსაზღვრული იმავე ოპერაციების 

მიმართ. ახლა თუ გვინდა ეს პრინციპები ძალაში დარ- 

ჩეს გამოკლებისა და გაყოფის ოპერაციების მიმართაც, 
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საჭირო გახდება მათი განსაზღვრება იმავე ფორმით, 

როგორც ეს იყო IL სიმრავლის შემთხვევაში. 

2, და 2: კომპლექსური რიცხვების სხვაობა ვუწო– 

დოთ 2 კომპლექსურ რიცხვს, რომელიც აკმაყოფილებს 

პირობას: 

2+2ე =7.. 

ამრიგად, 

2 –2=2422 +2=7. 

ვთქვათ, 2, =(X,#), 2: =(X,X,) და 2 =(X,X). მაშინ 

(ი,7:)+(- 7) =(X,X), 

(X, +X,7:+X»)=(X,X). 

საიდანაც, ორი კომპლექსური რიცხვის ტოლობის 

განსადღვრის ძალით ვღებულობთ: 

> +X=X. 

X»; +X»=X),. 

X=X, “X-,#= I) – X#. 

აქედან, 

ამრიგად, 

2, “22 = (X,#)– (>, X:) =CV, “X:X, –#). 

ცხადია, ეს ოპერაცია ცალსახადაა განსაზღვრული. 

ავიღოთ 2, =(X,X#) და 2; =(X,,X,) ორი კომპლექსური 

რიცხვი. თუ X+)2#0, მაშინ 2, კომპლექსური რიცხ– 

ვის განაყოფი 2: კომპლექსურ რიცხვზე ვუწოდოთ 

ისეთ 2 კომპლექსურ რიცხვს, რომელიც აკმაყოფილებს 
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ტოლობას: 2:'2=2 და მას აღვნიშნავთ სიმბოლოთი 

· 2, 
2, ·-% ან –-. 

25 

თუ 2, =(X,X), 2 =(X,,X»,) და 7=(X,7X), მაშინ 

(«X,»):(=,X7;) = (XX), 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

(=,»,):(X,7)=(%,»#), 

აქედან 

(ფ-X–- »-#V/X+X,-X) =(X,X,), 
საიდანაც, 

გათალ» 

X 'X+ 7 -X= VI. 

ამ სისტემის ამოხსნით მივიღებთ: 

–_ X, 'X2 +X, 'X –_ 22 XI 'MX 

“ 9+X#. ” ” 2+#X.“ 
ცხადია, ეს ოპერაცია ცალსახადაა განსაზღვრული. 

ამრიგად, 

.·. 7 "ი %+V. ს) XIX, X –-X .# 2, :2: =-+= აეე ––5 · 
2 X: + X; X2 +; 

2 
ცხადია, ფარდობა –+, როცა Xვ +); #9, ანუ 2.#0 

2 

ცალსახადაა განსაზღვრული. 0-ზე გაყოფას კომპ- 

ლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში ისევე, როგორც წამ- 

დვილ რიცხვთა სიმრავლეში აზრი არა აქვს. 

ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ ორი ნამდვილი რიცხვის 

კვადრატების ჯამი კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში 
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იშლება შეუღლებული კომპლექსური რიცხვების წამ– 

რავლად. 

კომპლექსურ რიცხვთა გამოკლება შეიძლება ვაწარ– 

მოოთ მრავალწევრების გამოკლების ანალოგიურად: 

2, – 2; =(X,+1-/)–(X +!-7,)=(%X –< X,)+1-(7, –< X). 

კომპლექსური რიცხვების ფარდობის განსაზღვრი– 

სათვის გასაყოფი და გამყოფი საკმარისია გავამრავ– 

ლოთ გამყოფის შეუღლებულ რიცხვზე: 
2 _ X +!» _ (ი +(/#)(–ი –;-X») _ 
2 X +, (X,+I1-7,)(X, –7-7,) 

_ X -% –1-% '10+1/#-% –7 წშ# 

% +7 
_ «I ი%+X 'X , ; X ი –X -X 
- დ 2 ”!! 2 ა 

X; + X X; + #2 

2=X+! კომპლექსური რიცხვის მოპირდაპირე 

ეწოდება –2=-Xჯ-7-” რიცხვს და სრულდება ტოლობა: 

2+(–2)=(X+1-”/)+(–X+-I-7)=0. 

2=X+717 კომპლექსური რიცხვის შეუღლებული ეწო– 

დება 2=X-I) რიცხვს და სრულდება ტოლობა: 

2-2=X»ჯ +)”. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

2 +22 =2,+2,, 
  

  

2, – 2: = 2) ““ 22 
  

2, "2: = 2) "22: 
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2=X+7/, ხოლო 2 =X-I», 

ამიტომ ამ ტოლობებიდან წევრ-წევრად შეკრებით და 

გამოკლებით მარტივად მივიღებთ, რომ: 

-16+2L »-+C-2) 
კომპლექსურ რიცხვთა C სიმრავლეში ახარისხების 

ოპერაცია განისაზღვრება ისევე, როგორც ნამდვილ 

რიცხვთა # სიმრავლეში. 

შემოვიღოთ, როგორც განსაზღვრა შეთანხმება, რომ 

2'=1, V2CC, 2X90, 

2=2, V2CC, 2" =(>”')-2, 

_--. 270 
აეს ი? ' 

ი– ჯერ 2 
ცხადია, რომ 

4 :4+1 -4 4 ჩ=L + =L 102 – 1 83 1. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

7 -(2 
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§1.3. კომპლექსური რიცხვების გეომეტრიული 

ინტერპრეტაცია 

კომპლექსურ რიცხვთა C სიმრავლე გეომეტრიუ– 

ლად გაიგივებულია #.-თან. მართლაც, თუ სიბრტყე– 

ზე შემოვიღებთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 

X07 სისტემას და 2=X+7” კომპლექსურ რიცხვს შევუ– 

საბამებთ MC) წერტილს, მივიღებთ ურთიერთცალ– 

სახა შესაბამისობას 2=X+I!/ კომპლექსურ რიცხვებსა 

და სიბრტყის #M(X,,) წერტილებს შორის. 2-ს უწო– 

დებენ M წერტილს აფიქსს და მას აღნიშნავენ M(») ან 

M =(2). სიბრტყეს, რომლის წერტილები განსაზღვრუ- 

ლია კომპლექსური რიცხვებით, ეწოდება კომპლექვ- 

სური სიბრტყე. კომპლექსურ სიბრტყეზე წამდვილი 

ღერძი ეწოდება CX ღერძს, 0/ ღერძს კი–-წარმოსახვი- 

თი ღერძი. 

ნამდვილი ღერძის აფიესები წამდვილი რიცხვებია, 

წარმოსახვითი ღერძის წერტილისა, კი წმინდა წარმო– 

სახვითი რიცხვები. 

 



ავიღოთ #MVM წერტილი (წახ.1), რომელიც ეკუთვნის 

ი» ღერძს. ჩვეულებრივ სიბრტყეზე MM წერტილის 

კოორდინატებია 2 და 0. ე.ი. M წერტილი განსა–- 

ზღვრულია დალაგებული წყვილით (2, მ). კომპლეე– 
სურ სიბრტყეზე კი M წერტილის მდებარეობა სავსე- 

ბით განისაზღვრება ერთი რიცხვით 2. ასევე, VM 

წერტილი ჩვეულებრივ სიბრტყეზე განისაზღვრება 

დალაგებული წყვილით (0, 2). კომპლექსურ სიბრტყე– 
ზე კი ის განსაზღვრულია 2:-თი. რა თქმა უნდა 2 

იგივეა, რაც (2, 0), ხოლო 27” არის (0, 2). მაგრამ საქმე 

იმაშია, რომ წყვილები კომპლექსურ სიბრტყეზე იცვ-– 

ლება ერთი რიცხვით, M წერტილისათვის ნამდვილი 

რიცხვით, MM წერტილისათვის კი წმინდა წარმოსახვი– 

თი რიცხვით. 

#2) 

     
ნახ.2. ნახ.ვ. 

რადგან M წერტილს და ამ წერტილის 0M რადიუს-– 

ვექტორს ერთნაირი კოორდინატები აქვთ, ამი–ტომ 

ყოველ 2 კომპლექსურ რიცხვს შეგვიძლია შევუ– 

საბამოთ 0M რადიუს–-ვექტორი. ცხადია, სამართლია– 

ნია პირიქითაც. კომპლექსურ სიბრტყეზე 0M ვექტო– 

რის კომპონენტებია X და 7. 
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0M =X+I'). 

ჩვეულებრივი წამდვილი სიბრტყისაგან განსხვავე– 

ბით კომპლექსურ სიბრტყეზე C0CX ღერძის მგეზავია 1, 

0» ღერძის კი I. (ნახ.2). 

ავიღოთ კომპლექსურ სიბრტყეზე რიცხვი, მაგალი– 

თად 3. შესამამისი წერტილი M ან ვექტორი 0M შევს 

CX ღერმზე. განვიხილოთ წამრავლი 3! წერტილი CXჯ 

ღერძიდან გადავიდა 0” ღერძზე, ე.ი. 0M ვექტორი 

შემობრუნდა 90პ“-იანი კუთხით. ამგვარად, I1-%ზე გამ- 

რავლება შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც ოპერა- 

ტორი, რომელიც გამოსახავს სიბრტყის მობრუნებას 

90პ-იანი კუთხით. (ნახ.3). 

კომპლექსური რიცხვების ინტერპრეტაციიდან გამო– 

მდინარეობს, რომ ორი 2, და 2: კომპლექსური რიცხ– 

ვის ჯამს გეომეტრიულად შეესაბამება ამ რიცხვების 

შესაბამისი ვექტორების ჯამი, ხოლო კომპლექსურ 

რიცხვების სხვაობას შეესაბამება შესაბამისი ვექტო– 

რების სხვაობა. (ნახ.4). 
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თუ ძ და ხ-შესაბამისად -–4 და 8 წერტილების აფი– 

ქსებია, მაშინ თ+ხ წარმოადგენს ისეთი C წერტილის 

აფიქსს, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას: 

CC=C4+687». 
კომპლექსურ რიცხვს შეესაბამება ისეთი წერტილი, 

რომ 

C7X2 = C4 – C2. (ნახ. 5) 

ავიღოთ 2 =(X,7)=X+I-X კომპლექსური რიცხვი, 

რომელიც წარმოადგენს #MV(CX#) წერტილის აფიესს. 0M 

რადიუს-ვექტორის სიგრძეს, რომელიც გვიჩვენებს 2 

რიცხვის დაშორებას კოორდინატთა სათავიდან, 

აღნიშნავენ ” ასოთი და უწოდებენ კომპლექსური 

რიცხვის მოდულს. 2 კომპლექსური რიცხვის მოდულს 

აღწიშნავენ სიმბოლოთი: 

I =>X+L-). 

  

ნახ. 5 

გამოვსახოთ C2 და 08 ვექტორების სკალარული 

ნამრავლი შესაბამისად მათი ძ და ხ კომპლექსური 

კოორდინატების გამოყენებით. 

24



ვთქვათ, ძი=X, +1.),, ხ=Xე +177. მაშინ 

იხ +ხძი =(ი, +!X»,XX, –1-X;)+(X, –!-2, XX, +7-X#,)= 

=2(XX, + /,#,)C2:0#4:0#. 

ამრიგად, 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს წებისმიერი ოთხი 4(0თ), 

8(ხ), C(2) და ჩ(ძ) წერტილი თავისი აფიქსებით. 

წარმოვადგინოთ 247 და CM ვექტორების სკალარუ- 

ლი წამრავლი შემდეგი სახით: 

28-C0=|08-04160 -0C)-08-00-08-0C-04-00+0/-0C. 
გავითვალისწინოთ ამ ტოლობაში ორი ვექტორის 

სკალარული ნამრავლის კომპლექსური კოეფიციენტე– 

ბით გამომსახველი ფორმულა, მივიღებთ: 

>„ჟ„ჟ„»„»მ 

48:00=-ხ2+ბძ –ხ6-ხი- 6 +90+40) 
თუ ჩავატარებთ გარდაქმნებს, საბოლოოდ გვევნება: 

48-C0=+IC-ხ)6-4)+6-ნI6-4) 
§1.4. კომპლექსური რიცხვის მოდული. 

კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი 

0M რადიუს-–ვექტორის მიერ 0X ღერძის დადებით 

მიმართულებასთან შედგენილი კუთხე აღვნიშნოთ #/ 

ასოთი. (ნახ.6). 
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ტრიგონომეტრიული ფუნქციების სიწუსისა და კო- 

სინუსის განსაზღვრის მალით შეგვიძლია დავწეროთ: 

§10 თ = (1) 

(2) 

+ 
IX
 

<+ 
|(
% 

C08Cთ = 

საიდანაც, 

7510 თ = (3) 

(4) ”#C05თ=Xჯ 

(3) და (4) ტოლობები ავიყვანოთ კვადრატში და 

შევკრიბოთ წევრობრივ, მივიღებთ: 

7 (§Iი” თ+00§” თ) = X” +)”, 

საიდანაც 

„2 = +) 

  

ნახ.6. 

აქედან კი შეგვიძლია დავწეროთ: 

# =·/X” +)” (5) 

ამ ფორმულით განისაზღვრება კომპლექსური რიცხ– 

ვის მოდული. ცხადია, რომ 7”7>0 და მხოლოდ 2=0 

კომპლექსური რიცხვის მოდული უდრის 0-ს. 

შევნიშნოთ, რომ (1) და (2) ტოლობებს აკმაყოფი– 

ლებს #0 კუთხის მნიშვნელობათა უსასრულო სიმრავ– 
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ლე, რომლებიც ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან 

2X XჯXერადით. კუთხეების ამ სიმრავლეს აღნიშნავენ 

4:92 სიმბოლოთი. წებისმიერ 0 კუთხეს 42 სიმრავ- 

ლიდან ეწოდება „» კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი. 

2 კომპლექსური რიცხვის (0 არგუმენტის იმ მწიშვნე- 

ლობას. რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

–” <თC<7/# ან 0<თ <2» 

ეწოდება არგუმენტის მთავარი მნიშვნელობა და 

აღნიშწავენ მI892 სიმბოლოთი. ამრიგად, 

–7<მL2<7/ ან 0<მ8I-2<2X, 

ხოლო 

4-2=მC2+2X#, სადაც MXC7, ე.ი. #=0,+1,+2,+3,-.- 

ადვილი საჩვეწებელია, რომ 

4192 =–-მIL92. 

(5) ტოლობის ორთავე ნაწილს ავიყვანთ კვადრატში 

და გავითვალისწინებთ, რომ 

1 – 1 – 
=-C+2) »=+LC-?) 

მაშინ, მარტივი გარდაქმნებით მივიღებთ: 

2-2=7X#7?. 

რომელიც გამოსახავს » რადიუსიანი წრეწირის გან– 

ტოლებას ცენტრით კოორდინატთა სათავეში. თუ #=1, 

მაშინ მივიღებთ 

2.2= 1, 

რომელიც გამოსახავს ერთეულოვანზრადიუსიან წრე– 

წირს ცენტრით კოორდინატთა სათავეში. 

განვიხილოთ რამდენიმე ამოცანა: 
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ამოცანა 1. # წერტილი 4#48C სამკუთხედზე შემოხა– 

ზული წრეწირის ცენტრის სიმეტრიული წერტილია 

48 გვერდის მიმართ. დაამტკიცეთ, რომ სამართლია– 

ნია ფორმულა: 

CX? = #? + 4C? + 8C” – 487 
ვთევათ, 4,8,C წერტილების აფიქსებია შესაბა–- 

მისად, 

4«(ძ), 8(ხ),C(9). 

   
ნახ.7. ნახ.მ8. 

კოორდინატთა სათავედ ჩავთვალოთ 4ჩ8C სამკუთ–- 

ხედზე შემოხაზული წრეწირის C7/ ცენტრი. ამ წრეწი– 

რის განტოლებზაა: 

2-2 = #2 

ოთხკუთხედი C47/8 რომბია (ნახ.7). ცხადია, რომ 

CI = Cღ4+ 0». 

საიდანაც, 

ძი=ძ+ხ. 

გვაქვს: 

C?=(9-CI7-6)=(6+ხ-CI26+2-9)= 
=–ძმ+ცხ+იხნ+ხხ-ხC- თნ+0იC-ძC-ძC= 
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=ი0+ხხ+06+(0ნ+თხ)-(ხ2+2%)-(92+%ი) 

რადგან 

04=08=0C=7 , ხოლო თით =ხნ =CC= X? 
ამიტომ გვაქვს: 

Cს? =3L1” + (6ხ+იხ)– (ხC+>V)–(თ2+9ი) 
გამოვთვალოთ დასამტკიცებელი ტოლობის მარჯვე– 

წა მხარის რიცხვითი მნიშვნელობა. გვაქვს: 

#? + 4C” +8C" – 48? = 

=#+(2-CI2-9)+(6-CXნ-9)-(–-ხ)6 –ხ)= 

= #+ძი-ილ-0ლ00+00+ხხ -ხ0-იხ+00-ძი+ძიხ+ხი -ხხ = 

= #? +206+(6ხ+ხი|– (6C+Cთ)– (C2+იი)= 

=3M%” + 8 + ხი)– > + თ) (2 + C2)= CM”. 

ამოცანა 2. M წერტილი 48 რკალის შუაწერტილია. 

დაამტკიცეთ, რომ ამ წრეწირის წებისმიერი MV წერტი– 

ლისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

|4M?1 – 4V”| = 4V - 8. 

კოორდინატთა სათავედ ჩავთვალოთ მოცემული 

წრეწირის C ცენტრი. ვთქვათ, M,4,8 და M წერტი– 

ლების აფიქსებია შესაბამისად 1, ი,ხ,,. (ნწახ.8). მაშინ 

წრეწირი ერთეულოვანია და მის განტოლებას აქვს 

სახე: 

2-2 =1. 

მეორეს მხრივ, რადგან, 4 და 8 წერტილები CM 

წრფის მიმართ სიმეტრიული წერტილებია და ერთეუ– 

ლოვანი წრეწირზე მდებარეობენ, ამიტომ: 
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ძ =ხ,6ხ =თ0თ. 

გვაქვს: 
#4V ·8V =|თ –MIხ – 

თუ გავითვალისწინებთ ზემოთ თქმულს, მივიღებთ: 

4MV-8V =|თ –ი|2 -ი =|ით-ით-ით+»M? =1+»? –M(C+24). 

რადგან, 

4M? =(-II--I) და MM =Cდ-IXI-I), 
ამ ტოლობის ორთავე მხარე გავამრავლოთ MI =1-დე. 

გვექნება: 
|4M?1 – MV-Iს |=I-+7-#- MLC+2) =? +1– »(4+6) = 4V- 8M. 

რადგან, 

|4M?1 – MM?|#M | =4M? – MV?,. 

ამიტომ ადგილი აქვს დასამტკიცებელ ფორმულას. 

ამოცანა 3. M და M წერტილები 2428C,) ოთხკუთხე– 

დის #4C და #8) დიაგონალების შუაწერტილებია. 

დაამტკიცეთ, რომ, 

48? + 8C” + CI" + 1X4? = 4C” +281 + 4MVM? 
ვთქვათ, 4,8,C,X>X წერტილების აფიქსებია შესაბამი– 

სად: 

4(თ),8(ხ,C(C,XLXძ) 
რადგან, M# და M წერტილები #”4C და #/7) დიაგო– 

წალების შუაწერტილებია, ამიტომ -”MM# და MV ზწერტი– 

ლების შესაბამისი 7? და M აფიქსები ტოლია 

„-521+9 ხ+ძ 

2 ” 2 
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გამოვთვალოთ დასამტკიცებელი ტოლობის მარცხე– 

ნა მხარე. გვაქვს: 

481? + 8C? + C#2? +124? =. 

=(C-ხI6-ნ)+C-–თნ-9)+C-ძX--2)+(4 –იI7-–9)= 

=2(9ი-ხნ+0-+ძძ)-(6ხ+ხი+ხ0+0ხ+07+ძC+ძი+0ძ). 

გამოვთვალოთ დასამტკიცებელი ტოლობის მარჯვე– 

წა მხარე. გვაქვს: 

4C? + 80: + 4MV? = 

=(ი –C ი-0)+6-ძ)ხ-9)+4(C–ჩ)Iთ-»)= 

=(ნ-ხხ+0C+ძძ)–(02+00+ხ02+ძხ)+(6+C-ხ-ძI6+C-ს-ძ|)= 

=2(-0-ხხ+00+ძძ)-(იხ+ხ0ი+ხ6ი+ძინ+0ძ+ძC+ძი+0ძ|) 

მიღებული ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 
სამართლიანია ტოლობა: 

48? + 8C? +CL? + 12:41 = 4C? + 80? + 4MV? 

81.5. კომპლექსური რიცხვის ტრიგონომეტრიული 

ფორმა. მუავრის ფორმულა 

ავიღოთ კომპლექსური რიცხვი 

7 =(X,7)=X+!) (1) 

როგორც ვიცით, 

X=7008თ (2) 

#/#=7X#81ი0 დ (3) 

შევიტაწოთ (1) ტოლობაში XჯX და ) მნიშვნელობები 

(2) და (3) ტოლობებიდან, მივიღებთ: 

31



2 =7(ი0§თდ+1-§)იდ) 

ანუ, 

2 =|2I(იი§დ+/-59Iით) (4) 

მიღებულ გამოსახულებას ეწოდება 2 კომპლექსური 

რიცხვის ტრიგონომეტრიული ფორმა. (ნახ.6). 

ავიღოთ ტრიგონომეტრიული ფორმით ჩაწერილი 

ორი კომპლექსური რიცხვი: 

2, =7 (C0§თ, +1:510 დ,) და 2 =7 (C05Cთ, +510 C, ). 

თუ ამ რიცხვებს გადავამრავლებთ, გავითვალისწი- 

ნებთ ტრიგონომეტრიიდან ცნობილ შეკრების ფორ– 

მულებს, მივიღებთ, რომ მათი ნამრავლი იქნება: 

2, “ 2ე =71 "#65 | C05(თ, + თ, )+1-51ი (თ, +C, ) |. (5) 

საიდანაც გამომდიწარეობს, რომ 

#47 (7, 22 = "24-22, + -4792ე, (2, 22 = |2,|:12,1. 

ე.ი. წამრავლის არგუმენტი უდრის არგუმენტების 

ჯამს, ხოლო ნამრავლის მოდული უდრის თანამრავლ- 

თა მოდულების ნამრავლს. 

მათემატიკური ინდუქციის პრინციპის გამოყენებით 

მარტივად შეგვიძლია დავამტკიცოთ, რომ მიღებული 

წესი სამართლიანია თანამამრავლთა ნებისმიერი სას– 

რული რაოდენობისათვის: 

შიშ“ მ, =ჩ'ჩ" | 005(თ,+0,+--·+თ,)+/:§10(თ,+თ,+--·+0,)). 

26)“ 
თუ მიღებულ ფორმულებში დავუშვებთ, რომ 

2, =2ე ='''=2,=2, თ =Cთ, ='··>თ =0, 7) =1ე =“''=7, =#) 

  

  

2   
#4 (2, "შე'''2,) = 462, + 422; +''·+ 4002, , (2, "2ე'''2, 
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მივიღებთ, 

2" =/" |C05/1დ+I-51ი ჩთ|. (6) 

ეს ფორმულა განსაზღვრავს კომპლექსური რიცხვის 

M# -ურ ხარისხს, როცა კომპლექსური რიცხვი მოცემუ– 

ლია ტრიგონომეტრიული ფორმით. 

C- |ილ§Cთ+(-:51ი თ)) =7” | ი0§)C+7-§10#CI =|2' .(C00§/C+7-51ი CI. 

აქედან ცხადია, რომ 24/დ>” =M--%2, |” =|2” 

     
ნახ.9. ნახ.10. 

თუ #=I, მაშინ (6) ფორმულიდან მივიღებთ: 

(იი§თ+7-51ი თ)” =003/C+7:51ი 71C. (7) 

ამ ფორმულას ეწოდება მუავრის ფორმულა. ეს ფორ– 

მულა ჩვენ დავადგინეთ მთელი დადებითი „ რიცხვი– 

სათვის, მათემატიკური ინდუქციით მარტივად შეიმ– 

ლება ვაჩვენოთ, რომ ის სამართლიანია M#=0და #-–ის 

მთელი არაუარყოფითი მნიშვნელობებისთვისაც. 

(5) ფორმულას აქვს მარტივი გეომეტრიული ინტერ– 

პრეტაცია. რომ მივიღოთ 2.2: კომპლექსური რიცხვის 

შესაბამისი წერტილი ამისათვის 2,-ის შესაბამისი 

  

CM, რადიუს-ვექტორი. უნდა შემოვაბრუნოთ მIწ2; 
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კუთხით და შემდეგ გავჭიმოთ ეს ვექტორი შე =|2ე – 

ჯერ (ცხადია, როცა 0<#”<1 საქმე გვექნება შეკუმ- 
შვასთან). (ნახ.9). 

განვიხილოთ 2, და 2#9, კომპლექსური რიცხვების 

ფარდობა. 

2, _ X(ი08Cთ, +7-§1ი დ,) 82 (იი§დ, +7-5)ი თ, )(C0§8Cთდ, –7-5Iი თ, ) 

2 #(C05თ,+I1-§9)ით,ს) 7/ (C0§Cთ, +7:51ი თ, )(C05თ, – 7-51ი თ, ) 

_ ” 905(0,+თ,)+!:.5ი(თ +8,) 
M 008” თ, +1:51ი” თ, 

აქედან ჩანს, რომ 

=2.Lიი§(თ, +დCდ, )+1:510 (თ, +C,) |. 
2 

47C-L = -247%2, – -47C2), <5 I = 2. 

2 2 | 

ამ შედეგის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია მოცე– 

მულია მე–10 ნახაზზე. 

    242 

§1.6. კომპლექსური რიცხვის მაჩვენებლიანი 

ფორმა. ეილერის ფორმულა 

ავიღოთ კომპლექსური რიცხვი 2. თუ |2 =1 და 

დ = 4792, მაშინ ცხადია, რომ 

2=0050+!-§91ით (1) 

ხარისხოვანი მწკრივების თეორიაში მტკიცდება, 

რომ 

C0§თC+1-510 თ 

კომპლექსური რიცხვის წარმოდგენას აქვს სახე: 
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6” =ლ008თ+1:510Cთ (2) 
სადაც რ ნეპერის რიცხვია. (2) ფორმულას ეილერის 

ფორმულასაც უწოდებენ. (2) ფორმულაში #« ნებისმი– 

ერი რიცხვია -<Cდთ<1+თ. 

ახლა თუ ავიღებთ 2=X+!-”» კომპლექსურ რიცხვს, 

როგორც ვიცით, 

72 =|2|(იით+(!-5Iი დ). 

თუ ამ ტოლობაში გავითვალისწინებთ (2) ფორმუ– 

ლას, მივიღებთ: 

2=12|2” (3) 

კომპლექსური რიცხვის ამ სახით წარმოდგენას 

ეწოდება კომპლექსური რიცხვის მაჩვენებლიანი ფორ– 

მა. 

თუ (2) ფორმულაში 0-ს შევცვლით -0-ით. მივი–- 

ღებთ: 

6M =008თ –1:8Iით (4) 

თუ (2) და (4) ფორმულებს წევრ–წევრად შევკრებთ, 
მივიღებთ: 

იწ +6 ” =2-005Cთ, 

საიდანაც, 

6იMV +6% 
ლ05თ=---–- 5 დ 2 (5) 

თუ (2) ტოლობას გამოვაკლებთ (4) ტოლობას წევრ– 

წევრად, მივიღებთ: 

2-1:910იდთდ=6” –6” 
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საიდანაც, 
ით” ტც” 

2-· 

მიღებული (5) და (6) ფორმულები გამოსახავენ ტრი– 

გონომეტრიულ ფუნქციებს მაჩვენებლიანი ფუნქციე– 

ბით (წარმოსახვითი მაჩვენებლით). 

თუ ვისარგებლებთ ტრიგონომეტრიული ფორმით 

მოცემული კომპლექსური რიცხვების გამრავლების, 

გაყოფის და ახარისხების ოპერაციებით, ადვილად 

დავრწმუნდებით, რომ «” ფუნქციას აქვს ჩვეულებრი– 

ვი მაჩვენებლიანი ფუნქციის შემდეგი თვისებები: 
, · . 

ირ . ით = დ6'ი+თ) 

(6) §II1 დ = 

2 = 0I(რ“რ) 
რ”. 

C4) = დგ”. #C7. 

განვიხილოთ კომპლექსურ მაჩვენებლიანი ფუნქცია 

6”, სადაც 2=X+1-X7. შემოვიღოთ შემდეგი 

განსაზღვრება-შეთანხმებები: 

6' =6"'» = 6--(C057+I·31ი 7) (7) 

გ: =Cრ6'!> = რ" -(C05 7–17-§510 7) (8) 

კერძოდ, თუ »X»/=0, მივიღებთ ჩვეულებრივ 
მაჩვენებლიან ფუნქციას: 

0» =6-.(C050+I1-5100) =6”. 

თუ ვისარგებლებთ მიღებული განსაზღვრებით, 

მაშინ ადვილად დავამტკიგებთ, რომ: 

1. 61.67 =6“9?. სადაც 7=X+!'#, 2უ =Xე +1')#. 
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0“ 
=–-=6 

67? 

3. (თ) = ა“ და ა.შ. 

ცხადია, რომ თუუ გვაქვს ორი კომპლექსური რიცხვი: 

2 + 352 2, “9. 
  2. 6C':C 

2, =|2,|:(C0§X, +7:51ი 7) და 2, =12,|)-(C0§X, +7:§1ი #,). 

მაშინ 

    იეელელათილეიი 
2 12 (9%(0, – –თ, )+!-5Iი (დ, –თ,) | = I2I. დ'(თ-თ.). 
2 “16 I=I. 

თუ |2, #0. 

2” =|2L -(Cი05/C+751ი დ) =| 21” ი”? 

§1.7. ფესვი კომპლექსური რიცხვიდან 

ავიღოთ კომპლექსური რიცხვი 2=X+I!-#/. 

განსაზღვრეზა. M# -– ური ხარისხის ფესვი 2 კომპლექ– 

სური რიცხვიდან, სადაც #»>2, MCM, ეწოდება /3 

კომპლექსურ რიცხვს, რომლის #-–ური ხარისხიც 2-–ის 

ტოლია. 

განსაზღვრების ძალით: 

-/2 = 8 <> /8" =7. (1) 
ადვილი საჩვენებელია, რომ ამ განსაზღვრების 

საფუმველზე 2%0 კომპლექსური რიცხვიდან M-ური 

ხარისხის ფესვი გვაძლევს # განსხვავებულ კომპლექე– 

სურ რიცხვს (წამდვილს, ან წარმოსახვითს) და ისინი 

შეიძლება გამოვთვალოთ ფორმულით: 
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9 = ქ-რიად+I იდ) =9- ილა”. 22%ა, ყი ი1927%), 
7 (I 

სადაც #=0,1,2,-·-,#/ -1, ხოლო 2/- წარმოადგენს ფეს– 

ვის არითმეტიკულ მნიშვნელობას 7” წამდვილი რიცხ– 

ვიდან. 

§1.8. კომპლექსურ სიზრტყეზე ორ წერტილს 

შორის მანძილი. ორ წრფეს შორის კუთხე 

ევკლიდური სიბრტყის ორ წერტილს შორის მანძი– 

ლი, რომელთა აფიქსებია 2, და 2:, გამოითვლება 

ფორმულით: 

=12, – 2ე). 
2(<2 

ანუ 

შ.., =(2, – 2, )(2, – 2, ). 

წრფეს, რომელიც გადის 2, და 2: წერტილებზე, 

აღვნიშნავთ სიმბოლოთი (2, 2,). 

ორ (2,2) და (2.2) წრფეს შორის 9 >.) კუთხე 

გამოითვლება ფორმულით: 

23 _ 2) 
  

მ „22X>,.2) – 48 2. =2 

7 (2.,2,,7,) = 5 –“ 
  გამოსახულებას ეწოდება 23:22;2, 

2. <4 

სამი წერტილის მარტივი ფარდობა. 
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ორ წრფეს შორის კუთხის გამოთვლა დაფუძმწე- 

ბულია შემდეგ მოსაზრებაზე: 

ი .X5.2) = რდე – დ, 

სადაც 2) = 2, –?, კომპლექსური რიცხვის არგუმენ– 

ტია C;, ხოლო C, კი– 2: = 2, –2, კომპლექსური რიცხვის 

არგუმენტია. გასათვალისწინებელია ისიც, რომ 

4 »I5.5) 

კუთხე არის მიმართული კუთხე (2,2) და (2,,2,) 

მიმართულ წრფეებს შორის, აწუ კუთხე, რომლითაც 

უნდა მოვაბრუნოთ მიმართული (2,2) წრფე (სხივი 

სათავით 2, და ბოლოთი 2:), საათის ისრის მოპრა- 

ობის საწინააღმდეგო მიმართულებით (დადებითი 

მიმართულება), რომ შეუთავსდეს მიმართულ მეორე 

(2,„2,) წრფეს. 
ცხადია, რომ მიმართული (2,2, ) წრფე–ეს არის ყვე– 

ლა ისეთი 2 წერტილთა სიმრავლე, რომელიც აკმაყო– 

ფილებს პირობას: 

2-7, 
  

#IC (2,2,,21) = =0000ძ7). 

2“ % 

აქედან გამომდიწარეობს, რომ (2, 2,) წრფე არის ყვე- 

ლა ისეთი 2 წერტილთა სიმრავლე, რომელთათვისაც 

2-2 2 =0,   სიი7(2,2,,2:) = სი 
2, ““% 

ე.0. 7/(2,2,,2:) რიცხვი წამდვილია. 
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უკანასკნელი ტოლოზა შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 

2-2 _ 2-7 
==-===, (1) 

ბ-2 2 “-% 

    

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, (2,2: ) წრფის განტო– 

ლებას აქვს აქვს (1) სახე. მარტივი გარდაქმნებით 

მივიღებთ: 

(2 -2)2-(5 -–2,)2-(2 8 –25 )=0, 

ანუ 

8:- 82-C=0,16C=0, 

სადაც 8=2 -2,,C=272 -22 სუფთად წარმოსახვითი 

რიცხვია. 

თუ ამ ტოლობის ორთავე მხარეს გავამრავლებთ 1–- 

ზე და გავითვალისწინებთ, რომ 

,8= 4, 1:8=-4, 1C=-(2,2, - > 2), 

მაშინ მივიღებთ: 

47+47+C =0, 

სადაც სიC =0Cიი0ძ2»). 

§1.9. წრფის განტოლება კომპლექსურ სიბრტყეზე. 

წრფის კომპლექსური კუთხური 

კოეფიციენტი. 

თეორემა 1. ნებისმიერი წრფის განტოლება შეიძლე– 

ბა ჩაიწეროს სახით 
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42+42+C =0, 
სადაც C-ნამდვილი რიცხვია და პირიქით, ამ სახის 

ყველა განტოლება, რომელშიც C"--–ნამდვილი რიცხვია, 

ხოლო 4«X0 არის წრფის განტოლება. 

დამტკიცება. ვთქვათ, #X+C0C/+0C=0 წრფის განტო– 

ლებაა დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტე– 

მაში. რადგან 

X=1+(C>+72), »=+(2-7). 
ამიტომ ეს განტოლება შეიძლება გადავწეროთ 

სახით: 

=ნ(2+>2)+50(2-2)+#=0, 

X-IX0C.  X-M>- ი.ი, 
2 2 

ანუ, 

42+42+C=0, 

სადაც, C=27, 4=24>-C2. +1-=+4#1+)+2. 
2 2 

პირიქით, ჩავთვალოთ, რომ 4=#-!0, 4=#+!0 და 

42+42+C=0 

განტოლება გადავწეროთ სახით: 

(ნ –I0)(X+//)+(–”+10)(X»-M)+C =0. 

თუ გავხსნით ფრჩხილებს და ჩავატარებთ მსგავსი 

წევრების შეკრებას, მივიღებთ: 

2X+2C7+C =0. 
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მივიღეთ პირველი ხარისხის წრფივი განტოლება X 

და ” ცვლადების მიმართ. როგორც ცნობილია, ეს 

წრფის განტოლებაა. 

განტოლებას 42+42+C=0 ეწოდება წრფის თვით- 

შეუღლებული განტოლება, რაც იმით არის განპირო- 

ბებული, რომ ამ განტოლების მარცხენა მხარე +X და 7) 

ცვლადების ნამდვილი ფუნქციებია, მართლაც, 

V = 42+42+C 

CV = 42+42+C =V. 

წრფის (1) განტოლება გარდავქმნათ და მივცეთ სახე: 

  2-2 =5:--5(2-2,). (1) 
2 – 3 

=2 5 გამოსახულებას ეწოდება (1) წრფის 
22 ““2, 

კომპლექსური კუთხური კოეფიციენტი. შევნიშნოთ, 

რომ 

    
ამრიგად, (1) წრფის განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ 

სახით: 

2-7, =#(2->2), სადაც IM =1. (2) 

მარტივად ვაჩვენებთ შებრუნებული დასკვნის მარ– 

თებულობასაც. 

თუ წრფე გადის კოორდინატა სათავეზე, მაშინ 

2, =2, =0 და (2) განტოლებიდან ვღებულობთ: 

2 =#>. 
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ორი 

2-2,=MLC-72,) IC =1, 

2-7, =M,(>-2,) '3L_ 

წრფე პარალელურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

#,=ჯ.. კერძოდ, ეს წრფეები პარალელურია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა განტოლებათა სისტემას 

2-M2=7, –M,2, 

2-M,2=7, -M,2., 

2 და 2-ის მიმართ ან არა აქვს ამონახსენი-მკაცრი 

პარალელოზა, ან აქვთ უსასრულოდ გბევრი ამონახსენი- 

წრფეთა თანმთხვევა. ეს მოხდება მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა 

' -MI_ა 
1 -V,   

ანუ, 

'“1I 2 

ორი / და 4# წრფე, რომელთა განტოლებებია შესა– 

ბამისად 

2-#M7=72, –ხ.2,, 

2-M2=72, -M,2,, 

პერპენდიკულარულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

#, +#X =0 და პირიქით, თუ #X, +#,ე =0, მაშინ #7 და 

§ წრფეები პერპენდიკულარულია. 
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§1.10. კომპლექსურ სიბრტყეზე ძ»2+ხ2+C=0 

განტოლების გეომეტრიული აზრი 

2=X+ს) და 2=X-” ტოლობებიდან ცალსახად გა- 

წისაზღვრება Xჯ და X»” დეკარტის კოორდინატები 2 და 

2 კომპლექსური რიცხვების საშუალებით: 

X=2(2+2), »=>(2–5). (1) 

კომპლექსურ 2 და 2 რიცხვებს #M წერტილის შეუღ- 

ლებულ კომპლექსურ კოორდინატებს უწოდებენ. 

(1) ფორმულები საშუალებას იძლევა გადასვლა 

განვახორციელოთ ფიგურის დეკარტულ კოორდი- 

ნატებში მოცემული გაწნწტოლებიდაწნწ შეუღლებული 

კომპლექსური რიცხვებით ჩაწერილ განტოლებაზე. 

უნდა შევნიშნოთ, რომ ფიგურის განტოლების 

განხილვა შეუღლებული კომპლექსური კოეფიციენტე- 
ბით უფრო მოსახერხებელია კომპლექსურ რიცხვთა 

მეთოდის გამოყენებით. 

ჩვენ კონკრეტულ შემთხვევაში “უნდა ვიპოვოთ 

სიბრტყის წერტილთა სიმრავლე, რომელიც მოცემუ- 

ლია განტოლებით 

ი2+ხ2+0C=0. (2) 

რომელშიც ერთი მაინც ი და ხ კოეფიციენტებიდან 

ნულისაგან განსხვავებულია. 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა C=0. ამ შემთხვე- 

ვაში 2 და 2-ის მიმართ სისტემას აქვს სახე:



ი7+ხ2 =0, 

ხ7+ძ7 =0. 

მეორე განტოლება მიიღება პირველი განტოლე- 

ბიდან კომპლექსურ შეუღლებულზე გადასვლით. 

  

  

  
ნახ.11. 

სისტემის პირველი განტოლება გავამრავლოთ ძი- 

ზე მეორე ხ-–ზ%ზე. გვექნება 

ძთ2 +თხ2 =0, 

სრრ01-0 
სისტემის პირველ განტოლებას წევრ–წევრად გამო- 

ვაკლოთ მეორე განტოლება. გვექნება: 

(თი –ხხ)2=0. 

თუ ით>»ხხ, ე.ი. |თ #«Iხ, მაშინ მიღებული განტო- 

ლების ერთადერთი ამონახსენი იქნება 7=0, რომელიც 
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აგრეთვე წარმოადგენს თავიდან მოცემული ძ>+ხ2=0 

განტოლების ამონახსენსაც. 

თუ თი=ხხ, მაშინ ი2+ხ2=0 განტოლება გადავწე- 

როთ სახით: 
ხ- 

21=--2, 
ძ 

სადაც 

ყი 26 2 = მLC| – – |+ მI8 2. 
ძი 

რადგან 

მXC 2 = – IC 2, 

ამიტომ 

სე. მI6 2 =მI6| –– |–მI8 2, 
ძ 

საიდანაც, 

მL 2=4გ, 63 
§ 2 § ი) 

ცხადია, რომ ამ პირობებს აკმაყოფილებს ნების- 

მიერი სხივი, რომლის სათავეა ნულოვანი წერტილი 

და დახრილია წამდვილი ღერძის მიმართ თ <1 -7) 
ი 

კუთხით. 

ამრიგად, 

ი>7+ხ2=0, ძძ=ხხ (3)



განტოლებით მოცემულია წრფე, რომელიც გადის 

სიბრტყის ნულოვან წერტილზე. ამ წრფის აგება 

მარტივად არის შესაძლებელი, თუ შევნიშნავთ, რომ 

მისი წერტილია #(ი-–ხ). (ნახ.11). 

რადგან, 

CMX =C4, +0#,, 

სადაც, 4(2).8, (ხ). 

ასევე, შესაძლებელია #ჯ წერტილის აგების გარე- 

შეც, თუ გავითვალისწინებთ, რომ ” წრფე #84, წრფის 

პარალელურია, რადგან 0L და 84, –ს ერთი და იგივე 

ძი-ხ კოორდინატი აქვთ. ამიტომ C# = 4. 

მაშინ, როცა ხ=29(თ=ხ),ი2+ხ2=0 განტოლება მიი- 

ღებს სახეს: 

ხ2 +ხ2 =0 

და მისი ფესვია 

2 =ხ!. 

ამიტომ მისი შემცველი წრფე C8 წრფის მართო- 

ბულია. 

ვთქვათ, რომ C#0. (2) განტოლების თვისუფალი 

წევრი ყოველთვის შეიძლება ვაქციოთ წამდვილ რიცხ- 

ვად, თუ მას გავამრავლებთ თ. ამიტომ თავიდანვე ჩავ- 

თვალოთ, რომ თC=CX#0. 

გვაქვს სისტემა 

თ2+ხ2+6C=0, 

სრახიილს 
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თუ სისტემის პირველ განტოლებას გამოვაკლებთ 

მეორე განტოლებას, მივიღებთ: 

(-ხ)2+(ხ–-2)2=0. 

განვიხილოთ ყველა შესაძლო შემთხვევები: 

თუ ძი »ხ, მაშინ 

  

და მისი ჩასმით (1) განტოლებაში მივიღებთ: 

ხ-(-ხ 
„.მ(რ-0) ი. 

თ-ხ 

ანუ, 

(თი –ხხ)2+6C(თ-ხ)=90. 

როცა |ძ «|Iხ,, მას აქვს ერთადერთი ამონახსნი 

C(თ-ხ) 
_ იი-ხხ. 

როცა |ი=IხI,(ფ9%0,2»ხ) მაშინ სისტემას ამონახსნი 

  2 

არა აქვს. 

თუ ძ=ხ, მაშინ იძი =ხხ, ე.ი IიI=1ხI. ამ შემთხვევაში, 

როცა C=0C მოცემულია წრფე. 

C 
კერძოდ, ავიღოთ 0(-- | წერტილი, #(ხ) წერტი- 

ლის შესაბამისი 08 რადიუს-ვექტორი და განვი- 

ხილოთ M (2) წერტილთა სიმრავლე, რომლის თითოე- 

ული წერტილისათვის M0 LC»: 

4.



თ) (- C 
(L+>ა+C+ > #-ი. (4) 

ცხადია, რომ ეს სიმრავლე არის წრფე. როცა ი=ხ 

და 0=0C(4) განტოლება (2) განტოლების ტოლფასია. 

ამრიგად, როცა ი=ხ და თ=C (2) განტოლება წრფის 

განტოლებაა, რომელიც გადის 0(--| წერტილზე და 
ძ 

პერპენდიკულარულია 08(ხ) ვექტორის. 

ბოლოს განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ძ=ხ, 

მაგრამ C#C. მაშინ განტოლებათა სისტემის 

ი>+ხ2+0=0, 

(რიხი 

ამოხსნისას მივალთ წინააღმდეგობაზე C=C. 

შევაჯამოთ შედეგები: განტოლება ძ>+ხ2+0=0, 

რომელშიც ერთ–ერთი კოეფიციენტი მაინც ძ და ხ 

კოეფიციენტებიდან განსხვავდება ნულისაგან, განსა- 

ზღვრავს: 

1. წრფეს, როცა |ძ| =IხI,0 =0, ასევე, როცა ძ=ხ,0=0. 

2. ერთადერთ წერტილს, როცა I « ხ. 

3. სხვა შემთხვევებში ცარიელ სიმრავლეს (ე.ი. რო- 

ცა |ი =|ხ,,C#0, ი =ხ, აგრეთვე, როცა ძ=ხ,0CXC). 
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§1.11. წრფის დაყვანილი განტოლება 

განვიხილოთ სისტემა 

ი7+ხ7+0=0, 

წელი 

რომელშიც ძი,ხ და C კოეფიციენტებზე არანაირი 

შეზღუდვა არ ვრცელდება, გარდა ერთისა, რომ ძ და 

ხკოეფიციენტები ერთდროულად წულის ტოლი არ 

იყოს. 

სისტემის პირველი განტოლება გავამრავლოთ 20ძ– 

ზე, მეორე განტოლება ხ –ზე. გვექნება 

ით2+იხ2+ძ0ლ =0, 

I +იხ2+ხ0=0 
სისტემის პირველ განტოლებას წევრ–წევრად გამო- 

ვაკლოთ მეორე განტოლება. გვექნება: 

(თთ-ხხ)2=ხი-იი. 

რომელსაც აქვს ერთადერთი ამონახსნი, როცა ძი »ხხ 

და აქვს უამრავი ამონახსნი, როცა იი =ხხ და ხი =00. 

აქედან წინა გამოკვლევების შედეგებზე დაყრდნო- 
ბით მივიღებთ, რომ 

ძ2+ხ2+0=0 

განტოლება განსაზღვრავს 

ა) ერთადერთ წერტილს, როცა ძი >+ხხ, 

ბ) წრფეს, როცა იძ=ხხ და ხი = 00. 

ბ) ცარიელ სიმრავლეს, როცა იი =ხხ და ხი > 090. 
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განტოლება 

2+V2+V=0,V=V, (5) 

აკმაყოფილებს ბ) პირობას, ამიტომ წარმოადგენს 

წრფის განტოლებას შეუღლებულ კომპლექსურ კოეფი- 
ციენტებში, მას წრფის დაყვანილ განტოლებასაც უწო- 

დებენ. 
იმისათვის, რომ 

ი2+ხ2+0=0 (ით=ხხ, ხC=ძ0) 
წრფის განტოლება გარდავქმნათ და მივიყვანოთ (5) 

სახემდე, საკმარისია გავამრავლოთ ის C#0–ზე. 

განსაკუთრებულ შემთხვევას წარმოადგენს წრფის 

განტოლება, ი2+ხ2 =0 სადაც ძი =ხხ, რომელიც გადის 

სიბრტყის ნულოვან წერტილზე. ის ტოლფასია განტო- 

ლების 

(თ+ხ)>+(«+ხ)2=0, ი+ხ»0 (6) 

კერმოდ, ძ2+ხ2 =0 და ძ2+ხ2 =0 განტოლებების 

შეკრება გვაძლევს (6) განტოლებას. 

შებრუნებული გარდაქმნის ჩასატარებლად (L6) გან- 

ტოლება გავამრავლოთ ძი =ხხ-ზე. 

თ(იი+იხ)2+ხ(იხ+ხხ|)2=0. 

რადგან ძი =ხხ, ამიტომ ხხ შევცვალოთ იძ-ით, 

მივიღებთ: 

ძ(ი=+იხ)2+ხ(თხ+ძთ)2=0 

საიდანაც, 
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(თC+9ხ)(ი>2+ხ2)=0 

რადგან, 

ი+ხ>X0 

ამიტომ 

ი2+ხ2=0. 
როცა ძი+ხ=0, განტოლება ი2+ხ2 =0 მიიღებს სახეს: 

–ხ2+ხ2 =0, 

რომელიც 

ხI2 –ხს =0 
განტოლების ეკვივალემტურია. ეს უკანასკნელი კი, 

წრფის დაყვანილი სახის განტოლებაა. 

§1.12. ორ წრფეს შორის კუთხე 

ვთქვათ, ” წრფე მოცემულია ი2+9ი2+ხ=0,ხ=ხ 

დაყვნილი სახის განტოლებით. რადგან ის პერპენდი- 

კულარულია 04(ი) ვექტორის, ამიტომ CXL(CI) ვექტო- 

რი მისი პარალელურია (ნახ. 12). 

» 
IX2) 

/L(2) 

   



ცხადია, რომ CX ღერძიდან #”!: წრფემდე ორიენტი- 
რებული კუთხე თ! რიცხვის არგუმენტის ტოლია. 

თ=მX80I=5-+0იცი. 

დადებითად ორიენტირებული 60 კუთხე 

თ,2+0,2+ხ, =0 

წრფიდან 

ძ,2+0თ,2+ხ, =0 

წრფემდე, ტოლია მათ მიმმართველ თი/ და თ! ვექტო- 

რებს შორის კუთხის. 

(1) ფორმულის თანახმად, 

0=8L6“> = 8-2 (2) 
თ ძ, 

(1) და (2) ფორმულები საშუალებას იძლევა ვიპო- 

ვოთ შესაბამისი კუთხეები #-ს დამატებამდე სიზუს- 

ტით. 

§1.13. ორი წრფის პარალელურობის და 

პერპენდიკულარობის კრიტერიუმები 

როგორც წინა პარაგრაფში ვწახეთ, ი,2+0თ,2+ხ, =0 

წრფიდან ი,2+0ძ,2+ხ, =0 წრფემდე დადებითად ორიენ- 

ტირებული კუთხე გამოითვლება ფორმულით: 

0=96“=8082 (1) 
თ ძმ, 
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(1) ტოლობებიდან გამომდინარეობს »”, და M”, 

წრფეების პარალელურობის და პერპენდიკულარობის 

პირობები. 

კერძოდ, 

0 = 2 = 45 სუფთად წარმოსახვითი რიცხვია. 
' 

ეს ნიშნავს, რომ 

ძ რ 
M, LM -+=-<=%, 

ძ, მ, 

ან, 

# LII<2<55=-52 “ (2) 
დ, -% 

როცა 0=0 ან 0=7ჯ, მივიღებთ: 

ძ, ძ 

თუ ი7+92+ხ=0 წრფე გადის #ა(2) წერტილზე, 

მაშინ 

ძ7:ე +972 +ხ =0 

ეს განტოლება შეგვიმლია ჩავწეროთ სახით: 

ი(2-2ა)+0(2–-2:)=0 (3) 

(2) პირობების ძალით მიღებული წრფე მოცემული 

წრფის მართობულია, თუ მისი 2 და 2 კოეფიციენ- 

ტებია შესაბამისად ძ და –ძ. ამიტომ (3) ტოლობის 

საფუმველზე მივიღებთ წრფის განტოლებას 

თ(2-– 7) თ(2-2,)=0 (4) 
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რომელიც Mი(2-) წერტილზე გადის და 

ი2+ძ2+ხ=0 
წრფის მართობულია. 

§1.14. მანძილი წერტილიდან წრფემდე 

ამოვხსნათ 

ძ2+02+ხ=0 

«(2-7ე)-«(2-2))=0 

სისტემა. 

გავხსნათ ფრჩხილები სისტემის მეორე განტოლე- 

ბაში. გვექნება: 

ი72+02+ხ=0 

(ლოლილეს 

შევკრიბოთ სისტემის პირველი და მეორე განტო- 

ლებები წევრ-- წევრად. მივიღებთ: 
2ძთ2 – ძ72ე +092: +ხ =0 

საიდანაც, 

„ = 97 02 – ბ. 
2თ 

მივიღეთ Mა(2) წერტილიდან ძ7+902+ხ=0წრფეზე 

დაშვებული მართობის #M, ფუძის აფიესს. 

Mა(2თ) წერტილიდან ამ წრფემდე რი მანძილი 

IMაM,| –ის ტოლია. ე.ი. 
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(27 + 02ე +ხ 
ძ =12, –7ე| = 

იმისათვის, რომ სამი 

ძ,2+0,2+ხ, =0 

ძ,2+0:2+ხ, =0 

ი,2+0,2+ხ, =0 

წრფე (ურთიერთგადამკვეთ ან პარალელურ) წრფეთა 

ძნულს მიეკუთვნებოდეს, უნდა შესრულდეს პირობა: 

თ, მ, ხ, 

ძი, რთ, ხ,|=0. 

მკ რ, ხ, 

ამოცანა 1. წრეწირის #48 და #0 ქორდები C წერ- 

ტილში გადაიკვეთება. იპოვეთ #4” და #80 ყველა 

შესაძლო წრფეების გადაკვეთის M წერტილთა სიმ- 

რავლე, თუ 4,8,C წერტილები არ იცვლება, ხოლო 7# 

და 0 წერტილები გაირბენს მთელ წრეწირს. (ნახ.13). 

ვთქვათ, 2-ნებისმიერი MM წერტილის აფიესია, 

რომელიც ჩვენს მიერ საძებნ წერტილთა სიმრავლეს 

ეკუთვნის. მოცემული წრეწირი ჩავთვალოთ ერთე- 

ულოვან 22 =1 წრეწირად. მაშინ 4,8,C წერტილების 

კოლინეარულობის პირობას აქვს სახე: 

C+0იხ=ძ+ხ. 

ანალოგიურად, #,C,0 წერტილების, #M#V,L,4 და 

#/,8,C წერტილების კოლინეარულობის პირობებს აქვს 

სახე: 
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C+0Cიძ = 6+9ძ, 
2+200=0+/, 

2+2ხძ =ხ+0. 

M#,X,4 წერტილების კოლინეარულობის პირობი- 

დან მივიღებთ: 

90 –%)()–ხ2)+9(2–4)(2–ხ) =(2-2ი)(1-ხ2)+(2-ხ)(1-22). 

1 M ”/           

1-02. 

M,8,C წერტილების კოლიწნეარულობის პირობი- 

დაწ მივიღებთ: 

_ 2-ხ 

'1-ხ2. 
ჩავსვათ ს” და ძ-ს მიღებული მწიშვნელობები 

XC, 02 წერტილების კოლიწეარულობის პირობაში. 

ბვექნება: 

  9 

57



2-8 2--ნ-– 2-0 2-ხ 
C+ –. = –= = 

1-ძ2 1-ხ2 1-ძიძ2 1-ხ2 

საიდანაც, 

გავხსნათ ფრჩხილები. გვექწება: 

0(I-ხ2-ი2+ის2 |+2(V –ი2-ხ2+0ხ)=2-ხ22-ი+0ხ2+2- 022 -ხ+იხ? 

ანუ, 

2–ხ-2-002+0ხ02 +C – ძო -ხლ+0ხ--7+ხ:2+0-იხ-7+072+ხ-იხ7=0 

გავითვალისწინოთ, რომ 

ი+იხი=ძი+ხ=0=ძი+ხ-ძხთ, 

გვექნება, 

ი+ხ–იხ-ხ-2-ი002+იხი? +თ'-ით-ხლთ+0სC-7+ხ77+0-0ხ7-7+077+ხ-0ის7= 0 

მსგავსი წევრების შეერთების შემდეგ გვექწება: 

20+2ხ–ხი7-–ი07+0იხი7 +C7? – ძი2-ხლთ -27+ხ77 -20ხ2+072 =0 

მიღებული გამოსახულება გარდავქმნათ ასე: 

20+2ხ-ხი2-იი2+0ხ02 +202 - ძლ -ხCთ -27-2იხ2+22(0 +ხ)=0 

გავითვალისწინოთ, რომ 

ი+იეხ=0ი0+ხ, 

მივიღებთ: 

20+2ხ–ხ07-ძი2+ძხლ7. +072? მი: -ხთ -22-20ხ2+22(0C+ითიხ) =0 

ფრჩხილების გახსნის შემდეგ მივიღებთ: 

20+2ხ–ხ0ი7-–-იძ027+ იხი” +027? – ძლ? –ხ02 –27-20ხ2+072 +0ცხ22 =0 

მიღებულ გამოსახულებაში წევრები დავაჯგუფოთ 

ასე: 

(თ? +ძ8ხ72 – ით? –ხი) + (თ + იხლ?. – 02 –ხ0C|– (2; +2იხ7-20- 2ხ) =0. 
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საერთო მამრავლების ფრჩხილებს გარეთ გატანით 

მივიღებთ: 

Cთ(2+იხ2-თ-ხ)+0C>(2+იხ2-ი-ხ)-2(>+იხ2-ი-ხ)=0, 

ანუ, 

(2+იხ2-თ-ხ)(C+9C2-2)=0. 

რაც ნიშნავს, რომ საძიებელი სიმრავლე წარმოად- 

გენს წრფეთა წყვილს, რომელთაგან ერთი 28 წრფეა, 

ხოლო მეორე წრფის განტოლებაა 

C2+02-2=0. (10) 
როგორც ვხედავთ, ეს წრფე 48 ქორდაზე დამოკი- 

დებული არ არის, ის განსაზღვრულია წრეწირით და C 

წერტილით. მას ეწოდება C წერტილის პოლიარა 22 =1 

წრეწირის მიმართ. 

ამოცანა 2. იპოვეთ 48C სამკუთხედის ეილერის 

C”” წრფის მიერ სამკუთხედის გვერდებთან შედგე- 

წილი კუთხეები, თუ 48C სამკუთხედის წვეროთა 

აფიქსებია შესაზამისად თ,ხ,C. 

485C სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირი მივი- 

ღოთ ერთეულოვან 27 =1 წრეწირად. 48C სამკუთ- 

ხედის # ორთოცენტრის აფიქსია #=280+ხ+0. 

0V და 48 წრფეების განტოლებებია შესაბამისად 

ჩM2 = IM, 

და 

2+ძიხ2=0+ხ. 

ჩვენ გვჭირდება დაყვანილი ფორმები 

Iს2 –IM2 =0, 
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(25+6M%+(9+6)2–(+ხX65+#)=0. 

ორ წრფეს შორის კუთხის გამოსათვლელი ფორმუ- 

ლიდან გვაქვს: 

  (6, 28)= ი,“ +. = თ, 4(5-+0) - #_ ჯ# _ 9+ხ_ 

– ი=ხ+0 2 ი ი+ხ+C 

ამოცანა 3. წრეწირზე შემოხაზულია 48C#) კვადრა- 

ტი. კვადრატის 4,8,C,» წვეროების ორთოგონალური 

პროექციები წრეწირის მიმართ გავლებულ წებისმიერ 

მხებზე შესაბამისად 4,,8,,C,,), წერტილებია. დაამ- 

ტკიცეთ, რომ 

44 ·CC =88, ·XX#). 

წრეწირი ჩავთვალოთ ერთეულოვნად. კოორდინატ- 

თა სისტემა ისე შევარჩიოთ, რომ „48,8C,C72,IX გვერ- 

დების წრეწირთან შეხების წერტილების აფიქსები 

იყოს შესაბამისად I,-I,!,I. მაშინ, 48C” კვადრატის 

წვეროთა აფიქსები იქნება შესაბამისად: 

1+I,,-1+,ს –1-/,1-7. 

წრეწირის მიმართ მის ნებისმიერ #2) წერტილში 

გავლებული მხების განტოლებაა: 

ნ2+ 92 –-2 =0, ჯი” =1. 

წერტილიდან წრფემდე მანძილის გამოსათვლელი 

ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 

.__2--_–___ 
=1 (I60+0+20–70-2I20 +1)+ #(1 –1)+ 2) = 
4 
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            ? +920 –/? =+ 6 0+X-I) +0'0-2/- 1" = 

'>.L- ') 1(– = “I2ჯ-I ი” _ უ?2) – 
4!“ ” I“5 

ანალოგიურად, გამოვთვლით, რომ, 

  

       
1 – 8 

=–)2.9 –2/7“ 4 წ4 #72 

|88, ·IX,) =+ ი CI+I” + გნ”(-1-I)| = 
  

=+ 6 0-7X-I" +ნ"0+2/-1) #77 I - 

     
1), | –2 ავიწიე 1 7, 

ამოცანა 4. იპოვეთ 248C ს სამკუთხედის მედიანწების 

(ცენტროიდის) დადაკვეთის C წერტილის და სიმაღ- 

ლეების გადაკვეთის # წერტილის (ორთოცენტრის) 

კოორდინატები სამკუთხედის წვეროების 4(), 8(ხ), 

C(2) კოორდინატების საშუალებით. 

სამკუთხედის მედიანების გადაკვეთის წერტილს 

ზოგჯერ სამკუთხედის ცენტროიდსაც უწოდებენ. 

ცხადია, რომ ნებისმიერი 48C სამკუთხედის ცენ– 

ტროიდის (მედიანების გადაკვეთის წერტილის) C 

წერტილისათვის სამართლიანია ვექტორული ტოლობა: 

ღეა-.--- "-___ 

00=-(04+08+0C). 
3 

ამიტომ Cთ წერტილის «XC აფიქსი 48C სამკუთხედის 

4,58,C წვეროების ძ,0ხ,C აფიქსების საშუალებით გამო– 

ითვლება ფორმულით: 

§=+(4+ხ+ძ. 
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ვთქვათ, 4MV,8MV,CM სიმაღლეები სამკუთხედზე შე- 

მოხაზულ წრეწირს გადაიკვეთს 4,,#8,,C, წერტილებში. 

ვთქვათ, ამ წრეწირის განტოლებაა 

22 =1, 

მაშინ, ადვილი საჩვენებელია, რომ #4,,8,,C, წერტი– 

ლების თ,,ხ,,C, აფიქსები გამოითვლება ფორმულებით: 

ხC ძიC იხ 

თუ დავწერთ 244 და #88, წრფეების განტოლებებს 

გვექნება: 
2+00ი,2=ძ+0, 

2+ხხ,2=ხ+ხ, 

თუ ამ განტოლებებიდანწ წევრ-წევრად გამოვრიც–- 

ხავთ ცვლადებს, მივიღებთ # წერტილის ( აფიქსს: 

9-2 ჯ- (2+თ)-(61+ხ)_ ძმ ხ _ 2 ხ-ხ“0-იხ"+07% 

ძძ, – ხხ, –ხი+0ძC იხი(ი –ხ) 

_გხ(2-ხ)+ი((-ხXთ+ხ) (თ-ხXIთხ+ხიC+იი) 

ს იხძით–ხს  “ იხძი-ხ) 
_ 2ხ+ხ0C+ძ0 _ 1.1 1 = – – 

=-+-+-=ძ+ხ+0. 
იხC ი ხ C 

საიდანაც, 

#=0+ხ+0. 

რადგან სამკუთხედის ორთოცენტრის აბსცისის გა- 

მოსათვლელ ფორმულაში სამკუთხედის წვეროს კოორ- 

დინატები შედიან სიმეტრიულად, ეს ნიშნავს, რომ 

ნაპოვნ #M წერტილზე გადის სამკუთხედის მესამე 

სიმაღლეც. შევნიშნოთ, რომ #=თი+ხ+C ტოლობას 
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ადგილი აქვს მხოლოდ მაშინ, როცა კოორდინატთა 

სისტემის სათავე ემთხვევა 48C სამკუთხედზე შემო– 

ხაზული წრეწირის ცენტრს. 

ამოცანა 5. ტოლფერდა მართკუთხა 48C სამკუთ- 

ხედის 4 და 8 წვეროების პროექციები რაიმე I! წრფის 

პარალელურად, C მართი კუთხის წვეროზე გამავალ 

რაიმე წრფეზე არის შესაბამისად #4, და 8, წერტილები. 

დაამტკიცეთ, რომ C47+C8; ჯამი დამოკიდებულია 

მხოლოდ ამ ორ წრფეს შორის კუთხეზე და 48 პჰიპო- 

ტეწუზის სიგრძეზე. 

პროექციის ღერძი ჩვთვალოთ ნამდვილ CX 

ღერძად, ხოლო C წვერო-კოორდინატთა 0 სათავედ, | 

წრფე გავავლოთ 0 და #2) წერტილებზე |/21=1. ამ 
წრფის განტოლებას აქვს სახე: 

#2 = ყ7. 

თუ 4 წვეროს აფიქსია ძ,IიI=”, მაშინ 8 წვეროს 

შეესაბამება თ (ნახ. 14). 44 და #88, წრფეებს შეესა- 

ბამებათ შესაბამისად განტოლებები: 

XC –თ)= ჯLC-2) და #(2-ი0= იC+თ). 

CX ღერზე მდებარე პროექციის წერტილებისათვის 

2=2. თუ ამას გავითვალისწინებთ #4 და 88, წრფე- 

ების განტოლებებში, მივიღებთ 4, და 8, წერტილების 

აფიქსებს: 

ი ნხძ _ 1-ს9+ 0) 
თ, =X- #5. თ, == 

წ-ი ნ“ 

გამოვთვალოთ, 
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_ -ა /# – 

C42+C5? =0,იძ, +ხ,ხ, = 0; +ხ? _ ს-„ი) =2+2> , 
– ი 

რადგან I2I =1, ამიტომ 

#2 =ლ00§თ+15)1C, 

ხოლო ნ =005დ-?5MC, სადაც თ ნახაზზე გამოსახული I 

წრფესა და CX ღერმს შორის ორიენტირებული კუთხეა 

#9 =C7/58 ც. 

” 

  

  

ნახ. 14. 

თუ გავითვალისწიწებთ ამ ფაქტებს, მივიღებთ: 

_ დ-- იი) –ს2- იი) _ –4იიიი_ _ _/“ C4? +C8? = ი C–ი _ (=2/§7დ)? 50M?2დ” 

რადგან ჩი =1, ამიტომ საბოლოოდ გვაქვს: 

#2 

C4; +C8? =   
51? თ. 

ამოცანა 6. #48C სამკუთხედის ცენტროიდიდან გავ- 

ლებულია ნებისმიერი წრფე, რომელიც 4#8 გვერდს არ 

კვეთს. დაამტკიცეთ, რომ C წვეროდან ამ წრფემდე



მანძილი ტოლია ამ წვეროდან 4 და 8 წვეროებამდე 

მანძილების ჯამის. 

48C სამკუთხედის ცენტროიდი ჩავთვალოთ სიბრ- 

ტყის ნულოვან წერტილად, მაშინ 

ით+ხ+0=90. 
თუ 4,8,C წვეროების ორთოგონალურ პროექციებს 

02+ 92 =0, I0)C1 წრფეზე წარმოადგენს შესაბამისად 

4,,8,,C, წერტილები, მაშინ უნდა დავამტკიცოთ, რომ 

CC, = 44# + #/,. 

წერტილიდან წრფემდე მანძილის გამოსათვლელი 

ფორმულის გამოყენების შემდეგ ეს ტოლობა მიიღებს 

სახეს: 

(XC+ნძ = |6თ+ იძ + ჯხ + ხხ. 

რადგან C=-ძ-ხ, ამიტომ უნდა დავრწმუნდეთ იმა- 

ში, რომ 

ყლ იC)+L6ნ+ ცხ) = იი + 00 + + იხ. 

რადგან #4 და 8 წერტილები არჩეული 02 + 62 =0 

წრფის მიმართ ერთ ნახევარსიბრტყეშია, ამიტომ 

წამდვილ ”0 + იი და ჩნხ+ იხ რიცხვებს ერთნაირი 

ნიშნები აქვთ, რაც იმას ნიშნავს, რომ დასამტკიცებელი 

ტოლობა სამართლიანია. 

§1.15. პითაგორას თეორემა 

პითაგორას თეორემა. მართკუთხა სამკუთხედში 

ჰიპოტენუზის კვადრატი კათეტების კვადრატების 

ჯამის ტოლია. 
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დამტკიცება. კოორდინატთა სისტემა ისე შევარ- 

ჩიოთ, რომ მართკუთხა 48C სამკუთხედის C წვერო 

დაემთხვეს კოორდინატთა სათავეს, ხოლო # წერტი– 

ლი იყოს ნამდვილ CX ღერმზე, ხოლო 4 წერტილი 

წარმოსახვით C”» ღერძჯე. 

ვთქვათ, 4 წერტილის აფიქსია ი, ხოლო #8 წერტი– 

ლის აფიქსია ხ. ცხადია, რომ 4 წერტილის აფიქსი სუფ– 

თა წარმოსახვითი რიცხვია, ხოლო 8 წერტილის აფიე– 

სი წამდვილი რიცხვია. 

მაშინ, 

4C?=ძ-ძ=0I'(-ი!)=0?, 

8C? =ხ.ხ=ხ-ხ=ხ, 
48” =ი“ +ხ“ = 4C?+8C”. 
საბოლოოდ გვაქვს: 48? = 4C?+8C? 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§1.16. კოსინუსების თეორემა 

კოსინუსების თეორემა. სამკუთხედში წებისმიერი 

ზვერდის კვადრატი უდრის დანარჩენი ორი გვერდის 

კვადრატების ჯამს გამოკლებული ამ გვერდებისა და 

მათ შორის მდებარე კუთხის კოსინუსის გაორკეცე- 

ბული ნამრავლი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემული გვაქვს #48C სამ- 

კუთხედი. მისი წვეროთა აფიქსებია შესაბამისად 

ი,0ხ. თ. თეორემა დავამტკიცოთ #8C გვერდისათვის. 

გამოვთვალოთ ორიენტირებული თ=284C კუთხე. ორ 
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48 და 4C ვექტორებს შორის კუთხის გამოსათვლე- 

ლი ფორმულიდან (§1.35) გვაქვს: 

(C-6)(ნ-2)+(C-ი)(ხ-ი) 

2|(C-ძ ·Iხ –ძ| 
  C05C = 

გამოვთვალოთ, 

48? =(ხ–ი)(ხ-ი)=ხხ-ხი –იხ+ძი, 

248. 4C003თ =(C-2)(ხ–-6)+(C-ი)(ხ–ი) = 

=იხ-იი-იხ+ძიი+ხი-იCლ-ხით+ძი= 

=ლხ-ით-იხ+ხლი-ძ0-ხთ+20ძ. 

გამოვთვალოთ 

48: + 4C? –248·40C005თ = 

=ხხ-ხი-იხ+0იძთ+00-00-ილ+იი-იხ+00+ 

+იხ--ხი+ძC+ხი -2ძი =ხხ-ხი-იხ+00:=8C 
ე.ი. 

8C? = 48 +4C? –248-4C003თ. 
რადგან C გვერდის არჩევას რაიმე უპირატესობა არ 

გააჩნია სხვა გვერდების მიმართ, ამიტომ თეორემა 

სამართლიანია სამკუთხედის სხვა გვერდებისთვისაც. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

კოსინუსების თეორემიდან როგორც შედეგი შესაძ- 

ლებელია პითაგორას თეორემის მიღება, როცა თ=84C 

კუთხე მართია. 
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§1.17. სინუსების თეორემა 

სინუსების თეორემა. სამკუთხედის გვერდების სი- 

გრძეები მოპირდაპირე კუთხეების სინუსების პრო- 

პორციულია და ამ სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწი- 

რის დიამეტრის ტოლია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 48C მოცემული სამკუთხე– 

დია, რომლის წვეროთა აფიქსებია შესაბამისად თ,ხ,თ. 

რადგან ძი კუთხე ორიენტირებულია, ხოლო 

51ი(–თ)= –35Iით, 

ამიტომ რადგან სამკუთხედის გვერდის სიგრშმე და 

სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის რადიუსი და– 

დებითი რიცხვებით გამოისახება, ამიტომ %ოგად 

შემთხვევაში უნდა გამოვთვალოთ არა §Iით, არამედ 

|§1ი თ. 

ე-ი. უნდა ვაჩვენოთ, რომ 

|48| _ |4CI _ 18CI _ 
წIიC) 1908 14 “ 

ვთქვათ, 48C სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის 

რადიუსი 1-–ის ტოლია, მაშინ ამ წრეწირის განტოლებაა 

27 =1. რადგან 4(ი),8(ხ),C(თ) ამ წრეწირის წერტილე– 

ბია, ამიტომ 

      

1 
ხ 

მეორეს მხრივ, კუთხის სინუსის გამოთვლის საფუძ– 

ველზე შეგვიძლია დავწეროთ: 

· (1) 

ი 
|.

 

,ხ=+,0= (1:= 

ი 
|.
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(C-ი)(ნ-ი)-(C-2)(ხ-ძ) 

2IC-ძI.Iხ-ი| : 

ამ ფორმულაში გავითვალისწინოთ (1) ფორმულები. 

გვექნება: 

რი(/1-I)-0-ს-ა C96-) C-იტ-ი 

_____ 
C-ძ)(ძი-ხ C-ძ)(ი-ხ 

C-9X9-V | · ' C-ტ-იტ-ი 
2(C–ძ -|Iხ – ი “ 2ძხთ|-ძ|).ხ-ძ| · 

აქედან მარტივად მივიღებთ: 

სი 4-(C-496-ი(ტ6-ი __6-416-4 ხ-4 _ 
| 2თხთ|C –ი|-ხ–9) | 2:19-ხI:I9:IC-4I- 6 -ძ| 

რადგან 4#(ძ),8(ხ),C(თ)ერთეულოვანი წრეწირის წერ– 

ტილებია, ამიტომ |თ| =|ხI=Iთ =1 ხოლო |8CI=1ხ-ძ, ამი– 

ტომ გვაქვს, 

§111 „4 = 8111 > =   

  

917 თ = 

  

8 სი 4-9 150 
2 

საიდანაც, 

159 _; 26 (§=ყ. 
|§1ი | 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

148 (40 =–=2" უუ 
|51ი CI (§1ი ,8| 

თეორემა დამტკიცებულია. 

= 2/?. 
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§1.18. წრეწირის განტოლება კომპლექსურ 

სიბრტყეზე. ოთხი წერტილის ორმაგი 

ფარდობა 

წრეწირი ცენტრით 2: წერტილში და „» რადიუსით 

წარმოადგენს >; წერტილთა სიმრავლეს, რომელთათვი– 

საც 

"2– 2ა| = (=> (2- 2აM2-2:)=7?. (ნახ.6). 

ამრიგად, წრეწირის განტოლებას აქვს სახე: 

722 – 202 – 2 2+ >ეშე –#-?)= 0, 

აწუ 

ძ22 +ხ2 +ხ2+0 = 0, სიძ = Iიი0 = 0. (3) 

ჭეშმარიტია შებრუნებული დასკვნაც, კერძოდ, (3) 

სახის ყოველი განტოლება გამოსახავს წრეწირს, რომ– 

ლის 2: ცენტრი და » რადიუსი გამოითვლება ტოლო– 

ბებით: 

2. 2. < 2ი=-., 2020“ “” = 

თ 

თუ (3) განტოლებაში ჩავთვლით, რომ თ«5=0, მაშინ 

მივიღებთ ხ>2+ხ2+60C=0 წრფის განტოლებას. 

წრეწირი, რომელიც გადის სამ 2,212 წერტილზე 

შეიძლება აღვწეროთ როგორც ისეთი > წერტილთა 

სიმრავლე, რომ 

CL =3>52 

სადაც წრფეები და კუთხეები მიმართულია (ნახ.15). 

ანუ 
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2, “23 
    –“ =0ნიიძ/) #% – #% 2, 

22 “23 22 

მაგრამ ეს ორმაგი ტოლობა ტოლფასია პირობისა: 

MMC 2, 2)= I (622) - |, “ი.ი 7-0 (4) 
7/(>,,2.,2) 2-2 შბ –-2 

    

    

2-2, 7: –-2 
: გამოსახულებას ეწო– 

შა –2, 2-2 
სადაც I/(2,,2,,2,2)= 

დება ოთხი 2,,2:,23კ,2 წერტილის რთული, ანუ ორმაგი 

ფარდობა. ამრიგად, პირობა იმისა, რომ 2,,2;, 23, 2კ 

წერტილები ერთი წრეწირის (წრფის) წერტილები იყოს 

მდომარეოზს შემდეგში: 

III C2,,2,,2.კ,2, ) = V--2 : 2-5 | = 0. 
ბე 2 7: – 2, 

  

  

ნახ. 15. 

წრეწირის (4) განტოლება, რომელიც სამ 2),2:, 2გწერ– 

ტილზე გადის შეიძლება ჩავწეროთ სახით: 

2 -78 2-2 7-2 2-2 
  

შბე–შ შბ-2 :შ–-79 2-2 

მარტივი გარდაქმნებით მივიღებთ: 
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422+82- მ7+C=0, MC4= MC =0, 

სადაც 

4=(C2, – 2,7, – 2, )- (7, – 2,X”, – 2, I. 

8=2,(7, ““23M2 –2,)-2,(, –7,X>, – 2) 

C =2,2,(, – 2 X2, – 2 )- 2,2, (2, – 2, X-, == 

წრეწირს ერთეულოვანი ეწოდება, თუ მისი ცენტრი 

კოორდინატთა სათავეშია, ხოლო რადიუსია 1. ერთეუ– 

ლოვანი წრეწირის განტოლებაა: 

2-2 =1. 

კოორდინატთა სათავეზე გამავალი წრფე 2>2=X-2 

გადის ერთეულოვანი წრეწირის წერტილებზე, რომელ– 

თა აფიქსებია VX. VX-ს გააჩნია ორი მნიშვნელობა. ეს 

მნიშვნელობები წარმოადგენენ ერთეულოვანი წრეწი– 

რის დიამეტრის ბოლოებს. 

ანალიზურ გეომეტრიაში C”» ღერძის არაპარალე– 

ლური წრფის « კუთხური კოეფიციენტი ეწოდება CX 

ღერძის დადებით მიმართულებასთან შედგენილი 

კუთხის ტანგენსს. თუ C#”#ღერძის არაპარალელური 

წრფის კომპლექსური კუთხური კოეფიციენტი ტოლია 

#=005თC+1511Cთ 

მაშინ ამ წრფის C»X ღერძის დადებით მიმართულე– 

ბასთან შედგენილი კუთხე იქნება -. მართლაც, წრფე, 

რომელიც გადის კოორდინატთა სათავეზე და გააჩნია 

I კუთხური კოეფიციენტი გადის წერტილებზე, 

რომელთა აფიქსებია +VX. 
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ანალიზური გეომეტრიიდან ცნობილია, რომ ორ 

(%,») და C.,») წერტილზე გავლებული წრფის კუთ– 
ხური კოეფიციენტი ტოლია 

L = X –», . (5) 

ვიცით, რომ 

»X=>C6+2) »=3C-7) 

შევიტანოთ ეს მნიშვნელობები (5) ტოლობაში და 

ჩავატაროთ გარდაქმნები. გვექნება: 

_26-5)-26-5)_ (-2)-C-») 
16+=-16+)  (6-2-რ ი) 

რადგან, 

2 – 2) =#C, =9) 

ამიტომ მივიღებთ: 

  

1-#X 
სლ. 

I+MX 

ე.ი. 

1– დ – –=7%-“-სჯL=-.# 
1+#% 55 

პირიქით, 

' 1I-X 
X= · 

I+V# 

თუ მოცემული გვაქვს ორი წრფის განტოლება კომ– 

პლექსური კუთხური კოეფიციენტით 
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2-2 =%LV-2) IC,|=1, 

2-2,=%>-2,) IC,| =1, 

მაშინ ამ ორ წრფეს შორის კუთხე გამოითვლება 

ფორმულით: 

# 
#5 თი»). 

V#2 

კერძოდ, 2=V#,2 და 2=#M:2 ორი წრფე, რომლებიც 

კოორდინატთა სათავეზე გადის და მოცემული 

წრფეების პარალელურია, ეკუთვნიან წერტილები, 

რომელთა აფიქსებია #6 და (9 ამიტომ ამ ორი 

წრფეს შორის კუთხე ტოლია: 

MX 
#XIX – 4#XV/%C = 4IX #5 (თიძ 7). 

Vი 
თუ წრფე მოცემულია თვითშეუღლებული განტო- 

ლებით 

  

  

42+42+6=0, MMC=0 

მაშინ 2 წერტილიდან ამ წრფემდე ძ მანძილი 

გამოითვლება ფორმულით: 

|42ე + 42 +C 

“ 74... 
მართლაც, წრფის განტოლება, რომელიც გადის 20 

წერტილზე და მოცემული წრფის მართობულია, აქვს 

სახე: 
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ანუ, 

სისტემიდან: 

42+/42+C =0 

47 – 42 – 4#7ე + 42, =0 

ვიპოვით 2ი წერტილის გეგმილს მოცემულ წრფეზე 

= 475 – #7 -C 

0024.“ 
საიდანაც, 

2 – == 470 – 47 –C 

24 

ცხადია, რომ 

42ე – 42 –C 
ძ =|2 –2/ | მ ე 

24 
თუ წრფე მოცემულია თვითშეუღლებული განტო– 

ლებით 47+#2+C=0, MIC=0, მაშინ ყველა 2 წერტი– 

ლისათვის, რომლებიც ამ წრფის ერთ მხარეს მდება– 

რეობენ 42+/427+C >0, (დადებითი ნახევარსიბრტყე), 

ხოლო ყველა ისეთი ; წერტილებისათვის, რომლებიც 

ამ წრფის მეორე მხარეს მდებარეობენ (უარყოფითი 

ნახევარსიბრტყე) 

42+ 42+C <0. 
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§1.19. 22+072+ხ72+0=0 განტოლების გეომეტრიული 

აზრი 

წრეწირი, რომლის ცენტრია 5 (5) და რადიუსია 7”, 

ჩაიწერება განტოლებით: 

(2–§)(2–-§)=#>- (1) 

სადაც 32-წრეწირის ცვლადი წერტილის აფიესია. 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს განტოლება 
22+ი2+ხ2+0C0=0 (2) 

სადაც, ი,ხ და C კომპლექსური რიცხვებია და მათზე 

წინასწარ არანაირი პირობა დადებული არ არის. 

მოთხოვნილია დავადგინოთ წერტილთა სიმრავლე, 

რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ (2) განტო- 

ლებას. 

(2) განტოლება მოსახერხებელია ჩავწეროთ შემდეგი 

სახით: 

(2+ხ)(2+თ)=იხ–ძ (3) 

განვიხილოთ ყველა შესაძლო შემთხვევა, რომელიც 

შეიძლება მიიღოს ძ,ხ და C კომპლექსურმა რიცხვებმა. 

1. შევადაროთ (3) განტოლება წრეწირის (1) განტო- 

ლებას. ადვილი შესამჩნევია, რომ (3) განტოლება და 

ცხადია, რომ (2) განტოლებაც წარმოადგენს წრეწირს 

იმ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა ი=ხ და ძიხ-ი 

ნამდვილი რიცხვია. ამ შემთხვევაში 

იძხ-–-თ=ძძ-ი, 

რაც ნიშნავს, რომ C–ნამდვილი რიცხვი უნდა იყოს.



ამრიგად, განტოლება 

22+02+ხ2+0C=0,C=C0,ხხ>0, (4) 

წრეწირის განტოლებაა, რომლის ცენტრია §=-ხ და 

რადიუსია # =+ხხ-ი. 

2. როცა ძი=ხ და C=ძთძხ, მაშინ (3) განტოლება 

მიიღებს სახეს: 

(2+ხ)(2+ხ)=0 

და მას აკმაყოფილებს ერთადერთი §=–-ჩხ წერტილი. 

ანალოგიურ შემთხვევასთან გვაქვს საქმე, მაშინაც 

როცა (3) განტოლებაში ძ=ხ=0=0. მაშინ, 22=0 და (3) 
განტოლებას აკმაყოფილებს ერთადერთი 2=0 წერტი- 

ლი. 

ასეთ შემთხვევებში, ანალოგიის გამოყენებით ამბო- 

ბენ, რომ (2+ხ)(2+ხ)=0 განტოლებით მოცემულია 

ნულოვანი რადიუსის წრეწირი, რომლის ცენტრია 

§=-ხ წერტილი. 

3 თუ ძ=ხ,0=C, მაგრამ ხხ<C, მაშინ '/ხხ –C 

სუფთად წარმოსახვითი კომპლექსური რიცხვია. 

ჩავთვალოთ, რომ /ხხ-ი=X-I, მაშინ (3) განტოლება 

შეიძლება ჩავწეროთ ასე: 

(2+ხ)(2+ხ)=-# (5) 

(5) განტოლებას არ აკმაყოფილებს არცერთი წერტი- 

ლი, რადგან განტოლების მარცხენა ნაწილი არაუარყო- 

ფითია, ხოლო მარჯვენა ნაწილი უარყოფითია. 2-ის 

ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის ამ განტოლებით მო- 
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ცემულია წრეწირი წარმოსახვითი II რადიუსით და 

ნამდვილი ცენტრით §=-ხ აფიქსით. 

4. როცა ძ =ხ, მაგრამ C>C, მაშინ (3) განტოლება 

წინააღმდეგობრივია: მისი მარცხენა ნაწილი წამდვი- 

ლი რიცხვია, მარჯვენა–არა. ამ შემთხვევაში ის არ გა- 

მოსახავს არანაირ გეომეტრიულ შინაარსს (წარმოსახ- 

ვითსაც კი). 

5. დაგვრჩა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ძი «ხ. გან- 

ვიხილოთ (2) განტოლების შეუღლებული განტოლება, 

რომელსაც აქვს სახე: 

22+ძ2+ხ2+0C =0. 
(2) განტოლებას წევრ–წევრად გამოვაკლოთ მისი 

შეუღლებული განტოლება. 
მივიღებთ: 

(თ-ხ)2+(ხ-29)2+(C-იC)=0. 

საიდანაც, 

_ (2ი-ხ)2+(C-C _ (6-ნ++C-2) 
ი-ხ 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (2) განტოლებაში და 

დავიყვანოთ სახეზე: 

(თ-ხ)>?+(იი-ხხ+0-0C)>+ძი-ხი =0. (6) 

როცა თი>»ხ. მაშინ (2) და (ნ) განტოლებები 

ტოლფასია. 

იმის მიუხედავად, ნულის ტოლია თუ ნულზე მეტია 

(6) კვადრატული განტოლების 
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– – –.2 –ი /,- – 

0=(თთ-ხხ+C-C) -4(თ-ხ)(თ--ხი) 

დისკრიმინანტი, ის განსაზღვრავს ორ ერთმანეთი- 

საგან განსხვავებულ ნამდვილ წერტილს, როცა 71>0, 

ან ორ წერილს, რომლებიც ერთმანეთს ემთხვევა, როცა 

XX=0. ამ შემთხვევაში წერტილის აფიქესია: 

_ ი2-ხხ+0-2 
2(ხ-ი) 

კერმოდ, როცა C=თძხ, ისევე, როგორც (3), (6) განტო- 

ლებაც გვაძლევს 
2, =-ხ და 2 =-ძ 

წერტილთა წყვილებს. 
ამრიგად, (2) განტოლებით ჩაიწერება აწ წრეწირი 

(წამდვილი ან წარმოსახვითი, ან ნულოვაწი რადიუ- 

სის) ან ორი წერტილი (რომლებიც ან ერთმაწეთისაგან 

განსხვავედებიან,„ ან ერთმანეთს ემთხვევა) ან 

წერტილთა ცარიელი სიმრავლე. 

§1.20. სამ წერტილზე გამავალი წრეწირის 

განტოლება 

თუ 

27+ძ2+თ2+თ2+7=0,7=7 

წრეწირი გადის სამ 4,8,C წერტილზე, რომელთა 

აფიქსებია შესაბამისად ძ,ხდა C, მაშინ 

ითი+თი+თ9ი+7=0 

ხხ+თხ+თხ+7=0 

CC0+9თ90+თ0+7=0 
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რადგან წრეწირი გადის მოცემულ სამ წერტილზე, 

მაშინ ცხადია, რომ ეს წერტილები არაკოლინეარულია. 

ამიტომ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემას 

1-22+თ72+თ2+7=0 

I-ი9+9ი+თ9ი+7=0 

1-ხხ+თხ+თხ+X7=0 

1-22+თC+თC+7=0 

სთ,თ და X-ს მიმართ აქვს არანულოვანი 

ამონახსენი ამიტომ მისი დეტერმინანტი წულის 

ტოლია: 

22 2 7.1 

იი ი ი I 
_ ., (1) 

ხხ ხ I 

ი CC 1 

ეს განტოლება წარმოადგენს სამ წერტილზე 

გამავალი წრეწირის განტოლებას. ასევე, სამ წერ- 

ტილზე გამავალ წრეწირის განტოლებას წარმოადგენს 

წინა პარაგრაფის (3) განტოლებაც გარკვეული 

შეზღუდვებით. 

§1.21. ორთოგონალური წრეწირები 

ორ გადამკვეთ წრეწირს ეწოდება ორთოგონალური, 

თუ პერპენდიკულარულია წრეწირების მხებები, რომე- 

ლიც გავლებულია ამ წრეწირების საერთო წერტილებ- 

ში. 
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ცხადია, რომ წრეწირების საერთო წერტილზე 

გავლებული ერთი ორთოგონალური წრეწირის მხები 

გადის მეორე წრეწირის ცენტრზე. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ (4,#) და (8,”) წრეწი- 

რები ორთოგონალურობისათვის აუცილებელია და სა- 

კმარისი, რომ 

48” = IL +/“ (1) 
ანუ, 

(თ-ხ)(0-ხ)=#+7? (2) 

თუ წრეწირები მოცემულია განტოლებებით: 

22+თ2+თ2+თე =0,თ=თე 

და 

227+/82+/82+ /მ, =0, /9= /მ8, 

მაშინ ძ=-თ,ხ=-/, M? = თთ – თ,,”? =/8ჩ8 – მ), 

ამიტომ წრეწირების ორთოგონალურობის (2) კრიტე- 

რიუმი ჩაიწერება ასე: 

=/3+0თ/8 =თე +/მე (3) 

ამოცანა 1. იპოვეთ სიბრტყის წერტილთა სიმრავლე, 

რომელის ყოველი წერტილიდან მოცემულ 4 და # 

წერტილამდე მანძილების ფარდობა მუდმივია. 

ვთქვათ, M (2)-–საძიებელი წერტილთა სიმრავლის 

წებისმიერი წერტილია, ხოლო 4 და 8 წერტილებს 

შეესაბამებათ კომპლექსური რიცხვები 1 და –1. 

პირობის ძალით: 

M4 = # = 00715! 
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აწუ, 

M4? = 2" ·Mხ? 
გადავიდეთ წერტილების აფიქსებზე. მივიღებთ გან- 

ტოლებას: 

(2–I)(2–1)=2?(>+1)(2+1), 

რომელიც გარდაქმნის შემდეგ მიიღებს სახეს: 

22(1– 2?)+(2+2)(1+2”)=2? –1 (4) 

როცა #=1, მივიღებთ: 

2+2=0 

ეს წარმოსახვითი ღერმშის განტოლებაა, რომელიც 

ჩვენს შემთხვევაში 48 მონაკვეთის შუამართობს წარ- 

მოადგენს. 

თუ #%#%1, მაშინ (4) განტოლება ჩავწეროთ ასეთი 

ფორმით: 
2 

+- (2+2)+1=0 (5) 22+ 
1 
  

შევადაროთ ეს განტოლება 

22+0ძ2+ხ2+0=0 
განტოლებას. 
მარტივად დავასკვნით, რომ (5) განტოლება წარმო- 

2 

ადგენს წრეწირს ცენტრით §=1+4, 
– 2? 

ჩ=V2იჩ-7 => წე, 
ამიტომ წამდვილია « რიცხვიც. 

და რადიუსით 

  რადგან # ნამდვილი რიცხვია, 
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ცხადია (5) წრეწირის ცენტრი 28 წრფის წერტი- 

ლია. ამ წრეწირს 48 მონაკვეთისა და # ფარდობის 

აპოლოწის წრეწირი ეწოდება. 

მარტივად შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ აპოლონის 

> 1+#4 
წრეწირი გადის წერტილებზე ი(1-4) და 0(1”2), 

რომელიც 248 მონაკვეთს ყოფს შესაბამისად #4 და –4 

ფარდობებით. #20 ამ წრეწირის დიამეტრია. (ნახ. 16). 

  

  

  

ნახ. 16. 

ამოცანა 2. თ წრეწირზე აღებულია ოთხი წნებისმიე- 

რი 4,8,C,ს წერტილი. თ,,თ,,C წრეწირები, რომელთა 

ცენტრებია შესაბამისად 4,8,C წერტილებში გადიან # 

წერტილში და წყვილ-წყვილად გადაიკვეთებიან #,, 

M., M., წერტილებში (ნახ. 17). დაამტკიცეთ, რომ M,, 

#M., M, წერტილები კოლინერულია. 

ვთქვათ, თ წრეწირი ერთეულოვანია, ხოლო 7» წერ- 

ტილის აფიქსია ძ =1. 
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რადგან, თ, წრეწირის ცენტრია 4(ი) წერტილი და 

გადის LV) წერტილზე, ამიტომ გვაქვს: 

(2 – =X2 – ი) = (I – იXI –ძ) 

22-02-072=1-0ი -ძ. 

ანალოგიურად, თ; და თკ წრეწირების განტოლებები 

იქნება შესაბამისად – _ _ 

22 – ხ2 –ხ2 =1 –ხ –ხ 

ანუ 

და 

22-C22-07=1I-0დლ0-ით. 

  

ნახ. 17. ნახ. 18. 

ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა, რომელიც წრეწი- 

რების განტოლებებს შეიცავს 

22-ძ2-ძ2=1-ძ -ძ. 

22 -ხ2 - ხ2 =1-ხ -ხ 
სისტემის განტოლებები გარდავქმნათ ასე: 
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(6 იორმები 

2(2-ხ)=ხ2+1-ხ-ხ 
თუ სისტემის პირველ განტოლებას წევრ-წევრად 

გავყოფთ მეორე განტოლებაზე, გვექნება: 
2-0 ძ7:+1-ძ-ძ 

2-ხ ხ>+1-ხ-ხ 
თუ გამოვიყენებთ პროპორციის თვისებას და მსგავს 

წევრებს შევაერთეთ, მივიღებთ: 

(6-=»? – (2 –ხ)+(2-#)+(9% – ნ)» – (6-– «)+(9% –იხ)=0 
რადგან 4(0) და 8() წერტილები ერთეულოვანი 

წრეწირის წერტილებია, ამიტომ 

2=+ და ხ=+. 
ძ ხ 

თუ ჩავსვამთ ამ მნიშვნელობებს ბოლო განტო- 

ლებაში და შევასრულებთ მარტივ გარდაქმწებს, მივი- 

ღებთ: 

  

2? I+ხ-იხ+1I-(თ+ხ-იხ)=0 

ვიეტის თეორემის თაწახმად კვადრატული განტო- 

ლების ფესვებია 

1 და თი+ხ-–იხ. 

რადგან #2 წერტილის აფიქსია 1, ამიტომ მივიღეთ თ», 

და თ, წრეწირების მეორე საერთო Mკც წერტილის 

აფიქსი 

XL =თ+ხ –ძხ. 

ანალოგიურად მივიღებთ: 

MI. =0C+ძ –-ძი, #, =ხ+C-ხი. 

საიდანაც შეგვიპლლია მარტივად გამოვთვალოთ, რომ 
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MI – MI, _ (ი-ხX1-9) 

ა (2-CXI-ხ) 

ვაჩვენოთ, რომ ეს რიცხვი წამდვილია, მართლაც 

წ, – M, _ L ძ-ხII-ი 

1– ბ
.
 

MIვ – I, 12- 

– 1 
რადგან, 0=–-, ხ=+ და C= 

ძ 

თ-2 ,L- 

თშ ცეს 
რაც ნიშნავს, რომ M,,MVMV,,Mკ წერტილები კოლინეა- 

რულია. 

ამოცანა 3. სამ ტოლ წრეწირს აქვს საერთო 0 წერტი- 

ლი და მეორედ ეს წრეწირები გადაკვეთებიან 4,#8,C 

წერტილები, დაამტკიცეთ, რომ 48C შემოხაზული 

წრეწირი მოცემული წრეწირების ტოლია (ნახ. 18). 

წრეწირების საერთო C0, წერტილი ჩავთვალოთ 

კოორდინატთა სათავედ. C#MC,0C4,C48 წრეწირების 

ცენტრები აღვნიშნოთ შესაბამისად 4,8,,C,. 480C 

ოთხკუთხედი რომბია, 80 =ხ, +0, და ანალოგიურად 

ხ=C +ხ,,C=თძ,+ხ. 

რადგან მოცემული წრეწირები ტოლია, ამიტომ 

(ი,| =16,| =1C | =1. 
ჩავთვალოთ, რომ თძ,+ხ,+0, =§. ცხადია, რომ 4,#M,C 

წერტილები 

, ამიტომ გვაქვს: 

ი
 

ბ,
 

| _ ხ–-იXC-1)_ ((-ხX1–9ძ) _ M, –M, 

| ' (C–იXხ-I) (თ«–CX1-ხ) M –M 

(2–ჯ 2-35)=1 
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წრეწირის წერტილებია, რომლის ცენტრი §§ წერტი- 

ლშია და რადიუსია 1. 

შევნიშნოთ, რომ 4,#,,C, წერტილები ერთეულოვანი 

22 =1 წრეწირის წერტილებია. § არის 4#,C, სამკუთ- 

ხედის ორთოცენტრი. გარდა ამისა 48C სამკუთხედის 

ორთოცენტრი C წერტილს ემთხვევა. 

მართლაც, თუ #-48C სამკუთხედის ორთოცენტ- 

რია, მაშინ როგორც ცნობილია 

5// =54+58+5C, 
ცხადია, 

ჩ-ვ=0ი-5+ხ-53+0-3=ძ+ხ+0-33= 

=2(. +ხ,+Cთ)+-2§= –, 

საიდანაც, 

# = 0. 
ამოცანა 4. იპოვეთ წრეწირების ცენტრების სიმრავ- 

ლე, რომლებიც მოცემული 22+თ2+თ2+თე =0 წრეწი- 

რის მართობულია და გადიან მოცემულ MC) წერ- 

ტილწზე. _ _ 

თუ 22+/ე82+/02+/0.=0 წრეწირს აქვს ამოცანის 

პირობით მოთხოვნილი თვისებები, მაშინ 

III + /3I + /371+ /8ე =0 

თიანიამი 

თუ ამ სისტემიდან გამოვრიცხავთ /#-ს, მივიღებთ 

განტოლებას /1-ს მიმართ. 

(3+7»)/ +(თ +»)/3+ IX – თ, =0 (1) 
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რომელიც განსაზღვრევა წრფეს. ამ წრფის 

წორმალური ვექტორია თ+V#. ეს ვექტორი ტოლია 4M 

ვექტორის, სადაც #Cთ) მოცემული წრეწირის ცენტრია. 
ცხადია, რომ (1) წრფე ##V/ წრფის მართობულია. 

§1.22. წრეწირის მკვეთი ორი წრფის გადაკვეთის 

საერთო წერტილის აფიქსის პოვნა 

გამოვთვალოთ ერთეულოვანი 272 =I წრეწირის და 

48 და C#) წრფეების გადაკვეთის წერილის აფიესი, 

თუ 4, 8, C, LX წერტილები ამ წრეწირის წერტილებია. 

ვთქვათ, 4, 8, C, XX წერტილების აფიქსებია შესაბა– 

მისად თ, ხ, C, ძ. 

დავწეროთ 248 ქორდის განტოლება. 248 წრფის გან– 

ტოლებას აქვს სახე: 

2 

რ“ 

ხ 

საიდანაც, თუ გავშლით დეტერმინანტდტს, მივიღებთ: 

ი>2+0იხ+ხ2 –ძხ – ხ2 – თ2 =0. 
რადგან 4 და #8 წერტილები ერთეულოვანი 22 =I 

წრეწირის წერტილებია, ამიტომ 

2=+,ხ=1. 
ძ ხ 

თუ ძ და ხ –ს შევცვლით მისი ტოლი გამოსახულე– 

ბით მიღებულ განტოლებაში და შემდეგ გარდაქმნებით 

ად 
ი”
 

MI
 

(
ო
ლ
 I ლ
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მიღებულ გამოსახულებას გავყოფთ ხ–ი0%0–-ზე, მივი– 
ღებთ: 

2+იხ2=ძ+ხ. 

ანალოგიურად, C#22 ქორდის განტოლებას ექნება 

სახე: 

2+0ძ2=C+ძ. 
მაშასადამე, რომ ვიპოვოთ 248 და C#/) წრფეების 

გადაკვეთის წერტილი, უნდა ამოვხსნათ სისტემა: 

2+იხ2=ძ+ხ, 

2+0ძ2=0+ძ. 

თუ სისტემის პირველ განტოლებას გამოვაკლებთ 

მეორე განტოლეზას, მივიღებთ: 

–= _ (2+ხ)–(9+9). – ტ) 

იხ -0ძ 

თუ 48 L+C/), მაშინ იხ=-ი7” და (1) დამოკიდებუ– 

ლება ჩაიწერება ასე: 

- (ძი+ხ)-(C+ძ) 

რ ძხ-იძ 

    

მაშინ გვექნება: 

2=1(29+6+0+9). 
2 

ანუ, 

89



2=1(2+ხ+0+ძ). (2) 

როცა 48LC»#, მაშინ 48 და C7) წრფეთა გადაკვე– 

თის წერტილის აფიქსის განსაზღვრა შესაძლებელია 

სამი 4, 8 და C წერტილების აფიქსით. 

მართლაც, 48 და C”) წრფეთა მართობულობიდან 

გამომდინარეობს, რომ 

C0 = –თხ. 

საიდანაც, 

ძმრ=---., (3) 

2=1(«+ხ+0-% |, (4) 

§1.23. წრეწირის ორ სხვადასხვა წერტილში 

გავლეზული მხებების გადაკვეთის წერტილის 

აფიქსის პოვნა 

ვიპოვოთ ერთეულოვანი 22 =1 წრეწირის ორ სხვა– 

დასხვა 4(ი) და 8(ხ) წერტილებში გავლებული მხებე– 
ბის გადაკვეთის წერტილის აფიქსი. 

საძებნი 2 წერტილის აფიქსი გამოითვლება 4(ძ) და 

8(ხ) წერტილებში გავლებული მხებების განტოლებე– 

ბის შემცველი სისტების ამოხსნით. 4(ი) და 8(ხ) წერ–- 

ტილებში გავლებული მხებების განტოლებებისაგან 

შემდგარ სისტემას აქვს სახე: 
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ძ2+ძ2=2, 

(0057 

სისტემის პირველი განტოლება გავამრავლოთ ხ –ზე, 
მეორე განტოლება –ი და შემდეგ შევკრიბოთ წევრ– 

წევრად. გვექნება: 

  

  

2იხ 
2= · 

ი+ხ 

აწუ, 

1 +ხ 1/ე1 1 1-4 =1(1+1) (4) 
2 2თხ 2Vი ხ 

ანუ, 

§1.24. წერტილის წრფეზე ორთოგონალური 

ბეგმილის აფიქსის გამოთვლა 

გამოვთვალოთ M (7) წერტილის ორთოგონალური 

გბგეგმილის აფიქსი 4(ით) და 8(ხ) წერტილებზე გამავალ 

წრფეზე. 
ვთქვათ, M წერტილის ორთოგონალური გეგმილი 

48 წრფეზე არის #M' წერტილი, რომლის 2 აფიქსი 

საძიებელია. მაშინ სამი 4(ძი),#V '(2) და 8(ხ) წერტილი 

48 წრფის წერტილებია. ამიტომ ამ სამი წერტილის 

კოლინეარულობის პირობას აქვს სახე: 
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(1) 

სა
, 

ლ
 

ლი
I 

ი
 

I
.
 II ლ 

2 

რადგან MM' წრფე 48 წრფის მართობულია, ამიტომ 

მართობულია ვექტორები, რომელთა აფიქსებია ძ–-ხ 

და #-2. ე.ი. სრულდება პირობა: 

(–-ხ)(I-2)+(ძთ–ხ)(თ-–2)=0. 

გავშალოთ (1) დეტერმინანტი და დავწეროთ სახით: 

„(6-6)+9(6–2)+ხ(2–2)=ი. 
ამოვხსნათ სისტემა: 

2(2-ხ)+2(ხნ-2)+ხ(2-69)=0, 

რი ეის 

სისტემის განტოლეზებს მივცეთ ასეთი სახე: 

2(ი-ხ)-2(თ-ხ)+იხ-ხ9ძ=0, 

„__–_–_<>. 

თუ შევკრებთ სისტემის პირველ და მეორე 

განტოლებებს წევრ–წევრად, მივიღებთ: 
მ(უო-ხ)–ხ ოი –ძ) ,; 

! == “ი” 
გარდავქმნათ (2) ტოლობა იმ შემთხვევისათვის, 

როცა #(ძ) და 8(ხ) წერტილები ერთეულოვანი 22 =1 

წრეწირის წერტილებია. 

(2) 2= 
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1 – 1 
– და 6=-, გვექნება: 
ძ ხ 

– 1 – 1 – = მ-ე) არ-2),„ «ლრ-)-”ლ-) „ 2ლ-  უე„კCკL „უუ. == – "ა -_-1._1_–– 1-1)? 2(ხ–4) ” ძი ხ 

_ 2ხM- 6? – იხ ი+ხ! _ თ _ (ხ–6)(4+ხ–იხთ) 

=C +ხ+/- იხ”). 

ჩავსვათ (2) ტოლობაში ძ= 

215 
2 

თუ M=0, მაშინ M წერტილის ორთოგონალური V' 

წერტილის 2 აფიქსი გამოითვლება ფორმულით: 

=1(2+ხ). 
2 

ამ ფორმულას ზოგჯერ ასეც ჩაწერენ: 

„_ 9-თ 
2(თ-%) 

ეს ფორმულა მიიღება (2) ფორმულიდანაც, როცა 

71 =0. 

§1.25. პარმონიული ოთხკუთხედი 

ზოგად შემთხვევაში ოთხი 4,8,C,ს წერტილის ორ- 

მაგ ფარდობას შეუძლია მიიღოს ერთმაწეთისაგან 

განსხვავებული ექვსი მწიშვნელობა, რომლებიც მიი- 

ღება ორმაგ ფარდობაში შემავალი ყველა შესაძლო 

გადანაცვლებების შემთხვევაში: 
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თ,“ ,I-0,I-+,-1- და 1--“ 
თ» თ I-–თ 1-თ 

ამასთან, თC#%1, რადგან ეს წერტილები ერთმანეთი- 

საგან განსხვავებულია. 

M ა/M ბს 

ს. კ დ 

/4 6 V #ნ 0 /4 ი 8 6 -> 
ჩ M 

ი ი 

წახ. 19. 

როცა =თ=-1, მაშინ მიიღება ერთმანეთისაგან განსხ- 

ვავებული სამი მწიშვნელობა: 

1 
-1,2. და –. 

=12 
ამ შემთხვევაში 4,8,C,) წერტილთა ოთხეულს 

უწოდებენ ჰარმონიულ ოთხეულს და მას გააჩწია 

ზოგიერთი განსაკუთრებული თვისება. რადგან #=–-I- 

წამდვილი რიცხვია, ამიტომ 4,8,C,) წერტილები 

ერთი წრფის აწ ერთი წრეწირის წერტილებია. 

ვთქვათ, 4,8,C,) წერტილების აფიქსებია შესაზამი- 

სად თ,ხ,C და ძი. დავუშვათ, 4,8,C,X» წერტილები კო- 

ლინწეარულია და C48,C#)= –1. ე.ი. 

C-ძ ძ-ძ _ 
    

მაშინ, 

   



რაც ნიშნავს, რომ C და /#) წერტილები #8 მოწნა- 

კვეთს ყოფს სიდიდით ტოლ გარე და შიგა ფარდობით. 

ამბობენ, რომ C და # წყვილები ჰარმონიულად ყოფს 

4 და 33 წყვილს. 

რადგან (CI,48)=-–I, 4 და 8 წყვილი თავის მხრივ 

ჰარმონიულად ყოფს C და #) წყვილს. 

მოცემული სამი «4,8,C წერტილებით მეოთხე # 

წერტილი, რომელიც C წერტილთან წყვილში ჰარმო- 

წიულად ყოფს 4 და #8 წყვილს, #48 წრფეზე განი- 

საზღვრება ცალსახად (ნახ. 19). 

მოცემული 4 და 8 წერტილებიდან ნებისმიერად 

გავავლოთ პარალელური ” და # წრფეები. ვთქვათ, 

წებისმიერი წრფე, რომელიც გადის C წერტილზე ამ 

წრფეებს კვეთს შესაბამისად MV და #X” წერტილებში. # 

წრფეზე გადავდოთ #8#X-ს ტოლი #M მონაკვეთი, მაშინ 

M#M გადაკვეთს 48 წრფეს საძიებელ L წერტილში, თუ 

C წერტილი არ წარმოადგენს #8 მონაკვეთის შუა- 

წერტილს. 

უფრო საინტერესოა ის შემთხვევა, როცა 4,8,C,#» 

წერტილები არაკოლინეარულია, მაგრამ (48,C0)=–I. 

ამ შემთხვევაში 4,8,C,აX წერტილები ერთი წრეწირის 

წერტილებია და მათგან არცერთი სამი წერტილი 
კოლიწეარული არ არის. 

წრეწირში ჩახაზულ #48C> ოთხკუთხედს ეწოდება 

ჰარმონიული ოთხკუთხედი, თუ მისი 4,8,C და #7 

წვეროები ადგენენ წერტილთა პარმონიულ ოთხეულს. 

რა განსაკუთრებული თვისებები აქვს ჰარმონიულ 

ოთხკუთხედს? 

1. 4,8, C,2 წერტილების თ,ხ,0, “თ აფიქსებისათვის 

გვაქვს: 
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ჯა.
 

ს ო 

„9“ 
    = 1, 
ხ-ი ხ-ძ 

ანუ, 

(«-იMხ–-ძ)=-(ხ-CXი-ძ) (1) 

საიდანაც, 

თ-ძ-.ხ-ძ =|ნ –ძ·Iი–ძ,. 

აწუ, 

|4CI.|I80| =| 8CI·|4M, 
C 

თ აა /აღოგა ტ 8 

4ტ ხ 

ი 

ნახ.20. ნახ.21. 

ამრიგად, პარმონიულ ოთხკუთხედში მოპირდაპირე 

ბვერდების წამრავლები ერთმანეთის ტოლია. პტოლე- 

მეოსის თეორემის თანახმად, წრწირში ჩახაზულ 48C 

ოთხკუთხედში მოპირდაპირე გვერდების სიგრძეთა 

წამრავლების ჯამი ტოლია მისი დიაგონალების ნამ- 

რავლისა. 

ამიტომ 48C7) ჰარმონიულ ოთხკუთხედში 

40.86=8C.40=148-თ (2) 

პარმონიული ოთხკუთხედის მაგალითია წრეწირში 

ჩახაზული დელტოიდი. დელტოიდი არის ამოზნექილი 
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ოთხკუთხედი, რომელიც მისი ერთი დიაგონალის 

სიმეტრიულია (ნახ. 20). 

პარმონიულ ოთხკუთხედს წარმოადგენს აგრეთვე 

კვადრატი. ჰარმონიული ოთხკუთხედი შეიძლება იყოს 

ტრაპეციაც (წახ.21), რომელიც უნდა აკმაყოფილებდეს 

დამატებით პირობებს: 

4C=8), 4C” =40-78C. 
ვთქვათ, პარმონიული 2–28C>) ოთხკუთხედის 48 და 

CC დიაგონალები გადაიკვეთება M#M წერტილში. თუ 

ოთხკთხედში ჩახაზულ წრეწირს ჩავთვლით ერთეუ- 

ლოვან წრეწირად, მივიღებთ: 

– _ 8+ხ-C+9) 

  

იხ-იძ 

რადგან, 

= 2+ხ-I(-+ძ 
1 =71=-–-–-==+-=- 

ძხ -იძ 

რადგან, 

– 1- 1- 1 – I 
ი=–,ხ=-,0=-,ძ=-, 

ამიტომ, 

1+1-(1+1) 
„- 9 ხ ს ძ _ (9+ხXძ –(C+ძXხ. 

1.1_1.1 იძ- იხ 
ძიძხ 0ლძ 

ანუ, 

_ (=+ძ)იხ-(2+ხXძ 
ა იხ-იძ 

  გამოვთვალოთ გ=2-ი ფარდობა, რომლითაც #V 
#-– 

წერტილი #48 დიაგონალს ყოფს. გვაქვს, 

97



„ (2+4Xხ-(2+ხXძ 

  

1=-92-#- იხ-იძ _ 
# –ხ (C+ძXხ–-(2+ხXძ _, 

იხ–-ილძ 

_ ძ(თიხ–იძ)-(C+ძ)იხ+(თ+ხX9ძ _ 
“(2+ძ)ხ-(2+ხXძ -ხ(იძ-ხი) 

_ ი“ხ-თძ0ლძ-იხ--იხძ+იილძ+ხიძ _ თხ – იხC- იხძ +ხიძ _ 

"იხი+იხძ -ილძ -ხიმ -იხ”+ხიძ იხი+იხძ -ი0ძ -იხ? 
_ იხ(ი-იC)-ხძ(თ-ი) _ ხ(ი-იXძი-ძ) 

"იიხ-ძ)-იხხ-ძ) ი(ნხ-ძX-C-ხ) 

  

  

  

    

  

ე.ი 

ხ(ი-იMთ-ძ) 
#=“ ად. 

ძ(ხ-ძXC-ხ) 

რადგან, 

ძი–ი _რიძ-C 

ხ-ძ ხ-ი 
მაშინ, 

_ ხ(C-თ"” 
ძ(C-ხX 

გავითვალისწინოთ, რომ 

2 – – 1_1 2 («–C” 
4C? =(თ-ი ძ-6)=(2-C –-- და 8C =-----–“, 

ი C ხი 

მივიღებთ: 

  

    

_ 4C? _ 4” 

“ 8C:. 80: 
ამრიგად, 

X#-ი _ 4C”? _ 4“ 

ხ–» 8C: 80 
ანალოგიურად, 
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M-C _ 8C? _ 4C” 

ძ-ი 8ხ: /9?' 
ე.ი. ჰარმონიულ ოთხკუთხედში დიაგონალების 

გადაკვეთის წერტილით მიღებული დიაგონალების 

მონაკვეთების ფარდობა ტოლია ამ ოთხკუთხედის მიმ- 

დებარე გვერდების სიგრძეთა კვადრატების ფარდო- 

ბისა. 

წრეწირისადმი გავლებული მხებების გადაკვთის 

წერტილი, რომელშიც გავლებულია ამ წრეწირში ჩახა- 

ზული ჰარმონიული ოთხკუთხედის დიაგონალების 

ბოლოებზე, დიაგონალების შემცველი წრფის წერტი- 

ლია. 

C და # წვეროებზე გავლებული მხებების გადაკვე- 

, რომელიც აკმაყოფილებს 

      

  თის წერილის აფიქსია 20ძ 
C+ძ 

48 წრფის 

2+იხ2 =0+ხ 

განტოლებას. ჩავსვათ ამ განტოლებაში მხების გადაკ- 

ვეთის წერტილის აბსცისა. რადგან 

  
    

    

1.1 

207 “2 7 _2 
ი+«ძ 1.1 ი+ძ 

C ძ 

ამიტომ გვექნება: 

20ძ +იხ.· =ძ+ხხ. 
C+ძ C+ძ 

ანუ, 

2(2ხ+0იძ)= («+ხXC+ ძ), 

საიდანაც, თუ გავხსნით ფრჩხილებს და მოვახდენთ 

მარტივ გარდაქმნებს, მივიღებთ: 
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(2-CXხ-ძ)=-(.-ძXხ-ი). 

რაც ნიშნავს, რომ 48C”> ოთხკუთხედი პარმოწიულია. 

  

  

ნახ. 22. 

უკანასკნელი თვისება საშუალებას გვაძლევს მოცე- 

მული სამი 4,8,C წვეროთი ავაგოთ ჰარმონიული 

ოთხკუთხედი. მეოთხე »#) “წვეროს აგება ხდება ”7# 

წერტილის საშუალებით, რომელიც წარმოადგენს 48 

წრფის და #48C წრეწირის C წერტილზე გავლებული 

მხებების გადაკვეთის წერტილს: #) წერტილი წარ- 

მოადგენს #” წერტილიდან ამ წრეწირისადმი გავლე- 

ბული მეორე მხების წრეწირთან შეხების წერტილს 

(ნახ. 22). 

§1.26. ვექტორები კომპლექსურ სიბრტყეზე 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ოთხი წერტილი აფიესე– 

ბით: 

4(, , 8, , C(2, ) MX, ) 

ორ 48 და C,) მიმართულ მოწაკვეთებს ტოლად 

ჩავთვლით მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა სრულდება 

პირობა: 
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2 – 2, =2კ – 2კ. 

თუ მიმართული მონაკვეთი მოცემულია სათავის 

4C,) და 8(>) ბოლოს აფიქსებით, მაშინ ი = 48 ვექ– 

ტორის აფიქსია (>. –>თ)) და ამ ფაქტს ასე ჩავწერთ: 

თუ ძ=(C>), ხ=(C>.) მაშინ ამ ორი ვექტორის ჯამი 

განისაზღვრება ასე: 

0ი+ხ=(2,+7,) 

ძ =(”,) და # რიცხვზე წამრავლი ეწოდება ვექტორს 

4-0=(#:72): 

ი =(0) ვექტორს ეწოდება ნულოვანი ვექტორი და 

ჩაიწერება ასე: 

ძ =0. 

2=(2,), ხ=(-2,) ვექტორებს ეწოდებათ მოპირდა– 
პირე ვექტორები: 

0 =–ხ. 
ვექტორებზე ოპერაციებს გააჩნია შემდეგი თვისე– 

ბები: 

I.+(6+6)=(4+6)+2; 

2.08 +0 = ძ; 

39+C 2) 0; 

+ 

I 

– 

4ი0+ხ=ხ ძ; 
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– 

5.1-2=ძ; 
6. 2II/2)= (2X; 
7.(2+ V)ი = 20+ #ძ; 

8. 2(6+ხ)= 290+7V. 

ორი ი და 8 ვექტორები კოლინეარულია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა ან 

0=#-ხVხ=/.ძ.. 
ი=(2,,ხ=(”.) ვექტორების კოლინეარულობისათვის 

აუცილებელია და საკმარისი, შესრულდეს პირობა: 

2 2, 

  

  

§1.27. კომპლექსურ სიბრტყეზე ვექტორების 

კოლიწეარულობის და მართობულობის 

პირობები 

ვთქვათ, კომპლექსურ სიბრტყეზე მოცემულია 0 

წერტილისაგან განსხვავებული (რ) და #80) წერტი- 

ლები. CM და 08 ვექტორები თაწნწამიმართულია, მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა 

თ7Xდ ძ = თ7/- ხ. 

ანუ, 

ძი ძ -თ/-Cხ = თ§ = 0. 
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ცხადია, რომ ეს ვექტორები საწინააღმდეგოდ მიმარ– 

თულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ 

თძ/დძ – თ-თხ = 6 = 17. 

ამრიგად, იმისათვის, რომ /() და 8(0) წერტილები 
კოორდინატთა სათავის კოლინეარული იყოს, აუცილე– 

ბელია და საკმარისი, რომ ფარდობა + ნამდვილი 

რიცხვი იყოს. რაც ნიშნავს, რომ გამოსახულება 

ი 
I 

4 
ხ 

ანუ, 

თხ =ხთ 
არის სამი 0,4.8 წერტილის კოლინეარულობის პი– 

რობა. შევნიშნოთ, რომ ეს კრიტერიუმი სამართლიანია 

მაშინაც, როცა ძ=0 ან %#ხ=0. 

რადგან 1 =#, (C > 0) ნამდვილი რიცხვია, ამიტომ სა– 

მი წერტილის კოლინეარულობის პირობა ტოლფასია 

ი=#ხ,(C#0,M=# 
პირობისა. 

განვიხილოთ წერტილები 4(თ), 8ცC), C(9) და 

#X97). ვექტორები 134 და ჩC კოლიწნეარულია მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა თ-–-ხ, C–ძ და 0 წერტილები 

კოლინეარულია. 

ე.ი. 

48)Cს=C(.-ხXC-ძ)=(6-ხ(-ძი (I) 
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კერძოდ, თუ 4(0) #80), CC) და #7) წერტილები 
ეკუთვნის ერთეულოვან 7ჯ7=I წრეწირს, მაშინ 

1-. L 
2=+,ხ= ,0=–,949= 

ძ 

ამიტომ (1) პირობა მიიღეზს სახეს: 

48)|C0 = იხ=09ძ. 
(1) პირობა შეიძლება ჩავწეროთ სახით: 

ი-ხ ძ-ხ 

C-იძ C-ძმ. 

ცხადია, რომ 48 და C») მონაკვეთები პარალელუ- 

2-6 ც.გ. 

    

  რია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა რიცხვი 7 
C-– 

დვილია. 

C4 და 08 ვექტორები პერპენდიკულარულია 

04108<თი-თ=ხ=თ§, =+2. 

ანუ , რაც იგივეა, 

04 LC8 <> 

ლ
-
I
6
 I ძ 

ხ 
ანუ, 

C4 I C8 = თხ+ძხ =0. (2) 
48 და C2 მონაკვეთები პერპენდიკულარულია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ვექტორები აფიქსებით 

ი-ხ და C-ი პერპენდიკულარულია. (2) დამოკი- 

დებულებების ძალით შეგვიძლია დავწეროთ: 

04 L08 C– C-ხIXC-ძ)=(6-ხIC-ძ) (3) 
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თუ 40), 8(). C(C) და C(4) წერტილები ეკუთვნის 
ერთეულოვან X»2=! წრეწირს, მაშინ ეს დამოკიდე– 

ბულებები მარტივდება და მიიღებს სახეს: 

04 L 08 = იხ+ძძ =0. 
(3) დამოკიდებულება შეიძლება ჩავწეროთ სახით: 

ძ-ხ ი-ხ 
    

ი-ი C-ძ 

ეს წიშწავს, რომ „2448 და C#2 მონაკვეთები პერპენ– 

დიკულარულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

რიცხვი 4-ხ წარმოსახვითი კომპლექსური რიცხვია.   

მოცემულია 4(ი) და „8(ხ) წერტილებზე გამავალი 

წრფე და M(M#M) წერტილი. ვიპოვოთ M(#V) წერტილის 

ორთოგონალური პროექცია 4#(9) და 8(6) 

წერტილებზე გამავალ წრფეზე. 

4(ი) და 8(ხ) წერტილებზე გამავალ წრფის განტო– 
ლებაა: 

ანუ, 

2(4-ხ)+თ(ნ–2)+ხ(6-–ი)=9. 

ამ წრფის მართობული წრფის განტოლებას, რომე– 

ლიც გადის # (M) წერტილზე აქვს სახე: 

(ი–ხ)(თ–2)+(0-ხ)(თ–2)=9. 
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რომ გამოვთვალოთ საძებნი კოორდინატი, უნდა 

ამოვხსნათ სისტემა: 

#(2-6)+6(6-2)+6(2-2) 0, 
(C-6)(თ-2)+(2-6)(თ=–7)–ი. 

ანუ, 

2(--ხ)-2(«-ხ)+იხ-«ხ =0, 

(ი-ხ)+2(0-ხ)-(2-ხ)X-(9-ხ)» =0. 

საიდანაც, 

„5 -ნ)-ხლ-2), თ. 
2(თ-ხ) 2 

იმ შემთხვევაში, როცა 4 და 8 წერტილები 22=! 

წრეწირის, წერტილებია მაშინ მიღებული ფორმულები 

საგრძნობლად მარტივდება და მიიღებს სახეს: 

„  2+ხ+M-0ხM. 

2 

თუ »X=0, მაშინ M წერტილის #(ი) პროექცია 48 

წრფეზე გამოითვლება ფორმულით: 

ჟხ-იხ 
2(2-ხ) 

გამოვთვალოთ M (I) წერტილის მართობის ფუმის 

აფიქსი წრფეზე 02+ 09092 =2ყჯყ. თუ M(C2)-საძებნი ფუძეა, 

მაშინ CXII MV , ამიტომ 
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I“ =(2-თ);, 

#02 + 922 = 2ჯი. 

საიდანაც, 

2=ი+- 
2 2. 

ერთეულოვან საბაზისო ვექტორებად ჩათვლილია 

ვექტორები 0, = (2,)და 65 =(>,) სადაც 

9 - 
ყოველი 4 ვექტორისათვის (4,2) ბაზისში არსებობს 

დაშლა, ამასთან ეს დაშლა ერთადერთია შემდეგი 

სახით: 

C5     
=1, „##90, = 0(Mძ 2»), -47§6, = 2 (თიძ 2»); 

_–_ – 

ძ=X'0, +X»:6კ. 

სადაც 7=Xჯ+#) არის ძ=(2) ვექტორის აფიქსი. 

§1.28. მონაკვეთის გაყოფა # ფარდოზით 

თუ C წერტილი 48 წრფის წერტილია და 

4C=/.C8, (4#-–I), 

მაშინ ამბობენ, რომ C წერტილი 248 მონაკვეთს ყოფს 

4 ფარდობით, (2=2). 

ვიპოვოთ C წერტილის აფიქსი, თუ 4 და # 

წერტილების აფიქსებია შესაბამისად 4 და ხ. 

ტოლობა, 

4C=2-C8 
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ეკვივალენტურია ტოლობის 

0C-C4=/72-(08-0CC). 

თუ გადავალთ 4,8,C წერტილების თთი,ხ,Cთ აფიქსებზე, 

გვექნება: 

  

0-ძ=#-(ხ-ი), 

საიდანაც, 

-=95+4ხ, 2=7 (1) 

1+74 

როცა 2=), მაშინ C წერტილი 248 მონაკვეთის 

შუაწერტილია და გვაქვს: 
_ ი+ხ ==“ 

ე.ი. მონაკვეთის შუაწერტილის აფიქსი სათავის და 

ბოლო წერტილების აფიქსების წახევარჯამის ტოლია. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

1 4 

  

მაშინ (1) ტოლობა მიიღებს სახეს: 

თ=ძი+/ჩხ,თ+8=სძ=თ,/8=/ჩ. (2) 

ადვილი საჩვენებელია, რომ (2) დამოკიდებულებები 

წარმოადგენს აუცილებელ პირობას, რომ სამი 

4(ი),8(ხ),C(ი) წერტილი ერთი წრფის წერტილები 
იყოს. 

ამოცანა 1. დაამტკიცეთ, რომ სამკუთხედის მედია– 

ნების გადაკვეთის წერტილიდან სამკუთხედის წვერო– 
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ებამდე მაწძილების ჯამი სამკუთხედის კვადრატების 

ჯამის =-ის ტოლია. 

ვთქვათ, სამკუთხედის 4,8,C წვეროების აფიქსებია 

4(ი),8(ხ),C(ი). 
კოორდინატთა სისტემა ისე შევარჩიოთ, რომ 48C 

სამკუთხედის მედიანების გადაკვეთის წერტილი 

ემთხვეოდეს კოორდინატთა სათავის 0 წერტილს. 

დავამტკიცოთ, რომ ძი+ხ+C=0. მართლაც, #8C გვერ– 

დის 4 შუაწერტილის აფიქსია 51”, როგორც ვიცით 

40=<44. მონაკვეთის 4 გაყოფის ფორმულის თანახ– 

მად #4=2. 

გვაქვს, 

ძ+2 §+0C 
_ 2 _9+ხ01+C- ე ,გ+4ხ+0=0. 

1+2 3 

ცხადია, რომ 

(2+ხ+თ(9+ხ+C)=(თ-+ხხ+0C)+(იხ+2ნ+00+>თ+იხ+თ)=0. 

საიდანაც, 

იხ+იხ+ძ60+თ+0ხ+თ=-(იი+ხხ+C). (1) 

მეორეს მხრიე, 

04? =ძ·9ი,08? =ხ·-ხ,0C? =0·0. 

საიდანაც, 

04:+08?+0C? =ძ·-ი+ხ·-ხ+0:0. (2) 
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სამკუთხედის გვერდების სიგრძეთა კვადრატები 

გამოითვლება ტოლობებით: 

48? =(ი – 2IC -ხ)=თძ 2ი-ინ-იხ+ხხ, 

–C) 8ცC? =(ხ-ი=Xხ ხხ -ხC-ხ+00, 

4C” =(C-ი)(=-2)=00-00 -0>+ძძ. 

ამ ტოლობების წევრ–წევრად შეკრებთ მივიღებთ: 

48?1+ 4C?+8C" =(თი-+ხხ+00)-(თხ+იხ+ძC+02+0ნხ+თ). 

მიღებულ ტოლობაში გავითვალისწინოთ (1) 

ფორმულა. 

მივიღებთ: 

48: + 4C” + 8C” = =(თთ+ხხ+იიC)+ (თ>+ხხ+0თ=)=3(თთ+ხხ+იი). 

საიდანაც, 

ი2+ხხ+00= 1(4ს+4C?+8C") 

თუ მიღებულ ტოლობას შევადარებთ (2) ტოლობას, 

მივიღებთ: 

0C4+081+0C? =+(48:+ 4C7+8C"). 
რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

ამოცანა 2. „# და 8 წერტილები წრეწირის ცენტრის 

მიმართ სიმეტრიული წერტილებია. დაამტკიცეთ, რომ 

ამ წრეწირის ნებისმიერი M წერტილისათვის მუდმი- 

ვია M4 +M8? ჯამი. 

ვთქვათ, M#M წერტილის აფიქსია #7. კოორდინატთა 

სისტემა ისე შევარჩიოთ, რომ აბსცისათა ღერმი დაემ– 

თხვეს წრეწირის 48 დიამეტრს, ხოლო ორდინატთა 

ღერმი გადიოდეს წრეწირის ცენტრზე აბსცისათა ღერ– 
110



მის მართობულად. ცხადია, რომ თუ 4 და # წერტი– 

ლების აფიქსებია ძ და ხ, მაშინ #=–V. 
– – – – – – X 

M#/? =(თ-თ)(M-C) = ML - MC –I2+0ძ0 = 71711 – 7110 – 71 + ძ“. 

რადგან თ«=ძ“ და ძთ=ძ4-82=თ?2. 

ასევე, რადგან 6 =ხ და ხხ =ხ.:ხ=ხ”. 

ამიტომ გვაქვს, 

M8' =(„თ–ხ)(=ი–ხ) = თი – თნ – ინ +ხხ = IM – თხ – 6 +ხ”. 

შევკრიბოთ მიღებული ტოლობები და გავითვალის– 

წინოთ, რომ 7#?.#:= CM? = #2, სადაც # მოცემული 
წრეწირის რადიუსია. გვაქვს, 

M4? + M8? =2VXI-X#(C2+ხ) –X(0+ხ)+0?+ხ“. 

რადგან ძ+ხ=0, M-IM=M,0=ხ=>01=ხ =#, 

ამიტომ გვაქვს, 

#44? + M8? = 21? + ? +? = 4#77. 
რადგან 248 დიამეტრია, ამიტომ 48=2# და ჩვენ 

დავამტკიცეთ თეორემა: 

წრეწირის დიამეტრზე დაყრდნობილი კუთხე მართია. 

   ნახ.23. 
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მართლაც, რადგან სრულდება ტოლობა 

M4” +M8“ = 4ჩ”, 
ამიტომ 4M8 სამკუთხედი მართია. რადგან M წერ- 

ტილი წრეწირის ნებისმიერი წერტილია, ამიტომ თეო– 

რემა დამტკიცებულია. 

ამოცანა 3. C წერტილის გარშემო 909?-–იანი კუთხით 

მობრუნების დროს #8 მონაკვეთი გადადის ##, მო– 

ნაკვეთში. დაამტკიცეთ, რომ 048 სამკუთხედის CM 

მედიანა #8 წრფის პერპენდიკულარულია. (ნახ.23). 

ვთქვათ, C, 4,8 წერტილების აფიქსებია შესაბამი– 

სად 1,0,ხ. მაშინ 4, და #8, წერტილების აფიქსებია 

შესაბამისად 0, =1 და ხ, =ხL, ხოლო 4##, მონაკვეთის M 

შუაწერტილის აფიქსია 

=თ=10+ხი. 

გვაქვს: 
თ-ხ _I-ხ _ 26-60) _„. 

თ-0 =0+სი '-ხ 

ეს სუფთად წარმოსახვითი კომპლექსური რიცხვია. 

მონაკვეთთა მართობულობის კრიტერიუმიდან გამომ– 

დიწარე 0M და 48 წრფეები პერპენდიკულარულია. 

ამოცაწა 4. მართკუთხა #48C სამკუთხედის 48 პი– 

პოტენუზაზე სამკუთხედის გარეთ აგებულია კვადრა– 

ტი (ნახ.24). იპოვეთ მანძილი C მართი კუთხის წვე– 
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როდან C ცენტრამდე, თუ #8C და 4C კათეტების 

სიგრძეებია თ და ხ-ს ტოლია. 

C წერტილი ჩავთვალოთ კოორდინატთა სათავედ, 

ხოლო C4 და C8 წრფეები შესაბამისად წამდვილ და 

წარმოსახვით ღერძებად. მაშინ #4 და 8 წერტილების 

აფიქსები შესაბამისად იქნება ხ და თ”, ამასთან ხ=ხ 

და ძ=თ. 

90“ -იანი კუთხით მობრუნების დროს 08 ვექტორი 

გადადის C4 ვექტორში. ამიტომ გვაქვს ტოლობა: 

(თ, –9)/=ხ-–9ძ, 

სადაც 0 არის C წერტილის აფიქსი. 

ბოლო ტოლობიდან გვაქვს: 

_ 72+ხ 

9 |, 
გამოვთვალოთ 

ხ ი+ხ I 2 CC? =07=“+”.--7=-(ი+ხ თ -99-5 1, 2“ 
საიდანაც, 

1 
C0= –>(ი1+ხ). 

ამოცანა 5. M წერტილი #8C სამკუთხედის X%# გვე- 

რდის შუაწერტილია. #-მისი ორთოცენტრია. დაამ- 

ტკიცეთ, რომ 

MC-MI7=-:48" 

ვთქვათ, C არის 48C სამკუთხედზე შემოხაზული 

ერთეულოვანი წრეწირის ცენტრი, რომლის განტო– 
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ლებაა »2=1. ვთქვათ, #48C სამკუთხედის წვეროთა 

აფიქსებია შესაბამისად რთ,6 და C. მაშინ MM ორთო– 

ცენტრის # აფიქსია 

#=0ძთ+ხ+0. 

M წერტილის „ აფიქსია 

M =>(4+ხ). 

მაშინ ვექტორთა სკალარული წამრავლის გამო– 

თვლის წესის თანახმად გვაქვს: 

IM -5”(5 95-65” - 
=+-+ (20-62 -ხ)(9+6+20)+(2+6+20)(20-2-ბ)|= 

  

= | 8ი0-200 -26ნ -2ხი -2ხნ| = + 4ი0-62 -თხ-ხი -ხხ!. 

რადგან 4#(ი),8(ხ),C(ი) წერტილები ერთეულოვანი 

წრეწირის წერტილებია, ამიტომ 

CთC4=C8=CC=თ2თძ =ხხ=00C=1. 
გვაქვს: 

MC-MV =1+|4ი0-თ0-იხ-ხი-ხნ |=“4-1-ინ-ხი-1|= 
4 4 

_ 1 – ცელ 1 – == .– .=4+ 1 – –ა 1,2 == 2-ითხ-ხ0|=+ იი-თხ-ხ0+ხხ|=>(2-ხ)(2-ხ)=>48 . 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

ამოცანა 6. სამკუთხედის სიმაღლის ფუმიდან და- 

ნარჩენ ორ გვერდზე დაშვებულია სიმაღლეები. დაამ- 

ტკიცეთ, რომ ამ პერპენდიკულარების ფუმეებს შორის 
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მანმილი დამოკიდებული არ არის სამკუთხედის 

სიმაღლის არჩევაზე (ნახ.25). 

ვთქვათ, მოცემულია 249C სამკუთხედი. მასზე შემო- 

ხაზული წრეწირი ჩავთვალოთ ერთეულოვან წრეწი- 

რად და მისი განტოლებაა 22=I1. თუ C/#X-სამკუთ- 

ხედის სიმაღლეა, მაშინ 7) წერტილის ძ აფიქსი 

გამოითვლება ფორმულით: 

_– 
2 C 

   
ნახ.25. ნახ. 26. 

ს წერტილიდან 4C და 8C დაშვებული სიმაღლეე– 

ბის M და MV წერტილების #” და »# აფიქსები შესაბა– 

მისად ტოლია: 

»X=1(2+6+4 -ძ07),#/= 1(6+6+9-ხიძ). 

ამიტომ, 

(ხ+0+ძ –ხიძ)= თ-»=1(5+0+9-ი07)- 

=1(4+9+4-407-ხ-6-4+ხიშ)= > (4-ხ)(1-04)= 
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_რ- -მ) 2 2++-2 || 

2 

რადგან 4,8,C წერტილები ერთეულოვანი წრეწირის 

წერტილებია, ვწერთ: 2=–,6=+,6=+. 
თ 

  

  

  

ხ C 

გვაქვს, 

1.1 
ყძა 

I-ი, 0 /_ 2 ძ "წ C იხ _ 

2 2 

საცახბ) _ 

_ იხC _ (2-ხ)(2იხ – იხ –ხი-–ძ0+C”) _ 

ა 2 ა 4იხ · 

(ი-ხ)(იხ-ხთ-იძC+C?) (ი-ხ)(თ-ი)(ხ–ძ) 

· 4იხ - 4იხ | 
რადგან Iთ =|ხ =1, ამიტომ 

6-ბ2-ძ6-ძ I-ბI-იხ-ძ. 
4Iძ|ზ. 4 

ეს მანძილი სიმეტრიულია თძი,ხდა C-ს მიმართ. ე.ი. 

  წ -M= 

MM მანძილი დამოკიდებული არ არის სიმაღლის 

არჩევაზე. 

ამოცანა 7. 4,8,C, წერტილები წარმოადგენენ 48C 

სამკუთხედის 4,8 და C წვეროების ორთოგონალურ 

პროექციებს რაიმე ! წრფის მიმართ. დაამტკიცეთ, რომ 
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#,8.C წერტილებზე გამავალი წრფეები, რომლებიც 
შესაბამისად #8C,C4,48 წრფეების პერპენდიკულარუ– 

ლია, გადაიკვეთება ერთ წერტილში, რომელსაც 7 

წრფის ორთოპოლუსი ეწოდება. (ნახ. 26). 

ვთქვათ, 48C სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის 

განტოლებაა 27 =1, ხოლო მოცემული / წრფის განტო– 

ლებაა 

ნ2+ცხ2=2/ჯჩი. 

მაშინ, 

ი ჯ:ძ 

“ჩ”"2. 2ი. 
იმისათვის, რომ წერტილი ; კოორდინატით ეკუთ– 

ვნოდეს 8C წრფის მართობულ წრფეს, რომელიც 4 

წერტილზე გადის, აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

რიცხვი 

2-ძ, _ 2ა?2-–2ი0-9ძ0+იძ 

ხ-თძ 2ი(ხ–ი) 

იყოს სუფთა წარმოსახვითი კომპლექსური რიცხვი. 

შემოწმებით დავადგენთ, რომ ეს რიცხვი ასეთია, 

კერძოდ, როცა 

  

__–_- (1) 
2 ? 

5-4 _ (6+466)(0+%%6) _ 2 –4,. 
ხ-”  2თი(ხ-ი) ხ-ით 

ცხადია, რომ §(7,) ეკუთვნის მითითებულ პერპენ– 

დიკულარს. (1) დამოკიდებულებაში 48C სამკუთხე– 
117



დის წვეროთა ი,6ხ,- აფიქსები სიმეტრიულად არიან 

განლაგებული, ამიტომ §5(2,) წერტილი ასევე ეკუთვნის 
დანარჩენ ორ მართობსაც. 

§1.29. სამკუთხედების მსგავსება და ტოლობა 

განსაზღვრება 1. 48Cდა «4.8C, სამკუთხედები 

მსგავსია და ერთნაირად ორიენტირებულია (პირველი 

გვარის მსგავსება), თუ 

48 =L-48, 4C =M-4C და 84C =84C 
(კუთხეები ორიენტირებულია). 

თუ 4,8,Cწვეროთა აფიქსებია შესაბამისად იძ,ხ,თ, 

მაშინ ეს ტოლობები ჩაიწერება ასე: 

  (, –ხ,ე =X-I0X – ხ,, Iთ, – 0,,=CM-I2 – ი, 2-2 – + =28 

ორი ტოლობა 

| – -ძ|_ 12-49) 

სხ, = '|ხ-ძ 

ეკვივალენტურია ერთი ტოლობის 

Cთ-ძ, _0C-–ძ 

  

C, –ძ, 
და მზწზ-–“–“–“=მვ 

ძ 

    

ან, 

  

თ-ფ ხ-% ე. (1) 

C-ი ხ–-ძ 

სადაც თ-კომპლექსური რიცხვია. |თI=#-მსგავსებს 

კოეფიციენტია. 
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თუ თ-ნამდვილი რიცხვია, მაშინ 

თ=9-რთ 9-9 
C-ძი 0ლ-ძ 

და ამიტომ XCI 4,C,. აწალოგიური მსჯელობით ვაჩვე- 

წებთ, რომ #48II 4,8, და 8CII 8 C,. შესაბამისად, 48Cდა 

48კC, სამკუთხედები ჰომოთეტურია. 

(1) დამოკიდებულებები გამოსახავს #8C და 4##,C, 

სამკუთხედების მსგავსების და ერთნაირად ორიენ- 

ტირებულობის აუცილებელ და საკმარის პირობებს. 

მივცეთ მას სიმეტრიული სახე, გვაქვს 

ძი ძ, 1 

ხ ხ, II=0. (2) 

CC 1 

ანუ, 

იხ, +ხC, +00ძ, =ხძ, +0Cხ, +ძთ. 

განსაზღვრეზა 2. 48Cდა 47#C სამკუთხედები მსგ- 

ავსი და საწინააღმდეგოდ ორიენტირებულია (მეორე 

გვარის მსგავსება), თუ 

48 =M-48,4C =-4C და 8.4C=-84C 
(კუთხეები ორიენტირებულია). 

ბოლო ტოლობა ტოლფასია ტოლობის: 

გფ. 0-6 2-2 
LI. –-=მIზწ  =-–=, 

ხ-ი  ხ-ი ხ-ი 
  მთ 

ორი ტოლობა 
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IC -თ|) §C-9 და გი _ C-ძ 
    

    

ხ-თ) 1-9 ხ, –ძ, ხ-ი 

ეკვივალენტურია ერთი ტოლობის 

=>. 
ხ, –ძ, "ხ-ძ 

ან, 

9-9 5-6, (3) 
C-ი ხ-ძ 

სადაცკც თ-კომპლექსური რიცხვია. |თI=#-მსგავსებს 

კოეფიციენტია. 

(3) დამოკიდებულებები გამოსახავს 48C და X4#M,0C, 

სამკუთხედებისათვის აუცილებელ და საკმარის პირო- 

ბებს, რათა ისინი მსგავსი და საწინააღმდეგოდ ორიენ- 

ტირებული იყვნენ. ის შესაძლებელია ჩავწეროთ 

სიმეტრიული ფორმით, გვაქვს: 
– თ 1 

ხ. 1 =0. 

1 C, იი
 

ო
 

ია 

თუ |=I მაშინ 48C და 498C სამკუთხედები 

ტოლია, ამ შემთხვევაში (1) დამოკიდებულებები 

გამოსახავს ერთნაირად ორიენრტირებული სამკუთხე- 

დების ტოლობის პირობებს, ხოლო (3) დამოკიდე–- 

ბულებები საწინააღმდეგოდ ორიენტირებული სამკუთ- 

ხედების ტოლობის პირობებს. 

ამოცანა 1. 48C სამკუთხედზე შემოხაზულია წრე- 

წირი. ამ წრეწირის მიმართ 4,8 და C წერტილებში 
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გავლებულია მხებები. დაამტკიცეთ, რომ ასეთნაირად 

მიღებული 4#870C, სამკუთხედი X48,კCC> სამკუთხედის 

ჰომოთეტურია, რომლის X–,,8, და XC: წვეროებს 

წარმოადგენს 248C სამკუთხედის გვერდებზე დაშვე- 

ბული სიმაღლეები (ნახ. 27) ჩავთვალოთ 4წ8C 

სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირი ერთეულოვან 

წრეწირად. 4, #8,C, 4, 8,C,) 4, 8, C- წერტილების 

აფიქსებია შესაბამისად ძი,ხ,თ ი, ხ, 0, ძ,, ხ,, C.. 

გვაქვს: 

  

2ხC 1 ხC 
ძ, = კ) იი=-I0ი+ხ+6- –-, 

ხ+C 2 ძ 

  ხ, = 299, 6=1(4+0+6-% | 

  

წახ. 27. 

შევამოწმოთ (1) კრიტერიუმის შესრულება. 

გვაქვს, 
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2ხ2C _ #7;7 

ძ, –ხ, _ ხ+C 0ძ0+0C 

რ; –ხ, 1(++I+C-% |-1(#+6+ი-% 
2 2 ხ თ 

    

_ 4|ხი(ძ +0C)-ძ0(ხ+0) | _ 

ეებებბ 
რ 

  

4(ხ-იძ)იხი” 4იხC 

' ი(0- ხ)(+ხ)(«+0C)(ხ+9) _ ' (თ+ხ)(9+0)(ხ+თ) 

2ხC _ 2იხ 

მ, –C _ ხ+C თძ+ხ 

2. C 1(++ხ+0-%|- "LC, ++--%|. 
2 2 თ C 

  

    

_ 4(ხი(9+ხ)– იხ(ხ+0)| _ 4(C–-ძ)თხ“C 

_ 6+თ(6+პ)(? -%) " ხ(ი– =)(9+ხ)(9+0)(ხ+თ) 
ძ 

_ 4ცხ” _ ძ, –ხ, 

' (9+ხ)(9+თ)(6+თ=თ= “რ -ხ,. 

მაშასადამე, სრულდება (1) პირობა: 

  

  

ძ, –ხ, _ თ .C 
მეხ. რძე -C 

4ცხC 

?”–= (2+ხ)(9+0C)(ხ+თ) ” 

ვაჩვენოთ, რომ თ=თ 

მართლაც, რადგან #4“(ი),8(ხ),)C(იე) წერტილები 

ერთეულოვანი 22 =1 წრეწირის წერტილებია, ამიტომ 
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2=+,ნ=1,6=+ 
ძ ხ C 

გვაქვს: 

_-– 111 

– 4იხი 4 >> 
თ = ა ეე–ღასაესდაეაეა“ =-– = 

(ი+ხ)(2+ი)(ხ+C) 1-1 1+1) 1+1| 
ი ხ)ყი C)“ხ C 

4 

ახი 4ცხC თხი – _ =C 
ი+ხ ხ+0ლ ძი+C (თ+ხ)(ხ+C)(ი+0) 

იძხ ხლ ძიC 

ე.ი. თ ნამდვილი რიცხვია. რაც წიშნავს, რომ 48C 

და 478,C სამკუთხედები ჰომოტეტიურია. 

ამოცანა 2. 4,8.,,C, წერტილები სამკუთხედზე შემო- 

ხაზული წრეწირის 0 ცენტრის სიმეტრიული წერტი- 

ლებია სამკუთხედის გვერდების მიმართ. დაამტკიცეთ, 

რომ #8,C სამკუთხედი მოცემული 48C სამკუთხედის 

ტოლია. 

ვთქვათ, #48C სამკუთხედის წვეროთა აფიქსებია 

შესაბამისად «ი,0ხ და C. 0 წერტილი 48C სამკუთ- 

ხედზე შემოხაზული წრეწირის ცენტრია, რომელიც 

ჩავთვალოთ კოორდინატთა სათავედ. მაშინ, 

თ,=ხ+0,ხ =ძთ+0C,0, =0ძ+ხ. 

  

ვაჩვენოთ, რომ 

ფ-ხ 9-9 ე). 
ი-ხ თძ-ი 

მართლაც, 
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29 -ხ _ხ+0-0-9__. 
თ-ხ თ-ხ 

თ-0 ხ10-ძ-ხ_, 
რთ–C რი-–C ' 

მაშასადამე, სამკუთხედების ჰომოთეტიურობისა და 

ტოლობის კრიტერიუმებიდან გამომდინარეობს, რომ 

48C და 47#8,C სამკუთხედები ჰომოტეტიურია და ტო- 

ლი, აწუ ცენტრულად სიმეტრიული არიან, სიმეტრიის 

ცენტრს წარმოადგენს წერტილი 

-(4+6)=>(4+ხ+9), 

რომელიც CV” მონაკვეთის შუაწერტილია, 48C სამ- 

კუთხედის ცხრა წრეწირის წერტილი. 

ამოცანა 3. მოცემულია მსგავსი და ერთნაირად ორი- 

ენტირებული 48C და 4#0C სამკუთხედები. 4#4#,:##,, 

CC, მონაკვეთებზე აგებულია წყვილ–წყვილად მსგავსი 

და ერთნაირად ორიენტირებული 474,4,88,8,,CC,C, 

სამკუთხედები. დაამტკიცეთ, რომ #7#ჩ8ეCე სამკუთხედი 

48C სამკუთხედის მსგავსია. 

(2) პირობების და ამოცანის მოცემულობების ძალით 

შეგვიძლია დავწეროთ: 

ძი თ 1 ი ხ 1 ი ლ 1 

ხ ხ, II.=0, (ით, ხ, I1=909, Iძთ, C II=0. 

CC 1 ძე ხე. 1 ძი თ. 1 

უნდა ვაჩვენოთ, რომ 
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ძი ძე I 

ხ ხხ, 1I)=0. 

202. C I 

ამის დამტკიცება შესაძლებელია გამოთვლების გა- 

რეშეც. 

მართლაც, პირველი დეტერმინანტის 0-თან ტოლო- 

ბიდან გამომდინარეობს, რომ (ი,ხ,ლთ) სამეული წრფი- 

ვად გამოისახება (თძ,ჩ,თ) და (1,ს1) სამეულების საშუა- 

ლებით. 

დანარჩენი ორი დეტერმინანტის ნულთან ტოლო- 

ბიდან გამომდინარეობს, რომ (თ,,ხ,) წრფივად გამოი- 

სახება (ი,ხ) და (თძ,,ხ,)-–ით, ხოლო (თ,,C,) კი-(ი,C) და 

(ი,C)–ით. 

ამიტომ, (ი,,ხ,,თ) სამეული წრფივად გამოისახება 

(ი,ხ,Cთ) და (1,1,1) სამეულების წრფივი კომბინაციით. ეს 

ნიშწავს, რომ დეტერ–მინანტი 

ძ ძე I 

ხ ხ, 1 

C C I 

0-ის ტოლია. 

ამოცანა 4. ორი სამკუთხედი 48C და 4##,C, მსგავსი 

და ერთნაირად ორიენტირებულია. სიბრტყის რაიმე 

M წერტილისათვის 144. ,M8), MC ვექტორები შესაბა- 

მისად ტოლია 44,88,CC, ვექტორების. დაამტკიცეთ, 
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რომ –4%”8C და 48C სამკუთხედები მსგავსი და 

ერთნაირად ორიენტირებულია. 

ჩავთვალოთ #M წერტილი კოორდინატთა სათავედ. 

მაშიწ მისი აფიქსი 0–ის ტოლია. 

ძე =0ძ, – ძ, ხე =ხ, –ხ, Cე =0, –0. 

საიდანაც, 

ხე – ძე =ხ, – თ, –(ხ –ძ), 

თე – თე =6, –0, –(C-ძ). 

ამიტომ (1) დამოკიდებულებებიდან და ამოცანის 

პირობის ძალით შეგვიძლია დავწეროთ: 

ხი, _ C –ძ, 

ხ-ი ი-ი 
ცხადია, რომ 

% –9ი _ % –9ი 
ხი C-ძთ 

(1) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს, რომ 

4#წ8C და 48C სამკუთხედები მსგავსია და ერთნა- 

  

ირად ორიენტირებულია. 

ამოცანა 5. ორი კონგრუენტული და ერთნაირად 

ორიენტირებული 48C და ##97C სამკუთხედები ერთ 

წრეწირშია ჩახაზული. დაამტკიცეთ, რომ სამკუთხედი, 

რომლის წვეროებს წარმოადგენს 8C და #8,კC, C4 და 

C.4, 48 და 4088 წრფეების გადაკვეთის წერტილები, 

მოცემული სამკუთხედის მსგავსია. 

ვთქვათ, წრეწირის განტოლებაა 22=I. 4#8,C სამ- 

კუთხედის წვეროები შეიძლება მივიღოთ 248Cსამკუთ- 
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ხედის წვეროების მობრუნებით რაიმე 2#თ კუთხით, 

Iთ =1. ამიტომ 

თ, =Cთძ,ხ, = თხ,C =თ0. 

თუ 4,89,,C; წერტილები შესაბამისად 8Cდა 8.C, 

C4 და C,4, 48 და 49 წრფეების გადაკვეთის წერტი- 

ლებია, მაშინ 

– ხ+ი0)- – _( C)-(თხ+თ”ი) ხ+C 
  

  

ხი--თხ. ხი(1+თ). 
საიდანაც, 

ხ+C 
ძე=--= 

1+Cთ 

ანალოგიურად, 

ხ,=5+X5 ს =5+ხ. 

1+თ 1+თ 

მაშინ, 

ძი ძე 1 | ი ხ+C 1 

ხ ხ, 1)C–--–-სხ 0+ძ I= 

C C 1 _-. 

=– –|6(5+9)+ხ(6+0)+9(6+0) –(6+9)–6(6+ს)–:(6+0)1=0. 

ეს ნიშნავს, რომ #48,C, და 48C სამკუთხედები 

მსგავსია. 

ამოცანა 6. აჩვენეთ, რომ წრეწირის დიამეტრზე 

დაყრდნობილი კუთხე მართია. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ერთეულოვან 
რადიუსიანი წრეწირი, რომლის ცენტრი კოორდინატთა 

0 სათავეს ემთხვევა და მისი განტოლებაა 22 =1. 
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აბსცისათა ღერძი დავამთხვიოთ წრეწირის 48 

დიამეტრს. მაშინ #4 და 8 წერტილების აფიესები იქნე- 

ბა შესაბამისად -1 და 1. რადგან, 48 წრეწირის დია- 

მეტრია ამიტომ, 

#48 = 2 = 2. 

იმის ჩვენება, რომ დიამეტრზე დაყრდნობილი კუთ- 

ხე მართია, ტოლფასია იმისა, რომ ვაჩვენოთ #28C 

სამკუთხედი მართკუთხაა C მართი კუთხით. 

ვთქვათ, წრეწირის C წერტილის აფიქსია 0. მაშინ, 

4C? =(C+IXC+1)=92+0+C+1, 
8C? =(C-II6-1)=2თ6-9-6+1. 

რადგან C(ი) წერტილი ერთეულოვანი რადიუსის 

მქონე წრეწირის წერტილია, ამიტომ 

00 = #? =1. 
ე.ი. გვაქვს, 

4C? =2+C+0, 
8C?1=2-0C-0. 

შევკრიბოთ ეს ტოლობები წევრ-წევრად, მივიღებთ: 

4C” +8C? =4=4717 = 487. 
რადგან სამკუთხედში შესრულებულია პითაგორას 

თეორემა, ეს წიშნავს, რომ 48C სამკუთხედის C 

კუთხე მართია:ა, ანუ რაც იგივეა წრეწირის დიამეტრზე 

დაყრდნობილი კუთხე მართია. 

ამოცანა 7. M წერტილი 48C სამკუთხედის 48 

ჰიპოტენუზის შემცველი წრფის წერტილია. დაამტკი- 

ცეთ, რომ 

M4“ · 8C? + M8? · 4C? = MC? · 487. 
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ვთქვათ, მართკუთხა 48C სამკუთხედზე შემოხა- 

ზული წრეწირის რადიუსი 1-–ის ტოლია, კოორდინათა 

სათავე ემთხვევა წრეწირის 0 ცენტრს, ხოლო 

წამდვილი C» ღერძი მოიცავს 48C სამკუთხედის 

48ჰიპოტენუზას. მაშინ 4,8,MV წერტილების აფიქსები 

წამდვილი რიცხვებია, ამასთან 4(–1),.8(1) და M#(V). 

ვთქვათ, C წერტილის აფიქსია C. მაშინ, 

M4" =(»+1) ,3C? =(C-1)(0-1)=00C-C-9+1=2-0-0, 

რადგან C(ის)ს წერტილი ერთეულოვანი წრეწირის 

წერტილია, ამიტომ ი2C=1. 

M8' =(»–1) , 4C? =(C+1)(2+1)=2+6+0, 

48” =4, MC? =(M-0)(#%-20). 

გამოვთვალოთ გამოსახულების მნიშვნელობა: 

M4' ·8C” =(ო+1) ·(2-C-C)+(ო-1)-(2+9+0)= 

=(» +2»+1)-(2-0-6)+(თ –2X+1)-(2+0+29)= 

=2/? – თ? – თM? +4M-2M% -2X6+2-0-0+ 

+2#77 + CI + თ – 401 – 290 –2IIC+2+0+0C= 

=4(თ – I0-XC+1) =4(თ? –C-XC+00)= 

=4(C–თ(თ-29)=4:MC” =48”-MC”. 

ე.ი. საბოლოოდ მივიღეთ, 

M44? · 8C? + M8? · 4C? = MC? 48”. 
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§1.30. წესიერი სამკუთხედის არსებობის 

კრიტერიუმი 

იმისათვის, რომ ორიენტირებული 48C სამკუთხე- 

დი ორიენტირებული „8C4სამკუთხედის მსგავსი იყოს, 

48C სამკუთხედი უნდა იყოს წესიერი. ამიტომ წინა 

პარაგრაფის (2) დამოკიდებულებებიდან ვღე-ბულობთ 

აუცილებელ და საკმარის პირობებს იმი-სათვის, რომ 

48C სამკუთხედი წესიერი იყოს: 

ი ხ 1 

ხ C II=0. 

C იძ 1 

თუ გავშლით დეტერმინანტს, მივიღებთ: 

თ? +ხ? +? =იხ+ხ0+ძ0. (1) 

გამოსახულება ჩავწეროთ ასე: 

(ი? –2იხ+ხ”)+(ხ? –2ხC+C?)+(თ” +2ძC+თ”)=0, 

ანუ, 
2 2 2 

(თ-ხ) +(ხ-იძ) +(ი-ი) =0. 

შემოვიღოთ 5=ი0§“”+/%ი“” კომპლექსური რიცხვი, 

რომელიც წარმოადგენს 2 =I განტოლების ერთ–ერთ 

ფესვს, დანარჩენი ორი ფესვი ტოლია 1 და 

§1=5=005“” -I89ი“”.I9=|2? =I. 
3 3 

2=) განტოლებისათვის ვიეტის განზოგადებული 

თეორემის თანახმად მისი ფესვთა ჯამი 0-ის ტოლია. 

გვაქვს: 

130



I+8+§87 =0, 
მაშინ (1) ტოლობა ეკვივალენტურია ასეთი ტოლო- 

ბისა: 

(5 +ხ8? +C)(თ§? +ხ5+0) =0. 

თუ პირველ ფრჩხილებში მოთავსებულ სამწევრს 

გავამრავლებთ §”-–%ზე, მივიღებთ: 

(თ+ხ6+0C6”)(თ5? +ხ5+C)=0. 

ამრიგად, იმისათვის, რომ #8C სამკუთხედი წესი- 

ერი იყოს, აუცილებელია და საკმარისი შესრულდეს 

ერთ–ერთი მაინც ტოლობებიდან: 

ძ+ხ8+06” =0 (2) 
ძ6? +ხ§+C =0. (3) 

პირველი ტოლობით განსაზღვრულია ისეთი 48C 

სამკუთხედი, რომელიც ორიენტირებულია დადები- 

თად, ხოლო მეორე ტოლობით განსაზღვრული 4#9C 

სამკუთხედი ორიენტირებულია უარყოფითად, რადგან 

2# 
§-ზე გამრავლებას შეესაბამება მობრუნება 53. კუთ- 

ხით, ამიტომ სამკუთხედის დადებითი ორიენტაციის 

დროს 

ხ–-ძ=5(ძ-0),C-ხ=5(ხ-ი). (ნახ.28). 

საიდანაც, 

ი=ხ-§50+§50,8ხ=0-ხ+§80, 

ამიტომ, 

თ+ხ6+06? =C(1+6+§5?)=0. 
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ანალოგიურად შემოწმდება დანჩენი ორი ტოლობის 

მართებულობა, რომელიც გამოსახავს უარყოფითად 

ორიენტირებულ 4#8C სამკუთხედს. 

თუ წესიერი #48C სამკუთხედი ჩახაზულია 22=L 

წრეწირში, მაშინ მისი დადებითი ორიენტაციისას 

§ხ=C და 05” =ხ, 

ხოლო 48C სამკუთხედის უარყოფითად ორიენტა- 

ციის დროს 

8ხ=თ და ძი§“ =ხ. 

ამიტომ (2) და (5) დამოკიდებულებებიდან თითოეუ- 

ლი მიიღებს სახეს: 

> 
ა 

ნახ.28. ნახ.29. 

პომპეიუს თეორემა. იმისათვის, რომ MV წერტილი 

იყოს წესიერ 48C სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწი- 

რის წერტილი, აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

M4,M8,MC მონაკვეთებიდან უდიდესი წარმოადგენდეს 

ძ+6ხ+C0=0. 

  

დანარჩენი ორი მონაკვეთის ჯამს. 
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დამტკიცება. პირობის აუცილებლობა გამომდინა- 

რეობს პტოლემეოსის თეორემიდან. დავამტკიცოთ საკ- 

მარისობა. 

წერტილი მივიღოთ კოორდინატთა სისტემის 

სათავედ. ვთქვათ, წესიერი 48C სამკუთხედი დადები- 

თად არის ორიენტირებული. მაშინ (2) დამოკიდებუ- 

ლებიდან 

თ+ხ6+06” =0, (8'=Lს1+5+67=0). 

თუ M4>M8და M4> MC, მაშინ ტოლობა 

M/4 = M83+ MC 

ეკვივალენტურია ტოლობის 

M-M+I. 
რადგან, 

| =|ხ§+9§?| =I§II|ნ+95 =|6+C5| 

და 

ძ-. 
ტოლობა 

(2 =|ხI+ძ 
ტოლფასია ასეთი ტოლობის: 

(ხ+065 | =|ხ+IC§I. 

ამ ტოლობას ადგილი აქვს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა 8 და C(2ი5) წერტილები #' სათავის კოლინეა- 

რულია. (ნახ.29). 

ამ შემთხვევაში ორიენტირებული CM8 კუთხე 120" 

და M წერტილი #8C სამკუთხედზე შემოხაზული 

წრეწირის წერტილია. თეორემა დამტკიცებულია. 
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განვიხილოთ რამდენიმე ამოცანა. 

ამოცანა 1. 48C სამკუთხედის 8C,C4,48 გვერდებზე 

აგებულია ერთწაირად ორიენტირებული #8C4, C4#M, 

48C, სამკუთხედები. დაამტკიცეთ, რომ მათი „#«0ი,78ი,Cე 

ცენტრები წარმოადგენს ტოლგვერდა სამკუთხედის 

წვეროებს, რომელსაც .28C4,, C48, 48C, სამკუთხედების 

საპირისპირო ორიენტაცია აქვს. (ნახ.30). 

ვთქვათ, 4,8,C,4,,8,,C, წერტილების აფიქსებია შესა- 

ბამისად თძ,ხ,C,ძ,,ხ,,C,. მაშინ ამოცანის პირობის ძალით 

თ+ხ6+06” =0, ხ+06+თძ,8' =0, თ +ძიძი8§+ხ§? =0. 

ამას გარდა, 

ძი =16+6+4) ხე =-C6+ი+ხ,) 2 =-C6+ხ+თ) 

საიდანაც ვიპოვით, 

3(C, +ხე6+ხ6?)=0თ+ხ+C+5(2+ძი+ხ,)+8?(6+C+თ,)= 

=(,+ი6+ხ8?)+(6+05+9,5?)+(C+ხ,6+06?)=90, 

ე.ი. C-ხე4ე სამკუთხედი წესიერია და იგივე ორიენ- 

ტაცია აქვს, რაც 8C4, C48,48C, სამკუთხედებს, რაც 

ნიშნავს, რომ -#ა8-ეCე სამკუთხედს ამ სამკუთხედების 

საპირისპირო ორიენტაცია აქვს. 

ამოცანა 2. წინა ამოცანაში დაამტკიცეთ, რომ #4, 

ხა, CCი ბვერდების “',8',C” შუაწერტილები წარმო- 

ადგენს ტოლგვერდა სამკუთხედს, რომელსაც იგივე 
ორიენტაცია აქვს რაც მოცემულ ტოლგვერდა სამკუთ- 

ხედებს. 
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ვთქვათ, 4,8,C, 4,ხ',C” წერტილების აფიქსებია შესა- 

ბამისად ძ,ხ,0,ი',ხ,C მაშინ ამოცანის პირობის მალით 

გვაქვს: 

«=1(9+16+0+4)|=102+6+6+4) 

V=1(ხ+16+4+6,)| = +66+9+4+ხ). 
2 3 6 

(=1(9+16+6+6)|=§69+4+0+6). 
2 3 6 

მაგრამ, რადგან 8C4, C48,48C, წესიერი სამკუთხე- 

დებია, ამიტომ 

ით, +ხ5+06? =0, ხ,+05+ძ87?=0, თ +ძ5+ხ§“ =0. 

    
8, 

ნახ.30. ნახ.31. 

თუ გავითვალისწინებთ ამ ტოლობებს გვექნება: 

ეღ-აპბება“”“ 
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ხ'= (+16+9+6)|=16ხ+6+ი– 860 – §?8) 

ა
.
 

C'= ს ებსბსს”“– 

=
1
.
-
 

მაშინ, 

6(C + +65?C)=3იხ+ხ+0- ნ -8?:0+3ხ6+06+0ძ6 -610-0+ 

+308? +ძ8? +ხ6? – ი -ხ6=(20+095+0ძ§5?)+(ხ+ხ§+ხ§?)+ 

+(C+25+0§86?)=0+65+4§?)+ხ0+65+§5?)+00+§5+24?)=0. 

რაც ნიშნავს, რომ 4 #'C სამკუთხედი წესიერია და 

აქვს იგივე ორიენტაცია, რაც მოცემულ დანარჩენ სამ 

წესიერ სამკუთხედს. 

ამოცანა 3. მოცემულია 48C სამკუთხედი, ააგეთ 

ისეთი 4.8ეCა სამკუთხედი, რომ წესიერ „-ე8ეC, #8აCა4, 

C-#8 სამკუთხედებს ერთნაირი ორიეწტაცია ჰქონდეთ. 

ამოცანის პირობის მალით თძა,ხე,ი- რიცხვები უნდა 

აკმაყოფილებდნენ პირობებს: 

ი+ხეან+0ა8? =0, ხ+0ია§+ძან? =0, C+თა8+ხე§? =0. 

პირველი და მეორე განტოლებებიდან გამოვრიცხოთ 

C-. ამისათვის მეორე განტოლება გავამრავლოთ «%-ზე. 

გვაქვს: 
ხ5+0ე8“ +ძე =0, 

მიღებული ტოლოზა წევრ-წევრად გამოვაკლოთ პირ- 

ველ ტოლობას. მივიღებთ: 

ძმ -–-ხ§+ხე8 – ძი = 0. 

ამ ტოლობის ორთავე მხარე გავამრავლოთ §-ზე 

გვექნება: 
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ძ8 –ხ6? +ხან“ – ძაე§ =0. 

მიღებული ტოლობა წევრ-წევრად გამოვაკლოთ 
მესამე ტოლობას. მივიღებთ: 

C+ძა5 – 8 +ხ5” +ძან =0. 

აწუ, 

2ძე5 =ძ§ –ხ8” –C. 

ავაგოთ წესიერი C4ზსამკუთხედი. 

C+ი'§+ხ§” =0, 
საიდანაც 

1 
2ძე8 =ძ6+0ძ 8 და ძა: =2(4+0). 

ანალოგიურად ავაგოთ წესიერი #-48C და #8C” 4 

სამკუთხედები, სადაც, 

1 
ხა= +(6+ხ) და თ= > (6+0). 

იმისათვის, რომ ავაგოთ +-#ე8მე-Cე სამკუთხედი, აუცი- 

ლებელია #8C,C4 და 48 გვერდებზე ავაგოთ წესიერი 

C48,4C და 8C” 4 სამკუთხედები, რომლებსაც იგივე 

ორიენტაცია აქვთ, რაც საძიებელ სამკუთხედს, მაშინ 

44,88,CC' მონაკვეთების შუაწერტილები იქნება სა- 

ძიებელი #4.,8),C) წერტილები. (ნახ.31). 

§1.31. წესიერი »”-კუთხედის გვერდებისა და 

დიაგონალების გამოთვლა 

ვთქვათ, 4,4, ,4,, წესიერი M-კუთხედის წვეროე- 

ბია, რომელიც ერთეულოვანი 22 =1 წრეწირის წერტი- 

ლებია, რომელთა აფიქსებია 1,2,,2;,-“.,2,,. 
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განვიხილოთ წესიერი M-კუთხედის 4.4, დიაგო- 

წალი. 

ცხადია, რომ: 

4. 42 = (2, – IX”, –!). 
რადგან, 

2, „2, = ), 

ამიტომ 

4.42 =2-L,+72,) (1) 
ამასთან 

–_ 2X 
2,+2, = 2005–––. 

დაგვრჩა ვიპოვოთ 72, +2, =V, ჯამი, სადაც 2, წარმო- 

ადგენს 
”-I M#-2 2”! + უხ? +L...+2”4+2+1=0 

განტოლების ფესვს. გავითვალისწინოთ, რომ 
– –(/ 2" # =7 

კენტი Mჩ#-ისათვსი ეს შეგვიძლია წარმოვადგინოთ 

ასე: 

– _ > 
2+2 +.-+22 +22 +-.-·+27+2+1=0, 

ანუ, 

1 

ყ“–_ (2) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 
– : –3 

2+2=M, 2 +272 =#? -2,21 +723 =7“ –3V,... 
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ამრიგად, ჩასმის შემდეგ მივიღებთ 5. განტო- 

ლებას V-ს მიმართ და ვიპოვით V-ს ” მნიშვნე- 

ლობას. თუ მიღებულ მწიშვნელობებს რიგ-რიგობით 

ჩავსვამთ (1) ტოლობაში, ვიპოვით 

404, 4 4, "44 

M-1 
ქორდების სიგრძეებს, სადაც თ=–=> · 

თუ M ლუწია, მაშინ #»=2#/და 2” –1=0 განტოლების 

ფესვებს წარმოადგენს წესიერი მრავალკუთხედის ლოწ 

წომრიანი წვეროები, ხოლო 2” +1=0 განტოლების 

ფესვებია წესიერი მრავალკუთხედის კენტნომრიანი 

წვეროები. ამ შემთხვევაში 7, +2, ჯამის პოვნა უნდა 

მოხდეს 2” +1=0 განტოლებიდან. 

განვიხილოთ მაგალითები. 

როცა #=5, მაშინ (2) განტოლებას აქვს სახე: 

(„2 +2”)+(C+2)+1=0. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

2+2=%, 

  

მაშინ 

2? +7“ =V? –2 

და გვაქვს: 
#/“ +M-–1=0, 

საიდანაც, 

–1+-/5 
ვ = : 2 

139



მაგრამ, 

2, +2, =", =2005-– , 

და 

– 2X 
“, = 2, +2, =200§- – >0, 

7- =2,+2, =2005“. <0, 

რაც ნიშნავს, რომ 

  

_ 1-X 
ი.ი 

და 

_ 1++5 
2... 2 · 

ამიტომ, 

4.4? =2-L,, +2,), 
სადაც 72, +2, = ”,. 

ამიტომ გვაქვს: 

1-/5 _ 5-–+#5 _ 10-2V5 
4რ =2-6 =2+--> 2 4 

საიდანაც, 

44 - XI0-2X5 
0“21|“” ს 2 

ასევე, 
,„1+X#5 _ 5+X5 _10+2V5 - . 4ეტ4:=2-V =2 0-42 V, 2 4 

საიდანაც, 
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(4,4. = I0+2X, 

თუ #=12, მაშინ განტოლება 

205 +LI1=0, 

ანუ 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

2+2=VM. 
თუ ამ ტოლობის ორთავე მხარეს ავახარისხებთ კუბ- 

ში, გვექნება: 

3 =V _ 3 2> თა 3.3 > > " =(2+2) =2 +32 2+322+2 =(2 +2 )+322(2+2). 

რადგან 

22 =1, 

ამიტომ 

„V =C +2')+3. 

საიდანაც, 

2. +721 =V" –34 
და მივიღებთ განტოლებას 

/? – 3/ =0, 

რომლის ფესვებია 

M, = /3, Mე =0, = –+V3. 

რაც ნიშნავს, რომ 

4,4? =2-(7+2)=2-# =2-+3. 

საიდანაც, 
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| 4-4, | = #/2-+V3. 

4ე4” =2-(2+2,)=2-%, =2. 
საიდანაც, 

|444,| = 2. 

4ე4 =2-(2, +2,)=2-#, =2+4/3. 

საიდანაც, 

|4-#| =-/2++V3. 
განტოლება 

2 –1=0, 

ტოლფასია განტოლების 

(>' +1)(>" –1) =0. 

რომელიც თავის მხრივ ტოლფასია განტოლების 

(2–1)(2+1)(21+2+1)(2” – 2+1) =0. 

ცხადია, რომ 2=1 და 2=–-I)1 ფესვებს შეესაბამება წვე- 

როები X#X და #). 

განტოლებიდან 

2 –2+1=0 

მივიღებთ: 

2+2=), 

ამიტომ 

44 =1, 
ხოლო განტოლებიდან 

21+2+1=0 

მივიღებთ: 
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2+2=-, 

რაც წიშნავს, რომ 

| 4,| = “13. 

ამოცაწა 1. დაამტკიცეთ, რომ წესიერი # კუთხედის 

ყველა გვერდის და ყველა დიაგონალის კვადრატების 
ჯამი ტოლია MX, სადაც # წესიერ # კუთხედზე შე- 

მოხაზული წრეწირის რადიუსია. 

ჩავთვალოთ, რომ #=1. მონაკვეთების რაოდენობა, 

რომელიც მრავალკუთხედის ერთ წვეროს აერთებს 

ყველა დანარჩენ წვეროებთან 3 -ჯერ წაკლებია ყველა 

ბვერდებისა და დიაგონალების რაოდენობაზე. რადგან 

წესიერი მრავალკუთხედის ყველა წვერო ერთმანეთის 

ტოლმალოვანია, ამიტომ განსახილავი ჯამი ტოლია: 

(44 +44+--+44)2= 
7 - 2 ” თ. =5-I(-1)(2-1)+(27 –1)(27-))+---+(C –I)(7 -III. 

რადგან წესიერი # კუთხედის წვეროები წარმოადგე- 

ნეწ 2 –1=0 განტოლების ფესვებს, ამიტომ 

2- =1 1-1-2- „+, 
2 2 

მართლაც, 

2(>”! –1)=2” –2=(2 –I)+(1-2)=1–2. 

ანალოგიურად შეგვილია ვაჩვენოთ, რომ 

I-2 –1I 
  

27 –I1=7 ,2 ს 1=2-1, 
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თუ გავითვალისწინებთ მიღებულ ფორმულებს, 

გვექნება: 

(44 +442 +---+44:)-2 = 

=>-((2– 1)(2 ”- –1)+ (2 –1)(2”? –1)+---+(>”' –1)(2–1))= 

=21 _ 2. 

· თ-ერ მშ0-9 XC ე ბ 9 - 

           2(-1)-2(2+27+2პ+.- + 91-71 

2-I 2-I 

=”. 2(-1)+2 |=#? = #72, თ )+2) 
ამოგანა 2. დაამტკიცეთ, რომ წესიერი ცხრაკუთ- 

ხედის გვერდის სიგრძე ტოლია მისი უდიდესი და 

უმცირესი დიაგონალების სიგრძეთა სხვაობისა. 

უნდა დავამტკიცოთ, რომ 

|2-1 =|2“ –1 – 2? –I. 

რადგან 

2? – 1=0, 

ამიტომ 

(> =)IC +2 ·+1) =0. 

ტოლობიდან 

25 +2% +1=0 

გვაქვს, 

შევნიშნოთ, რომ



|გ“ –I –|2? = = 2“ –II- 2პ –7I. 

რადგან 2 -I და 21-72 კომპლექსური რიცხვების 

შესაბამისი ვექტორები თაწამიმართულია, ამიტომ მა- 

თი მოდულების სხვაობა მათი სხვაობის მოდულის 

ტოლია: 

|გ“ –1I –|2პ -2 =|2“ 1-2 +2|= 

=I(1+2')(>-1) = –2“ (2-1) =|2–I. 

ამოცანა 3. დაამტკიცეთ, რომ წესიერ 

4რ04# 4) 

თორმეტკუთხედში სამართლიაწია ტოლობა 

4.4 +#44, =2”, 
სადაც #-წესიერ თორმეტკუთხედში ჩახაზული წრუწი- 

რის რადიუსია. 

ტოლობიდან 

7! –1=0, 

გამომდინარეობს, 

2 +1=0. 

რადგან 

(> +1) =(2” +1)(-“ – > +), 

ამიტომ 

(2”+1)=0 =>(7?+1)(2“ – 27+1)=0=> 2“ – 2 +1=0, 

რაც ნიშნავს, რომ 

4,4, + 4.4, =|2 –1|+|2' –1. 

>. გავამრავლოთ |2|–ზე. 

გვექნება: 
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40 -, + >#4-4, =|2 –1II21+2" –I =I2(2-1)I+12' –1I =12? -2+12'-1. 

რადგან, ვექტორები აფიქსებით »?–2 და 2?–1 თანა- 

მიმართულია. ამიტომ მათი მოდულების ჯამი ტოლია 

მათი ჯამის მოდულის. გვაქვს: 

44, + «4 4 =|2 – 2+|2“ –1 =. 2? -–2+2? –1 = 

=(7? –1)+2(> –1) =C =) I)! 

რადგან, 

2! 27 +1=0, 

ამიტომ 

2? +1= 2“. 

გვაქვს: 

4,4 +444, = (2? – L)(2+1) = 2“ (2+1) =(2"|.I2+1 =1-|2+1|=|2+1. 

2+! რიცხვს შეესაბამება 04. +04, ვექტორების ჯამი, 

რომლის მოდული 2”“-–ის ტოლია. მართლაც, 0% და 

იძი 
0 

C4, ვექტორებს შორის კუთხეა 301 = 1-7 
  . 44, წესიერი 

თორმეტკუთხედის გვერდია. CMV =X”X წესიერ თორმეტ- 

კუთხედში ჩახაზული წრეწირის რადიუსია. რადგან 

C# = C4, = 4.0'= 4C'=1, ამიტომ C4#C' 4, რომბია, რომ- 

ლის დიაგონალების გადაკვეთის წერტილია M#M და 

CM =7ჯ#. ცხადია, რომ 

04 +0#4# =00' 

რადგან CX' რომბის დიაგონალია, ამიტომ 

CXCღ'- #44, და CC'=2”-. 

მაშასადამე, 
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«6 4, + 44 = 2”. 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

ამოცანა 4. დაამტკიცეთ, რომ წესიერ 

404 '“' 44 

თხუთმეტკუთხედში ადგილი აქვს ტოლოგბას: 

1 1 1 1 
= + + · 

44 44 44, 44, 
  

რადგან, 

ე... ..  ." 
ამიტომ დასამტკიცებელი ტოლობზა ეკვივალენტურია 

ტოლობის: 

1.1 _. 1 , 1 

I2 –1| |2 –1I ჟ–> |“ –I. 
  

ანუ, 

I -I-I2-I _ |2“ –1I+|2 –1I 

|2–1I. 2” –1. ა |გ? –1I-I2“ –1| | 

მარცხენა ნაწილის მრიცხველში |2-I გავამრავლოთ 

  

2 -ზე, |21=1, ხოლო მარჯვენა ნაწილში |2? –1I გავამრავ- 

ლოთ 2-–ზე. აქაც |2|=1. 

გვექნება: 

|2-1 - რვა 2) (26 -I+ 2-7 

(2-1 2 –1 ს |27-I.26-I 

რადგან 2” -! და 2-2. ვექტორები თაწამი- 

  

მართულია, ასევე 2-1 და 2-2 ვექტორებიც თანამი- 
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მართულია, ამიტომ როგორც წინა ამოცანებში, აქაც 

გვექნება: 

  

  
  

2 -1-2ჰ+2- %-1+2 –2 

I2 –I·|2 –1. 2-1. 2“ –1 · 

საიდანაც, 

2! (2 –1)+(2" –1) _ |გ' (2+1)-(2+1) 

|2 –I.2 –1 |2? – 1-2“ –1I , 

ანუ, 

IC –I)(2“ +1) (თ –1)(2+1). 

|2–II.27 –1 = |2? –1 - 2“ –1 , 

  

შეკვეცის შემდეგ მივიღებთ: 

|გ“ +1 _ I 

-I 1-1 
    

რაც იგივეა: 

|გ" –1 =|2” –I. 

ეს ტოლობა ჭეშმარიტია, რადგან წესიერ თხუთ- 

მეტკუთხედში #X4, და ##ერთმანეთის ტოლია. 

§81.32. კომპლექსურ რიცხვთა გამოყენება 

გეომეტრიის ზოგიერთი თეორემის დამტკიცებისას 

თეორემა 1. ოთხკუთხედში ჩახაზული წრეწირის 

ცენტრი და ოთხკუთხედის დიაგონალების შუაწერტი- 

ლები კოლინეარულია. 
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დამტკიცება. ვთქვათ, #-მ-აCახა-მოცემული ოთხ- 

კუთხედია. მასში ჩახაზული წრეწირის ცენტრი მდება- 

რეობს 0 წერტილში და მისი განტოლებაა 22 =L. წრე- 

წირი 4 8აC”» ოთხკუთხედის 4.8, MC, C7X და 

#4. გვერდებს ეხება შესაბამისად 4,8,Cდა # წერტი- 

ლებში, რომელთა აფიქსებია #-”(ი.,8(ხ,C()#X9ძ) (ნახ.32). 

ვთქვათ, M# და M შესაბამისად #-C და 3-7» დიაგო–- 

წალების შუაწერტილებია. მაშინ #).,შ.,C,,ხე წერტი– 

ლების აფიქსები იენწნება: 

207 ჩ 20ხ _ 2ხ0C 207 
  

  

  

თძე=-–---, ლ, =–---, = , 

ი ე+/ ბ ი+ხ' მ ხ+ი შა ი+ძ 
იტომ, 

ით ხ,ხ იხი+იხძ+ძ0ძ+ხ0იძ 
”#–=2 ძი +C + , 

(4 ი)= “ი ხ+0ი («+ძXხ+ძ) 

M=260, +ძ,)= Cძ _ 9ხ0+0ხძ+ძ0ძ +ხ0ძ 

ი თ=+ძ (C+ხXC+ძ) 

საიდანაც, 

# _ (2+ხXC+ძ) 

” (თ+ძXხ+ი) 

რადგან, 

2=+,ნ=1,6=1,27=+, 
ძმ ხ C ძ 

ცხადია, რომ 

1 1V1. 1 

# _ | «5, = | (LC III) სინი » 

» ი



რაც ნიშნავს, რომ C0C,V და M წერტილები კოლი- 

წეარულია. თეორემა დამტკიცებულია. დამტკიცებულ 

თეორემას ნიუტონის თეორემას უწოდებენ. 

თეორემა 2. თუ 48C სამკუთხედის 8C,C4,48 გვე- 

რდების შემცველ წრფეებს გადაკვეთს რაიმე წრფე შე- 
საბამისად 4,,8,,C წერტილებში, მაშინ 244,88,,CC 

მონაკვეთის შუაწერტილები კოლიწეარულია. 

დამტკიცება. დავწეროთ ცალ-ცალკე 
48 ,C; C,4,8; +4#4,#8,,C, 

წერტილების კოლინეარულობის პირობები: 

ძნ, –C)+ხ,(--29)+2( –ხ,)=0, 

ძლ, –ხ)+ ძ, (2 – C)+ ხC –2,)= 0, 

IC -2+“(6-2)+.6-2)=0, 
«(ნ –თ)+ხ,(6 –4,)+8(0, –ხ,)=0. 

თუ M,M, წერტილები 44,88,,CC, მონაკვეთის 

შუაწერტილებია, (ნახ. 33). მაშინ დარჩენილია ვაჩვე- 

წოთ: 

I -7)+X(6-X)+6(”--»)=0. 
რადგან, 

თ=16+თ)M=-06+ხ,)7=+C+9) 

ამიტომ, დასამტკიცებელი ტოლობა ეკვივალენ- 

ტურია ტოლობის: 

(+9,Xნ+ხ, –6-2)+(6+ხ, 6+0, –0-0))+(6+0,X6+9, –ხ-ხ,)=0. 

აწუ, გადამრავლების შემდებ 

ძ(ხ, –5)+ძ(6 –=,)+9,(ხ, –=,)+«,(§ –2)+ხ(6 –4)+ ხ(6 –9,)+ 
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+ხ,6 –5,)+ხ,(6–=)+9(, – 6)+9(6-ხ,)+C,(6 –6:)+=(6-2)=0 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ბოლო ტოლობა მიი- 

ღება სამი 4,8,,C; C,4,,8; 4#,8,C წერტილების კოლი- 
წეარულობის პირობების წევრ-წევრად შეკრებით. 

ამ თეორემას, გაუსის თეორემა ეწოდება. 

     
წახ.32. ნახ.33. 

48,8C,C4, 4.8 წრფეებით შედგენილ ფიგურას ეწო- 

დება სრული ოთხკუთხედი, ხოლო 44,88,,CC, მო- 

ნაკვეთებს ეწოდებათ მისი დიაგონალები. დამტკი- 

ცებული თეორემა შესაძლებელია ჩამოვაყალიბოთ ასე: 
სრული ოთხკუთხედის დიაგონალების შუაწერტი- 

ლები ერთ წრფეზე ძევს. ამ წრფეს სრული ოთხკუთხე- 

დის გაუსის წრფე ეწოდება. 

სიმსოწის თეორემა. კოლინეარულია სამკუთხედის 

ბვერდების შემცველ წრფეებზე მდებარე სამკუთხედზე 
შემოხაზული წრეწირის წერტილების ორთოგონალური 

გეგმილები. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 48C სამკუთხედზე შემოხა- 

ზული წრეწირის ცენტრია 0, რომელიც ემთხვევა 

კოორდინატთა სათავეს, ხოლო რადიუსია 1. სამკუთ– 

ხედის წვეროთა აფიქსებია #(), 8(ხ) C(), M-წრეწი– 
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რის წებისმიერი წერტილია. ვთქვათ, 4,,8,,C, წერტი– 

ლები #V წერტილის გეგმილია შესაბამისად 8C,C4 და 

48გვერდების შემცველ წრფეებზე. (ნახ.ვვ). 

მაშინ 4 (2, 8,(6, ,C (თ) წერტილების აფიქსები 

გამოითვლება ფორმულებით: 

1 ხი I ძC 1 იხ 
ძ, =2 ხ+ი+ი-= , ხხ, =2 ი+0+M- ,C, = 2 ი+ხ+M-– 

  

  

  

M 

გამოვთვალოთ რ რ. გვაქვს: 
1. C 

ეხ-ხC 
ი-ი __ “”“ _ (C- «XV -Vხ) 
ხ, – 0, 2C- ხ+ ულ ძC "(ლ ხXX-ძ) 

71 

4,8,C და M წერტილები ერთეულოვანი რადიუსის 

წრეწი-რის წერტილებია, ამიტომ მათი აფიქსებისათ- 

ვის სამართლიანია ტოლობები: 

– 11 1-6 1-–. 1 
ძიძ=-,6ხ-,თ2=-,M=-. 

ძ ხ C 71 

გამოვთვალოთ 

0, -0 
ხ, –0, 

152



_(თ«-CXხ-») (C--იXI-ხ) თ-ი 

"(ხ-ი-X-») (--ხXთ-ი) ხ-თ. 

რაც ნიშნავს, რომ 4,08,C, წერტილები კოლი- 

წეარულია. ამ წერტილებზე გავლებული წრფე წარმო- 
ადგენს წრეწირში ჩახაზული 48C სამკუთხედის სიმ– 

სოწის წრფე MV წერტილის მიმართ. 

სამართლიანია ამ თეორემის შემრუნებული თეო– 

რემაც. კერმოდ: 

     
ნახ.33. ნახ.34. 

თეორემა. რაიმე წერტილიდან სამკუთხედის გვე- 

რდების შემცველ წრფეებზე დაშვებული მართობების 

ფუშეები კოლიწეარულია, მაშინ ეს წერტილი მოცე- 

მულ სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის ცენტრია. 

დამტკიცება. 4#(4,,8,0,)C(C) წერტილების აფიქ- 
სები გამოითვლება ფორმულებით: 

1 ხ 
მ, =1(0+ი+,-%) ხ, –>–“. _ 

„I 

რადგან 4,8,,C წერტილები კოლინეარულია, ამი- 

ტომ ფარდობა 
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მ, – თ _ (C- 1-ხი 

ხ, -0 (C--ხX-9” 

ნამდვილი რიცხვია. ამიტომ ეს რიცხვი მისი შეუღლე- 

ბულის ტოლია: _ _ _ _ 

(C– ი – ხ») _ (C– ა.“ ხი) 

(C– ხXI– თ”) (CC –ხII– ძი) 

საიდანაც, 

1 უხ _ (C–- ხI6- 2) –ხთ) _ (C-ხ 
1- ი (6C-ი6-ხ))-2) C = 

„
ბ
ე
.
 

ი
ყ
ი
!
 

–
 

=
>
 

I ლ
 

3 
_
 

თ
I
-
 

ა 
I.
 

  

  

  

  

(C– ხხ)“ Cც ხ –. 

(C-ი)”-“ს– ) ძI-თ») ლ ---, 

ანუ, 
_ 

L- ხ-» 
1– ი-»” 

თუ ვისარგებლებთ პროპორციის თვისებით, გადა- 

ვამრავლებთ წევრ-წევრად და მსგავს წევრებს შევაერ- 
თებთ, გვექნება: 

„6 – ხ)– (4 –ხ)=0 = (2–ხXV –1)= 0= თ =1=X=– 

ეს ნიშნავს, რომ MM წერტილი ეკუთვნის 48C 

სამკუთხედზე შემოხაზულ 22 =1 ერთეულოვან წრე- 

წირს. 
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პასკალის თეორემა. წრეწირში ჩახაზული ექვს- 
კუთხედის მოპირდაპირე გვერდების გადაკვეთის წერ- 
ტილები ერთ წრფეზე ძევს. 

დამტკიცეზა. ვთქვათ, წრეწირში ჩახაზულია ექვს- 
კუთხედი 48CXX” და 

48( |) IL = M, 8CI |სIL =M, C2I) 4 =ჯ. 
წრეწირის ცენტრი ჩავთვალოთ კოორდინატთა სა- 

თავედ, ხოლო რადიუსი 1-ის ტოლად (ნახ. 34). 

გვაქვს: 
> _ (თ«+ხ)–(7+9) – _ (ხ+29)-–(2+/) 3= (+4)–(C/+2) 

იხ-ძი” ” ხ--V ” 0ძ – /ძ 

გამოვთვალოთ 

_ (+ხ)–(«+4)_ (ხ+=)–(4+/) _ 
ძხ-–-ძი ხი -9/ 

_(9+ხ– ძ- რიMხC– 2/)– (§6+C– –-ი- –/Xთიხ- ძი) 

(თხ–ძიIხC-იძ/) 

თუ გადავამრავლებთ ფრჩხილებში მოთავსებულ 

გამოსახულებას და შევაერთებთ მსგავს წევრებს, მივი- 
ღებთ: 

MI – 

(ნ- იMხ-ი- ი +0ძ+ძი/ -0ძ- იხ) 
  

  

” ” (თხ – ძიXხC-2/) 

აალოგიურად, 

_ ხ+9– (2+/)_ (C+ძ)– (/ +9) _ 

ხი–9/ 0ძი – /9 

9 –2- /X-ძ-/0)-(C+ძ - / -–იXხ-- 28) 
(იხ<– ძCXხ-- 6/ ) 

155



აქაც, თუ გადავამრავლებთ ფრჩხილებში მოთვსე- 

ბულ გამოსახულებას და შევაერთებთ მსგავს წევრებს, 

მივიღებთ: 

(C- /Xძ+იხ-ძი/ -იძ - ხი+V) 

(ხC – 2/ X0ძ – /9) : 
  M- 9= 

ამიტომ გვაქვს, 

II - 7 _(ხ6- 0IხC- ი +0ძი+ძ/ -0ძ- იხ). 

I-ი (თხ -ძიXხC-იძ/) : 
  

.(C– #X2ძ+იხ-ძი/ -ძძ- ხი+ძ#/) _ (ხ- -XხC-- 49) 

(ხC– 9 Xიძ – /9) ' (-– – / Xთხ-ძი). 

რადგან 4,8,C,X,სხ,#I წერტილები წრეწირის წერ- 

ტილებია, ამიტომ 

,ხ= ძ = 

ა 
I ,6=42,4=+ 

C ძ 

ამიტომ, თუ გავითვალისწინებთ ამ 

ლებებს, გვექნება: 

„» ნ 2-7) + CIL>- XL). 
ჩ-ს (ნ-/Iთხ-ძი) აეე 

_ («<- ხX/6- იძ) _ (6 – 2M0ძ – #0) _ »I- » 

' (/ –CX«#.– -იხ) (C- /Xიხ- ძი) 

მივიღეთ, რომ ” -» რიცხვი თავისი შეუღლე- 
გ-ი 

ბულის ტოლია, რაც სწიშნავს, რომ MM, და # 

წერტილები კოლინეარულია. 
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მონჟის თეორემა. 48C7) ჩახაზულ ოთხკუთხედში 

წრფეები, რომლებიც გვერდების და დიაგონალების 

შუაწერტილებზე გადიან მოპირდაპირე გვერდების ან 

დიაგონალის მართობულად, ერთ წერტილში გადაი- 

კვეთება, რომელსაც ამ ოთხკუთხედის მონჟის წერტი- 

ლი ეწოდება. 
დამტკიცება. ოთხკუთხედის გვერდების მართობე- 

ბი, რომლებიც მის შუაწერტილებზე გადის, გადაიკვე- 

თება ოთხკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის ცენტრში. 

მივიღოთ ოთხკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის ცენ- 

ტრი კოორდინატთა სათავედ, ხოლო მისი რადიუსი 

ჩავთვალოთ ერთეულის ტოლად. ყოველი M (2) წერტი- 
ლისათვის, რომელიც 248 შუამართობზე მდებარეობს 

2-1(8+ხ) 
რიცხვი –------ სუფთა წარმოსახვითია. კერძოდ, 

ძ- 

ძი+ხ 
როცა 2=0 ის – -.' . ანალოგიურად, C#»2 ცა 2 ის ტოლია 2(9-ხ) ლოგიუ 

მონაკვეთის შუაწერტილზე გამავალი 48 გვერდის 

მართობული VMV(>2) წერტილებისათვის და მხოლოდ 

2-1(C+ძ) 
მათთვის რიცხვი 2 იქნება სუფთა წარმო- 

ძ- 

1 ძ+ხ 
სახვითი რიცხვი. როცა 2=>(4+ხ+0+9), მაშინ 2(4 –ხ) 

სუფთა წარმოსახვითი რიცხვია. ცხადია, რომ # წერ- 

ტილი აფიქსით 5(4+0+0+ძ) პევს მოცემულ წრფეზე. 
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რადგან +(2+ხ+0+4) გამოსახულება სიმეტრიულია 

ი,ხ,C,ძ ასოების გაწლაგების მიმართ, ამიტომ ანალო- 

გიურად აგებული ხუთი წრფეც გადის # წერტილზე. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

დეზარგის თეორემა. თუ 48C და 4#8,C, სამკუთ- 

ხედები ისეა განლაგებული, რომ 44, 88, CC, წრფეები 

გადაიკვეთებიან ერთ წერტილში ან პარალელური 

არიან, მაშინ შესაბამისი გვერდების გადაკვეთის 

წერტილები 
#= 48| |) 48,.,C0C=8CI)8C,.,#=C4I)თCფ4, 

ან კოლინეარულია, აწ ორი შესაბამისი გვერდი პარა- 

ლელურია წრფის, რომელიც დანარჩენი გვერდების 

გადაკვეთის წერტილებზე გამავალ წრფეს აერთებს ან 

სამკუთხედების შესაბამისი გვერდები პარალელურია. 

დამტკიცეზა.ვთქვათ, 44# I I88,ჯ1C,C =§ (ნახ.35). მივი– 

ღოთ ა წერტილი სათავედ. მაშინ შეგვიძლია ჩავთვა– 

ლოთ: 

ი =თ0, ხ,=/ხ, C =70C. 

სადაც თ,04,/ ნულისაგან განსხვავებული ნამდვილი 

რიცხვებია. განვიხილოთ შემთხვევა, როცა თ#X/%7. 

რადგან #,4,8, წერტილები კოლინეარულინ:), გვაქვს: 

ნ = 20, +(1- 2)ხ, = 2თძ+(1 – 4) /8ხ. 

რადგან 2=2 და 2თ+(1–2)/3=1, საიდანაც 

2გ=1-# აI- 2=---) 
თ-/ჩ თ-#ჩ 
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ამიტომ, 

_%0-მ) , #(C-), 

თ-/ჩ8 თ- 8. 
ანუ, 

ნ(თ–,8)=თ(1-/73)თ+/8(თ-–!)ნ. 

       C 

ნახ.35. ნახ.36. 

ი,ხ,C ასოების და თ,/,7 კოეფიციენტების წრიული 

გადანაცვლებით მივიღებთ: 

(06–7)9=/(1-–7)ხ+7(/#9 -!)თ 

(#7-თ)”=X#(1-–თ)C+თ(7-+-1)ი. 

უკანასკნელი სამი ტოლობა გავამრავლოთ შესაბა- 

მისად 1-7ჯ,1-თ,1-,3-ზე და შემდეგ შევკრიბოთ. მივი- 

ღებთ: 

(თ–/)(1–7)X+(8 –7)(1-–თ)0+(/-თ)(1–/3) 7 =0. 

შევნიშნოთ, რომ /ჯ,ძ4,, სიდიდეების კოეფიციენ- 

ტების ჯამი 0-–ის ტოლია. მართლაც, 

(თ–/9)0 –7)+(08–7)(1–თ)+(7-–თ)(I-#)= 
=Cთ–Cთ7 – /8 + /37 +/38 – 7 –თ8 +თ7/+7 – თ – 87+Cთ/8 =0 

159



რაც წიშნავს, რომ #,0,# წერტილები კოლინეარულია. 

თუ «ძ=,/0>/, მაშინ თ -ხ,=თ(თ-ხ)(თ=თ), ამიტომ 

48,) 48. > წერტილი არ არსებობს. მაშინ ეს წრფეები 

ლი წრფის პარალელურია. მართლაც, როცა ძ=/, 

გვაქვს: 
(თ–X7)ძ=თ(1-7)ხ+/7(თ –1)=, 

(#7-–თ)ძ=X7(1–<თ)C+თ(7ჯ –1)ი. 

ამ ტოლობების შეკრებით მივიღებთ: 

(=თ–7)(9–>)=თ(1–7)(ხ–ი). 
რადგან ფარდობა: 

9ძ-” _ თ(1–7) 
ხ-–-ძ »-” 

წამდვილი რიცხვია, ამიტომ 0C7|| 4#. 

როცა თ=/=7ჯ, მაშინ 48C და 4,8C სამკუთხე– 

დები ჰომოთეტურია. 

განვიხილოთ თეორემის პირობის მეორე შემთხვე– 

ვა, როცა 44, 88,,C,C, წრფეები პარალელურია. მაშინ 

ჩატარებული მტკიცება აზრს კარგავს, რადგან #X» 

წერტილი არ არსებობს. რადგან არსებობს # წერტილი 

(ნახ.35ე), ამიტომ ჩავთვალოთ ის კოორდინატთა 

სათავედ. მიღებული კონფიგურაცია იმეორებს %ზემოთ 

განხილულ თ=/%7 შემთხვევას. ამიტომ მტკიცების 

პროცესს აქ აღარ გავიმეორებთ. 

ანალოგიური მსჯელობით შესაძლებელია დავამ- 

ტკიცოთ თეორემა. 
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მენელაის თეორემა. იმისათვის, რომ #48C სამკუთ– 
ხედის 98C,C4 და 48 გვერდებზე შესაბამისად მდებარე 

4,8.C, წერტილები კოლინეარული იყოს, აუცილებე– 
ლია და საკმარისი, რომ შესრულდეს პირობა: 

29, C4 86 
8C 48 C4 

ამ თეორემის დამტკიცება მკითხველისათვის 

მიგვინდვია. 

==. 

§1.33. შვარცის სიმაღლითი სამკუთხედი 

განვიხილოთ ასეთი ამოცანა: მოცემულ მახვილ- 

კუთხა სამკუთხედში ჩავხაზოთ მიწიმალური პერი- 
მეტრის მქონე სამკუთხედი. ეს ამოცანა ცნობილ 

გერმანელ მათემატიკოსს, ბერლინის! უნივერსიტეტის 

პროფესორს გერმან ამადეუს შვარცს (1843-1921) 

ეკუთვნის. 

შემდგომში ჩვენ დავრწმუნდებით, რომ არსებობს 

მხოლოდ ერთი სამიებელი სამკუთხედი: სახელდობრ 

მის წვეროებს წარმოადგენენ მოცემული სამკუთ- 

ხედის სიმაღლეების ფუძეები. შევთანხმდეთ, ასეთ 

სამკუთხედს სიმაღლითი სამკუთხედი ვუწოდოთ. 

შვარცმა სიმაღლითი სამკუთხედის მიწიმალურო– 

ბის თვისება დაამტკიცა ჰერონის პრინციპის გამო- 

ყენებით. ყოველ #,0,” წვეროში (ნახ.37) სიმაღლი– 

თი სამკუთხედის ორი გვერდი ერთნაირ კუთხეებს 

ადგენენ მოცემული სამკუთხედის გვერდთან. კერ– 

მოდ, ყოველი ამ კუთხეთაგანი უდრის მოცემუ-ლი 
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სამკუთხედის მოპირდაპირე წვეროსთაწნ მდებარე 

კუთხეს. მაგალითად, თითოეული 410 და #8M 

კუთხე C კუთხის ტოლია, 87 და C#M0 კუთხეები 

4 კუთხის ტოლია. დავამტკიცოთ ეს. 

მართლაც, რადგან C#”8 და C#8 კუთხეები მარ- 

თია, ამიტომ C#8#/ ოთხკუთხედზე შეიძლება წრეწი- 

რის შემოხაზვა. მაშასადამე 4«”80=+–+#X/C0C, რადგან ეს 

კუთხეები ეყრდნობა მოცემული წრეწირის ერთსა და 

იმავე რკალს. მაგრამ 

«C + 280 =90", 
ხოლო 

2«L80+ 218 =90" 
ე.ი. 

«XIბხ8 = 2C. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

«C)/ბ4= 27C. 

< 
ი/     
ნახ. 37 

დავამტკიცოთ სიმაღლითი სამკუთხედის პერიმეტ- 

რის მინიმალურობის თვისება. 

ვთქვათ 48C სამკუთხედში სიმაღლით სამკუთ- 

ხედთან ერთად ჩახაზულია მეორე VI” სამკუთ- 

ხედი. განვიხილოთ ამ ფიგურის სიმეტრიული ფი– 
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გურა 48C სამკუთხედის 4C გვერდის მიმართ. შემ- 

დეგ მიღებული ფიგურის სიმეტრიული ფიგურა 48 

გვერდის მიმართ, შემდეგ #8C გვერდის მიმართ, 

შემდეგ #C გვერდის მიმართ და ბოლოს /8 გვერ- 

დის მიმართ. ამრიგად ჩვენ მივიღებთ ექვს ტოლ 

სამკუთხედს, ამასთან ყოველ მათგანში მოთავსებუ– 

ლი იქნება სიმაღლითი სამკუთხედი და მეორე ჩახა– 

ზული სამკუთხედი. (ნახ. 38). 

  
ნახ. 38. 

ბოლო სამკუთხედის 8C გვერდი პარალელურია 

პირველი სამკუთხედის #8C გვერდისა. მართლაც, 

პირველად #4C გვერდის მიმართ სიმეტრიის დროს 

8C გვერდი საათის ისრის მიმართულებით მობრუნ– 

დება 2C კუთხით, შემდეგ ისევ საათის ისრის მიმა– 
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რთულებით 28 კუთხით. მესამედ #8C გვერდის მი–- 

მართ სიმეტრიის დროს უცვლელი რჩება, მეოთხედ 

საათის ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით 2C 

კუთხით და მეხუთედ, საათის ისრის საწინააღ- 

მდეგო მიმართულებით 28 კუთხით. მობრუწების 

მთელი კუთხის ჯამი უდრის 0-ს. 

სიმაღლითი სამკუთხედის წრფივი #»> მოწნაკვეთი 

უდრის #0. სამკუთხედის გაორკეცებულ აპერი- 

მეტრს, მართლაც, #» მონაკვეთი შედგეწილია ექვსი 

მონაკვეთისაგანი, რომლებიც რიგრიგობით “უდრიან 

ჯი სამკუთხედის გვერდებს, ამასთან თითოეული 

მონაკვეთი აღებულია ორჯერ, ანალოგიურად V და 

V წერტილების შემაერთებელი ტეხილის სიგრძე 

V”” სამკუთხედის გაორკეცებული პერიმეტრის ტო- 

ლია. ეს ტეხილი LC მონაკვეთზე მოკლე არ არის. 

რაც შეეხება LCC' მონაკვეთს, ის #»>»> მონაკვეთის 

პარალელურია. 

  

ნახ. 39. 

მაშასადამე CC ტეხილი #» მონაკვეთზე მოკლე 

არ არის. ე.ი. სიმაღლითი სამკუთხედის პერიმეტრი 

არ აღემატება მოცემულ სამკუთხედში ჩახაზულ ნე- 

ბისმიერი სხვა სამკუთხედის პერიმეტრს. ე.ი. მინი- 

მუმი არსებობს და ის სიმაღლითი სამკუთხედის 
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შემთხევვაში მიიღწევა. ადვილი საჩვენებლია, რომ 

სხვა ჩახაზული იმავე პერიმეტრის მქონე სამკუთ- 

ხედი არ არსებობს. გამოვთვალოთ სიმაღლითი სამ- 

კუთხედის პერიმეტრი. რისთვისაც ვისარგებლოთ 

კომპლექსური რიცხვებით. ვთქვათ 4,8,C წერტი- 

ლების აფიქსებია შესაბამისად 

IX, IM, , >, |2,| = |2;| = |2.), 

# არის 48C სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის 

რადიუსი. 

დავწეროთ 724C წრფის განტოლება. გვაქვს: 

2- I, =-95 (2 -– 12), ტ) 

2+2,232 = #2, +/%7.. 

შევადგინოთ #8 წერტილზე გამავალი #C წრფის 

მართობული განტოლება: 

3 – 12, = – 22 (>–-72,), დ) 

2-7 2.2 = #2, – M2,2,7,. 

(1) და (2) განტოლებების ამოხსნით ვიპოვით 0 

წერტილის «4 აფიქსს. გვაქვს: 

1 – 
9=-(თ -–2“რ), თ = 2, +2;ე +72ვ. 

ანალოგიურად ვიპოვით # და ”#” წერტილების ”» 

და # აფიქსებს. 

== -(თ – 2,225), წი =1(თ ==. 

ცხადია. 

MC" = . #(>2,”, -თ55) ე ჩ(55 23 – 785 ) = 
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2 _–_ _ _–_ _ _–_ –_ 

= “.-(5>5 => 23 – ეშ, ). 

თუ მოვახდენთ საჭირო გარდაქმნებს, მივიღებთ: 
2 – – 

#0“ =-- 2-(77 +221). (3) 

ანალოგიურად 
2 

##“ =4- 2- (2127 +2721) , 

ჯ»იე? -4 2 (X2+722). 

მაგრამ 

8C? =ძ? =(7#C, – #2, )(/22, – 12, ) = L? |(2-(2,2, +2,5.) | 

საიდაწაც 
_ 2 

2; 2კ + 2ე23 =2- +: 

ანალოგიურად, 

– – ხ? 
232, + 232, =2-55' 

– 2 
232, + 2ე2, =2- წ: 

(3 ტოლობა გარდავქმნათ და გავითვალისწინოთ 

(4), გვექნება: 
X?: – – 

#0” = “ 4-(2 +212; +2)| = 

54-65 +) 5 4-(2-2) - 
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2 2 4 4 2 

=4. 44-44 9 | 7 C აე C“ . 4 #” - # 4“ 4#" )' 
მაგრამ სინუსების თეორემის ძალით 

2 
  ==51ი”C, 
47” 

ამიტომ 

#0? =07 (I –81ი? 2 = C? 008? C = 4/?? §1ი? C 005? C = #7? §Iი?2C; 

საიდანაც 

#0=7ჩ9ი2C; 
ანალოგიურად 

IV = 151628, 

#C=/151ი 24; 

#XCჯ სიმაღლითი სამკუთხედის პერიმეტრი 

იქნება: 

ნ= 70+LIL+ 0 = X(5I0ი02C+5)ი28+31ი2:4)= 

= %(29ი(8+C)ლი§(8 – C)+§ (360! –(28+2C))) = 

= #(25Iი(8+C)ლ0ი§(8-C)+%Iი(28+2C))= 

= #(25Iი(8+C)ლი§(8-C)+2%ი(8+C)00§(8+C))= 

=2#M5Iი(8+C)(იი5(8 –C)-00§(8+C))=4/§ი 483ი895IიC. 

#2 =4/18)ი 4310 851იC.. 

ამ ამოცანის ამოხსნის დროს ჩვენ ვგულისხმობ– 

დით, რომ 4,8,C კუთხეები მახვილი იყო. რა მოხ- 

დება იმ შემთხვევაში, როცა სამკუთხედის ერთ- 

ერთი კუთხე, ვთქვათ C კუთხე ბლაგვი)? (ნახ. 39). 

მაშინ » და 0 წერტილები მოთავსებული იქნება 
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სამკუთხედის გარეთ. ამიტომ, მკაცრად თუ ვიტყვით 

სიმაღლითი სამკუთხედი უკვე არ შეიძლება ჩავთვა- 

ლოთ მოცემულ სამკუთხედში ჩახაზულად თუ არ 

გვექნება წინასწარი შეთანხმება. ადვილი საჩვენე- 

ბელია, რომ 39-ე ნახაზზე გამოსახულ #0” სამკუთ- 

ხედს მინიმალური პერიმეტრი არა აქვს, მაგრამ 

ბლაგვკუთხა სამკუთხედების სიმაღლითი სამკუთ- 

ხედებს გააჩნიათ ექსტრემალური თვისება, კერძოდ 

ი+ი- სახის გამოსახულებებისათვის, სადაც (”- 

ჩახაზული სამკუთხედის ის გვერდია, რომელიც 

ბლაბგვ კუთხეს შეესაბამება, უზრუნველყოფს მინი- 

მაქსის სტაციონალურ მნიშვნელობას. ჩვენს შემ- 

თხვევაში #=70. 

§1.34. გეომეტრიული გარდაქმნები 

განსაზღვრება 1. ორ M და #M/, წერტილებს I წრფის 

მიმართ სიმეტრიული ეწოდება, თუ ისიწი | წრფის 

პერპენდიკულარულ წრფეს ეკუთვნიან და ეს წრფე 
MM' მონაკვეთს შუაზე ყოფს. წერტილი, რომელიც I 

წრფეს ეკუთვნის ემთხვევა თავის სიმეტრიულ წერ– 

ტილს. 

განსაზღვრება 2. ღერძული სიმეტრია ეწოდება 

გარდაქმნას, რომლის დროსაც I წრფეზე არამდებარე 

ყოველ MV წერტილს შეესაბამება #M/' წერტილი, რომე– 

ლიც სიმეტრიულია I! წრფის მიმართ. I წრფის წერტი– 

ლები ემთხვევა თავის სიმეტრიულ წერტილებს. 
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ვიპოვოთ #V/' წერტილის 7'= #(>) აფიქსი, რომელიც 

M(/(2) წერტილის სიმეტრიულია ნამდვილი ღერძის 

მიმართ. 

რადგან წერტილებს, რომლებიც XCX ღერძის სიმეტ– 

რიულია, შეესაბამებათ შეუღლებული კომპლექსური 

რიცხვები, ამიტომ 7'=7. პირიქით, თუ M/',' წერტილის 

აფიქსია >» =2, მაშინ # (2) და M'(2) წერტილები 

სიმეტრიული წერტილებია წამდვილი ღერძის მიმართ. 

CX ღერძის მიმართ სიმეტრია ჩაიწერება ასე: 

M(7)=7. 

თეორემა 1. წრფის მიმართ სიმეტრიის გარდაქმნას, 

რომელიც კოორდინატთა სათავეზე გადის აქვს სახე: 

ჯ(2 ) = 2(ი0§2თ +7§5M12C) 

სადაც 0 არის I წრფესა და ნამდვილ ღერძს შორის 

კუთხე. 
დამტკიცება. ცხადია, CMV =CVM, =CM' ვექტორთა 

სიგრძეები ტოლია. რომ მივიღოთ CM. ვექტორი, 

საკმარისია 0MVM ვექტორი მოვაბრუნოთ საათის მოძრა- 

ობის საწინააღმდეგო მიმართულებით 2ი კუთხით 

(ნახ.40). ე.ი. #M”,6 წერტილის აფიქსი მიიღება M 

წერტილის აფიქსის გამრავლებით C0§2თ+15/%2თ. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითად, წარმოსახვითი ღერმის მიმართ სიმეტ– 

რიის გარდაქმნა ჩაიწერება ასე: 

#(2)=–?. 
თეორემა 2. ღერძული სიმეტრია მოშრაობაა. 
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დამტკიცება. კოორდინატთა სათავე ისე შევარჩიოთ, 

რომ I ღერძი დაემთხვეს აბსცისათა ღერძს. მაშინ 

განსახილავი გარდაქმწა იქნება აბსცისათა ღერშის 

მიმართ სიმეტრია, ე.ი. ჩაიწერება M(2)=2 ფორმუ– 

ლით. ვთქვათ, მოცემული გვაქვს 2248 მონაკვეთი, 

რომლის ბოლოების აფიქსებია >X(>.,) და »„(,,). მაშინ 

M(2)= 2 გარდაქმნწით /X(>,) წერტილი აისახება #L) 

წერტილში, ხოლო წLC,) კი, 8.) წერტილში. ცხადია, 
48 =|2; – 2,, 4'8'=12, – 2,|=|2. – 2,| = 48. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3. ერთი და იმავე ღერძის მიმართ მიმდევ– 

  

რობით შესრულებული ორი სიმეტრიის ჯამი იგივური 

გარდაქმნაა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

"”4(>) –> „4 (>') –> „4 (>). 

M'(2ა 

  

  

ნახ. 40. ნახ. 41. 

რადგან #(2)=2. ამიტომ # წერტილის აფიქსია 7, 

ხოლო Cთ(2)=2=7. ამიტომ #' წერტილის აფიქსი იქნე– 
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ბა 2. ამრიგად, 4 და “4' წერტილებს ერთი და იგივე 

აფიქსები აქვთ. ამიტომ ისინი ერთმაწეთს ემთხვევიან 

და ჩვენ საქმე გვაქვს იგივურ გარდაქმწასთან. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამოცანა 1. ვთქვათ, 48C სამკუთხედის წვეროთა 

აფიქსებია 4(2,), 8(2,), C(2 ). განვიხილოთ ამ სამკუთხე– 

დის სიმეტრიული #«VMC სამკუთხედი წამდვილი 

ღერძის მიმართ. ვაჩვენოთ, რომ #8C სამკუთხედის 
მედიანების გადაკვეთის წერტილი (ცენტროიდი) 

4«8C' სამკუთხედის მედიაწების გადაკვეთის წერტი– 

ლის (ცენტროიდის) სიმეტრიულია. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ #48C სამკუთხედის 

ცენტროიდის აფიქსია 6 +2+2ა). #8C სამკუთხე– 

დის წვეროთა აფიქსებია: /#ს,)”V,)C(,) ამიტომ, 

-6+2,+2) არის #წ8წVC სამკუთხედის ცენტროიდის 

აფიქსი. ე.ი. 248C სამკუთხედის ცენტროიდი #IMC 

სამკუთხედის ცენტროიდის სიმეტრიულია ნამდვილი 

ღერძის მიმართ. 

განსაზღვრეზა 3. #7 წერტილს ეწოდება M#M წერტი– 

ლის სიმეტრიული 0C ცენტრის მიმართ, თუ C7 არის 

MM” მონაკვეთის შუაწერტილი. 0 წერტილი ითვლება 

თავისი თავის სიმეტრიულ წერტილად. 

განსაზღვრება 4. ცენტრული სიმეტრია ეწოდება 

ბარდაქმნას, რომლის დროსაც 0) წერტილისაგან გან– 

სხვავებულ ყოველ M წერტილს შეესაბამება C წერტი– 
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ლის მიმართ სიმეტრიული #M' წერტილი. C) ცენტრი 

თავისი თავის სიმეტრიულია. 

M და #M”, წერტილებს, რომლებიც კოორდინატთა 

სათავის მიმართ სიმეტრიულია, აქვთ აფიქსები: M#C) 

და #'(C-7) პირიქით, თუ #M',' წერტილის აფიქსია –X;, 

მაშინ #//(C) და M'IC-) წერტილები კოორდინატთა სათა- 

ვის მიმართ სიმეტრიულია, ამიტომ სიმეტრიის XC) 

გარდაქმნა (0,0) წერტილის მიმართ ჩაიწერება სახით: 

XLC>)= – 7. 

თეორემა 4. #(რი) წერტილის მიმართ ცენტრული 

სიმეტრიის »ჯ(C>) გარდაქმნა ჩაიწერება სახით: 

#LC2)=28 – 2 

დამტკიცება. „#(ი) წერტილი #VV' მოწაკვეთის შუა– 

წერტილია (ნახ. 41). 

=5+7 
2 

საიდანაც, 

2'= 20 –2. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 5. წერტილის მიმართ სიმეტრია მომშრაობაა 

დამტკიცება. კოორდინატთა სისტემა ისე შევარ- 

ჩიოთ, რომ კოორდინატთა სათავე დაემთხვეს სიმეტ– 

რიის ცენტრს. ვთქვათ, #“ და ს წერტილები «C,) და 

80.) წერტილების სიმეტრიული წერტილებია კოორ– 

დინატთა სათავის მიმართ, მაშინ „”L(->,) და #'(=2,). 

ხოლო 48 და #8 ვექტორების აფიქსებია შესაბამი- 

სად ,-,-,-;) ; მაგრამ 
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48 =|>, – 2,| =|– (2, – 2,) = # 

თეორემა 6. ერთი და იმავე ცენტრის მიმართ მიმ– 
დევრობით შესრულებული ორი სიმეტრიის გარდაქმნა 
იგივური გარდაქმნაა. 

დამტკიცება. C წერტილი ჩავთვალოთ კოორდინატ– 
თა სათავედ. ვთქვათ, 

#M#(2) –> MI(2) –> MC). 

მაშინ, რადგან #(2)=-2, ამიტომ /#/' წერტილის 

აფიქსია – 2, ხოლო CL(C-2)=-(2)=>. ცხადია, M” წერ–- 

ტილის აფიქსია ჯ». ამრიგად, #M/ და /#M'”, წერტილები 
ერთმანეთს ემთხვევა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამოცანა 2. ვთქვათ, 48C პარალელოგრამის სიმეტ– 

რიის ცენტრია C წერტილი. M#,MV,» და C წერტილები 

C48,0C8C, 0C80,0ს4 სამკუთხედების ცენტროიდებია 

შესაბამისად. დავამტკიცოთ, რომ M#MC0 ოთხკუთხედი 

პარალელოგრამია. 

ვთქვათ, პარალელოგრამის სიმეტრიის ცენტრი 

ემთხვევა კოორდინატთა სათავეს. პარალელოგრამის 

4 და C, 8 და #) წვეროების სიმეტრიულობის გამო 

გვექნება: 

4#(2, , 8-– 2 ) C(>.), #C2,) 

M,V,> და C ცენტროიდების აფიქსები შესაბამისად 

ტოლია: 

2 +232 შუ: –-72 –2 შუ 7, – 2, 
, · 

37.3 ” 3 3 

ხოლო, 
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MM#=232,00=55. 

ე.ი. MM =900, ამიტომ MM#X0 ოთხკუთხედი პარალე– 

ლოგრამია. 

განსაზღვრება 5. პარალელური გადატანა ეწოდება 

გარდაქმნას, რომლის დროსაც სიბრტყის ყოველ VM 

წერტილს შეესაბამება ისეთი M' წერტილი, რომ 

MM'=04. 

04 არის ამავე სიბრტყეში მდებარე ვექტორი. 

ამრიგად, პარალელური გადატანის დროს სიბრტყის 

ყოველი წერტილი გადაადგილდება ერთსა და იმავე 
მაწძილზე ერთი და იმავე მიმართულებით. 

»' წერტილის 2' აფიქსი, რომელიც მიიღება #M(C(2) 

წერტილისაგაწ პარალელური გადატაწით ტოლია 2+0, 

სადაც 2=04 (ნახ. 42). პირიქით, თუ #' წერტილის 7' 

აფიქსი 2+0-ს ტოლია, მაშინ M' წერტილი მიიღება 

MC) წერტილისაგან პარალელური გადატანით. 

XL>)=2+ძ 

წარმოადგენს პარალელური გადატანის კომპლექსურ 

ფორმას. 

    ნახ. 42. 
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თეორემა 7. პარალელური გადატანა მოძრაობაა. 

დამტკიცება. მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია 48 

მონაკვეთი #X(C,) 8(2.» მაშინ 48 მონაკვეთის სიგრშეა 

IM, –2,I. #L(C>)= 2 +თ პარალელური გადატანისას 

402,) –> წარლთუ) 8(2.)–> 8((+>.) 

ცხადია, 

# 8'=ILC, +ძ)-(”, +0) => –7,|= #8. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა ჭ. მიმდევრობით შესრულებული ორი 

პარალელური გადატანის შედეგი პარალელური გადა– 

ტანაა ან იგივური გარდაქმნაა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

“4(C) –> 4#(>)–> 4” (>”) 

რადგან #C>2)= 2+თ, ამიტომ /#”#IL(>+ი), მაგრამ 

C(2+ხ)=2+2ი+ხ=2+თC=ძ+ხ. 

ამიტომ #”(2+C) ამრიგად, # წერტილი მიიღება 

4 წერტილისაგან ძ+ხ. ვექტორის გადატანით. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამოცანა 3. 4989C პარალელოგრამის 48 და C77 გვე– 

რდებზე აგებულია პარალელოგრამები. 48 გვერდზე 

პარალელოგრამის გარეთ, C#) გვერდზე კი იმ მხარეს, 

რომელზეც თვით #8C) პარალელოგრამია. დაამტკი– 

ცეთ, რომ აგებული პარალელოგრამის სიმეტრიის 

ცენტრებს შორის მანძილი #8C გვერდის ტოლია. 

ვთქვათ, პარალელოგრამის წვეროებია 

4C.) 8(>.) CC, ) ML.) 

ამასთან, 2 = 2) +2კ –2. (ნახ. 43). 
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რადგან 4, 8,,C,,X, წერტილები მიიღება 4,8,C #2 

წერტილების პარალელური გადატანით, ამიტომ 

24/4,, 58, =CC, = IX», =ძთ, 

სადაც წ რაიმე ვექტორია. 

ვთქვათ, ძ=(2). ამიტომ 

4 (2,+2),.8, (2, +2), C, (2, +2), 0, (2, + 2, – 2; +2), 

ხოლო პარალელოგრამების სიმეტრიის C. და 0 

წერტილების აფიქსებია 

2+2.1+2 2 +272. – 2. +2 
ი 1 2. | და 0 1 ლ 3 | 

საიდანაც: 

00 == ->=9C =I0C)=|8ფ). 
განსაზღვრება 6. C- წერტილის გარშემო მობრუნება 

ორიენტირებული Cხ კუთხით ეწოდება გარდაქმნას, 

რომლის დროსაც მოცემული სიბრტყის ყოველ M 

წერტილს შეესაბამება იმავე სიბრტყის ისეთი #/' წერ– 

ტილი, რომ 

CM =0M' და «MCM'=თ. 

C წერტილს ეწოდება მობრუნების ცენტრი, ხოლო 

C+=. კუთხეს, მობრუნების კუთხე. C, წერტილს შეესა- 

ბამება თავისი თავი. 

ვთქვათ, დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სის– 

ტემის სათავე ემთხვევა მობრუნების ცენტრს. მაშინ M 

წერტილს შეესაბამება რაიმე 

2=7(იი§თ+15Iიდ) 

კომპლექსური რიცხვი. (ნახ. 44). 

176



2 რიცხვის 005თC+7510X კომპლექსურ რიცხვზე გამ– 
რავლების შედეგად მივიღებთ რიცხვს 

”(Cი95(თ+თ)+759Iი(დ+თ)). 

  

ჭI M2 
ც ლ) 

“ირ I» ' ი 3 I+ 

8 X» 0 ჯ 

ნახ. 44. წახ. 45. 

ზეომეტრიულად ეს ნიშნავს, რომ მოცემული 2 

რიცხვის 0059თ+7/53)თ კომპლექსურ რიცხვზე გამრავ– 

ლების შედეგად 2 რიცხვის შესაბამისი 0M ვექტორი 

უწდა მოვაბრუნოთ საათის მოძრაობის საწინააღმდე– 

ბო მიმართულებით C კუთხით. 

ამრიგად, კომპლექსური რიცხვების გამოყენებით 

კოორდინატთა სათავის მიმართ მობრუნება ჩაიწერება 

სახით: 

#(>)=7(ი0§თ+15100). 

თეორემა 9. Cთ კუთხით მობრუნება წებისმიერი 4(ი) 

ცენტრის გარშემო ჩაიწერება სახით: 

#(2)=(იი§თ+751ით)(7–ი)+ძ. 

დამტკიცება. 4M'=2'-ძ (ნახ. 45). მეორეს მხრივ 

4M'=(ი05X+75Iი თ)(2-–ი). 

ამიტომ 
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2'=(ი05თ +15I0თ)(2 – ძ)+ძ. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 10. მობრუნება მოშრაობაა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, კოორდინატთა C7” სათავე ემ- 

თხვევა მობრუნების ცენტრს. Cდხ მობრუნების კუთ– 

ხეა. „# და 4', 8 და #' შესაბამისი წერტილთა წყვი– 

ლებია. თუ 4 და 8 წერტილების აფიქსებია შესაბა– 

მისად 2, და 2:, მაშინ #' და 8' წერტილების აფიქსე– 

ბია შესაბამისად 2,(005თ+/590თ) და 2:(005>;+75Iით). 

მაგრამ 48=2, –?, და 

4'8'=(2, –2,)(005+751ით). 

ცხადია, რომ 

|48 =|2, – 2,| =I(2, – 2,)(ლ05თ+751ი თ) =| 4'8'. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 11. კოორდინატთა სათავის მიმართ ორი 

მიმდევრობით შესრულებული მობრუნების შედეგი 

მობრუნებაა, ან იგივური გარდაექემნაა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, გვაქვს 
-4(2>) –> –#I(2') –> 4” (>) 

მაგრამ, 

M(>)=”(C05თ+15)ით),C(2) =” '(C0§ //+7519 /მ), 

ამიტომ 

4'(2(60§0+(§Iი თ)), 4"(>'(Cი§ / +/§M /8)) = 2(6ი§(თ+/მ)+75)ი (თ+/)). 

ე.ი. 4. წერტილი მიიღება 4 წერტილის მობრუნე– 

ბით (თ+/#8) კუთხით კოორდინატთა სათავის გარშემო. 
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თეორემა დამტკიცებულია. 

ამოცანა 4. 48C სამკუთხედის 4C გვერდი მობრუ– 

წებულია 4 წვეროს გარშემო 90" -იანი კუთხით, ხო– 

ლო 8C გვერდი „#8 წვეროს გარშემო-909-იანი 

კუთხით. ვთქვათ, 4C და #8C გვერდებმა მობრუნების 

შედეგად დაიკავეს 4C და 8C მდებარეობები. დავამ– 

ტკიცოთ, რომ CC; მონაკვეთის შუაწერტილი დამოკი– 

დებული არ არის C. წერტილის მდებარეობაზე. (ნახ 

46). 

  

ნახ. 46. 

ვთქვათ, სამკუთხედის წვეროთა აფიქსებია 2, 2:) 23, 

ხოლო C)Cე მონაკვეთის M შუაწერტილის აფიქსია 2. 

C და Cე წერტილების აფიესებია: (2,+!-ს(ფ –2,)) და 

(2, –7-(>, – 2,)). 

CC; მონაკვეთის M შუაწერტილის 2 აფიქსია: 

_ 2,+2, +(2, – 2) 
ასაეაგსებბ.. 
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როგორც ჩანს / შუაწერტილის 2 აფიქსის გამოსახ– 

ვა არ შეიცავს 2 კოორდინატს, ამიტომ C,C, მოწაკვე– 

თის MM შუაწერტილი დამოკიდებული არ არის /#48C 

სამკუთხედის C წვეროს მდებარეობაზე. 

ვთქვათ, სიბრტყეზე მოცემულია რაიმე C) წერტილი 

და წულისაგან განსხვავებული რაიმე წამდვილი (L 

რიცხვი. 

განსაზღვრება 7. ჰომოთეტია C, ცენტრით და M#M#0 

კოეფიციენტით ეწოდება სიბრტყის ისეთ გარდაქტმნას, 

რომლის დროსაც C, წერტილისაგან განსხვავებულ 

ყოველ M წერტილს შეესაბამება 0M წრფის ისეთი M' 

წერტილი, რომ 

CM '=V#-CVM. 

C წერტილს შეესაბამება თავისი თავი. 0M და CVM' 

მონაკვეთები ერთნაირადაა მიმართული, თუ MX>0 და 

საწინააღმდეგოდაა მიმართული, თუ V# <0. 

იმ შემთხვევაში, როცა ML >1, მაშინ ჰომოთეტია 

შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც სიბრტყის გაჭიმვა 

C წერტილიდან, ხოლო როცა IMMI<1, მაშინ ჰომოთეტია 

შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც სიბრტყის შეკუმშვა 

C ცენტრისკენ. როცა #>0, მაშინ ჰომოთეტიას პირ– 

დაპირი ეწოდება, ხოლო როცა #<0, მაშინ შებრუ– 

ნებული. პირდაპირი ჰომოთეტიის დროს წერტილი და 

მისი სახე ცენტრის ერთ მხარესაა, ხოლო შებრუნე– 

ბული ჰომოთეტიის დროს სხვადასხვა მხარეს. 

დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა ისე 

შევარჩიოთ, რომ მისი C) სათავე პომოთეტიის ცენტრს 
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დაემთხვეს. მაშინ ჰომოთეტიის განსაზღვრის ძალით 
კომპლექსური რიცხვების გამოყენებით შეგვიძლია 
ჩავწეროთ: 

#(2) =IC 

სადაც (-ნამდვილი რიცხვია. 

თეორემა 12. ნებისმიერი 4#(ი) წერტილის მიმართ 

ჰომოთეტია შეიძლება ჩავწეროთ სახით: 

#L(2)=M(2-იძ)+ძ 

დამტკიცება. -4M/'=>'-თ. მეორეს მხრივ 

4M'=M(2-ძ)=>2'=#(2-ი)+ძ. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

როცა #X#=1, მაშინ IL2) = 2 და პომოთეტია წარმოად– 

ბენს სიბრტყის იგივურ გარდაქმნას. 

როცა #=-1, მაშინ XL(C2)= –2 და ჰომოთეტია წარმო– 

ადგენს კოორდინატთა სათავის მიმართ სიმეტრიას. 

თეორემა 13. ჰომოთეტიის დროს სიბრტყის წების– 

მიერი ორი წერტილის შემაერთებელი მონაკვეთი 

თავისი სახის პარალელურია, ამასთან მეორე მონაკვე– 

თის სიგრმის შეფარდება პირველი მოწაკვეთის სიგრ– 

შესთან ჰომოთეტიის აბსოლუტური მწიშვნელობის 

ტოლია. 

დამტკიცება. მართლაც, კოორდინატთა სისტემა ისე 

შევარჩიოთ, რომ კოორდინატთა სათავე დაემთხვეს 

ჰომოთეტიის ცენტრს. 4 და 8 წერტილების აფიესე- 

ბია შესაბამისად 2, და 2. #%1 პომოთეტიის კოეფი- 

181



ციენტია. მაშინ 48=7, -2, X#(2)=/> ჰომოთეტიის 

დროს «4' და 8' წერტილების აფიქსები იქნება 

4#'(C,), 8'(C,). 4'8'=#(2, –7,). 

48 და 4'8' ვექტორების აფიქსები ერთმანეთისაგან 

განსხვავდებიან მუდმივი #L რიცხვით, ეს ნიშნავს, რომ 

ეს ვექტორები პარალელურია და მათი მოდულების 

ფარდობაა MI. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 14. C7 საერთო ცენტრის მქონე ორი # და V, 

კოეფიციენტების მქონე ჰომოთეტიების მიმდევრობით 

შესრულებული შედეგი ისევ ჰომოთეტიაა M#=VL ჩ კოე– 

ფიციენტით. 

დამტკიცეზა. ვთქვათ, გვაქვს 
“4(>) –> „4 (2) –> 4 (2”) 

რადგან, 

X#(>2)=M2,C(%2)=M (%2) = #2. 

ამრიგად, 4 წერტილიდან #4" წერტილზე გადასვლა 

ხორციელდება M(2)=Mხ2ჰომოთეტიით. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

გეომეტრიიდან ცნობილია, რომ სიბრტყის ნებისმი– 

ერი მოძრაობა შეიძლება განხილული იქნას როგორც 

რაიმე ფიქსირებული 0C/ წერტილის გარშემო მობრუწე– 

ბა, პარალელური გადატანა აწ რაიმე ფიქსირებული I 

წრფის მიმართ სიმეტრია, რაიმე C, წერტილის 

გარშემო მობრუნება და პარალელური გადატანა. 
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კომპლექსური რიცხვების გამოყეწებით ეს გეომეტ– 

რიული თეორემა შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 

XL(2)=ძ2+ხ, (1) 

X#(>)=ძთ2+ხ, (2) 
სადაც, ი2=005თ0C+751ი დ, ხოლო ს ნებისმიერი კომპლეე– 

სური რიცხვია. 

მართლაც, (1) გარდაქმნა წარმოადგენს კოორდი– 

ნატთა სათავის 0 კუთხით მობრუნების და ხ პარალე– 

ლური გადატანის თანმიმდევრობით შესრულების 

შედეგს 
ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ სიბრტყის 

მსგავსების ყოველი გარდაქმნა შეიძლება ჩაიწეროს 
სახით: 

#(2)=02+ხ, (3) 

#(>2)=ი2+ხ, (4) 

სადაც, თ=7X(ლC05თდ+191იდ), ხოლო ხს ნებისმიერი კომ– 

პლექსური რიცხვია. 

განვიხილოთ გარდაქმნები: 

  

  

„'= 22+ხ. (5) 

C2+ძ 

,_ 92+ხ (6) 

C7+ძ. 

სადაც, ძძ -ხ0CX0. 
თუ (5) და (6) გარდაქმნებში 2C=0, მივიღებთ (3) და 

(4) გარდაქმწებს. რომელთაც აქვთ შემდეგი თვისება: 

ინარჩუნებენ ოთხი წერტილის ორმაბ M(2,2,,7,.2კ) 
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ფარდობას-(5) გარდაქმნა, ან ·-ცვლიან მას მისი კომ– 

პლექსური შეუღლებულით–(6) გარდაქმნა. 
მართლაც, თუ 22,727, წერტილები ?,,2,,2,,2, წერ- 

ტილებთან დაკავშირებულია (5) დამოკიდებულებით, 

მაშინ 

„9 –7+ _ 
=> 2, ა 

ძ-, +ხ _ <1), ,| 1+ხ _ თ,+ხ _ 

02 +409 == თ,+ძიძ Cთ,+ძ · 

    (> ,2,,2.,2, ) = 

_ თ, +ს _ ძუ+ხ |, (59%. 02, 4) 

· C+ძი 083+ძ ქრ! რ) 

CC 031131 (ძძ –ხი)(>, – 2) ძძ -ხC)( (2-2). (იძ – ხიI)(>, – -ა- 

(თ=,+ძ)(თ,+ძ). (რში (C=,+ძ) . +ძ)(=,+ძ) (C,+ძ)(Cთ,+ძ) 

_) 2 = 23 ,52: +ხ |. =2 .52:+ხ | _ 

2-2 C2, +ძ |. 2-2, C,+ძ | 

2 – 2, 2, 
= 5.4 “MM, რ,ფ,შ). 

2 – 2 2: – 2, 

  

  

ე.ი. 

(2,2, 2,25) = M (>, „2, 7,7, ). 

ამიტომ თუ 2) 322323324 წერტილების (>, ,2,.2,,7,) 

ორმა-გი ფარდობა ნამდვილი რიცხვია, მასინ 

ნამდვილი რიცხვია M(,, 7,2, ,) ფარდობაც, სადაც 

იშ, შ, 2) წერტილები მიიღება 2,,2,,3,2 წერტილები– 

საგან (5) ან (6) გარდაქმნებით. სხვა სიტყვებით რომ 

ვთქვათ, ოთხი წერტილი, რომლებიც ერთ წრეწირს 

(წრფეს) ეკუთვწნიან (5) და (6) გარდაქმნებით გადადიან 

ოთხ წერტილში, რომლებიც აგრეთვე ერთ წრეწირს 

(წრფეს) ეკუთვნიან. 
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ამრიგად, (19) და (20) გარდაქმნებს ევკლიდური 

სიბრტყის წრეწირი _ (წრფე) გადაყავს (წრეწირში) 

წრფეში. ე.ი. წარმოადგენენ წრიულ გარდაქმნებს. 

თუ (20) გარდაქმნაში დავუშვებთ, რომ 

2იძ=ძ7=0,686=0C=I, 

მივიღებთ 

წ 
2 = 

სა
 

1 

ეს ინვერსიის გარდაქმნაა 0C ცენტრით და /=1) რადიუ– 

სით. 

თუ (5) გარდაქმნაში დავუშვებთ, რომ 

ძი=ძ=0,ხ6=C=), 

მივიღებთ 

2'= 

სა
 

ავაგოთ 2 კომპლექსური რიცხვიდან 1 რიცხვი. 
2 

  

ნახ. 47. 

თავიდან ავაგოთ წერტილი, რომელიც გამოსახავს 

რიცხვს 

რადგან 
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L 

#81==. #=> 

საიდანაც 

8) 121 =1, ,„0/C/ = – 492 = -4722, 

ამიტომ /# წერტილი მიიღება 2 წერტილისაგან ინ– 

ვერსიის გარდაქმნით შემდეგნაირად: C2 ღერმზე 

მოვძებნით /# წერტილს, რომელიც C2 წერტილიდან 

1 
დაშორებულია = მანძილით, თუ I2 <1, მაშინ ეს აგება 

2 

შესრულდება შემდეგნაირად: შემოვხაზოთ ერთეულ 

რადიუსიანი წრეწირი ცენტრით C) წერტილში, შევა– 

ერთოთ წრფით ; და C, წერტილები. 2 წერტილში 

აღვმართოთ C2 წრფის პერპენდიკულარი. წრფესთან 

გადაკვეთის წერტილი აღვწიშნოთ 7” -თი. გავავლოთ 

7” წერტილში წრეწირის მხები. C2 ღერძთან გადაკვე– 

თის წერტილი საძებნი ტ# წერტილია. მართლაც, 

რადგან 077 და C27 სამკუთხედები მსგავსია, 

ამიტომ 

00.0” ML 
ი» 0. 1 (12 

ანუ 

4). 
მეორეს მხრივ, ცხადია, რომ 

M47”C/3 = 472. 

ასეთ 2 და /# წერტილებს ეწოდებათ წრეწირის 

მიმართ სიმეტრიული წერტილები. შევნიშნოთ, რომ 
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6=+, 
2 

ამიტომ რომ მივიღოთ საძებნი 1 წერტილი, უნდა 
2 

მოვახდინოთ , წერტილის სიმეტრიული ასახვა წამ– 

დვილი CXღერძის მიმართ (ნახ. 47). 

ცხადია, რომ (3) და (4) გარდაქმნები ევკლიდური 

სიბრტყის ყოველ 2 წერტილს შეუსაბამებს ახალ 2' 

წერტილს, ხოლო (5) და (6) გარდაქმნები, სადაც 0#0 

არ წარმოადგენს ევკლიდური სიბრტყის ურთიერთ–- 

ცალსახა გარდაქმნებს. (5) გარდაქმნაში ;=-2 წერ– 
C 

ტილს, (6) გარდაქმნაში წერტილს 2=-9, რომელზედაც 
C 

მნიშვნელები წულის ტოლი ხდება, არ შეესაბამება 

სიბრტყის არცერთი წერტილი, რაც განპირობებულია 

2 
იმით, რომ კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში – 

? 

განაყოფს აზრი არა აქვს, როცა 2,=0. ეს უხერხულობა 

რომ ავიცილოთ თავიდან, შემოვიღოთ შეთანხმება 

1 
ით და ჩავთვალოთ, რომ 

9 2 
2+C=2C% 2->თ>X=0C0, 2-:0=00, –=0%, –– =0. 

2 «9 

სადაც, 2 ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვია, ამასთან 

მესამე ტოლობაში 2%0, ხოლო მეორე, მეოთხე და 

მეხუთე ტოლობებში 2>+=. ე.ი. თუ კომპლექსურ 

რიცხვთა სიბრტყეს დავუმატებთ ერთ ფიქტიურ–უსას– 

რულოდ დაშორებულ წერტილს დ, მაშინ ასეთ გაფარ– 
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თოებულ სიბრტყეზე (5) და (6) გარდაქმნები იქნება 

ურთიერთცალსახა. კერმოდ, (5) გარდაქმნა :=-“, წერ– 

ტილს გადაიყვანს 

ძ იძ -ხC 
–-თი-+ხ _– –--- 

»„»„= CC. -=- =“ო9ოლ“შლშეი-თითი 

0 0 , 

ი·.თ+ხ თ _ 9+0 _ძ 

Cთ+-ი. „2 97 5+0 C 
თ 

ამრიგად, (5) და (6) წრიული გარდაქმნების მოე– 

მედების არეა არა ჩვეულებრივი ევკლიდური სიბრტყე, 

არამედ წრიული სიბრტყე, რომელიც მიიღება ევკლი– 

დური სიბრტყიდან უსასრულოდ დაშორებული 2 

წერტილის დამატებით. ზემოთ თქმულის საილუს–- 

      

ტრაციოდ განვიხილოთ ასეთი 

ამოცაწა 5. მოცემულია 

ი2+ხ 
'= , (5) 

C2+ძ 

გარდაქმნა, სადაც «ძ,ხ,ი, 7” ფიქსირებული კომპლეე– 

სური რიცხვებია, ამასთან, იძი --ხ0#0. ვაჩვენოთ, თუ 

  

IოV#ძ, მაშინ ამ გარდაქმნის დროს ერთეულოვანი 

წრეწირის სახეს წარმოადგენს წრეწირი. ვიპოვოთ მისი 

რადიუსი და ცენტრის აფიქსი. 

(5) ფორმულა გარდავქმნათ შემდეგნაირად: 
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1. გარდაქმნას 2->7+5 ერთეულოვანი წრეწირი 
C 

(C,)=(0,1) გადაჰყავს წრეწირში (ი,)=(2,|, 

  2. გარდაქმნას 72+9 კ წარმოადგენს ნამდვი– 
C ძ 

2+- 
C 

ლი CX ღერძის მიმართ სიმეტრიას, რომლის დროსაც 
ძ – 

(0,)=(4.| წრეწირი გადადის (ი,)-(7.!| წრეწირში 
C 

და შემდგომი ინვერსიის გარდაქმნით (0,) წრეწირი 

გადადის (C0,) წრეწირში. (ი,) წრეწირის ასაგებად 

საკმარისია (00,) წრფის გავლება და #0 დიამეტრის 

# და ი ბოლოების # და 0 წერტილების სახეთა 

აგება. »C არის (ი,) წრეწირის დიამეტრი. გამოვთვა– 

ლოთ (0, წრეწირის რადიუსი და მისი ცენტრის 

აფიქსი შევნიშნოთ, რომ (§,) წრეწირის მიმართ 

ინვერსიას და (01) ჰომოთეტიას (ი,) წრეწირი 
თ 

გადაჰყავს (CთC,) წრეწირში. (01) ჰომოთეტიას (62) 
თ 

წრეწირის ცენტრი გადაჰყავს (C,) წრეწირის ცენტრში, 

ამიტომ (C,) წრეწირის თ, ცენტრის აფიქსი იქეწეზა: 
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ხოლო რადიუსი ტოლი იქნება (§:,) წრეწირის #%=I 

1 
რადიუსის ჰომოთეტიის 1თ კოეფიციენტზე 

წამრავლის მოდულის. 

ხოლო, 

თ=001 - =5.- ე 4%-%,   

ამიტომ, 

იძ იC 
C2,) = –=-–=-–==> I 

(9) >5 თუ) 

ხი–იძ 

_ C შედგება სიბრტყის     3. გარდაქმნა 

კუთხით და ჰომოთეტიი-–   მობრუნებისაგან #,>--- 
C 

|ხი – იძ| 
2 

ძ 
  საგან, რომლის ცენტრია C7 და კოეფიციენტი 

ამ ორი გარდაქმნის შედეგად (თ,) წრეწირი გადადის 

(თ,) წრეწირში, რომლის ცენტრის V, აფიქსია: 

ხC–-იძ იძ ხი-იძ ძ ხი-იძ 
ს. ==. 2 = == =. 2 =-. = == 

C ძძ-ილ0C C C ძძ-იCC 

ხოლო რადიუსია: 
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== 00 _ ხ0-0ძ| _ ხი-იძ| 
|ძით– CC ლ” | Iძძ -იი 

    

  

რადგან, 

9 M M, 
CI CI (« ” 

ამრიგად, 

ძი ხ-- 07 ხC-–-იძ 

(9,)= C ძძ –0CC  5-21|, 

  

  

4. დაბოლოს, გადატანის გარდაქმნას 

ხი -0იძ _, 9 , ხC–ძძ 
ძ ი ძ 

2+- 2+- 
C C 

(ი,) წრეწირი გადაჰყავს (0,) წრეწირში, რომელთა 

რადიუსები ტოლია #=#ჯ#, ხოლო (ი,) წრეწირის წ 

აფიქსი ტოლია: 

_ 0 ძ. ხი –იძ _ ხი – –ძ0 
6 + : 

თ 0C ძძ-იC ' ძძ–C% 

ამრიგად, >'= 22+ხ გარდაქმნის დროს, როცა 
C2+ძ7 

მძძ-ხლ”ლ20, IC «I9I, (C;-) =(0,1) წრეწირი გადადის 

წრეწირში 

    

  

ხი-–იძ 

'ძძ –ი2 

ხი – ი0 

(«)= (29-+ – 00 

როცა |I=ძ, მაშინ «ძ2ჩ7-ი=0 და 

      

წრეწირი 

ბადაგვარდება წრფეში. 
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§1.35. კომპლექსური რიცხვების გამოყენება 

ანალიზურ გეომეტრიაში. ორიენტაციის ცნება 

ანალიზური გეომეტრიიდან ცნობილია, რომ თუ დე- 

კარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში მოცე- 

მულია წერტილები 

4(»X,X»),8(X,X»),C(%,X,.), 

მაშინ 48C სამკუთხედის ფართობი გამოითვლება 

ფორმულით: 

| X XX 1 

5=5% X 1 (1) 

27.1 

განვაზოგადოთ ეს ფორმულა იმ შემთხვევისათვის, 

როცა მოცემული გვაქვს 4,8,C წერტილების 

2,=X+!'), 2: =X+1'X, 2 =2+!'1ე 

აფიქსები და ვიპოვოთ 4წ8C სამკუთხედის ფართობი. 

როგორც ვიცით, 

1 – წი 
X=>2(2+2), »=>(2-2). (2) 

თუ (1) ფორმულაში შევიტანთ X,),X::X::2) კ მნიშვ- 

წელობებს (2) ფორმულებიდან, მოვახდენთ გარდაქმ- 

წებს, მივიღებთ: 
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საიდანაც გამომდინარეობს სამი წერტილის კოლი– 

წეარულობის პირობა. კეროდ, თუ მოცემული გვაქვს 

სამი 4(>,), 8(2,),C(2,) წერტილი თავისი აფიესებით, 

მაშინ ამ წერტილების კოლინეარულობის პირობას აქვს 

სახე: 

ამოცანა 1. M წერტილი ეკუთვნის წრფეს, რომელიც 

მოიცავს 48C მართკუთხა სამკუთხედის 48 ჰიპო–- 

ტენუზას. დაამტკიცეთ, რომ 

M4? ·8C” + M8“ · 4C? = MC” · 48“. 
ვთქვათ, მართკუთხა 48C სამკუთხედის C” მართი 

კუთხე ემთხვევა კოორდინატთა სათავეს C4 გვერდი 

CX ღერძზე ძევს, 8C გვერდი C» ღერძზე. 4 წვეროს 

აფიქსია თ, #8 წვეროს აფიქსი კი ხ. ცხადია, რომ 

0ი=0ძ,ხ=-ხ. M წერტილის აფიქსია /?1. რადგან #,M და 

8 წერტილები ერთ წრფეზე მდებარეობენ, ამიტომ 

ისინი აკმაყოფილებენ სამი წერტილის კოლინეა– 

რულობის პირობას: 

აწუ, 
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/” MI 

ძი I! =0 => #0 – ძხ +ხM+ ხM! – ძხ – 9M =0, 

ხ –ხ I 

საიდანაც, 

#(0+ხ)-X(2-ხ)-2ძხ =0. 
განვიხილოთ გამოსახულებები: 

#/4? =(M-0)(#-2) = VII-VI – 0IL+00 = MI – MI0 – 0IM+0?7, 

8C?=ხ-ხ=-ს?, 
M8? =(I-ხ)(თ –ხ)=(თ –ხ)(0ი+ხ)=7XMV+ხ7– ხხ -ხ?, 

4C?=ძ8-ძ=0-ძ=თ”, 

MC" = XI-VII, 

48?=ძ-8+ხ-ხ=ძ-ი-ხ-ხ=ძ? -ხ?. 

გვაქვს, 
M4? ·8C? + M8” · 4C? =(ი” –ხ")თო+იხ(თ(0+ხ)-M(2+ხ)-2იხ), 

MC? · #8? = (0? –ხ? | I. 

4,M და 8 წერტილები ერთ წრფეზე მდებარეობენ, 

ამიტომ 

»I(0+ხ)-»7(ი –ხ)–2ძხ =0. 

მივღებულობთ: 

M4'-8C"+M8“ · 4C” = (ი – ხ? ) II = MC” · 48”. 

საბოლოოდ გვაქვს: 

M4? · 8C? + M>28? · 4C? = MC? · 4#87. 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს მონაკვეთი რიცხვით 

ღერშზე. თუ მის ბოლოებს აღვნიშნავთ 1 და 2–-–ით, 
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რომელთა აბსცისებია შესაბამისად X, და Xც, მაშინ ამ 

მონაკვეთის სიგრძე გამოითვლება ფორმულით: 

(V2)=1(C», –») (3) 

   
ნახ. 48. ნახ. 49. 

ანალოგიურად, თუ სიბრტყეზე გვაქვს სამკუთხედი 

წვეროებით 1, 2, 3 წერტილებში, რომელთა კოორდი– 

ფართობი გამოითვლება ფორმულით (ნახ. 48) 

| _. 

8=--X 1. 
შეი 

X» XX 1 

თუ სივრცეში მოცემული გვაქვს ტეტრაედრი წვერო- 
ებით 1, 2, 3, 4 წერტილებში შესაბამისად კოორდინა- 

ტებით 

(=X,»#,2),(>,,7,,2;), (X%;7,, 2); (XX, 2): 

მაშინ მისი მოცულობა გამოითვლება ფორმულით: 

(ნახ. 49) 

195



წ”. XX, 2, 

„-=- 1. % »” 72 

1.2:3X )ვ 73 

X M» 2 

ჩვეულებრივ, მონაკვეთის სიგრმისათვის, სამკუთ– 

ხედის ფართობისათვის და ტეტრაედრის მოცულო- 

ბისათვის შეთანხმებულია აიღონ (1), (3) და (4) 

ფორმულებით მიღებული რიცხვების მხოლოდ აბსო– 

ლუტური მნიშვნელობები, მაშინ როცა შესაძლებელია 

ამ ფორმულებით მივიღოთ უარყოფითი რიცხვებიც. 

მებიუსმა 1827 წელს ლაიფციგში გამოცემულ წიგნში 

„ბაროცენტრული გამოთვლები“, პირველად განიხილა 

(1), (3) და (4) ფორმულებში ,,პლუს“ და ,,მინწუს“ ნიშ- 

წების მიღების ერთნაირი უფლება და მისი შესაბამი- 

სი კანონზომიერებანი. 

მონაკვეთისათვის ეს კანონზომიერება მარტივია: 

(4) 

+
 
ს
 

სა
) 

-– 

X –- X, სხვაობა დადებით ან უარყოფით მნიშვნელობას 

ღებულობს იმის მიხედვით წერტილი 1 აბსცისათა 

ღერლპზე წერტილი 2-–ის მარჯვნივ მდებარეობს თუ 

მარცხნივ. 

C C 

ნახ. 50. ნახ. 51. 
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სამკუთხედისათვის მებიუსმა დაადგინა, რომ თუ 

სამკუთხედის წვეროებს ავიღებთ გარკვეული რიგით 

და სამკუთხედის კონტურებს შემოვუვლით საათის 

ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით, მაშინ (1) 

ფორმულა ყოველთვის დადებით ნიშანს მოგვცემს. 

(ნახ.50. თუ სამკუთხედის კონტურს შემოვუვლით 

საათის ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით, მაშინ 

(1) ფორმულა ყოველთვის უარყოფით ნიშანს მოგვცემს. 

(ნახ. 51). 

ტეტრაედრისათვის მებიუსს ნაჩვენები აქვს, რომ 

როცა ტეტრაედრის წვეროებსს 1-2->3–->4 თანრიგი 

აქვს მოცულობისათვის (4) ფორმულა გვაძლევს დადე- 

ბით ნიშანს იმ შემთხვევაში, თუ 1 წვეროდან შეხედვი- 

სას 2, 3, 4 წვეროები მეორდებიან ერთიმეორის შემ- 

დგომ საათის ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით. 

(ნახ.52). წინააღმდეგ შემთხვევაში, ე.ი. თუ 1 წვერო- 

დან შეხედვისას სამკუთხედის კონტურზე შემოვლა 2, 

3, 4 წვეროებიდან ხდება საათის მოძრაობის მიმართუ- 

ლებით, ვღებულობთ უარყოფით მოცულობას (ნახ. 53). 
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მებიუსის გამოკვლევები საფუძვლად დაედო ორიენ– 

ტაციის ცწებას. რომელსაც დიდი გამოყეწება აქვს მა- 

თემატიკაში. 

ორიენტირებული სამკუთხედი ეწოდება ერთ წრფე– 

ზე არამდებარე მოწესრიგებულ სამეულს, ე.ი. ისეთ 

სამეულს რომლისთვისაც ცნობილია რომელი ითვლება 

პირველ წერტილად, რომელი მეორე წერტილად და 
რომელი მესამედ. ორიენტირებული სამკუთხედის ჩა- 

წერისათვის მისი წვეროების რიგი განისაზღვრება 

მათი ჩაწერის რიგით. თუ #48C ორიენტირებულია, 

მაშინ მისი პირველი წვეროა #4, მეორე– 8 და მესამე– 

C”. ჩაწერა უკვე აღარ შეიძლება ნებისმიერი რიგით. 

ორ ერთი და იმავე წვეროების მქონე ორიენტი– 

რებულ სამკუთხედს აქვს ერთნაირი შემოვლა, თუ 

მეორე სამკუთხედის წვეროები მიიღება პირველისაგან 

წრიული გბგადაწაცვლებით. თუკი მეორე სამკუთხედის 

წვეროები მიღება პირველი სამკუთხედის წვეროები– 

საგან წრიული გადანაცვლებით არ ხერხდება, მაშინ ამ 

სამკუთხედებს აქვთ საწინააღმდეგო შემოვლა. 

M 

9 
C , 

–<Cჯ „ : 
8 “8 L 

ნახ. 54. ნახ. 55. 

თუ გვაქვს ორი ორიენტირებული სამკუთხედი, რო- 

მლებიც განსხვავდებიან მხოლოდ ერთნაირი ნომრის 

მქონე წვეროთი, მაშინ ამ სამკუთხედებს აქვთ ერთნა- 
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ირი შემოვლა, თუ ეს წვეროები მდებარეობენ იმ წრფის 

ერთ მხარეს, რომელიც საერთო წვეროს აერთებს. თუ 

განსხვავებული წვეროები საერთო გვერდის შემაერთე- 

ბელი წრფის სხვადასხვა მხარეს მდებარეობენ, მაშინ 

ამ სამკუთხედებს აქვთ საწინააღმდეგო შემოვლა. მაგა- 

ლითად, 54-ე ნახაზზე გამოსახულ ორიენტირებულ 

48C და 48. სამკუთხედებს აქვთ ერთნაირი შემოვ- 

ლა, ხოლო 55-ე ნახაზზე გამოსახულ ორიენტირებულ 

4-8 და 48 სამკუთხედებს აქვთ საწინააღმდეგო 

შემოვლა. 
» 

ი 

–=C 

4 (44 

0 
მ –_> 

ყ IL ჯ 

– 

ნახ.56. 

ვთქვათ, ორიენტირებული 49C სამკუთხედის წვე– 

როთა კოორდინატებია (M,X), (X,X·), (=,X»), ორიენ– 

ტირებული 4'8'6C' სამკუთხედის წვეროთა კოორდი– 

ნატებია (=«.X»), (=,X·), (=,»). იმისათვის, რომ ორი– 

ენტირებული 48C და #'8'C' სამკუთხედები ერთნაი– 

რად ორიენტირებული იყოს, აუცილებელია და საკმა– 

რისი, რომ ერთი და იგივე წიშანი ჰქონდეთ დეტერ– 

მინანტებს: 
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»X. XX I -–-... 

CC # | და X» 7», I1· 
%»– 2.1 6. X 1 

შეგვიძლია გავაკეთოთ დასკვნა: თუ ორი სამკუთ–- 

ხედი ერთნაირადაა ორიენტირებული, მაშინ მათ ერთ- 

ნაირი შემოვლა აქვთ და თუ საწინააღმდეგოდაა ორი- 

ენტირებული, მაშინ მათი შემოვლაც საწინააღმდეგოა. 

შევთანხმდეთ და (48,Cწ) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ 

ორიენტირებული კუთხე, რომელიც უნდა მოვაბრუ– 

წოთ 48 ვექტორი, რომ ის დაემთხვეს CL ვექტორს. 

თუ C=48 და 00=C9, მაშინ » და 0 წერტილების 

აფიქსებია ხ–ძ და ძ7-თ (ნახ.56). ცხადია, რომ 

7-C 
თ=(48,CL)= (9 –C) – გი8(ხ –ძ) =2-86+-->.   

ეს ფორმულა დადებითად ორიენტირებულ 48C 

სამკუთხედისათვის გვაძლევს: 
წი) – ძთჩ”ძ–- 

4=მწ 

ა
 

      

გ რ. ხ–0ი 
„,8=89 „.C =8მ · 

ხ–ძ 5-- ს 5-- ა 

თუ 2=/”(00§თC+I8)იდ), მაშინ 2=/(ლ0§თ-7§Iით), სადაც 

§9)ი _ 2-2 005 =-2+2 საე” 2. 
ძი-C 
  

    

  

როცა 2= ,მივიღებთ: 
–ძ 

ძ-C ძ-C 3000 _ 

9ი(28,C6) = ხ-ი ხ-ე (-9)(-ი)-(/-თტ-ი 

| 24-21 24-ძნ-9. .” 
ხ-ძ     
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რადგან, 

(ხ-მ)(ხ-ი)=|ხ-ძ", 
ამიტომ, 

_ + (4«-თ(ნ-2)-(7-2)6- ი(2 6) 6-4)-(4-90-ი, 
2/Iძ –CIხ –ი| 

ანალოგიურად შეიძლება მივიღოთ ვექტორებს შო– 

რის კუთხის კოსინუსის ფორმულაც: 

ძთ-0ი)|ნ-ი)+Iძ-იCI)(ხ-ი 
ი05( 48, ,C6)- ( ს ი)! 9 ი)! ) 

2IIძ –Cხ –ძ 

§1.36. ორიენტირებული ფიგურეზის ფართობი 

კომპლექსურ სიბრტყეზე 

დადებითად ორიენტირებული #8C სამკუთხედის 

ფართობი გამოითვლება ფორმულით: 

§=148-40-9ი(28,C6)=-2(4C-4(6-2)-(ტ6-“(5-2)|- 
–გ(46-0++5-2)+5-2)) 

ამრიგად, 

5=>+ ი(6-6)+ხ(5-2)+ი(4-ბ)). 
ანუ, თუ ამ ტოლობას ჩავწერთ დეტერმინანტის 

ფორმით, მივიღებთ: 

Lი
 (II ღ
 

ი 

I 
-.
 

ლ
.
 

ლ
-
I
 

”
ა
I



ვთქვათ, მოცემული გვაქვს დადებითად ორიენტი– 
რებული #8C2 ოთხკუთხედი. ამ ოთხკუთხედის 

ფართობი გფამოითვლება შემდეგნაირად: 

§=1#C-80-%ი(4C,86) =+IL(4-ხ)(C-2)-(C-2)(9 -5). 

თუ 48Cა) ოთხკუთხედი ჩახაზულია ერთეულოვან 

22=1 წრეწირში, მაშინ 

ამ ტოლობების ჩასმის შემდეგ მისი ფართობის გამო- 

სათვლელი ფორმულა მიიღებს სახეს: 

აა(რყრშ ირ) რი -ე-4V+ - 
=ქ 1 (2–24)(4 –ხ)(90–-ხ9) 

ე 4-0)“ რბ“ =- 
ძი 4 თიხიძ 

საბოლოოდ გვაქვს, 

§- 1(– ძ)(ძ – ხ)ს(იC- ხძ) 

4 თხიძ 

ზემოთ თქმულიდან გამომდინარეობს, რომ პარალე– 

ლური გადატანა და წერტილის მიმართ სიმეტრია სამ– 

კუთხედის ორიენტაციას არ ცვლის, ხოლო სიმეტრია 

წრფის მიმართ სამკუთხედის ორიენტაციას ცვლის 

საწინააღმდეგოთი. 

გარდაქმნას, რომელიც ორიენტაციას არ ცვლის, 

ეწოდება I გვარის გარდაქმნა, ხოლო გარდაქტმნას, 

რომელიც ორიენტაციას ცვლის საწინააღმდეგოთი 

ეწოდება II გვარის გარდაქმნა. პარალელური გადატანა 

და წერტილის მიმართ სიმეტრია I გვარის გარდაქ– 
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მწებია, ხოლო სიმეტრია წრფის მიმართ II გვარის 

გარდაქმნაა. – 

თუ მოცემული გვაქვს ორი 48C და #07” სამკუთ– 

ხედის წვეროთა აფიესები: 

4=(2,),8=(2,),C=(>,), 

=(V,),0=(V.),#=(6), 

მაშინ, აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, 

რომ #4#8C და #07” სამკუთხედები მსგავსი და ერთნა– 

ირად ორიენტირებული იყოს მდგომარეობს შემდეგში: 

2 MM. 1 

2 M;: 11=0, 

3 II 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ 49C 

და #0” სამკუთხედები მსგავსი, მაგრამ საწინააღ- 

მდეგოდ ორიენტირებული იყოს მდგომარეობს შემდეგ- 

ში: 

(2) და (2) წერტილებზე გამავალი წრფის განტო– 

ლება შეიძლება ჩავწეროთ სახით: 

2 21 

2 27 1I=0. 

2 2. 1 
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§1.37. ოთხკუთხედის ელემენტებს შორის 

ზოგიერთი მეტრული თანაფარდობის დადგენა 

კომპლექსური რიცხვების გამოყენებით 

თეორემა. ნებისმიერი ამოზწექილი 48C#) ოთხკუთ– 

ხედისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

4C''8ჩ? = 48?.C6?+ 8C'-4ი? -248-8C-00-ხ/-თა(4+1 | 

ამ ტოლობას ბრეტშნაიდერის დამოკიდებულებას 

უწოდებენ. 
დამტკიცება. 48Cს ოთხკუთხედის 24 წვერო ჩავ– 

თვალოთ სისტემის სათავედ. ვთქვათ, 48C#) ოთხკუთ– 

ხედის წვეროთა აფიქსებია 4#(0),8(ხ),C(2),X(9). 

მაშინ გვაქვს: 

ძ(ხ-ი) _»”. ძ ხ–-C 
4+>CC=მსი-+მგმ--–-=მი-–--- 7#. 5 ხესა ხით XI 

ამიტომ, 

თა ი ძხ(ხ–ი)(ძ-92)+ძხ(ნ -C)(ძ-ი) 
  4+C · (1) 

2:48:8C-:CI0· ა94 

ტოლობის მარცხენა მხარის მრიცხველში მოთავსე– 

ბული გამოსახულება გარდაქმნის შემდეგ მიიღებს 

სახეს: 

ძხ(ხ-ი)(ძ-92)+ძხ(ნ-ი)(4-=თ)= 

=ხხ(ძ-თ)(ძ-9)+ძძ(ხ-თ)(6-C)-იC(4 -ხ)(9 –ხ). 

ჩავსვათ მიღებული მნიშვნელობა (1) დამოკიდე– 

ბულებაში, გვექწება: 
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თა 26) რ (4რ-01+4ხღისეი“ი(4-0I4-M) 
– 2-48-8C-C0-ჩM/ 

რადგან, 

481=ხ-ხ, 40?:=ძ-შ, 4C1=თ-C 8M0'=(ხ-ძ)-(§-ძ), 

Cნ?=(ძ-თ)·(94 -C), 8C'=(ხ-თ)(6-ი). 

ამიტომ გვაქვს: 

ი C) 48: ·.CI? + 401?.8C? 
– 4C?- ცი! 

C05| 4+C |= , 
2-48.8C-C0:სM4 

საიდანაც, 

4C?.8ი' = 48 .CI?:+სცC” ·4ჩ' -2/8-8C-C0-ი/-ა(4+8) 

თეორემა დამტკიცებულია. 
პტოლემეოსის თეორემა. თუ 48C? ოთხკუთხედი 

ჩახაზულია წრეწირში, მაშინ ამ ოთხკუთხედის დია– 

გონალების ნამრავლი მოპირდაპირე გვერდების ნამ– 

რავლების ტოლია. 

4C.:80 = 48-C00) + 8C წ 4. (3) 

დამტკიცება. რადგან წრეწირში ჩახაზული 48C# 

ოთხკუთხედისათვის 

24+C =1801, 
ამიტომ 

თა 4+C|--! 

და ბრეტშნაიდერის დამოკიდებულება მიიღებს სახეს: 

4C? ·8L? = 481 -CL" +248-8C-C2·M4+ IC” - #4”, 

ანუ, 
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(4C- 80)" =(48-C0+ 8C-4##)” 

საიდანაც მიიღება დასამტკიცებელი ტოლობა. 

ბრეტშნაიდერის დამოკიდებულებიდან პტოლემეო– 

სის თეორემა მიიღება იმ შემთხვევაში, როცა 48C> 

ოთხკუთხედში სრულდება პირობა: 

4+C =180ჰ, 
საიდანაც ვღებულობთ, რომ 

თა 4+C|--). 

მიღებულ დამოკიდებულებებს ადგილი აქვს იმ შემ– 

თხვევაშიც, როცა 84/0=0'! და 3C09=1801, ან 340=180) 

და 8C9=0! 

  
M 

ნახ.57. 

ამ შემთხვევებში წერტილები 4,8,C და #) კოლი- 

წეარულია. ცხადია, რომ თუ 4,8,C და #) წერტილები– 

სათვის სრულდება (3) დამოკიდებულება, მაშინ #8Cთ 

ოთხკუთხედი ჩახაზულია წრეწირში. ე.ი. ადგილი აქვს 

პტოლებეოსის თეორემის შებრუნებულ თეორემას. 
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ამოცანა 2. წრეწირში გავლებულია სამი პარალე– 

ლური ##,8MM,CC, ქორდა. დაამტკიცეთ, რომ წრეწირის 

ნებისმიერი MM წერტილისათვის წრფეები M4, M8M, და 

MC, ტოლ კუთხეებს ადგეწენ შესაბამისად 8CC4 და 

48 წრფეებთან. 

ვთქვათ, მოცემული წრეწირი ერთეულოვანია და 

მისი განტოლებაა 27 =1, ჩავთვალოთ, რომ 4#(ი), 8(L), 

4 (ი,), 8, (ხ,), C (თ). (ნახ.57)) რადგან ##4,88,CC ქორ- 
დები პარალელურია, ამიტომ 

ძძ, =ხხ, =00. 

დასამტკიცებელია, რომ 

ცრ 2C|- .C-(MC.%) 
პირველი ტოლობა ეკვივალენტურია გამოსახულე– 

ბის 

ხ–C ი-C 
  

  

ანუ, 

ე.ი. ეს წილადი უნდა იყოს წამდვილი რიცხვი. ეს 

მართლაც ასეა, მისი შეუღლებულია 
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ი C 

_ რ სრესა _ (ხ–ი)(ხ,–»!) 

. 

  

"(თ-ი)(თ-ი,ახხს (ი. -M)(ი-ი) 

რადგან ძძი,=ხხ, 4, და 88 ქორდების პარალელუ- 

რობის გამო. ანალოგიურად დამტკიცდება 

(MI.CI -(MC.%| კუთხეთა ტოლობაც. 

ამოცაწა 2. ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ოთხკუთხედი, 

რომელიც ტრაპეცია არ არის. წრფე, რომელიც აერთებს 

ოთხკუთხედის ორ მოპირდაპირე გვერდის შუაწერტი– 

ლებს დანარჩენ ორ გვერდთან ადგენს ტოლ კუთხეებს. 

დაამტკიცეთ, რომ ოთხკუთხედის დანარჩენი ორი 

ბვერდი ერთმანეთის ტოლია. 

ვთქვათ, M და M წერტილები დადებითად ორიენ– 

ტირებული 48C# ოთხკუთხედის 8C და 4”) გვერდე– 

ბის შუაწერტილებია და 

(MV22|-( CV I 
საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

ხ-ძთ == =C მი)(C- ზი) 

შ–”/” 2-5 წ ”)” 

  მთ 

ეს ნიშწავს, რომ წამდვილია რიცხვი 

(ხ–თძ)(=–ძ) 

(–-»X 
მაგრამ, 
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I 1 
#= > (0+0),M==(9+ძ). 

ამიტომ, 

(ხ-ი)სCთ-ძ)  4(ხ-ი)(C-ძ) 

(თ -»)” ' ((§–«)+(C–ძ)) 

რიცხვი წამდვილია. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 
”=ხ-ძი,ძ=C-ძ. 

მაშინ რიცხვი 

იძ 

(2+4ძ)' 
  

წამდვილია. 

ამიტომ, 

    

ხი ხი 
ეს ტოლობა ეკვივალენტურია ტოლობისა: 

(26–99)(269 – 29) =0. 
რადგან 7#48C. ოთხკუთხედი ტრაპეცია არ არის, 

ამიტომ 248 და C») გვერდები არაპარალელურია, საი– 

დანაც გამომდინარეობს, რომ 

იძ » ნძ. 
რაც თავის მხრივ წიშნავს, რომ 

დი=ძ0= 48=CM. 
რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 
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§1.38. ინვერსია 

-+ ცენტრისა და # რადიუსის მქონე წრეწირის მი- 

მართ სიბრტყის ინვერსია ეწოდება გარდაქმწას, რომე- 

ლსაც სიბრტყის ნებისმიერი 5 წერტილისაგან განსხვა- 

ვებული MM წერტილი გადაყავს ისეთ #MV' წერტილში, 

რომ სრულდება პირობები: 

5VM/ · 5M/'= #7 

და M' წერტილი §5V სხივის წერტილია. (§5,”) წრეწირს 

ინვერსიის წრეწირი ეწოდება, ხოლო ატ წერტილს- 

ინვერსიის ცენტრი. ზოგჯერ 2– წერტილს ინვერსიის 

პოლუსსაც უწოდებენ. 

MM წერტილის M' წერტილის სახის აგება ნაჩვენებია 

58-ე ნახაზზე. თუ MV წერტილი (§,X) წრეწირის გარეთ 

მდებარეობს, მაშინ ამ წერტილიდან უნდა გავავლოთ 

ინვერსიის წრეწირისადმი მხები და შეხების 7 წერტი- 

ლიდან დავუშვათ 7#' მართობი 5 სხივზე. 5IV და 

57M' სამკუთხედების მსგავსებიდან მივიღებთ 

5აV აჯ 

ზვ» 5M' 
  

საიდანაც 

5M · 5M”= 57? = #? 

ინვერსიის განმარტების ძალით #M და #V#M/',' წერტი- 

ლებს ერთნაირი სტატუსი აქვთ. მართლაც, #M', წერტი- 

ლის სახე ამავე ინვერსიის დროს არის M წერტილი. 

ე.ი. ინვერსიის გარდაქმნა ინვოლიტურია, ანუ ისეთი 

გარდაქმნაა, რომელიც წარმოადგენს თავისი თავის 

შებრუნებულ გარდაქმნას. 
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ვიპოვოთ იწვერსიის გარდაქმნის ფორმულები. 

ვთქვათ, 5ა,M,M'. წერტილების აფიქსებია შესაბა- 

მისად +§,2,7 მაშინ §5M ·.5M'=ჯ'. ტოლობიდან გადავი- 

დეთ ამ ტოლობის კვადრატზე. 

  

ნახ.58. 

გვაქვს: 
ფ6-7I§-2I§-2ს –2)=#“ (1) 

რადგან 5,M,M' წერტილები კოლინეარულია, ამი- 

ტომ გვაქვს: 
(§– >I§-2)=(-– 7 –2) (2) 

(1) და (2) ტოლობებიდან გვაქვს: 

  

საიდანაც, 
2 

2'= ” =+§ (3) 
2-§ 

ანუ, 

2§+ IL? – §§ ==”: () 7 = 

2-ა 
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რადგან 5VM და ა5M' სხივები თანამიმართულია, 

ამიტომ (2) ტოლობის თითოეული თაწნამამრავლი და- 

დებითია, რაც განაპირობებს იმას, რომ მათი ნამრავ- 

ლი დადებითია და #? -ს უდრის. 

ამრიგად, (აწე) წრეწირის მიმართ სიბრტყის იწვერ- 

სია ჩაიწერება წებისმიერი ფორმულით (3) და (4) 

ფორმულებიდან. 

იმ შემთხვევაში, როცა §=90, მაშინ იწვერსიის ფორ- 

მულა მარტივდება 

, 
2= 

2 

< (5) 
2 

(4) და (5) ფორმულებიდან ჩანს, რომ ინვერსიის 

ცენტრს სახე არა აქვს. იგივე დასკვნა შეიძლება გამო- 

ვიტანოთ ინვერსიის განსაზღვრებიდანაც. 

სამართლიანია შებრუნებული დასკვნაც, კერმოდ: 

სიბრტყის გარდაქმნა, რომელიც მოცემულია ფორ- 

მულით 

„> 92+ხ. ხ=ხ,ხ+ძ9>0, (6) 
2-ძ 

წარმოადგენს წრეწირის მიმართ იწვერსიას ცენ- 

  

ტრით 5(ი) წერილში და რადიუსით # =+Vხ+ძთი. 

ინვერსიის ცნების გაფართოება შესაძლებელია, თუ 

მოთხოვნას ხ+ძ92>0 შევასუსტებთ ხ+იძ»0 მოთხოვ- 

ნით. როცა ხ+009<0, ინვერსიის წრეწირის რადიუსი 

უნდა ჩავთვალოთ წარმოსახვითად /#ხ+ძძი =1.X და (3) 

ფორმულა მიიღებს სახეს: 
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აწუ, 

„ეა? 
> 

–2+25 

ეს გარდაქმნა წარმოადგენს (3) ჩვეულებრივი იწვერ- 

სიის და 27=-2+25§ სიმეტრიის გარდაქმნის კომპოზი- 

ციას საერთო 5 ცენტრით. 

ამრიგად, განზოგადებული იწვერსია ჩაიწერება 

  

„-22+ხ ს იხ. იე>მ, (6) 
2-ძ 

ფორმულით. 

გამოვთვალოთ 4248 და 48 მანძილებს შორის დამო- 

კიდებულება, სადაც #4 და #-ნებისმიერი წერტილე- 

ბია, ხოლო #“” და #-ამ წერტილების სახეებია ინვერ- 

სიის დროს. ინვერსიის ცენტრად მივიღოთ 0 სათავე, 

მაშინ იწვერსიის გარდაქმნის შემდეგ # წერტილის «+ 

სახის ი' აფიქსი გამოითვლება (5) ფორმულით 

, 
2=–=, 

ძ 
ანალოგიურად, 8 წერტილის #' სახის ჯ” აფიქსის- 

თვის გვექნება: 

ხ'=-. 
ხ 

ამ ფორმულებიდან მივიღებთ: 

1.1 
ძი -ხ'= (1-1) = ჯ? ·==, 

ი ხ 

საიდანაც, 
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„.6-4 
“90 

; #- 
|9-ხ 

  

მ _ ''ხ1 = _ რ-ა2 დ -- 

  

რადგან, ხ–ძ = 9-0 =|-ხ, 9 =M,ხ =1%, ამიტომ 

I –ხ 
იხ 
  Iთ–ხ1= ჯ?. 

მეორეს მხრივ, 

I –ხ = 48,I9ი| = 04,Iხ|= 08, 

ამიტომ გვაქვს: 

თ-ხ|= ჯ?.  4ტ5 
C4-08 
  

§1.39. წრფეთა და წრეწირთა სახეები იწვერსიის 

დროს 

ზოგადობის დაურღვევლად, ინვერსიის წრეწირი 

შეგვიძლია ჩავთვალოთ ერთეულოვან 22 =1 წრეწირად 

მაშინ ინვერსიის ფორმულას აქვს სახე: 

2=-, 

2 

რომელიც პრაქტიკულად მოსახერხებელი ჩანაწერია 

ჩავთვალოთ, რომ 27%0. 

ვთქვათ, მოცემულია I! წრფე ნ2+ი02+ძ=0,თ=ძ გან- 

და 

ა
 ტოლებით. თუ ამ განტოლებაში ჩავსვამთ 2= 

2 1. მოვახდენთ საჭირო გარდაქმნებს, მივიღებთ: 
, 

2 
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ძ22+ 62 + 62 =0,ძ=9 (1) 

როცა, 9=0, მაშინ ამ განტოლებით მოიცემა წრფე, 

რომელიც ემთხვევა მოცემულ ”! წრფეს. თუ 947X%0, მაშინ 

ის წარმოადგენს წრეწირს, რომელიც შეიცავს ინვერ- 

სიის 0 ცენტრს. (1) წრეწირს, რომელიც მოცემული I 

წრფის სახეს წარმოადგენს ცენტრის აფიქსია -#” და 

I7I რადიუსია «>-. შევნიშნოთ, რომ ცენტრი #72 = 82 წრფის 

9) 
წერტილია, რომელიც გადის იწვერსიის ცენტრზე 

წრფის მართობულად. ეს საშუალებას იძლევა მარტი- 

ვად ავაგოთ მოცემული I წრფის ინვერსიით მიღებული 

წრეწირი. 

გავავლოთ ინვერსიის ცენტრზე გამავალი /”I წრფე, 

რომელიც I წრფის მართობულია (ნახ.59). ავაგოთ 

M =»III წერტილის #/”' სახე ინვერსიის დროს, მაშინ 

CM'მონაკვეთი წარმოადგენს სამიებელი (1) წრეწირის 

დიამეტრს. 

ამრიგად, 

1. წრფე, რომელიც იწვერსიის ცენტრზე გადის, ამ 

იწვერსიის დროს აისახება თავის თავში; 

2. წრფე, რომელიც იწვერსიის ცენტრზე არ გადის, ამ 

იწვერსიის დროს აისახება წრეწირზე, რომელიც ინვერ- 

სიის ცენტრზე გადის. 

რადგან იწვერსიის გარდაქმნა ინვოლიუტიურია, 

ამიტომ 

215



3. წრეწირი, რომელიც ინვერსიის ცენტრზე გადის, 

აისახება წრფეზე, რომელიც იწვერსიის ცენტრზე არ 

გადის. 

  

ნახ. 59. 

განვიხილოთ წრეწირი 

(2 – §X2 – §)=;7, §§ 2 7? (2) 

რომელიც არ გადის 7=1 იწვერსიის 0, ცენტრზე. 
2 

მაშინ მისი სახე ჩაიწერება განტოლებით: 

რეი” 
რომელიც გარდაქმნებით დაიყვანება სახეზე: 

(ა – ” 22 ჯ –§7-§52+1=0 (3) 

რადგან §§-72 20, ამიტომ (3) განტოლებით მოიცემა 

  წრეწირი, რომლის ცენტრი მოთავსებულია = – წერ- 

ტილში და მისი რადიუსია 5-2. ეს წრეწირი არ 
§§ -/ 

გადის იწვერსიის 0 ცენტრზე. იწვერსიის ცენტრი, (2) 

განტო-ლებით მოცემული წრეწირის ცენტრი და ამ 

წრეწირის ინვერსიით მიღებული წრეწირის ცენტრი 
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კოლინეარუ-ლია, რადგან ყვყ-ჯ? წამდვილი რიცხვია. 

ეს საშუალე-ბას იძლევა ავაგოთ წრეწირის სახე მისი 

დიამეტრა-ლურად საპირისპირო სახეებით, რომლებიც 

ინვერსიის ცენტრის კოლინეარულია (ნახ.60). 

(2) და (3) წრეწირების რადიუსების ფარდობა ტო- 

ლია 

–---=§§-/“ =|0§ –/?) #” 

> 

კერძო შემთხვევაში, როცა (2) წრეწირი ემთხვევა 

22=I ინვერსიის წრეწირს (როცა §=0,”=1), (3) 
ტოლობა მიიღებს სახეს 

22 =L1, 

ე.ი. ინვერსიის წრეწირი ამ ინვერსიით აისახება 

თავის თავში. უფრო მეტიც, იწვერსიის წრეწირის 

ყოველი წერტილი ამ ინვერსიის დროს უძრავია. 

როცა §=0და ##>1, მაშინ (3) განტოლება მიიღებს 

სახეს: 

1 
22=–-, 

» 

ცხადია, ”» რადიუსიანი წრეწირი, რომელიც ინწვერ- 

სიის წრეწირის კონცენტრულია ამ იწვერსიით აისახება 

1 რადიუსის წრეწირში, რომელიც ამავე იწვერსიის 
» 

წრეწირის კონცენტრულია. 
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§1.40. ინვერსიის კონფორმულობის 

თვისება 

ვაჩვენოთ, რომ იწვერსია ინარჩუნებს წრეწირებს შო- 

რის კუთხეს, ასევე წრფესა და წრეწირს შორის კუთხეს, 

მაგრამ მის ორიენტაციას ცვლის საპირისპიროდ. 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ორი წრეწირი (წრფე და 
წრეწირი), რომელთაგან ერთი წრეწირი გადის 4,8,C 

წერტილებზე, ხოლო მეორე წრეწირი გადის «4,8, 

წერტილებზე. თუ “4,ჯს',C”,„-წერტილები მოცემული 

წერტილების სახეებია 7=1 ინვერსიის დროს, მაშინ 
2 

4#,8,C წერტილების თ' ორმაგი ფარდობა «4,#8,C,# 

წერტილების ” ფარდობის ტოლი კომპლექსური 

რიცხვის შეუღლებულს უდრის. 

, რთ ი'-ძ' _ –C 9- 

"ხ-თ ხ- ხ-C ხ- 
თ ორმაგი ფარდობის არგუმენტის გეომეტრიული 

აზრიდან გამომდინარეობს, რომ ის ტოლია (4, 8,C) და 

(4,8,ს) წრეწირებს შორის (წრფესა და წრეწირს შორის) 

ორიენტირებული კუთხისა. 

  

ი – 
= = წ. 
ძ ლ

I
 ხნ 
| 

თი,(9 თ = თ'.თ = –ძჯ თ. 

კერძოდ, ინვერსიის დროს ორი ორთოგონალური 

წრეწირი აისახება ორ ორთოგონალურ წრეწირზე 

(წრეწირსა და წრფეზე). 
რადგან |თ =Iთ1, ამიტომ ინვერსია ორმაგი ფარდო- 

ბის დროს ინარჩუნებს წერტილებს შორის მანძილს. 
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ამოცანა 1. დაამტკიცეთ, რომ წრეწირი, თავისი იწვე- 

რსიული წრეწირის მართობულია მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა ამ იწვერსიით ის თავის თავში აისახება. 

ვთქვათ, 22=1 იწვერსიის წრეწირია და ” წრეწირს 

(2–§5)(2-§)=/” მასთან საერთო 4(ძ) წერტილი აქვს. 

მაშინ 

ძი =1 და (2–ი)(2–ი)=/”. 

წრეწირების მართობულობის C4.L54 პირობა ჩაიწე– 

რება სახით: 

თ(თ–5)+4(0=+)=0. 

ანუ, 

§0თ+§0 =2. 

თუ გავითვალისწინებთ ტოლობას (2–5)(2–§)=/”, 

ზვექნება: 

§§-# =1. 
წინა პარაგრაფის (2) და (3) ფორმულებზე დაყრდნო– 

ბით ეს ნიშნავს, რომ 7; წრეწირი ინვერსიის დროს 

ემთხვევა თავის თავს. 

პირიქით, თუ ეს განტოლებები ერთმანეთს ემთხვე– 

ვა, მაშინ §§-;ჯ2 =1, ეს კი #/ წრეწირის და 22=1 ინვერ– 

სიის წრეწირის მართობულობის კრიტერიუმია. 

ამოცანა 2. დაამტკიცეთ, რომ წრეწირი, რომელიც 

შეიცავს ორ ურთიერთინვერსიულ წრეწირს, ინვერსიის 

წრეწირის მართობულია. 
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– 1 
თუ ?72=1) წრეწირის მიმართ 2'==იწვერსიის დროს 

2 

გვაქვს 4->8 და 8->4 წერტილთა შესაბამისი წყვი– 

ლი, მაშინ 

ძხ=თხ=1). 

პირობის თანახმად, 4 და 8 წერტილები 

(2–§)(2–§)=»? 

წრეწირის წერტილებია. ამიტომ, 

(2–5)(თ–5)=7”, 

(ხ–§5)(ხ–§)=””. 

ანუ, 

ძი -0ძ§-50+§5-7? =0, 

ხხ–ხ§–35ხ+§§ –7? =0. 

სისტემის პირველი განტოლება გავამრავლოთ ხ-ზე, 

მეორე ძი–ზე. გვექნება: 

ი(თხ)– იხ – §(ხი)+ ხ§§ – ხხ»? =0, 

(თხ)ხ-ითხა – 5§(თხ)+ ჯა – თ” =0. 

რადგან იხ=ძხ=1, ამიტომ სისტემიდან მივიღებთ: 

ძ-ძცხვ -–5+ხვვ – ხხ”? =0, 

(რა რითბოოთი =0. 

სისტემის მიღებული განტოლებებიდან პირველ გან– 

ტოლებას გამოვაკლოთ მეორე განტოლება, მივიღებთ: 

(თ–ხ)+(§§–/?)(ხ–ძ) =0. 
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რადგან თძ#%ხ, ამიტომ (ი -ხ)-ზე შეკვეცის შემდეგ 

მივიღებთ: 

§§-? =1. 

რაც ნიშნავს, რომ მოცემული წრეწირი და ინვერსიის 

წრეწირები ორთოგონალურია. 

ამოცანა 3. ” წრეწირში ჩახაზული #48C”) ოთხკუთ–- 

ხედის 248 და C7) გვერდების შემცველი წრფეები # 

წერტილში გადაიკვეთებიან. 4” და #8C” წერტი- 

ლებზე შემოხაზული წრეწირების გადაკვეთის მეორე 

წერტილია 0. დაამტკიცეთ, რომ 0 წერტილი ოთხ– 

კუთხედის დიაგონალების გადაკვეთის MVM წერტილის 

ინვერსიული წერტილია ინვერსიის წრეწირის მიმართ. 

(ნახ. 61). 

  
  

ნახ. 61. 

წერტილი ჩავთვალოთ სათავედ. მაშინ, ცხადია: 

ცხ=თხ და 0ძ=ძძ. 
წრეწირების მკვეთების თვისებების თანახმად, 

იძთ-ხხ=0C·ძძ. 
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ამიტომ 

გხ=იხ=0ძ =ძი. 

შევადგინოთ #4” და 8C” წერტილებზე გამავალი 

წრეწირების განტოლებები. გვაქვს: 

22(იძ – იძ) 2იძ(თ-ძ)+20ძ (0 –9)=0, 

22(ხ0-ხი) – 2ხი(ხ – C)+ 2ხი(ხ –C) =0. 

ამ სისტემის ამოხსნის დროს გავითვალისწინოთ (1) 

დამოკიდებულებები. ცხადია, რომ სისტემას აქვს არა– 

წულოვანი ამონახსნები, რომელიც შეესაბამება წრეწი– 

რის საერთო # წერტილს. 

მეორე ამონახსნი ტოლია: 

_ იმC-ხძ 

7“ (2+C)-(ხ+9) 
თუ შევასრულებთ კოორდინატთა სისტემის გადატა– 

ნას, მაშინ 4,8,C,X,X,0 წერტილების აფიქსები იქნება 

უკვე ისეთი სხვა ი,ხ,თ,მ,, ნ,9, კომპლექსური რიცხ– 

(2) 

ვები, რომ შესრულდება პირობები 

ძიძ=ძ,+/0,ხ=ხ,+0,C0=6C+0იე, 

ძი=ძ,+0,ნ=ნი,+0,ძ=9,+/. 
თუ ამ დამოკიდებულებებს ჩავსვამთ (2) ფორმუ–- 

ლაში, გვექნება: 

_ (თ+0)(თ+/0)-(ხ+/2)(49,+/) _ 
(ი+0+თ+/0)-(თ+/0+ძ,+/) 

– %9, +0/0+00+/'“ -ხძ -ხ,0-ძ,0- 2" _ 

(ით, +თ)-(ხ,+9ძ,) 
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_ (99– ხძ :)+I(თ+6)– –(ხ,+ძ ))2_ 

(ი,+C)-(ხ,+ძ,) 

_ ძ,0, –ხძ, (4 +0C)– C +9) _ 

(ი, +C)-(ხ+ძ,0) (ი,+თC)–-ლხ, +ძ,)“. 

= M“6-ხრი კაე +ი 
(თ,+თ)-(ხ,+ძ,) '“ 

ძ.= ძ.C, -ხიძ, 

(ი +თ)-(ხ+ძ,). 

რაც ნიშნავს, რომ (2) ფორმულა სამართლიანია მა– 

შინაც, როცა კოორდინათა სათავე ემთხვევა 7” წრეწი– 

რის ცენტრს. ამ შემთხვევაში 

–_ (თი+0)-(ხ+ძ) 

ა იC-ხძ.. 

ცხადია, ძ=+L, ეს ნიშწავს, რომ 0 წერტილი V წერ– 
” 

ტილის ინვერსიულია 48C» ოთხკუთხედზე შემოხა– 

ზული X»” წრეწირის მიმართ. 

ამოცანა 4. იპოვეთ სამი წყვილ–წყვილად მართობუ– 

ლი წრეწირების მიმართ ინვერსიის კომპოზიცია. 

ვთქვათ, მოცემულია სამი ურთიერთმართობული 

წრეწირი: 

22=1, (2–9)(2-2)=”?,(2-ხ)(2-ხ)= 

ამ წრეწირების წყვილ-წყვილად ურთიერთმართო– 

ბულობის პირობას აქვს სახე: 

ძი -:? =1 ჩნ – I? =1,(9–ხ)(2–ხ)= #+””. 
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გარდავქმნათ (2-ხ)(2-ხ)=# +” გამოსახულება. 

გვაქვს: -”>”“”' 
ით-იხ-ითხ+ხხ=#ჯ +/. 

ანუ, 

(იი-/)-(თხ+თხ)+(ხხ-– #?)=0. 

თუ გავითვალისწიწებთ, რომ 

ძი -,? =1 და ხხ –I? =1, 

მივიღებთ: 

იხ+იხ=2. 

ანუ, 

1- იხ=ძხ-). 
#.#,# იწვერსიები მოცემული წრეწირის მიმართ 

ჩაიწერება ფორმულებით: 

    

  
    

2 2 
2 =14,'=--=+0,2'=--+ხ. 

2 2-0 2-ხ 

ვიპოვოთ #0 /, კომპოზიცია: 

– 2 – 

,_ I” „2 L2- ძი2+0ძ C –ძ0)2+ძ 
2'= +0=-=-+0ძ= = = - , 

1_5 1-02 1–ძ02 1-0თ2 
2 

რადგან, ჯ?2-ი82=-1, ამიტომ 

_ –2+ 
  

ანუ, 

  2'== · 
თ2 –1 

ვიპოვოთ #0 (#0 /) კომპოზიცია: 
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––._. #?(ი2-I) 

2-6 , 2-რ-ნ(ი2-)) 
  

_ =M2– M+ხ2- იხ-იხხ2+ხხ _ 22(ჩ” –ხხ) –(#? –ხხ)+ხ2–“ 
2-0ი-იხ2+ხ 2(1-თხ)-2+ხ | 

რადგან #” – ხნ = –-1, ამიტომ გვაქვს: 

_ 1-22+ხ2-2ხ _ 2(4-ხ)–(1-%) 
' 2(L-იხ)-ი+ხ 2(თხ-I)+(-ხ). 

ამ ფორმულით განსაზღვრულია ინვერსია ცენტრით 

ლი და რადიუსით /#, ისეთი, რომ 
ძინი – 

2 

  

MX? +777 +(იხ-1) 
წ-ა –  „.– – 

-(თხ-1) 

ეს რიცხვი ნამდვილია, რადგან ეხ-I სუფთა წარ- 

მოსახვითი კომპლექსური რიცხვია. 

§1.41. პლანიმეტრიული ამოცანების ამოხსნა 

კომპლექსური რიცხვების გამოყენებით 

კომპლექსური რიცხვების გამოყენებით შედარებით 

რთული პლანიმეტრიული ამოცანების ამოხსნის დროს 

ზოგჯერ გამოვიყენებთ სიმეტრიულ მრავალწევრებს, 

რისი საშუალებითაც მოვახდენთ ამოხსნის პროცესში 

მათემატიკური გარდაქმნების ჩატარებისათვის საჭირო 
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დროის ეკონომიას, ფორმულებს ჩავწერთ კომპაქტუ– 

რად და სხვ. ჩვენ გამოვიყენებთ ჩანაწერებს: 

თ=5+2,+72,, 

თე = 2,2; + 2,2 + 2:23, 

თკ = 2)შე2ვ. 

ამოცანა 1. 48C ნებისმიერი სამკუთხედია. C-მისი 

მედიანების გადაკვეთის წერტილია (სიმპმიმის ცენ– 

ტრი); ”-სიმაღლეთა გადაკვეთის წერტილია (ორთო– 

ცენტრი). C--წერტილი 4#48C სამკუთხედზე შემოხაზუ– 

ლი წრეწირის ცენტრია (C)=(48C); 4,, 8,,C,-წერტი- 

ლები შესაბამისად 8C,4C და 248 გვერდების შუა- 

წერტილებია; 24. , 83), C-სიმაღლეთა ფუმეებია; 4”, 

87 და CI მონაკვეთის შუაწერტილებია M#,#M,C 

შესაბამისად (ეილერის წერტილები); “4,, #კ, Cკ -შესა- 

ბამისად # ორთოცენტრის სიმეტრიული წერტილებია 

8C,4Cდა 48 წრფეების მიმართ. 

დავამტკიცოთ, რომ: 

1. C,C,/7 წერტილები კოლიწეარულია და 

08 =306. 
2, 4, 8,,C,,#,, 8;,C:,4,, 8,C წერტილები ერთი (0,) 

წრეწირის წერტილებია, რომელსაც ეილერის წრეწირი, 

ანუ 48C სამკუთხედის ცხრა წერტილის წრეწირი ეწო– 

დება. (0,) წრეწირის ცენტრს წარმოადგენს CI მო– 

ნაკვეთის შუაწერტილი.(0,) წრეწირის რადიუსია 2, 
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სადაც #-(48C) სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწი– 

რის რადიუსია. 

3. 4, 8,, C,-შემოხაზული წრეწირის რადიუსია. 

1. ჩავთვალოთ (C)=(48C) წრეწირი ერთეულოვან 

წრეწირად. ვთქვათ, თძ,0ხ,C შესაბამისად 4,8,C წერტი– 

ლების აფიქსებია. დავამტკიცოთ, რომ L#48Cსამკუთ– 

ხედის # ორთოცენტრის აფიქსი ტოლია ძი+ხ+0. 

8C წრფის კუთხური კოეფიციენტია: 

  ა-5-ხ0- C-ხ = –ხი, 
C-ხ 1_1 

C ხ 

ვთქვათ, M წერილის აფიქსია ძ+ხ+0C. 4M წრფის 

კუთხური კოეფიციენტია 

– + + ა-925+ხ010-ძ ხ+0 ხ+ი” , 
ძ+ხ+C-ი ხ+C 1,1 

ხ C 

  

საიდანაც 

=M+M=0. 

ეს ნიშნავს, რომ #4M წრფე #8C წრფის პერპენდი– 

კულარულია. ასევე ვაჩვენებთ 8MC და #C,CM და 8C 

წრფეების პერპენდიკულარობას. ე.ი. M წერტილი 

ი+ხ+C აფიქსით ემთხვევა 48C სამკუთხედის 7” 

ორთოცენტრს. 

რადგან C მედიანების გადაკვეთის წერტილია, 

ხოლო მედიანები გადაკვეთის წერტილით იყოფიან 

შეფარდებით 2:1 წვეროს მხრიდან, ამიტომ თუ გამო– 

ვიყენებთ მონაკვეთის # გაყოფის ფორმულას, მარტი– 
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ი+ხ+C 
  ვად მივიღებთ, რომ C წერტილის აფიქსია 

რადგან #” ორთოცენტრის აფიქსია თ+%ხ+0. გამომდი– 

ნწარეობს, რომ C/7 =300. ე.ი. C0,C,#7 წერტილები 

კოლიწნეარულია. 

2. 8C,4C და 4 გვერდების 4, 8,,C, შუაწერტი–- 

ლების აფიქსებია: 

ძ, =9519 =41-< 2, =529+Xხ. 
2 2 2 

ვთქვათ, CMV მონაკვეთის შუაწერტილია X#, მაშინ 

მისი აფიქსია 

  

ი+ხ+C 
ზოო 

2 

რადგან 

ძ ხ C 
8 –ძ, =ც.5“ხ, =ც:9 C, => 712 =|0.=Iძ=1, 

ამიტომ 

1 7” 
(6 –რ,|=|6–ხ,|=|5-თ=|=> => ,(#=)) 

ე.ი 

M4, = 58, =#C, ==. 

ამრიგად, #8C,4C და #48 გვერდების 4,78,,C, 

შუაწერტილები CM მონაკვეთის # შუაწერტილიდან 

# 
ერთნაირი 2 მანძილითაა დაშორებული, ამიტომ 
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ისინი C4,, ,, CI) წრეწირზე მდებარეობენ, რომლის 

ი+ხ+C 
ცენტრია ჟი თბი) და რადიუსია 2. 

4” და 3C წრფეთა განტოლებებია შესაბამისად: 

2-–-ძ= ხის – ი) 

2-ხ=-ხი(-L) 

ანუ 

2-ხი7=0 – იხი, 

2+ხC2 =ხ+0C. 

ამ ტოლობების შეკრებით ვიპოვით 4, წერტილის ი, 

აფიქსს, 

_2+ხ+6C ხC_ _ _ხC 

2 2 2ძ 2ძ 

საიდანაც, 

(ძ _ (019 
#4 = – _) 60 _ (99 _ 99 _ 1 _ , = = 

:- 0 -9=1-2 2 29 2. 2 ს M-M-I     

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

ი+ი+ხ+C 26+ძ ძ 
C3 = –----------== =425+-–- 

2 2 2 

ამრიგად, 4, #,, CI,-4, #8., C5 წერტილები ეკუთვნიან 

წრეწირს, რომლის ცენტრია CI მონაკვეთის # შუა– 

  

წერტილი და რადიუსია 2. 

4#I, ცხ და CV მონაკვეთების #,8,C შუაწერტი–- 

ლების აფიქსები ტოლია: 
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იე+ი+ხ+020 28+ძ ძ 
= =8+-,   

  

    

ძე = = 
ჰ 2 2 2 

ხ+ი+ხ+ი 25+ხ ხ 
ხ=“ –-– –= 2 =812 

020+ი+ხ+020 26+C C 
აკლას'ა'ს'ა'=–”  =8+–. 

2 2 2 

საიდანაც, 

ი 1 ჯX 
4 = 0 –65=L- =-=-, 

| =|რდ –4. 2 2.2 

88, =8C, =2.. 

ამრიგად, ცხრავე 4#, 8, C,, 4, 8,, C.,4, 8ზ., C წერტი– 

# 
ლი ეკუთვხნის ც3 წრეწირს, რომლის ცენტრია CV” 

მონაკვეთის # შუაწერტილი და რადიუსია > 

3. დავუბრუნდეთ 47” წრფის განტოლებას: 

2-ძ= ხ0(2 – თ) 

რომელიც გადის #4 წერტილზე 8C წრფის მართო– 

ბულად. 

ვიპოვოთ ამ წრფის გადაკვეთის წერტილთა აფიე– 

1 
“იოს 

ძ 

სები ერთეულოვან 22 =1 წრეწირთან 

; ! 
2-ძ 

თ2 

  –ძ=-ხC 
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ამ განტოლების ერთ-ერთი ფესვია 2=0 („4მწერტი– 
ლის აფიქსი), მეორე კი 

_ ხი ი. 
ხ 

(M წერტილი, აფიქსით _ 599 ეკუთვნის ერთეულო– 
ძ 

ვან წრეწირს, მართლაც, ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

-% ხი _ ხ9 _ 09 _ , 
ქეი. ”'       

ვაჩვენოთ, რომ M”V/ მონაკვეთის შუაწერტილი ემ- 

თხვევა «, წერტილს. 

მართლაც, ამ მონაკვეთის შუაწერტილის აფიქსია: 

თ+ხ+0-5% 26-59 ხლ 
2 – 4-2 -§--“=ძე. 

2 2 ძ 

ამრიგად, M წერტილი 24, წერტილს ემთხვევა. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ #8 და C წვეროე– 

ბიდან გამოსული სიმაღლეები (485C) წრეწირს კვეთს 

4C და 48 წრფეების მიმართ II ორთოცენტრის სიმე– 

ტრიულ #, და C, წერტილებში. 

ჯმოცანა 2. (ბუტენის წერტილეზი). 

ვთქვათ, 48C სამკუთხედზე შემოხაზულია ერთე- 

ულოვანი 22 =1 წრეწირი. სამკუთხედის წვეროთა 

აფიქსებია თძი,6ხ და 0. ამბობენ, რომ წერტილი 48C 

სამკუთხედისთვის ბუტენის წერტილია, თუ ის 

ჩათვლილია ერთეულოვან წრეწირად (ე.ი. ისეთ 
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წერტილად, რომლის აფიქსი 1-ის ტოლია 2=1) და 

სრულდება პირობა 

ძ·ხ·:·7C=ფთკცკ =1. 

დაამტკიცეთ, რომ წრეწირში ჩხაზული 48C სამ- 

კუთხედისათვის ამ წრეწირზე არსებობს ბუტენის სამი 

წერტილი, რომლებიც ადგენენ ტოლგვერდა სამკუთ- 
ხედს. 

ახალ ერთეულოვან წერტილად ავიღოთ თ (თ|=1) 

წერტილი. მაშინ 4,8,C წერტილების ახალი აფიქსები 

ძი ხ C 
იქნება –,-,7-–-. იძ წერტილი ბუტენის წერტილია 

თ თი თ 

მაშინ, თუ ამ წერტილების აფიქსების წამრავლი 1-ის 

ტოლია: 

2 0.0 _) 
თ თ ძთ 

ანუ, 

ძი-ხ--2=Cთ" 

რაც იგივეა, 

თ? =თ. 

უკანასკნელ განტოლებას აქვს სამი ფესვი: 

ბ/თკ, §–?/თვ, §”1Iთფ. 

სადაც 13/თვ -არის Cთვ-ის კუბური ფესვების წნებისმი- 

ერი ფესვი მისი სამი ფესვიდან, ხოლო §-ნებისმიერია 

VI-ის ორი წარმოსახვითი მწიშვნელობიდან. 

ანუ 

–1-IV3 
2 

ან 8= 
–1+I14/3 ან §=–-2-– 
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ვთქვათ, მაგალითად, 

6 = 252 = C0§120? +75IM120". 

მაშინ, 

§” = 005240" +75/M240" 
და ბუტენის წერტილების ასაგებად პირველად უწნ- 

და ავაგოთ 1/თვ -ის არჩეული მნიშვნელობა, ხოლო 

შემდეგ ის უნდა გავამრავლოთ §-%ზე (მობრუნება 120%- 

ით, და შემდეგ კიდევ უნდა გავამრავლოთ §-ზე 
(კიდევ მობრუნება 120'-ით). მივიღებთ ტოლფერდა 

სამკუთხედის წვეროებს აფიქსებით: 

(თვ, წ//თფ, §?1/თ. 

ამოცანა 3. 48C სამკუთხედის #98C,C4 და 48 გვერ- 

დებზე წერტილის ორთოგონალური გეგმილებია შე- 

საბამისად 4–X,8,C. 48C სამკუთხედზე შემოხაზული 

წრეწირის 0 ცენტრი ჩავთვალოთ კოორდინატთა სათა- 

ვედ. ვთქვათ, #,,#,,IC- 4,8,C წერტილების აფიქსე- 
ბია, სადაც #-არის #8C სამკუთხედზე შემოხაზული 

წრეწირის რადიუსი (2,|=|=|=|=|=1! ვთქვათ, ” წერ- 
ტილის აფიექესია ჯ#. იპოვეთ +#,9M,C, წერტილების 

ი,ხ,თ აფიქსები და გამოსახეთ ორიენტირებული 

4,8,C სამკუთხედის ფართობი ორიენტირებული 49C 

სამკუთხედის 8C,C4 და #48 გვერდების თ,ხ,C სიგრძე– 

ებით და X წერტილის „ჯვ აფიქსით. 

განიხილეთ კერმო შემთხვევები: 
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1. ” წერტილი ემთხვევა 48C სამკუთხედის სიმძი- 

მის C ცენტრს. 

2. » წერტილი ემთხვევა 48C სამკუთხედში ჩახა- 

ზული წრეწირის 7 ცენტრს. 

3. ” წერტილი ემთხვევა 48C სამკუთხედზე შემო- 

ხაზული წრეწირის 0 ცენტრს. 

4. - წერტილი ემთხვევა 48C სამკუთხედის #ორ- 

თოცენტრს. 

8C წრფის განტოლებაა: 

3 – უე = – 2:23 C – 2,X) 

აწუ 

2+7,72, 2 = (>, +2.) 

რადგან, 

თ, =2, +7ე +723, 

რაც იგივეა, 

2+2,212 = M(თ, –7,). (1) 

წერტილიდან 8C გვერდზე დაშვებული მართო- 

ბის განტოლებაა 

2-ნ=2,5(2- წ). 
ანუ, 

2– 272 = 6 – 223 /. 

რადგან თვ =2,2.2, ამიტომ 2,თ; = 2,2,223, მაგრამ 

22, =1, ამიტომ 7;:2კ = 2,0, გვაქვს: 

2-ეფ2=ხნ-უფიხ. (2) 
(1) და (2) განტოლებების წევრ-წევრად შეკრებით 

მივიღებთ წერტილის აფიქსს: 
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=+(წთ, + #0 – #, – თი) 

ანალოგიურად, 

1 – – 
ხ, =>(თ + ნ – 2, –7,ფ/) 

1 ი 
C, = (თ + 8 – , –7თფი) 

საიდანაც, 

1Vთ + 90 - #, – თი) 

II _– – ეეე _ 
- წთ+ი- #2. =ლუ ა–ეუეათ I ა II-IV 4 

(წთ, + - ს, – თი) 1 (მთ, +6 – ჩ2, – 2,C,/) 1 

თუ მოვახდენთ საჭირო გარდაქმნებს, მივიღებთ: 

; #2, +200 #, +2,თაი 1 

#2» +2ეთ3ჩ0 #, +2,თჩ 1 = #ზ8ით =-> 

#2 + 23C37ი +272 თ 1 

. 2 2 I 2 2 1! 

=> #?.I2. 2 +ინი0-2, 2; I |= 

2 2 1 2 2 I 

ჯ= 4ი/ 1 ხი 
= 5L 415/ვი+ I? რიჩ5,)- 4 15 - #6) – 

I-იხნე _#'-0#? 
5/გ სტ რ დ 

1. >” წერტილი ემთხვევა 48C სამკუთხედის სიმძი- 

მის Cღ ცენტრს, ანუ C სამკუთხედის მედიანების გა– 

დაკვეთის წერტილია, მაშინ, 
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0ჩ? = 00“ = ი6=1(%, +1>, +/C,). 56 +#2,+ჩ2)= 
#1? __ _ _ 

=-- (8 +732, +2,)-L, +2, +2,)= 

= ––-I2,2, + 252, +272, +2,7ე +722: +232 +2 „2 +2.2, + 2373 
1 ვეი -. 

= 4 ს+C 2: +2,2,)+ CC 2 +2,2,)+ (>, 2, +2,2.)I 

მაგრამ, 

ც? = (#», – #, XIX, – #2, )= #?(>, – 2,X2, – 2, )= 

= წეშე – შვშე – შეთ, – 239, |= #2 – LC, >, + 2,2, ) 

საიდანაც, 

  

_ _ ძ 
2322 +222 =2–=5-. 

ანალოგიურად, 
ე? 

222 +2:ფ =2–+>, 

”“ 2 
2 +272 =2-. 

რადგან, 

00: =95-3+2-5 42-90 2-5. #0 4 +040. 
9 ჯ” #” #” 9 #" 

2 1. #2 | 2 0C? = ს? 9 +ხ +C : 

9 

საიდანაც, 

#2 ეც? -59 +ხ“+0“. 
9 
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ამიტომ, 

#? – 0L2 _ ი”+ხ?+C” 
5,აც 5 “ 12? ა 40 =––> 

მაგრამ, 

4ყსC“ 

_ ძც·ხ·ხ #= 
45 ქ 

  

გვაქვს: 

9. 46 +ხ”+C”) 
I"I“” 

2. თუ ## წერტილი ემთხვევა 48C სამკუთხედში 

ჩახაზული წრეწირის 7 ცენტრს, მაშინ 

ნ90 =0ჩL? =00?1 = IX? –2MV- (ეილერის ფორმულა) 

და გვაქვს: 
#? – (? –2M#) »” 

==--5/,C ააა. 2ჩ 
ერთის მხრივ, 

2 
5/აC 

5 = 16 +ხ +CM-. 

  

  

საიდანაც, 

ჯ= ეX 

' ძი+ხ+C” 
მეორეს მხრივ, 

?- ძი-ხ·ხ 

უს 

თუ გავითვალისწინებთ ამ ფორმულებს, გვექნება: 
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25) 
_ 9ი+ხ+0, – 4 ჯ 

5,800 – ძიხდ 5,იC ი იხ25+ხ+0) 

25 
3. იმ შემთხვევაში, როცა 7” წერტილი ემთხვევა 4MC 

სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის C, ცენტრს, 

მაშინ 

  

06 =C0#? =0 

და გვაქვს. 
#? 1 

5„8C = 262. 4% = 254C 

რაც ისედაც მარტივად გამომდინარეობს ელემენტა- 

რული გეომეტრიული წარმოდგენებიდან. 

4. იმ შემთხვევაში, თუ # წერტილი ემთხვევა 248C 

სამკუთხედის # ორთოცენტრს, მაშინ გვაქვს: 

ე. =4 VII. 
I8C 42 

რადგან, C7”/” =3-:0Cღ. ამიტომ გვაქვს: 

1? =C -9 10040 
9 

5/ელC 

  

LX? – (20CთX 
5,” = =C ' ) 5/ვი = 412 5კე-= 

ი? +ხ? +0“? –877 იძ? +ხ2+0?7 

ი ედ რთ ედა 2ქშიი 

თ? +ხ? +C” 4(თ? +ხ? +C?) 2 
= “22 2 5/ვ-= იე?ხბი? ·5/5C –2 -5/ეC 

45," 
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რადგან, სინუსების თეორემის თანახმად, 
2 2 

= §/M? #4, = §M” C,   = 5? 8,     

? #? #? 

5,იC ი0?+ხ?+07 ცე? ხ? ლ? 
688 საწოლები 2 47? 4“ 4 4M4/ 

1-00§24 1-–-ი0§28 1–-ილ00§2C 
+ + – 

2 2 2 

–2=       

აწ 

2=   
= 5? /#/+§I)? 8+5M? C-2= 

=–10+00§24+00528+0052C1= 

= ჩ C05? C+2C05(:4+ C)C05(4 – 8)|= 

= –ი005 C+005C003§(4 – 8)= 

= –008? C – C0§(,4+ 8)005( 4 – 8) = 

=005 CICიX(4 – 8)–იივ C)=ძ0§ CICი%4–- 8)–თ0:(4+ 8) = 

=2005§-:40058005C. 

ანუ, თუ 49 C სამკუთხედი 48C სამკუთხედის- 

თვის ორთოცენტრულია, (ე.ი. 4,8,C, წერტილები 

48C სამკუთხედის სიმაღლის ფემეები) მაშინ 

550 =2005 4:00§8-·7C0§C 5 ,ყლ. 

(შეადარეთ შვარცის სამკუთხედს). 

ამოცანა 4. ვთქვათ, ერთეულოვანი რადიუსის მქონე 

წრეწირში ჩახაზული 48C სამკუთხედის სიმაღლეთა 

ფუძეებია #, 8,, C,.. 4#, 88,, CC წრფეებზე აღებუ- 
ლია X, 0, 7 წერტილები ისე, რომ 

_=ლ–_–_–_



იპოვეთ ფარდობა 

„= 5 
5 

და გამოსახეთ #4 და 48C სამკუთხედის შიგა 4,8,C 

კუთხეების საშუალებით. 

ვთქვათ, 4,9,C წერტილების აფიქსებია 2,,2;,2. 8C 

და 44, წრფეთა განტოლებებია: 

2+2:ე232 = 7: +723, 

22 
2-2 52=2,+-2-4   

2, 

ამ ტოლობების წევრ-წევრად შეკრებით მივიღებთ «4, 

წერტილის თ, აფიქსს: 

ძ, = IV – 22 | 

მოცემული 4., ფარდობიდან ვიპოვით # წერ- 

ტილის »ჯ აფიქსს: 

  

მ, 2, 

ნ -–?:, 

=/2, 

ანუ, 

ძ, 2, =#0 -/2,, 

240 =0ძ, – 7, + 22, _–__- 

აქედან გვაქვს: 

საიდანაც 

 



ანალოგიურად, 

  

სადაც # და # შესაბამისად 0 და # წერტილების 

  
  

    

  

  

  

  

  

აფიქსებია. 

გამოვთვალოთ: 

_ _ ფვ 124-1V ++%9L _ %_ 2-1, C5 

221 2 ' 22 22თ #2 7 22თ 
· 2 

ლდო<3<_--–_ 
” ტ| 2222. გ 1? 22 22თ 24 2 22თფ 

– 2 – 

-_ ფ 4-1, თ _ 2 _ 4-1! 1 , ფ_ 

282. 4 2გ 282 # 2 2/თფ 

_ფ ,2-I, _ 2 ,4-1.1., 
222 #4" 22 #2 :, 

ეასაეუ ' #2 4-1 I 1 

4 222 2 1 22ფ #4 7, 

222 2 7 22 # 71, 
=: 2 –2 –I 

2, 2, 1 2, 2) 1 

_1711!1 2. 5 თ (#2 ) 2 _- 
== 2-2 2 1 2 2 2 I- >–_ ა“ 

2. 2 1 ა... 

ი. 2; (1-1! 7 2' 1 
– 2 –I 

– 2 24% I- 2 42% I (1) 

2 2 I 2 2.1



_ 4 

_ 2 4 2 2 2 2 ___··-"-" 
2. 23 რ 23 

1 >» –- 2 = =-->-(2, 2 2ვ ““ 2; |L23 ““2, 2; +, )(2ე +5, ) (2, +2, ) = თ 

2 1 2, 7, 

=--I 2; 2 (>; +2, )(2, + 2; )(2, +, ) = 3 
1 2. 2 

2 1 2, 

=-+- 2 1 > (თ, –7, )(თ – 2 )(თ, – 2) = 

· 2 1 7 

-- 27 5(თთ -თ)=-ჯ(თთ -)5- 

(1) ტოლობის მრგვალ ფრჩხილებში მოთავსებული 

პირველი შესაკრები ტოლია 

II-თთ) 
იფო“ წი (2) 

თუ ანალოგიურად გამოვთვლით მეორე შესაკრებს, 

მივიღებთ, რომ (1) ტოლობის მრგვალ ფრჩხილებში 

მოთავსეზული მეორე შესაკრები ტოლია 

2((2–1) 
“> ექ” (3) 

(1) ტოლობის მრგვალ ფრჩხილებში მოთავსებული 

მესამე და მეოთხე შესაკრებები შესაბამისად ტოლია 
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2(2-). 
2? 48C· (4) 

4I(2-I)” 
-ტ0ეს აი (5) 

(1), (2), (3), (4), (5) ფორმულებიდან მივიღებთ: 

ჯ| !I-თთ) 2/(2-1) 2/(2-1) 4/(2-I)” 
9 «კ უ–___” რი 

- ეთ ბ რაა. 192 თთ (4-I(2- 6-ს) ს. _ 

  

#4“ წე 

  

საიდანაც, 

5-თ _ _ ფთ, -1 + -11L 5 
წე ი ქ 2)L 7 

გამოვთვალოთ 

თთ –1=(2,+2, +5)(2+2:+8)-1= 

= 2,2, +722, +2,2კ + 2,2, +2ე2, + 2,2, + 22, + 22; + 22, – | = 

=2+(>2+2,2)+(225+22)+(22, +2,2,). 

რადგან, 

48? =0C' =(7, –5)( –2)=2-(22,+25). 

აქედან 
2,2, +2,2,=2-C”, 

მაგრამ, რადგან 
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6C =–2-=2=20=235)იC. 
§9იC – 

ამიტომ გვაქვს, 

2,2, +2,2, =2-0? =2– 4810? C. 

  

ანალოგიურად, 

2,2 +722, =2-0? =2 – 48)ი? 4, 

2,2, +2,2, =2 –ხ? =2-– 4810? 8. 

ამიტომ, 

– 132 1.32 132 · 
თთ -1=4(2-(წი 4+53Iი 8+§Iი C))=-–800§ .400§.800§C. 

საბოლოოდ მივიღებთ: 

_ ტი _ ბატი 89006 6 1| (2) 

5 #” # 2) 

მოსწავლეებს შეუძლიათ დამოუკიდებლად განიხი– 

ლონ კერმო შემთხვევები #-–თან მიმპრთებაში და და– 

ადგინონ როგორი სახის სამკუთხედების ფართობთა 

ფარდობასთან გვაქვს საქმე. 

ამოცანა 5. 48C სამკუთხედზე შემოხაზულ წრეწირ– 

ზე აღებულია წებისმიერი MM წერტილი. ვთქვათ, 

4,8,C-M წერტილის ორთოგონალური გეგმილებია 

შესაბამისად 8C,C4 და 48 წრფეებზე. დაამტკიცეთ, 

რომ 4#4,#,,C, წერტილები კოლიწნეარულია. 

ვთქვათ, 48C სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირი 

ერთეულოვანია. 4,8,C და M წერტილების აფიქსები 

ტოლი იყოს შესაბამისად 2,2, 2 და 2. შევადგინოთ 

48C, წრფის განტოლება, რომელსაც 48C სამკუთ–- 

ხედის M წერტილის სიმსონის წრფესაც უწოდებენ. 
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8C წრფის და M წერტილზე გამავალ #8C წრფის 
მართობულ წრფის განტოლებას აქვს სახე: 

2“ 2 =22 2 (2-2), 

2 – 27 =7ე 2 (2–X). 

ანუ, 

2+727ე 232 = 2; +724, 

2 –27ე 232 = 2ე – 2; 2გ2ე- 

შევკრიბოთ მიღებული ტოლობები წევრ–წევრად. მი- 

ვიღებთ 4, წერტილის ძ, აფიქსს, რომელიც #8C წრფე- 

ზე M წერტილის ორთოგონალური გეგმილია. (ნახ. 62) 

ძ, =C +2ე + 2 – 2ე 22) 

ანალოგიურად ვიპოვით #, წერტილის აფიქსს: 

I 
ხ, =>(% +2, + 73 – 222 ). 

მარტივად შეგვიძლია გამოვთვალოთ 4,0, წრფის 

კუთხური კოეფიციენტი: 

ჯ= ი –ხ, _ 2,2:2 _ 93 = Cვ7ი. 

თ, –ხ, 20 20 

# 

  
ნახ. 62. 
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ე.ი. #8, წრფის განტოლება ჩაიწერება სახით: 

2=ძ, =ფში(2->). 

თუ მიღებულ ტოლობაში შევიტანთ თ, აფიქსის გა– 

მოთვლილ მნიშვნელობას და ჩვატარებთ გარდაქმნებს, 

მივიღებთ: 

რ-თი) (1) –- _ 1 2 
2-ფშ2=>(2+თ, –თ2-თ% 

ამ განტოლების სიმეტრია 72,,2,,2, ცვლადების მი– 

მართ გვაფიქრებინებს, რომ 4,8, წრფე გადის C, წერ– 

ტილზე. მართლაც, ეს ადვილი საჩვენებელია, ჩავსვათ 

4,8, წრფის განტოლებაში C, წერტილის 

1 
C =>(% +2, + 2ე – 7,2:7) 

აფიქსის მწიშვნელობა და დავრწმუნდებით, რომ 

სრულდება პირობა: 

ძ, ძ, 1 

ხ. ხ. 1=0 

C 9 1 

თუ 2 წერტილი ერთეულოვანი წერტილია, მაშინ 

სიმსონის წრფის (1) განტოლება მიიღებს სახეს: 

2-თ2=-0+თ-ფ-თ). 

თუ ერთეულოვან წერტილად მივიღებთ ბუტენის 

წერტილს ფ =1, მაშინ 

2-თ2=+(თ – თ). 
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ამოცანა ნ6. “44.44.4744 444ირ რა რარ. წესიერი 

თოთხმეტკუთხედი ჩახაზულია წრეწირში. განვიხი–- 

ლოთ 71=4/4#8C სამკუთხედი, რომლის წვეროებია 

4=4,,8=4, C=-/X. ამ სამკუთხედის კუთხეები 

ეყრდნობა 44, 44, #4 რკალებს. ცხადია, 

4=5,ც=2% 6-4, 
7 7 7 

ე.ი. ” სამკუთხედის კუთხეები ადგენენ გეომეტ– 

რიულ პროგრესიას 2-–ის ტოლი მნიშვნელით. (V,)-თი 

აღვნიშნოთ 48C სამკუთხედის 4 კუთხის გარეჩახა- 

ზული წრეწირი, ხოლო #V-ით #8C სამკუთხედის 

ორთოცენტრი. 

დავამტკიცოთ, რომ: 

1. CI =0V, = #-/2, სადაც #- #8C სამკუთხედზე შე– 

მოხაზული წრეწირის რადიუსია; 

2. M=2/,, სადაც ჩ-(+,) წრეწირის რადიუსია; 

3. 7,1 =7; 

4 იე?+ხ?+0:=7X., სადაც ძ=8C,ხ= 4C,0= 48- 48C 

სამკუთხედის გვერდების სიგრშძეებია; 

5. C/,M4, პარალელოგრამია, რომლის ცენტრი ემთ– 

ხვევა სამკუთხედის ეილერის წრეწირის ცენტრს; 

6. #4 მონაკვეთის / შუაწერტილი ემთხვევა 48C 

სამკუთხედზე შემოხაზულ წრეწირის და 48C სამკუთ– 

ხედის ცხრა წერტილის ეილერის წრეწირის გადაკვე– 

თის ერთ–ერთ წერტილს; 
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7. 4) I, 18),,),XC სამკუთხედები მსგავსია. გავა- 

რკვიოთ მათი ორიენტაციის საკითხი, რომელი წყვი– 

ლებია მათ შორის ერთნაირად ორიენტირებული და 

რომელი საპირისპიროდ; 

8. 8C,4C,48 წრფეები გადაკვეთენ #V/, წრფეს წერ– 

ტილებში, რომლებიც 4,8,C წერტილების სიმეტრიუ– 

ლია #8C სამკუთხედის C,4,8 კუთხეთა ბისექტრი-– 

სების მიმართ, სადაც C და „8 კუთხეები ამ შემთხვე– 

ვაში #48C სამკუთხედის გარე კუთხეებია (ნახ.63); 

9. CV,4# სამკუთხედის გვერდების სიგრშეთა კვად– 

რატები და #V,/#/ სამკუთხედის გვერდების სიგრძეთა 

კვადრატები ადგენენ გეომეტრიულ პროგრესიას 2–ის 

ტოლი მნიშვწელით. 

   



ვთქვათ, #4#8C სამკუთხედზე შემოხაზულ წრეწირი 

ერთეულოვანია, მისი ცენტრია 0 წერტილი და #–ერ– 

თეულოვაწი წერტილია. ე.ი. მისი აფიქსი 1–ის ტოლია. 

მაშინ წესიერი თოთხმეტკუთხედის 4, წვეროების ძ, 

აფიქსები ტოლი იქნება: 

(#-–1)#» 
  

.. (–-1)# 
ძ, =005 +1910-–>-–,#=12,3,.-,14, 

4=74#, 8=4, C= 4, წვეროთა აფიქსები ივნება: 

67 6»... 
ძ=ძ,ე =005–-+750-––, 

7 7 

ხ=ძ, =1, 

2  .. 2# 
0=თ, =008-2-+15)0---. 

7 

მათი ჯამი 48C სამკუთხედის / ორთოცენტრის #7 

აფიქსის ტოლია. 

2 6» ., . 2». . 6# 
ჩ=1+ლი0ი8-–-+005-“-+! 1ი–“–-+530––-. 

7 7 7 7 

საიდანაც, 
2 2 

0? = 1+C0§2- +60§9- + ყებრავეი2 = 
7 7 7 7 

2# 4X 6ჯ# 
=3+2 00§--–-+005-–“–-+005-––-|. 

7 7 7 

ვთქვათ, 
2# 4» # 

X=008--–-+C005§-“–-+00§-–-. 
7 7 
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ამ ტოლობის ორთავე მხარე გავამრავლოთ ყი > –ზე. 

გვექნება: 
ჯ 

X51ი> ი რ-ლ0§2- 29 რ 006“ 3 25) 2 00§0> = 
7 7 7 7 7 7 

„ 7 . 7. . 3373. ., 57. , 5Xჯ.... . ჯ# 
=-3-+59ი-–-ვი-–-+8ი-–--8ი -––- +510 #7 = –51ი – , 

7 7 7 7 

საიდანაც, 

X=-1. 

მივიღებთ: 

0II? =3<-1=2. 
მაშასადამე, 

CM = 2 = 7V2,(#=1). 
გამოვთვალოთ (V,) წრეწირის 7, ცენტრის LX, აფიქ– 

სი. შიგა 8 კუთხის ბისექტრისაა #84... რადგან 4, წერ– 

ტილი #C რკალს შუაზე ყოფს. აქედან გამომდინა– 

რეობს, რომ #8 კუთხის გარე კუთხის ბისექტრისაა #84, 

რადგან 4 და 4,» წერტილები 48C სამკუთხედზე 

შემოხაზული წრეწირის დიამეტრალურად საპირისპი- 

რო წერტილებია, ამიტომ 284. და 184. წრფეები 

პერპენდიკულარულია. 4 შიგა კუთხის ბისექტრისაა 

44, = რი 4. ამრიგად, I, წარმოადგენს #4 და #4 

წრფეთა გადაკვეთის წერტილს. შევადგინოთ ამ 

წრფეთა განტოლებები. 4.4 წრფის კუთხური კოე- 

ფიციენტი 1-ის ტოლია, რადგან #4 და 4,4 წრფეები 

პარალელურია, ხოლო #+4# ნამდვილი ღერძია. 
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#4, წრფის განტოლებას აქვს სახე: 

( #7... 23 – ( # .. # 
7- ლC05“-+/I/510“- 1 =27-) C05“- –/§59)ი – 1; 

7 7 7 7 

– # 
2-2=2!-5)ი- –. 1 7 (1) 

ანუ, 

4,4, წრფის კუთხური კოეფიციენტია: 

0-1 – ძც -1 _ =5 =-ძი. 
ძა -I 1 I2 

– 
9, 

ამიტომ, 4,4, წრფის განტოლებას აქვს სახე: 

#-1=- თა") აითი 17 (>-I), 
7 7 

ანუ, 

4 .. 4#)/- 
6-1 = (თია + აი % |(<-/). (2) 

თუ (2) განტოლებაში გავითვალისწინებთ (1) გან– 

ტოლებას, მივიღებთ I, წერტილის 7, აფიქსს. გვაქვს: 

4” , ., 4>« I – უკ... # 
2-1=) 009§–“–+/1:59ი–“- | 27-21-1510 -–1 |, 

7 7 7 

საიდანაც, 

იი§ 27” 
ი ..# 

2=1+ – +190: =%,. 

200§ – 
7 

  

ადვილი საჩვენებელია, რომ 

01? =|,I' =2. 
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საიდანაც, 

01,-= -/2 = #2 =0V#V. 

3Xჯ 
2 / 4 ჯ 2 ყი რ4+ვი2რ-+ჯყი „ # = 4 _ # . IM2 22 =4% I. 

ი 25% 759 7 7 7 

ვთქვათ, 
„·  ., 2>. . 3ჯ»ჯ 

ჩჯ“ პით უშიე მია 

ამ ტოლობის ორთავე მხარე გავამრავლოთ 2901>- 

ზე. მივიღებთ: 

290 C /=2890--8)ი -+25ი-C-89)ი“ 4+289)ი -8)ი3-, 
14 7 14 7 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილში სინუსების ნამრავ– 

ლები გადავაქციოთ კოსინუსების სხვაობად, გვექნება: 

>. „I # # # 2» XL 
25810 –– 7=008§| – – –– |– C0§| –.+––- |+008| ა – 

14 C 3 ( რ) | 7 2) 

»... „.. 3პ» #X 
-005 -––-+-–- +009 ––-–.–- -C00§9 --–-+ I, 

7 14 7 14 7 14 

3» 3» 5ჯ» 5ჯ # 
2900 /=00§--- -ლ0§-” +008-2 008” +00§-- – 00§>., 

14 14 14 14 14 14 2 

. # # 
231ი––7=0058–- 

14 14 

=1ც-2 
2 2 51ე 

საიდანაც, 

„I =#სIდC-–= ჩI 2.1, 2-1 # 2 055 #51435514 2 2. 
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3. რადგან, /,// =#-»,, სადაც ჩ არის წერტილის 

აფიქსი, ხოლო X, არის I, წერტილის აფიქესი. ამიტომ, 

00§–– 
6» 

M-2, =00§“ +005 -- 2 

7 7 ი0§-:” 

  

... 2ჯ 
+ვი –– = 7 

2# ჯ 6» # 2X 
200§5§-–-00§-–-+00§-–--–-00§ – –00§--– 

7 7 7 7 .-. 2ჯ 
= +!,8ვ1ი-–-–-= 

200§2 7 
7 

  

6» 2ჯ 4» 2 
–-005--–-–-005-–- –-005-- -1-–00§-– 

= 7 7 7 7 

200§ -. 
7 

1 27 1 2» 
2 1“90%--- –=-005-- 

200§- 200§> 
7 7 

4, 95#> 200§:-00§ > 905 C05-–– .. 2» 7 -. 2” 

<-3<__–__________ 

200§> 200§- 

5# .. 2” »X .. 5 
=005–-+)590-–“–- =005--+1510-– =ძე. 

7 7 7 

    

” , 

4” 7 
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?- ქ??ვე?? = ქვე? 2 ხ? = 4? §ყი? “- = 4ყკე? 22 თ“ =4/X/” 5)ი 2 II) 5? 7 7? 

2 3ჯ 
0? =4/#2§91ი ფ-= 4ყე? 3# 

გვაქვს: 

თ? +ხ? +0? =4ვ)ე? 2 2% კ 4ყი? 2ჩ+49ი? 7” = 2# 

=2 1+C05:-+1- 005“ -+1-0C0§5- 
7 7 7 

=2|3- «ია 2 + 4 +085 | =2 3-1 =7 =7#?7, 
7 7 7 2 

5. LM =04., რადგან #-L, =ძ, =>1,740 პარალელო– 

გრამია. ამ პარალელოგრამის ცენტრს წარმოადგენს CV 

მონაკვეთის შუაწერტილი. ე.ი. 48C სამკუთხედის ეი– 

ლერის წრეწირის ცენტრი. 

6. წერტილის აფიესია: 

#+ძ, _ 1 2X 6» 5# ( 2# 6» 5ჯ 
=“ 1+ლ0§““ +00§-“+00§“”-+7| §9ი“ –+5)ი +851” | |= 

2 2 7 7 7 7 7 7 

#... . 2... # 
=–- 1655 +/ 29 2+ი2 · 

2 7 7 7 

=1 1- 200§-+00§2 > +4§1ი? 22# 2#ჩ ე გვებ2რვე რკ ვე?2 = 
4 7 7 7 

  

–
 

M+ძ,) 

2 
  

  

  

=1 2- 2005 :-4+48022- +4ფი2-ყი2 = 
4 7 7 7 7 

=1 2–2008§-+2 1 იიი” +2 08 რ ლევან = 
4 7 7 7 7 
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1 
=1 2-29ი5-+2-2იი§ +200 5 -200§-” = 

4 7 7 7 

1 
=1 4+20055 -2იი35” =1.4=I), 

4 7 7 4 

#4 მონაკვეთის # შუაწერტილი ეკუთვნის 48C 

სამკუთხედზე შემოხაზულ წრეწირს. #48C სამკუთხე- 

დის ეილერის წრეწირის 0, ცენტრი წარმოადგენს CV” 

მონაკვეთის შუაწერტილს. 

ამრიგად, CX»” არის C//# სამკუთხედის შუახაზი და 

0,6=104 ==. 

საიდანაც გამომდიწარეობს, რომ ჯ# წერტილი ეილერის 

წრეწირის წერტილია. 

7. ვავენოთ, რომ /#4/,79 =#4008)! და ერთნაირად 

ორიენტირებულია. გვაქვს: 

ძე Mხ I რთ-Mხ V-X, 0 

ღერ“ ”“მიემეა''”“ძ“”” 
# 7X. 1 # ჯ 1 

გამოვთვალოთ, 

6» . . 6X 2ჯ # .. 2 .. 6X 
თ-ჩ=005-+!9ი--–- -1-005---005--- –-7510--- –15I0ი--- = 

7 7 7 7 7 

2» . . 2# 
=-1-008-–- -158I1 –––, 

7 7 

2 გავ 2# 00858-– ” 05 

    

.-. .. V 
–I!I9ი-=- –I1510 ––, 1-1, =1-1– # 

200§8> 200§5– 
7 7 
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10» 10» 3X 3» 

  

(ჩ-L ” =ძ2 =005–--–-7510---- =-00§-–- –79ი ––. 
“ -7 7 7 7 

27 
22 .. 2 (15... # 

(«-/)0-6)=(1+თ2-+/აი 2? | > +I310> = 
200§> 

2 .. 2ჯ 
2» 2 ლ05- წია 

-ს.თა ათ % 7 7 

7 7 20052. 

2 .. 2X 
ჯ» » 9052 #I8ი-ა- 

=(2თთ 5+2იი წი 2-7 7. 

7 7 20082. 

I .. #” 2» .. 2 პჰჭ» .. 3» 
=| C05-–+1510 –– | ლ005–“–- +I,ეი – –-< =005–- +180 ––. 

7 7 7 7 7 7 

რადგან, 

#=(ი, –M)(1->,)+(#-–X,” =ი0§ 7 +/50 7 –008:7 –/8ნი=/=0, 

ეს ნიშნავს, რომ #4/,V = MM#8I, და ერთნაირად ორი– 

ენტირებულია. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ #4, =#// #7C და 

ერთნაირად ორიენტირებულია. 

8. დავამტკიცოთ, რომ ც'. წერტილი 8=+4# წერ- 

ტილის სიმეტრიულია 4 შიგა კუთხის ბისექტრისის 

მიმართ და #VIV, წრფეს ეკუთვნის. 

4 შიგა კუთხის ბისექტრისის განტოლებაა: 
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2-–2=2/8ი >. 
7 

8= 4 წერტილიდან ამ ბისექტრისაზე დაშვებული 

პერპენდიკულარის განტოლებაა 

2-–7=2. 

საიდანაც ვიპოვით 4 შიგა კუთხის ბისექტრისაზე 8 

წერტილის #, გეგმილის ხ =1+/9ი2. აფიქსს. #8' წერ– 

ტილის ხ' აფიქსს გამოვთვლით ტოლობიდან 

51) =>ხ'=1+2/8)ი >. 
2 7 

  

    

  

რადგან, 

57 .. 5# 
#-–X, =005---+18)) –, 

7 7 

2XჯX 
00§-–- » » 

L, -ხ'=1+ 7 +802 -1-2/5ი 2-= 

200§– 7 

2ჯ 27 .. 2ჯ 5 .. 5» 
005§-– » 005---–19ი-- 005“ –+79I0--- 

= 7 /ყი–= 7 » =- » ; 

200§-% 7 200§– 2008” 

ამიტომ ფარდობა 

#->, =2008> 
Xჯ, –ხ, 7 

ი 

ნამდვილი რცხვია. ეს ნიშნავს, რომ #,/,და #8 წერ– 

ტილები ერთ წრფეს ეკუთვნის ანალოგიურად 

დამტკიცდება ამ პუნქტის დანარჩენი ორი დებულებაც. 

257



9. C/, #4, სამკუთხედში 

04, =1, 0I =|I,I =2, 

ამიტომ CI, #4 პარალელოგრამიდან გვაქვს 7,X? =4, 

რადგან, 

ტC/,4, = #41. 

ამიტომ ამ სამკუთხედის გვერდების სიგრძეთა კვად- 

რატები ადგენენ გეომეტრიულ პროგრესიას 2–ის ტო- 

ლი მნიშვნელით. 

ამოცანა 7. ავაგოთ #48C სამკუთხედი ამ სამკუთ- 

ხედზე შემოხაზული 0=(48C) წრეწირისა და მისი 

შიგა 4,8,.C კუთხეების ბისექტრისების გადაკვეთის 

4%.ჩ8ი,Cი წერტილებით (ნახ. 64) 

  

ნახ. 64. 

ვთქვათ, 0 =(48C)=(48C) ერთეულოვანი წრეწი- 
რია და 4,8,C წერტილების აფიქსებია შესაბამისად 

2,2 2. 4 შიგა კუთხის ბისექტრისის 4 წერტილი #8C 

ქორდით მოჭიმულ #8C რკალს შუაზე ყოფს, ამასთან 4 

და # წერტილები „#8C გვერდის სხვადასხვა მხარე-საა. 
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8 და 8. წერტილები, C და C: წერტილები 4C და 
48 გვერდების სხვადასხვა მხარესაა. ამიტომ #-#,”8,C 

წერტილების შესაბამის 

ძე = 4+/2:33, 

ხე = .12,2-, (1) 

თ =+/2,2,. 

აფიქსებს უნდა შევუსაბამოთ ისეთი ნაშნები, რომ 4 

და #, 8 და #8, C და Cა წერტილები #8C, 4/C და 

48 გვერდების სხვადასხვა მხარეს იყოს. ამისათვის 

უნდა ამოვხსნათ (1) სისტემა 2,2,2 ცვლადების 

მიმართ. 

(1) სისტემა გადავწეროთ ასე: 

2.2 =9ძი, 

2,2, =ხ;, (2) 

22 =C, 

(2) სისტემიდან მივიღებთ: 

2,722, = მეხელი. 

როცა, 

2,2:2, = 0ეხიCი; (3) 

მაშინ 

„ = 49% „ - 202 „ _ 20%. (4) 
9% ხე Cი 

როცა, 

2ეშე2კ = –შეხეილი; (5) 

მაშინ



    

ხო 7 _. _ 40% „2, _ _ 00% . (6) 

რძ - ჩხ % 

გავარკვიოთ (4) და (6) ამონახსნწებიდან რომელი 

აკმაყოფილებს ამოცანის პიროგებს. 

პირველად განვიხილოთ (4) ამოწახსნები. 

დავწეროთ #8C წრფის განტოლება 

2 – 2ე 
2-2 ==5-=%2| 2-7 ,-5-56-ი). 

რადგან 8 და C წერტილები ერთეულოვანი წრეწი– 

რის წერტილებია, ამიტომ 

– 1 -–-. 1 
შე =–-–,2ვ=-–-. 

2: 23 

გვექნება: 
2 –2ე =–2ე23 (2-7,). 

ეს გაწტოლება გარდავქმნათ ასე: 

2+2,22=72,+7,, 

    

  

ანუ, 

- კ -–“--1=0. (7) 
2ბე+7 2: +723 

რადგან 

ხ 
2+2 = “9 +509 = 9 (ხე +C), 

ი რ Cი-X% 

–“ 2, ე 
2 +2 =-3-4-+ 25. 1.1 = % <0. 

ხუ: 2) ძერეზე 

ამიტომ #8C წრფის (7) განტოლება მიიღებს სახეს: 
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- რერეზე C 
(2) = ია  2+- 95. 

7 % (ხ; +თ) ხ: +022 
7-–1=0,   

ვიპოვოთ /(ძა) და /6)=/(55 |. 
0 

  

  

  

გვაქვს: 

_ ხეC თახ, _ (8 -თ). 

_ _ხC0 2 _. (რ –ხ)(თ –თ) / ა ი 2(02+C) 0:+C '= ძე (ხე +) 

#C.) _ _(თ –M)(თ –<) _ხ1+2_ _ _(% –M)(4% –< ) _ 
–_-__ 

(4 ხ, )(9 – თ ) (9 –C ) (4 +ხ, )(4 +C) 
ძე (ჩ, თ) 

მაგრამ, 

“თ ძი I | ძე 1 ძი 
1 - _ 2 

5.6ი 0 % სოიო ა ' გ) 
ძი რ% ი მ 

    

საჭირო გარდაქმწების შესრულების შემდეგ მივი– 

ღებთ: 

(თ -ძ)(Cთ – ხე )(ხ –ძ). გ ლ“ 
რამინი 4ძთეხალ 

საიდანაც, 
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(თ –თ)(ხ, –თ)(% –'ხე ) =- რხრწ, · 

ამრიგად, 

#(2) #0) .+სი5,. (2 -2)5 ++ +C), 
+#(49ი) % (6, –თ) 

განვიხილოთ X%' წერტილი, რომელიც 4 წერტილის 
დიამეტრალურად საპირისპირო წერტილია 

0=(.48C) =(48აC) 

წრეწირის მიმართ. #'წერტილის თე'=-–ძე, ამიტომ 

(5 +ხე IC +თ)(ხ –თ) =(ხ, –ძე (% –ძ% '(ხ, -თ)= რმმეხა რ 5 სეი 

ამრიგად, 
2 

  

#(2) _ ხ:C ხ.C 
#0)“ წღსუუუ„საგასგეაბსსიხსასასბს ა აა 0 

ი (ჩხ –9, (ბ, –თ) 

ხეთ ვაჩვენოთ, რომწ=––“–“.–“.-- რიცხვი წამდვილია. 

C –რ 

მართლაც, 

_ 1. IL 
ო _რ6%  – ხა თ =- ხელ -=ი>0 

(ს -თ) (1.1, (ი-თ) 
ხა – 

შევნიშნოთ, რომ როგორიც არ უნდა იყოს სამკუთ– 

ხედი-მახვილკუთხა, მართკუთხა თუ ბლაგვკუთხა, ამ 

სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირისა და სამკუთხე– 

დის შიგა კუთხეების ბისექტრისების გადაკვეთით 

მიღებული სამკუთხედი მახვილკუთხაა. (ნახ.65). 
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გამოვთვალოთ 4#”ჩეCე სამკუთხედის შიგა კუთხეები. 
4 კუთხე ეყრდნობა 8აC ქორდით მოჭიმულ რკალს, 
ხოლო 

8აC = 4C + 48,, 

მაგრამ, 

4C 28_ «0+<8 <4 =–<C44+2844=“--+“-=<5> 

მაგრამ, რადგან, 

«4+28++C=X, 

ამიტომ, 

#L- 24 ” «<4 

სააააა, 
ანალოგიურად, 

28,=65- 2489, 
2 2 

2C =#- 24C 
2 2 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ #X+«' დიამეტრი 

4%Cა ქორდას გადაკვეთს და „#-ჩ8Cა და #':აCე სამ– 

კუთხედებს საპირისპირო ორიენტაცია აქვთ, ამასთან 

56 და 5. სამკუთხედებს საპირისპირო ნიშნები 

აქვთ. ამიტომ (8) ფორმულიდან ვასკვნით, რომ 

12 >0. ე.ი. 4 და # წერტილები 8C ქორდის ერთ 
0 

მხარესაა. 

ამრიგად, (4) სისტემა ამოცანის ამონახსნს არ აკმა– 

ყოფილებს. ანალოგიური მსჯელობით ვაჩვენებთ, რომ 
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(1) სისტემის ამოწახსენია (6) სისტემა თუ #4 ჩმეCესამ–- 

კუთხედი მახვილკუთხაა, თუ #”ჩწაC სამკუთხედი ან 

მართკუთხაა ან ბლაგვკუთხა, მაშინ ამოცანას ამონახ– 

სენი არა აქვს. 

4 8ხC წერტილები წარმოადგენენ #2 8-C სამკუთ- 

ხედის სიმაღლეთა გადაკვეთის წერტილებს (>+-XმაC) 

წრეწირთან. მართლაც, #8აC წრფის კუთხური კოეფი– 

ციენტია ხეთ, ამიტომ # წერტილიდან #”ჩაეC წრფეზე 

დაშვებული მართობის განტოლებაა: 

2 – ძე =ხეძ (2 –ძი). 

ვიპოვოთ ამ წრფისა და 22 =I1 ერთეულოვანი 

წრეწირის გადაკვეთის წერტილები. გვაქვს: 

1.1 
2-2ძ =C) 

0 

2-ძი 

საიდანაც, 

2 ––ძე = ხეთ 
22 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ამ განტოლების ფესვებია: 

72 =ძ)( 4 წერტილის აფიქსი) 

და 

2, = _%9 ( 4 წერტილის აფიქსი). 
% 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ 8 და C წერტი– 

ლების აფიქსებია შესაბამისად 

4-9 
  

  

ძ 
და 2=-– 

ხი % 
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შევნიშნოთ, რომ (1) ფორმულები უმჯობესია ჩავწე– 

როთ სახით: 

ძი =–./7, · 2ვ , ჩე =-./2 · 23:60 =–+/”2, ·/2,. 

სადაც +/2., «2. , “2, გამოსახულებებისათვის აიღება 

ერთნაირი ნიშნები. 

ამოცანა 8. ავაგოთ /48C სამკუთხედი ამ სამკუთ- 

ხედზე შემოხაზული 0 =(4#8C) წრეწირისა და სამკუთ- 

ხედის სიმაღლეების გადაკვეთის 4,ჩ8,C, წერტილე- 

ბით. 

ვთქვათ, 0C=(48C)=(4,8C) წრეწირი ერთეულო–- 

ვანია და 4#,8,C წერტილების აფიქსებია ძ,,ხ,თ, 

ხოლო ასაგები #48C სამკუთხედის წვეროთა აფიქსები 

შესაბამისად 2,2,,2, რადგან #8 წრფის კუთხური 

კოეფიციენტია -2,, ამიტომ C წერტილიდან 28 

გვერდზე დაშვებული მართობის განტოლებაა: 

2-7 = 22% (2–>.). 

ვიპოვოთ ამ წრფისა და 22=1 ერთეულოვანი წრეწი– 

რის გადაკვეთის წერტილები. გვაქვს: 

1.1 
2– 2 =7)2ე > > I 

3 

2 –72კ 

ანუ, 

  2 – 7 = –-2)2 
27 

საიდანაც 

2=2(C წერტილის აფიქსი) 
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და 

ი =-4+2(C, წერტილის აფიქსი). 
“ჯ 

ანალოგიურად ვიპოვით 4, და #8, წერტილების 

აფიქსებს: 

მიღებული სისტემა ამოვხსნათ 2,2,,2 ცვლადების 

მიმართ. ამ ტოლობის გადამრავლებით მივიღებთ: 

=)ნ ქნა = 6 ქნა =/6 ქნ. (1) 
რადგან მარჯვენა ნაწილში მოთვსებული ორი რადი– 

კალიდან თითოეულს შეუძლია მიიღოს ორი მნიშვნე– 

ლობა, ამიტომ (1) სისტემას ექწება 8 ამონახსნი. (1) 

სისტემის ყველა ამონახსნი ჩაიწერება სახით: 

ი-ქნ ნას =ქ6/6, 6 =/6 ძნა 
გ, = –.ქხ, ·-/ თ, თ, = –./ძ, ·./თ , 2, = -/ძ, · „კხ, , 

8, =+ხ, ·/6, 2, =–./თ, ·-/C , 2 =–/C ·-/ხ, 

2 =–/ხ ·./თ, 2, =-/8 ·-/თC, 3 =--/8 ·-/ხ. 

2, = –/ხ, ·-/C,2; =–/8 ·/0, 2, =-/0, "ხნ, , 

2 =-–/ხ ·./C, 2, =/6 ·/6, 2 =+/6 ·/ხ. 

2 =+ხ, ·+/0, 2, =–./C, ·-/C,2 =-/C ·-/ხ. , 

გ-ს წი -/6 ქნან =-ქრ ქნ. 
რადგან, 
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_ _ 2.23 _ 2,8 722. 
ძ, = 2 თ ი, თ => =2ხ6 = – 2,2.7.. (2) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ (1) სისტემის რვა ამონახ– 

სწიდან პირველი ოთხი სამეული არ აკმაყოფილებს (2) 

  

პირობას, ამიტომ ეს სამეულები უვარგისია. მარტივი 

ჩასმით დავრწმუნდებით, რომ დარჩენილი ოთხი სამე– 

ული ამონასხნს წარმოადგენს. 

ამრიგად, ამოცაწის პირობას აკმაყოფილებს ოთხი 

სამკუთხედი. ავაგოთ მაგალითად სამკუთხედი, რომ- 

ლის წვეროთა აფიქექსებია.ტ: 

2, =–/ხ, ·-/ფ, 2, =–+/0, ·/6, 2 =–/0C, ·-/ხ · 

ამისათვის (48C) წრეწირზე ავიღოთ ერთეულო- 

ვანი # წერტილი. (4#M,კ.C) წრეწირისადმი გავავლოთ 

#4 წრფის პარალელური მხები, ასეთი ორი მხების 

გავლება შეიძლება. ჩვენთვის არსებითი მწიშვნელობა 

არა აქვს რომელს გავავლებთ. ვთქვათ, # წერტილი ამ 

მხების საერთო წერტილია (48,C) წრეწირთან, რომ- 

ლის აფიქსი ./0, –ის ერთ-ერთი მნიშვნელობის ტო- 

ლია, (ნახ. 60), ანალოგიურად ავაგებთ 0, და #, წერ– 

ტილებს, რომელთა აფიქსებია V და /C. რომ ავაგოთ 

წერტილი, რომლის აფიქსია /6 //0. ამისათვის # 

წერტილიდან გავავლოთ 0” წრფის პარალელური 

წრფე. X წერტილი წარმოადგენს გავლებული წრფისა 
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და (4380C) წრეწირის გადაკვეთის წერტილს და აქვს 

.ჟხ, ·./თ აფიქსი. · 

    
  
    

    

  
ნწახ.65. 

4 წერტილი #X წერტილის სიმეტრიულია (4#,C) 

წრეწირის ცენტრის მიმართ და მისი აფიქსია –კხ ·/C 

ანალოგიურად ავაგებთ 8 და C წერტილებს, რომელ– 

თა აფიქსებია შესაბამისად 

-/რ-/6 და –/რ ქნ, 
ამოცანა 9. მოცემულია კუბური 

ძე2 +3ძ,2 +30,2+თკ =0 
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განტოლება, სადაც ით«თა,ი,,თ,,ი კომპლექსური რიც- 

ხვებია. ვთქვათ, 2,2,,2 ამ განტოლების ფესვებია. 

დავამტკიცოთ, რომ, თუ სრულდება პირობა: 

2ძ,' –3ძეძ,ძიე +ძ;ძკ =0 

მაშინ #(2,),8(2,),C(2,) წერტილები კოლინეარულია. 

განვიხილოთ პარალელური გადატანა 

ი, 2=L- 
4% 

რომელსაც ჩირნგაუზის გარდაქმწასაც უწოდებენ. ამ 

გარდაქმნით მივიღებთ: 
3 2 

ძ ძ ძ 
რ +-2 | «36-29 | =C +ძკ = 

94% 40 % 

3იძთ.-ი  20ი?:-3ი,თი.+0: -რ(ი+პ ირე – რ) - , <9 000; +090 | _ 6 
  

2 3 
რი 90 

რადგან ძე #0, ამიტომ 

  

2 2 
3ძეძე – მ; „ + 20, =30აშრ, +900 

» +3 =0=>»X"+3/X+ძ=0, 

  

3 
ძე (4 

სადაც, 
2 

3ძეთფ – მ; _ 20? –3ძეძ,რ, +ძე 
= 2 ჰ – 3 · 

იძ % 

თუ 
20, –3თაძ,0; +ძეძ, =0, 

მაშინ 

ნ =0 
და 
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ჯ» +3იX+ძ =0 

განტოლების ამონახსნებია 

», =0, ჯე =1-/3/0, =-–//3ი. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ X,L,8ც წერტილები კო– 

ლინეარულია, მართლაც 

0 0 1 

ჰე “–'!ჰქპი 1=-3/ე7+3ი =0. 

–ჰკჰპჰი I!კკპი I 

რადგან L,X,,წვ წერტილები მიიღება 2.,2,,2 წერტი– 

ლებისაგან პარალელური გადატანით, ამიტომ ცხადია, 

რომ 2,2,,2 წერტილები კოლინეარულია. 
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LI თავი 
კვატერნიონების გამოყენება სტერეომეტრიის 

ზოგიერთი საკითხის შესწავლისას და მათი 

სწავლების მეთოდიკური თავისებურებები 

§2.1. კვატერნიონები. მოქმედებები 

კვატერნიონებზე. კვატერნიონის მოდული 

მათემატიკის სასკოლო პროგრამა არ ითვალისწინებს 

კვატერნიონების და სხვა წარმოსახვითი რიცხვების 

შესწავლას. მაგრამ ასეთი სახის რიცხვებს გამოყენება 

აქვთ პრაქტიკული საკითხების გადასაწყვეტად ტექნი- 

კაში და ეფექტურად გამოიყენებენ კიდეც მას, ამიტომ 

გარკვეული წარმოდგენა რომ პქონდეთ მოსწავლეებს 

კვატერნიონებზე, მიზანშეწონილად ჩავთვალეთ კვა- 

ტერნიონების შესწავლა და მასალის ჩართვა მათემა- 

ტიკის კლასგარეშე ან საგნობრივი წრის მეცადი- 

წეობაზე. 

მეთოდური თვალსაზრისით მიზანშეწონილად მიგ- 

ვაჩნია საკითხის შესწავლა დავიწყოთ მიმოხილვითი 

მასალის გაცნობით, რომელზეც ვისაუბრებთ კვატერ- 

წიონების აღმოჩენის ისტორიაზე, მის აღმომჩენ ლორდ 

ჰამილტონზე, კვატერნიონების ხიდზე, რომელზე გავ- 

ლის პატივიც ამ წიგნის ერთ ავტორს ჰქონდა ირლან- 

დიაში, ლიმერიკის უნივერსიტეტში სამეცნიერო მივ- 

ლინების დროს. მიგვაჩნია, რომ მოსწავლეებს გა- 

ვუვლოთ პარალელები კვატერნიონებსა და კომპლექ- 

სურ რიცხვებს შორის და გავაცნოთ კვატერნიონების 
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გამოყენების არეალი. ამის შემდეგ უშუალოდ გადა- 

ვალთ და შემოვიღებთ კვატერნიოწნების გაწსაზღვრე- 

ბას, კერმოდ: 

განსაზღვრება: თი+ხ!+CV+ძX# სახის რიცხვებს, სადაც 

ი,ხნ,0,ძ ნამდვილი რიცხვებია, ხოლო 

კვატერნიონები ეწოდება. 

ი-ს ეწოდება კვატერნწიონის წამდვილი ანუ რიც- 

ხვითი ნაწილი, ხI+C+ძL-ს კვატერნიონის წარმო- 

სახვითი, ანუ ვექტორული ნაწილი. კვატერნიონთა 

სიმრავლეს აღვნიშნავთ #-თი. 

კვატერნიონებზე მოქმედებების შესრულების დროს 

სამართლიანია შემდეგი კანონები: 

1. (ი +ხ/+C/+ძ,)+(თ, +ხ,1+C,/+ძ,M) = 

=(ძი,+ძთ,)+(6ხ, +ხ,)! + (0, +თ)7 +(ძ, +; #, 

2. 2(თ+ხI+თ+ძM)=(2თ)+(2ხ)!+(20C) /+(2ძ)X#, 

V2C#M, V(თ+ხI+თ+ძM)CVX, 

3. Vი,ხCI ძ,ძა CM, (90, Xხ4:)= (ი4ხX9,9;), 
4. ძ,(ძ: +943) = 9,9: +995, (9: +ძ3)ძ, =9;:9, +939, 

5. VV,01CM, თ =თ+ხI+0/+ძ,M, 0; =0,; +ხ,I+0,/+9.#, 

ძ.9, =(0,0, +ხ,ხ, +C0, +ძ,ძ,)+(0,ხ, +ხ,0,+Cძ, – ძ,C )I+ 

+(ით+060,+ძ,, –ხძ,) /+(0ი,ძ, +ძ,ი, +ხ,, –ხ,C )V 

ყველა შესაძლო I,/,,/ ნამრავლები გამოითვლება 

ტოლობით: 

II=| =-ს /-=/=-ს M-=L1=-), I1=V, 
)I)I=-V, )I).კ=ს #-=), M#·)=–-,0 1'ხ=-). 
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გამრავლების ცხრილის დამახსოვრებაში მოსწავ- 

ლეებს დაეხმარება შემდეგი წესი: 

თუ 7,/,# გამოსახულია წრეწირის სამი წერტილით, 

რომლებიც განლაგებულია საათის მოძრაობის მიმარ- 

თულებით, მაშინ I,/,X სამეულიდან ნებისმიერი ორის 

წამრავლი უდრის მესამეს, თუ მოძრაობა ხორციელ- 

დება საათის მომრაობის მიმართულებით და მესამეს 

მინუს წიშნით, თუ მომშრაობა პირველი თანამამრავ- 

ლიდან მეორე თაწამამრავლისაკენ ხორციელდება საა- 

თის საპირისპირო მიმართულებით. 

საზოგადოდ, ნებისმიერი ორი ძ, და ძე კვატერნიო- 

ნისათვის სამართლიაწი არ არის გამრავლების გადა- 

ნაცვლებადობის კანონი, ე.ი. 90, '0; #9: ·0). 
მართლაც, თუ 

ძ,ლ–ძ, +ხI!+0C/+ძ,L, «ძე =ძე +ხ.+თ/+9.:#, 

მაშინ, განმარტების ძალით: 

ძ, "9; =(9, +ხ,+C7+ძ,XMXCთ. +ხ.1+0.7+9.M)= 

=თ,თ, +თ,ხ.1+09,0, 7 +თ,ძ09;# +ძეხ,! + ხ,ხ,) +C,ხ,ყ + ძ,ხ,I + 

+0თეC,/+ხეC, /1+C,)0, 1 +9ეC, /”+0,ე0,M+ხ,თ,MI+C,)ძ,I0) +ძეძ,M#= 

=ძ,0ა +ძ,ხ.1+0ძ,0C)/ +0,ძ0.# + თემ,! – ხეხ, +0.ხ,M – ძახ,/ + 

+ძაC/ – ხეC# – C,C, +9ეC,1+ თეძ,#+ხ,ძ,) – თი! – შეძ, = 

=(9.ი, –ხ,ხ, – ძ.0, –ძ,ძ,)+(ყახ, +ხ,ძ, +C0ე –ძ,CX+ 

+(ძC, +ძ,0, +ხ,ძ, – ძეხ, )/ +(ფძ, +ძ,ძ, +თხ, –ხ,ი, MX, 

ხოლო, 

ძა ·9, =C(ით, +ხ,1+0C,/+9,MXთ, +ხ,/(+0C/+ძ,M)=20,ძ, +თ,ხ,1+ 

+ თ9აC / + თეთ, + თ,ხ,! +ხ,ხ)!! + ფხ.წ + თხ: + 

+ძ,06C.7/ +ხ),C7/7+C0C7,+ 9,0: 7%+ თ,ძ9:# + 6,თ:#1+ 
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=ძ.აძ, + ძ,ხ, + ძე0,/+ ძეძ,L + თ,ხ.! – ხ,ხ; + C,ხ-# – ძ,ხე ) + 

+C,9:L+9,თ#C=+ძ,6,/ - ხ,CეX-–-Cფ6Cე +9,),0ე1 +0თ,)09:# + 

+0,ძ9:/ – C,ძ:! –ძ,ძ, = (თ.ძ, –ხ,ეხ, – C:0, –ძ,ძ,)+ 

+(თ.ხ, +ხ,ძ, +089, – შ.C, #+(თ-C, + ძ,თე – ხეძ, + ძახ, )/+ 

+(0,ძ, +ძ,ძ, – თხ, +ხ,თ )X9, ·4-. 

1-5 თვისებებზე დაყრდნობით დავამტკიცოთ, რომ 

სამართლიაწია ტოლობა: 

(9, ·9;)-9კ =9,(9; ·9 I 
რომლის დამტკიცება დაიყვანება შემდეგი 27 

ტოლობის სამართლიანობის ჩვენებას: 

ILL-I)=(-), /·(-,)=(/-/),, #-(-I)=(#-1)-7, 

(C-/)=V-)-” /-6-)/)=V-)./, #-V-/)=(64-/)-/, 
ჯ-ს-#)=(I-7)#, 7-0·#)=(/-7)·#M, M#-C·#)=(#-7)·-#, 

'V-)=V-))» /-V-)=V-/) #-(/-)=(%-/), 
''V-/)=C-/)-,, /-VI)=V,)/),# #-თ-7)=C-)):/, 
IV -#)=(6-/)-#. /-C/-#)=C7-7)-6 #-C-#)=(6-/)-#, 
I(L-I)=V-M), 7.(-/)=('.7#V)-., #·()=(-#):7, 

''C-/)=6-M)-/, /-VC-/)=V-#):/, #-#-/)=C-#M)-/, 
I'(L-#M)=6-M):/#, 7-(-#)=VC/.M)-M #-(6:X)=(-M)·#, 

ამ ფორმულის დამტკიცების შემდეგ მეთოდური 

თვალსაზრისით მიზანშეწონილია აწალოგიის დამყა- 

რება მატრიცათა გამრავლების წესთან. 

ძ=0+ხ!ს+თV+ძL კვატერნიოწის შეუღლებული კვა- 

ტერნიონი ეწოდება კვატერნიონს 

ძ=C=მი-ხ!-თფთ-ძხ. 

ცხადია, რომ 
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ი+9ძ =20 

წამდვილი რიცხვია. 

ასევე ნამდვილი რიცხვია 

ძ·.ძ=(თ+ხ(+C+ძMXთ-ხI- თ -ძხ)= 8? +ხ? +0? +/1? 
4 კვატერნიოწის მოდული ეწოდება 

/9.+ ნ, + LI. 
რიცხვს, და აღინიშნება IVI-თი 

II = Vთ” +ხ? +C? +ძ? 

  

ცხადია, რომ 
- 2 

9-9 =4| 
ადვილი საჩვენებელია, რომ 

9) +989: =9,+9:, 

ჯამის შეუღლებული ტოლია შეუღლებულთა ჯა- 
მისა. 

  

9,9; =9, ·9,, 

ნამრავლის შეუღლებული ტოლია შეუღლებულთა 
ნამრავლისა აღებული შებრუწებული თანმიმდევრო- 

ბით. 

ამ ტოლობის სამართლიანობა დაიყვანება შემდეგი 

ცხრა ტოლობის სამართლიანობის დამტკიცებაზე: 

რომლის დამტკიცება დაიყვანება შემდეგი 27 ტო- 

ლობის სამართლიანობის ჩვენებას: 

I-1=I- 7, #:1=1 # M#-1=1-V, 

(7507 1757.# #1=7-+, 
I!ხ=1·/M, /·M#M=M#-/, ჩ·M=V#-V. 
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ვაჩვენოთ ამ ტოლობებიდან ერთ-ერთის, მაგალი- 

თად, Mხ-/=7/7-# სამარლიანობა. 

მართლაც, 

#-7=-L =V, 

77#=C7/)-C#)=/-#=1=#-/. 
ანალოგიურად დამტკიცდება დანარჩენი ტოლობე- 

ბიც. 

ძ, კვატერნიონის ძი: კვატერწიონზე მარცხენა გა- 

ნაყოფი ეწოდება 

92:X =ძ, (1) 

განტოლების ამონახსნს და აღინიშწება სიმბოლოთი: 

_X=4#, 
92 

ძე კვატერნიონის ძე, კვატერნიონზე მარჯვენა გა- 

ნაყოფი ეწოდება 

X0; =9, (2) 
განტოლების ამონახსნს და აღინიშნება სიმბოლოთი: 

= 9L 
95 | 

რომ ამოვხსწათ (1) და (2) განტოლებები, ამისათვის 

მოვიქცეთ შემდეგნაირად: 

(1) განტოლების ორთავე მხარე გავამრავლოთ ძ., 

ჯ_ 

ხოლო შემდებ ლი 

42 

მივიღებთ: 
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1 
–-–-.შ,- მ. 

_M 
ანალოგიურად ვიპოვით 

1 
12 "91. მ. 

“IM 
მაგალითად, ვიპოვოთ #-ს მარჯვენა და მარცხენა 

განაყოფები (I+/+#)-ზე. 

ჯერ ვიპოვოთ ძ,=/ კვატერნიონის 4. =1+I!+# 

კვატერნიონზე მარცხენა განაყოფი. 

  

  

  

გვაქვს: 
ძე =1+1+#=1-7-#. 

1 1) 1.1 
CV |L+7+#“ 1+1+1 3. 

საიდაწაც, 

»=-.- -თ.=10-/-MM=1(6-#-#?) 4, 3 3 
  

კვატერნიონების გამრავლების წესის თანახმად 

I# = –/, ხოლო #7? =-1, ამიტომ, 

"X=3(6+/+1) 

ანალოგიურად, 

“ეწ მ) ' .,= 140 -I-M=2 1C- #-# L-ვ6- 
/+) 92 
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დავამტკიცოთ, რომ ორი კვატერნიონის ნამრავლის 

მოდული ტოლია კვატვერნიონების წამრავლების მო– 

დულისა: 
2 2/ _ 12 

IV, ·9:| =(,| (0: (3) 

მართლაც, 

ი, “შე =(9, ·9,)'(9, ·9:)=(9, -ძე)·9; ·9, =9, ·C, „9; )-9, = 

=თ ქრთ!“ =(6 ·“)' VI =I9 MI 
თუ (3) ფორმულაში გავითვალისწინებთ: 

ძ,=0 +ხ!+C/+ძ,L%, 9. =ძთ. +ხა!+0./+ძ.V, 

მაშინ 

შ, „ძე =(9.ძ, – ხ,ხ, – 0.0, –ძ,ძ, )+(იახ, +ხ.ძ, +C 9. – ძ,C- #+ 

+(თ,ით +თძ,C, +ხ,ძ, – ძ,ხ, )/ +(თეძ, +ძ,ძ, +თხ, –ხ.C, X, 
(ვ) ფორმულა მარჯვნიდან მარცხნივ წაიკითხება 

ასე: 

(ი? +ხ? +C? +ძ? 10? +ხ? +C? +ძ?)= (ი.ი, –ხ,ხ, – 0,C, –ძ,ძ,)? + 
+(ი.ხ, +ხ.ი, +თძ, –ძ,C, ) +(C,ძ, +C,ძ. +ხ,ძ, – ძ.ხ,V + 

+ (იძ, +ძეძშ, +ხ,C – თხ, »” 

§2.2. სკალარული და ვექტორული ნამრავლის 

შემოღეზის ერთი ხერხის შესახებ 

განვიხილოთ კვატერნიონების გამოყენების პრაქტი- 

კული მაგალითები. განხილული მასალები დაეხმარება 

სკოლის მასწავლებლებს ვექტორების სკალარული და 

ვექტორული წამრავლების შემოღება მოახდინონ 

კვატერნიონების გამოყენებით. ამ საკითხების სწავლე- 
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ბა წარმოდგენილი ფორმით განმავითარებელი სწავლე- 

ბის კარგი მაგალითია და ეხმარება მოსწავლეებს ახა- 

ლი ცოდნის მიღება მოახდინონ საგანთაშორისი კავში- 

რების გამოყენებით, 

შემოვიღოთ სივრცეში დეკარტის მართკუთხა კოო- 

რდინატთა სისტემა. I,/,40-თი აღვნიშნოთ C0».0C,,0: 

ღერძმძების მიმმართველი ერთეულოვანი ვექტორები 

(წახ. 66). მაშინ ნებისმიერი ჯამი 

ხ)+C+ძM, Vხ,თძCXჯ 

წარმოადგენს რაიმე CM ვექტორს. MV წერტილის კო- 

ორდინატებია («,ხ,0). 

შევნიშნოთ, რომ ყოველი ძ=თი+ხI+CთV+ძ# კვატერ- 

წიონი ფორმალურად წარმოადგენს თი რიცხვისა და 

ხI+C/+ძ(X ვექტორის ჯამს. 

განვიხილოთ ორი ვექტორული კვატერნიონი, რო- 

მელთა წამდვილი ნაწილები წულის ტოლია 

ჟძ,C=ხ1+0 /+ძ,X და ძე =ხე1+0./ +0ძ)ე#. 

გადავამრავლოთ ისიწი. კვატერნიონების გამრავ- 

ლების წესის თაწახმად გვექნება: 

9,0, =–-(ხ,ხ, +CC +ძ,ძ,)+(Cძ, –ძ,,X+(9,ხ, –ხ,4,)/+(6C, –ხ,C M 

ამ კვატერწიონის რიცხვითი ნაწილია: 

–(ხ,ხ, +თთ, +94,ძ,), 

ვექტორული ნაწილი კი- 
(C4 –ძ,0:X+(+ძ, –ხ,ძე)/+(,თ –ხ,C M 

ამ გამოსახულებებს აქვთ გარკვეული გეომეტრიული 

აზრი, კერძოდ, ვაჩვენოთ. რომ 

ხ,ხ, +0,0, +ძ,9, =49,1·I9,|:C0§თდ (1) 
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ასეთი წამრავლის გამოყენება ხშირად ხდება ანალი- 

ზურ გეომეტრიაში და» მას 9, და ძე ვექტორების სკა- 

ლარული წამრავლი ეწოდება, ის რიცხვია და (4,9) 

სიმბოლოთი აღინიშწავენ. 

  

ნახ. 66. ნახ. 67. 

ამრიგად, განსაზღვრების ძალით 

(9,,9:)=19)|:44,|-იიად (2) 
(1) და (2) ფორმულების შედარებით მივიღებთ 

(4,,ი,)=ხ,ხ, +CCთ, +ძ,ძ; (3) 

დავამტკიცოთ, ეს. მართლაც, განვიხილოთ CVM,M,. 

სამკუთხედი, (ნახ.67). რომელიც აგებულია ძ, და 9; 

ვექტორებზე და ერთი წვეროჯკმდებარეობს კოორდი- 

ნატთა სათავეში, ხოლო ორი დანარჩენი M, და ·Mე) 

წერტილებში, რომელთა კოორდინატებია შესაბამისად 

(,,C,,ი,)და (ხ.,C,ძ;). 

გვაქვს: 
0M,“ =ხ; +0/ +ძ2, 

0M.,” =ხ; +0C2 +912, 

M,M,“ =(, –ხ, +( -თ) +(9, - 9) 
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საიდანაც, 

M,M.? =C0M,? +C0CM,? – 20M, ·-0CM- ლ0§Cთ. 

სადაც თ არის ძ, და ძე ვექტორებს შორის კუთხე. 

ბოლო ორი ტოლობის შედარებით მივიღებთ დასამ- 

ტკიცებელ (1) ტოლობას. 
ამრიგად, ორი ძ, და ძე, ვექტორული კვატერნიონის 

წამრავლის რიცხვითი ნაწილი ტოლია ძ, და თძ, 

ვექტორების სკალარული წამრავლისა მიწუს ნიშნით. 

შევნიშნოთ, რომ თეუ ძ, და ძე ვექტორები პერ- 

პენდიკულარულია, მაშიწ სკალარული წამრავლი წნუ- 

ლის ტოლია. ცხადია, ამ დროს ნულის ტოლია ძ, ·ძე 

წამრავლის რიცხვითი ნაწილი, ამ შემთხვევაში ძ,·-ძე 

წამრავლი იქნება ვექტორი. მართებულია შებრუნე- 

ბული დასკვნაც: 

თუ რძ ·/, ნამრავლი ვექტორია, მაშინ სკალარული 

წამრავლი ძ,-სა ძე-ზე წულის ტოლია. ე.ი. 005თ =0 და 

ძ, და 4; ვექტორები პერპენდიკულარულია. 
შევნიშნოთ, რომ როცა ძ, და 909; ვექტორები პერ- 

პენდიკულარულია, მაშინ 

ძ, '0ე = 9 '0). 

ამ ტოლოზის დამტკიცება მარტივად შეიძლება. 

მართლაც, რადგან 

9)92 =(თძ, –მ,0,X+(9ხ, –ხ,ი,)/+(,C, –ხ,0, M, 

929) =-(4ძ, -ძთX-(თხ, –ხ,ძე),– (ხთ -ხ,CM =–9)02. 

განვიხილოთ ძ, ·ძე ნამრავლის ვექტორული ნაწილი, 

რომელიც ტოლია 
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CC –ძ,თ,X+(ძნ, –ხ,4, )/+(6,, –ხ.C, M 

და დავადგინოთ მისი გეომეტრიული აზრი. 

ანალიზურ გეომეტრიაში ამ გამოსახულებას ძ, და 

ძე ვექტორების ვექტორული წამრავლი ეწოდება და 
I9, თ სიმბოლოთი აღინიშნება. 

IV, ·9,)=(Cძ, – ძ,-„X+C-ძ,ხ, – ხ,ძ, )/ +(6,9, –ხ,C,M (4) 

ადვილი საჩვენებელია, რომ (9, ·9. | და ძ, და ძე 

ვექტორები პერპენდიკულარულია, ხოლო მისი სიგრ- 

ძეა 

  «,I:I9. ·80Cთ, 

ანუ, რიცხობრივად, ძ, და ძ; ვექტორებზე აგებული 
პარალელოგრამის ფართობის ტოლია. 

რომ ვაჩვენოთ I, -შ. | და ძ, ვექტორები მართო- 

ბულია, საკმარისია რომ ამ ვექტორების სკალარული 

წამრავლის რიცხვითი ნაწილი იყოს წულის ტოლი. 

ძ, ·9ე ნამრავლში თუ გავითვალისწინებთ (3) და (4) 

ტოლობზებს, მივიღებთ: 

IV, ·9-1=9, ·9; –(9, ·9:) 
ამიტომ 

ძ,·I9,79:1)=9, ·(9, ·4 –(4,·9,)) = 

=ძ, ·ძ, +(9, ·9,):9, = –I9;|)-9; +(9, თ, )'9, 
მარჯვენა მხარეში მივიღეთ ორი ვექტორის ჯამი, 

ე.ი. ისევ ვექტორი. 

ანალოგიური მსჯელობით დავამტკიცებთ I, -ძ. | და 

ძე ვექტორების მართობულობას. 

ვიპოვოთ I, -ძ. | სიგრძე. მისი კვადრატი ტოლია 
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(თძ, –ძ,თ.) +(9,ხ6, – ხ,ძ,)” +(0,2, –ხ,C,) 
მარტივი გარდაქმნებით მივიღებთ: 

IV,-,) =(ხ”+C +ძ?)(ხ1+2: +ძ; ) – (ხხ, +0C0, – ძ.შ,)” = 

=14, ” :0,)' -(თ 9“ » =/9,I თ, =” 'I9,I“ 005? # = 

=M%,1 ·I2, (1 – იიჯ?#) =19, ·I4,| §(ი?# = §7. 
ანუ, 

IV, ·4,1= 5. 
IV, -:1) და «, და ძე ვექტორების მართობულობა და 

მისი ტოლობა –ა ფართობთან არ განსაზღვრავს მას 

ცალსახად (ნახ. 68). ეს თვისებები აქვს ორ ურთი- 

ერთსაწინააღმდეგო ვექტორს. რომელი მათგანია 

IV, /9;1-? საძიებელი ვექტორი გაირკვევა ასე: 

ძ, შ:., (-4) ვექტორები სივრცეში ორიენტი-' 
რებული უნდა იყოს /,/,#-ს მსგავსად. (ნახ.69). 

+ M 
(9,9) 5, 

4, V რ · 

გ 0 ხს 

9; 
I 

ნახ. 68. ნახ.69. 

ამრიგად, ვექტორული კვატერნიონების გამრავლე- 

ბისას სამართლიანის ფორმულა 

(9, -ძ:)=9, "49 –(ი, ·ძ:) 
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სადაც (9,ძ0,)-ძ, და 94, ვექტორების სკალარული 
ნამრავლია, ხოლო |9,-4;)-«, და 4; ვექტორების ვექ- 
ტორული წამრავლი. 

§2.3. მოზრუნება სივრცეში 

ვთქვათ, ძ=2+ხI+თV+4ძ% წებისმიერი კვატერნიონია, 

რომლის მოდული 1-ის ტოლია 

ი: +ხ“+C?:+ძ” =1 
ეს კვატერნიონი ჩავწეროთ სახით 

ძ=ძ1+თძ' 

სადაც ძ' არის ხI)+C+ძ# ვექტორი. 

რადგან III” +191” =1, ამიტომ არსებობს ისეთი თ 

კუთხე, რომ 

ძი =00§დ-I9|=80Cდ. 

ცხადია, ძ'=101. ჯი, სადაც #-ერთეულოვანი სიგრძის 

ვექტორია. ცხადია 

ძ=008თდ+ჯ-50ი0Cთ 

შევნიშნოთ, რომ ამ სახით შესაძლებელია წების- 

მიერი კვატერნიონის წარმოდგენა, რომლის მოდული 

1-ის ტოლია. 

გავამრავლოთ ი“ კვატერნიონი მის პერპენდიკუ- 

ლარულ რაიმე ” ვექტორულ კვატერნიონზე, მივი- 

ღებთ: 

ძ·V =(ი0ი0§დ+ჯ-510 თ):V =V-C0§თC+ #-V7-8§0 თ, 

რადგან » და ” კვატერნიონები პერპენდიკუ- 

ლარულია, ამიტომ ძ·-»” წამრავლში რიცხვითი ნაწილი 
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0-ის ტოლია, ვექტორული წაწილი კი ტოლი იეწება 

IV-V) ანუ ვექტორისა, რომლის სიგრძეა 

#IქVI-5ი თ =MI, 
რომელიც პერპენდიკულარულია გ და V-სი და ორი- 

ენტირებულია /ჯ9 და V-ს მიმართ იმგვარად, როგორც (/ 

ვექტორია ორიენტირებული ”! და /-ს მიმართ. აღვნიშ- 

წოთ ეს ვექტორი VXV-თი, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ #” 

მიღებულია M#-დან » ვექტორის ირგვლივ მობრუნე- 

ბით > კუთხით. 

ამრიგად 

ძ:ფ:7V=V·:C005თდ+V-ვი დ 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ძ·V ვექტორი მიიღება იჯ 

ვექტორის ღერძის ირგვლივ Vვექტორის მობრუწნებით 

თ კუთხით. (ნახ. 70). 

   
ნახ. 70. ნახ.71. 

ამრიგად, თუ # ერთეულოვანი სიგრძის რაიმე 

ვექტორია, ხოლო » ვექტორი /ჯ ვექტორის პერპენდი- 

კულარული ნებისმიერი ვექტორია, მაშინ »”-ს მარცხე- 

ნა წამრავლი 
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ძ=ლ05თ+ჯ#·:591თ 

კვატერნიონზე ახორციელებს V ვექტორის მობრუ- 

ნებას ” ღერძის ირგვლივ C კუთხით. 

აქ გარკვეული შეზღუდვაა, კერძოდ ის, რომ V» ვექ- 
ტორი აირჩევა არა წებისმიერად, არამედ ის ი» 

ვექტორის მართობული უნდა იყოს. 

განვიხილოთ ახლა ზოგადი შემთხვევა. ამისათვის 

დაგვჭირდება მარცხნიდან გასამრავლებლად უფრო 

რთული გამოსახულება, კერძოდ «ძ-V·/', სადაც ძ'' 

აღნიშნავს # კვატერნიონის შებრუნებულ კვატერ- 

ნიონს, ე.ი. ისეთს, რომ 

ძ I =00ლდ-».ვყით. 

მართლაც, 

(იი-თდ+ ი·5თ თXCი§დ – ი:§თ თ) = C0§” თ – ი” 50” თ = 60§? დ+57)? თ =1. 

ვაჩვენოთ, რომ ძ·ქ7-#' ვექტორი მიიღება V ვექტორის 

მობრუნებით ჯ» ღერძის ირგვლივ 2დთ-ს ტოლი კუთ- 

ხით. 

ვთქვათ, თავიდან V ვექტორი »ჯ ვექტორის მართო- 

ბულია. ამიტომ 

ძ-V-ძ ' =ძ·V·(ი05თდ– 6:50 თ)=9·V.Cი05თ-(ი-V)-ი-§თ თ, 
რადგან ძ#-·”» ვექტორი» ვექტორის მართობულია, 

ამიტომ 

(4:#).6=-–ი-(9-V). 
?,(ყ-V) კვატერნიონი ვექტორია, რომელიც მიიღება 

ძ·”» ვექტორის მობრუნებით » ღერძის გარშემო > 
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კუთხით. (ნახ.71), აღვნიშნოთ ეს ვექტორი ძ.წ 

ამრიგად, 

ძ-·V-« '=4·V-C0§C-9XV-5I დ, 
მარჯვენა მხარეში მდგომი გამოსახულება წარმო- 

ადგენს ვექტორს, რომელიც მიიღება #9#.:V ვექტორის 

მობრუნებით იგ ღერძის გარშემო თ კუთხით. თუ 

გავითვალისწინებთ, რომ თვითონ ძ.-V” ვექტორი მიი- 

ღება V ვექტორიდან ასეთივე მობროუნებით, მაშინ შევ- 

ნიშნავთ, 4:ქV-ძ ! ვექტორი მიიღება V ვექტორის მობ- 

რუნებით ჯ ღერძის ირგვლივ 2თ-ს ტოლი კუთხით. 

განვიხილოთ ზოგადი შემთხვევა. შევნიშნოთ, რომ 

თუ ჯ და V ვექტორები პროპორციულია, ე.ი. 

V=4#<29:ფV=V·0 

და 

ძ·V·ი ' =V·ძ-·ძ ' =V. 
ვთქვათ V» წებისმიერი ვექტორია. დავშალოთ ის ორ 

მდგენელად 
V#=V, +M., 

სადაც XV, ვექტორი /#-ს მართობულია, ხოლო V,- 

პროპორციულია ჯ-სი, მაშინ 

ძ-·V-ძ !=ძ·V,-ძ '+9ძ.VM,-.0 '=0-V-V '+V,. 

საიდანაც ჩანს, რომ V, მდგენელი # ღერძის გარშე- 

მო მობრუნდება 2თ-ს ტოლი კუთხით, ხოლო V, 

უცვლელი დარჩება. მთლიანად V ვექტორი მობრუნ- 

დება ჯ ღერმის გარშემო 2თ-ს ტოლი კუთხით. 
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ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ » ღერძის გარ- 

შემო 2თ-ს ტოლი კუთხით მობრუნებისას ნებისმიერი 

” ვექტორი გადადის 4-V-9V ! ვექტორში, სადაც 

ძ =005თ+ §-§0 თ 

§2.4. მობრუნებათა კომპოზიცია სივრცეში 

ვთქვათ, რაიმე ღერძის გარშემო შესრულდა 2დ,-ს 

კუთხის ტოლი მობრუნება, რომლის მახასიათებელია 

XX, ერთეულოვანი ვექტორი, ამის შემდეგ რომელიმე 

სხვა ღერძის მიმართ სრულდება მეორე მობრუნება 

2თ, -ს კუთხის ტოლი კუთხით, რომლის მახასიათე- 

ბელია ი”, ერთეულოვანი ვექტორი. ჯამში სრულდება 

რაიმე ახალი მობრუნება. ვიპოვოთ მობრუნებათა 

კომპოზიციის ღერძი და მობრუნების კუთხე. 

პირველი მობრუნების დროს წებისმიერი V ვექტორი 

გადავა 

V, =9,-V-ძ ' 

ვექტორში, სადაც ძ, =005Cთ, +/, ·§0 თ, მეორე მობრუ- 

წების დროს V, ვექტორი გადავა 

”,=9,·V,-0, '=ძ,-(9,·V-9 ')=(9, ·9,):V·(9, ·9,)' 

ვექტორში. შევნიშნოთ, რომ, 

(4, 'ძთ )' =9,; ' 9, ' 

რადგან 

(თ ·)'6V '-4, ')=1. 
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ამრიგად, მიმდევრობით შესრულებული ორი მოზბ- 

რუნების დროს » ვექტორი გადავა 

V; =(9; ·9,):V-·(9, ·9;) ' 

ვექტორში, ე.ი. მიმდევრობით შესრულებული ორი 

მობრუწებისას, რომლებიც ძ, და ძე კვატერნიონებს 

შეესაბამება, მიიღება მესამე მობრუნება, რომელსაც 

შეესაბამება V.ძე კვატერნიონი. 

9შ9,.მეკვატერნიონის გამოთვლა რთული არ არის, 

რადგან კვატერნწიონების გამრავლების წესი ცხნობი- 

ლია. ვიპოვით რა ძ,.ძ9ე კვატერნიონს, წარმოვადგენთ 

მას სახით: 

ძ,. ე =0085V/ + ი 51 V/ (5) 
სადაც ” ერთეულოვანი ვექტორია. მაშინ ორი მობ- 

რუნების კომპოზიცია არის მობრუნება „” ღერძის 

გარშემო 2V-ს ტოლი კუთხით. მაშასადამე, კვატერ- 

ნიონების გამოყენებით საკმაოდ რთული ამოცანა 

ამოიხსნება მარტივად. 

განვიხილოთ მაგალითი: ვთქვათ, პირველი მობრუ- 

წება განიხილება CX» ღერმის გარშემო 3 “ის ტოლი 

კუთხით, ხოლო მეორე C”» ღერმის გარშემო იმავე 

კუთხით. 

პირველ მობრუნებას შეესაბამება კვატერნიონი 

. 2 : 
მ, =0052-+/80ი > =––(+/) 

მეორე მობრუნებას კი შეესაბამება კვატერნიონი 
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= 00§ + ირ X26+ 3) 9; = 4 7 4 2 7 

ამ შემთხვევაში 

ძე ·9, =2726+/.220+0=10+/+/+/-0=10+/+/-M. 

წარმოვადგინოთ ეს კვატერნიონი (5) სახით. შევ- 

წიშნოთ, რომ მისი ნამდვილი ნაწილია 

1 # 
–=00§–-. 
2 3 

გამოვდივართ რა აქედან, ჩავწერთ: 

X 1 . # 
·-ძ,ე=605§-–-+| ––II+/-–-#)§5ი –. 92 ?9 3 (-I 7 )| 3 

ამრიგად, მობრუნებათა კომპოზიციის შედეგი შეი- 

ძლება განვიხილოთ, როგორც 

ჩ=+-0+/-M 

ვექტორის გარშემო მობრუნება 5. კუთხით. 
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მეთოდური რეკომენდაციები 

მასწავლებლებს 

1. საქართველოში განათლების რეფორმის წარმა- 

ტებით განხორციელება დიდად არის დამოკიდებული 

იმაზე, თუ როგორი ლოგიკური აზროვნების და მი- 

ღებული ცოდნის პრაქტიკაში გამოყენების უნარებით 

აღჭურვილი დაამთავრებს ახალგაზრდა სკოლას. გან- 

საკუთრებით მნიშვნელოვნად მიგვაჩნია მოსწავლე და- 

ეუფლოს ამოცანების ამოხსნის ერთმანეთისაგან განსხ- 

ვავებულ მეთოდებს და ხერხებს, რომელიც შემდგომში 

მას საშუალებას მისცემს თვითოწვე შეადგინოს იმავე 

ტიპის ამოცანები. მოსწავლეს უნდა შეეძლოს ამოცანის 

ამოხსნა, ჩამოყალიბება, შედგენა, რისთვისაც შეიძლე- 

ბა გამოიყენოს მათემატიკური თვისებები, დამოკიდე- 

ბულებები, გამოთვლები, გაზომვები, აგებები, გარდა- 

ქმნები და სხვ. 

2. საქართველოში განათლების სიტემაში მიმდინარე 

რეფორმა მოითხოვს სკოლაში მიღებული ცოდნის 

პრაქტიკაში გამოყენების უნარ-ჩვევების ფორმირებას. 

მათემატიკის შესწავლაში ეს მიიღწევა ისეთი ამოცა- 

ნების ამოხსნით, რომელსაც აქვს განმავითარებელი 

ფუნქცია და მოითხოვენ ამოხსნის სპეციალური ხერხე- 

ბის გამოყენებას. სწავლების დროს განსაკუთრებული 

ყურადღება უნდა გადავიტანოთ გამოყენებითი ხასია- 

თის ამოცანების განხილვაზე. 
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მოსწავლეთა მიერ სხვადასხვაგვარი ამოცანების 

ამოხსნა ცოდნისა და უწარების დაუფლების, გონებრი- 

ვი შესაძლებლობებისა და პიროვნული თვისებების 

განვითარების ერთ-ერთ მწიშვნელოვან ფაქტორს წარ- 

მოადგენს. მათემატიკის სწავლება შეიძლება განვიხი- 

ლოთ როგორც ამოცანათა ამოხსნის სწავლება, ამიტომ 

სწავლებაში გამოყენებულ ამოცანათა სისტემებზეა 

დამოკიდებული მოსწავლეთა გონებრივი განვითარება. 

ამოცანები, რომლებსაც მათემატიკის არსებული სას- 

წავლო სახელმმღვანწელოები შეიცავს განსაზღვრული 

ჩვევების ჩამოყალიბებაზეა ორიენტირებული. 

სხვადასხვა შინაარსის მქონე ამოცანების ამოხს- 

ნის შემთხვევაში მოსწავლეებს სხვადასხვა სააზროვნო 

ოპერაციების შესრულება, მათთვის ,ცცნობილი დებუ- 

ლებების გახსენება, ამოცანათა ამოხსნის საკუთარი 

გამოცდილების აქტუალიწზება და ახალი ცოდნით შევ- 

სება უხდება. ასეთი შინაარსის მქონე ამოცანების 

ამოხსნის სწავლების პროცესი მდიდარ პედაგოგიურ 

გარემოს ქმნის, რომელსაც ყველა მოსწავლის პიროვ- 

წულ თვისებებზე, მათ მათემატიკურ კულტურასა და 

აზროვნების ფორმირებაზე ზემოქმედება შეუძლია. 

ასეთ ამოცაწებს ემოციური მომენტი შეაქვთ მოსწავლე- 

თა გონებრივ საქმიანობაში. ამგვარად, აღწიშნულ 

ამოცანებთან მოსწავლეთა ურთიერთობის გამოცდი- 

ლება დიდად წაადგება მათემატიკის შესწავლისადმი. 

ინტერესის გაჩენასა და ზოგადი სასწავლო უწარების 

ათვისებას, რაც უზრუნველყოფს სწავლების მოტივა- 
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ციური და ოპერაციული სფეროების დამკვიდრებასა 

და განვითარებას. 

3. ამოცანების სასწავლო, განმავითარებელი და 

აღმზრდელობითი ფუნქციები წარმატებით ხორციელ- 

დება მხოლოდ მაშიწ, როცა მოსწავლეს შეთავაზებული 

ამოცანის ამოხსნის ინტერესი და მოთხოვნილება 

უჩნდება. ეს მაშინ ხდება, როცა მისთვის ამოცანის 

არსი გასაგებია. როცა ამოცანა ორიგინალურია შინაარ- 

სობრივი ან ამოხსწის ხერხის გამოყენების თვალ- 

საზრისით, როცა მოსწავლეს შესაძლებლობა აქვს 

თავისუფლად იფიქროს, გამოავლინოს შემოქმედე- 

ბითი უნარი, გააკეთოს დასკვნები, განზოგადება; რო- 

ცა ის გრძნობს თავისი შრომის სარგებლიანობას; როცა 

მასწავლებელი ახალისებს მოსწავლეთა მხრიდან ლა- 

მაზი, რაციონალური ამოხსნების ძიების მცდელობას 

და მუდმივად არჩევს და ესთეტიკურ შეფასებებს 

აძლევს მათ მიერ გამოყენებული ამოხსნის ხერხებს. 

განმავითარებელი და სპეციალური ხერხების გამო- 

ყენებით ამოხსნადი ამოცანების ინტერესის გაჩენა 

ხელს უწყობს: მოსწავლეთა გონებრივ განვითარებას; 

შრომისმოყვარეობის, ხარისხისა და ცოდნის სიმტკი- 

ცის ამაღლებას; სააზროვნო საქმიანობის აქტივიზე- 

ბას; ყურადღების მობილიზებას; თვალთახედვის არის 

გაფართოებას; მოსწავლის ხასიათის თვისებების ფორ- 

მირებას. 
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4. მათემატიკის სასკოლო სახელმმღვანელოებში მო- 

ცემული სავარჯიშოები ფუნქციური დანიშნულებით 

შეესაბამება სქემას 

„თეორია ->ამოცანები“. 

ჩვენი აზრით, რომ უმჯობესია მათემატიკის სასკო– 

ლო პრაქტიკაში დავამკვიდროთ სქემა 

„ამოცანები -–+თეორია –+ამოცანები“, 

რომელიც აუცილებელია მოსწავლეთა გაწმავითა– 

რებელი სწავლების პრინციპების დასამკვიდრებლად 

და საშუალებას იძლევა გაწვამტკიცოთ არა მარტო 

თეორიული მასალის ცოდნა, მისი გამოყენების საშუა– 

ლებით, არამედ დავეხმაროთ მოსწავლეებს ახალი 

ცოდნის დამოუკიდებლად მოპოვებაში. 

5. მათემატიკის სწავლების უმნიშვნელოვანესი ამო– 

ცანაა ყველა მოსწავლის მათემატიკური მომზადების 

გარანტირებული დონის უზრუნველყოფა მათი მომა– 

ვალი პროფესიული არჩევანისაგან დამოუკიდებლად. 

საზოგადოების კომპიუტერიზაცია, თანამედროვე ინ– 

ფორმაციული ტექნოლოგიების დანერგვა მოითხოვს 

მუშაკის მათემატიკურად განათლებულობას ყოველ 

სამუშაო ადგილზე. მათემატიკურ განათლებულობაში 

იგულისხმება მათემატიკის კონკრეტული ცოდნაც და 

მათემატიკის მეშვეობით გამომუშავებული აზროვნე- 

ბის სტილიც, რომლის ჩამოყალიბებაში მნიშვნელო– 

ვან როლს ასრულებს ამოცანების საძიებო ხერხების 

სწავლება. 
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6. მოსწავლეებისათვის ამოცანების შედგენის სწავ– 

ლება მეთოდურად საკმაოდ დიდ სირთულეებთან არის 

დაკავშირებული და მეტად ზომიერ და ფაქიზ მოპყრო– 

ბას მოითხოვს. მისი მიზანმიმართული სწავლება 

მოსწავლეთა დაინტერესებას იწვევს და ლოგიკური 

აზროვნების ჩამოყალიბებას ეხმარება. ამოცანების 

შედგენის პროცესში მოსწავლეები ითვისებენ არა მარ– 

ტო ამოცანათა შედგენის ხერხებს, არამედ საფუძვლია– 

წად ეუფლებიან შესაბამისი სახის ამოცანების ამოხ– 

სნის ალგორითმულ და საძიებო ხერხებს. 

7. ამოცანების ამოხსნის და შედგენის ურთიერკავ– 

შირში სწავლება მიზნად ისახავს ისეთი უნარების 

განვითარებას, როგორიცაა მოცემული ინფორმაციის 

გარეთ ახალი ინფორმაციის მომიება და მოცემულის 

საფუძველზე ახალი ინფორმაციის შექმნა. ამოხსნის 

საძიებო ხერხების გამოყენებით მათემატიკის სწავლე– 

ბა უნდა წარვმართოთ მათემატიკური ცოდნის და იმ 

ცოდნის მოსაპოვებლად საჭირო შემეცწების ხერხების 

სწავლების შეწყვილებით. 

ვ. მასწავლებლის პროფესიული ცოდნა-ჩვევების 

მნიშვნელოვან მაჩვენებლად მიგვაჩნია არა მარტო 

ამოხსნის საძიებო ხერხების ცოდნა, არამედ რამდენად 

გააზრებულად და გაცნობიერებულად ფლობს ამოცა– 

წების ამოხსნის საძიებო ხერხების მეთოდურ საფუძვ– 

ლებს. ამოცანების ამოხსნის საძიებო ხერხების მეთო– 

დური საფუძვლების ცოდნა სწვლების ერთ-ერთი 

მწიშვნელოვანი ამოცანა, მისი ერთ-ერთი დიდაქტიკუ– 
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რი პრინციპია. ვთვლით, რომ ამოცანების ამოხსნის 

თეორიულ საფუძვლებს მათემატიკის ყველა მასწავლე– 

ბელი უნდა ფლობდეს. 

9. ცოდნა-ჩვევების სრულფასოვნების მნიშვნელო- 

ვან მაჩვენებლად მიგვაჩნია არა მარტო ის, თუ რამდე- 

ნად გააზრებული და გაცნობიერებულია ამოცანების 

ამოხსნის სამიებო ხერხების ცოდნა მოსწავლეთა მიერ, 

არამედ ისიც, თუ რამდენად ღრმად, საფუძვლიანად 

და მტკიცედ აქვს ათვისებული ის მოსწავლეს. ამიტომ, 

ამოცანების ამოხსნის საძიებო ხერხების ცოდნის 

მტკიცედ დაუფლება სწავლების ერთ-ერთი მნიშვ- 

წელოვაწი ამოცანაა და ამავე დროს დიდაქტიკური 

პრინციპის ერთ-ერთი შემადგენელი ნაწილია, რომე– 

ლიც გულისხმობს სასწავლო მასალის ისე მიწოდებას, 

რომ მოსწავლე მტკიცედ იმახსოვრებდეს და ამის 

საფუშველზე უნარი შესწევს თავისუფლად აღადგინოს 

თავის მეხსიერებაში ის, რაც მან ადრე სწავლების 

პროცესში აღიქვა და აითვისა. 

10. ცოდნა-ჩვევების განმტკიცება მჭიდროდაა დაკა– 

ვშირებული გავლილი და ახალი მასალის თანმიმდევ– 

რულ ურთიერთკავშირზე, ამისათვის კი აუცილებელია 

მასწავლებელმა ამოცანის ამოხსნის საძიებო ხერხების 

სწავლება არ უნდა განახორციელოს მანამდე, ვიდრე 

მოსწავლეები საფუშვლიანად არ შეისწავლიან ამოცა– 

ნათა ამოხსნის ალგორითმულ ხერხებს, ამავე დროს 

უნდა დაიცვას გავლილი მასალიდან ახალ მასალაზე 

გადასვლის დიდაქტიკური მოთხოვნები, რომელთა 
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შორის მთავარია ამოცანების ამოხსნის ალგორითმული 

ხერხების სისტემაში მოყვანა და უმთავრესის გამო– 

ყოფა მეორეხარისხოვწნისაგან, ახალი ამოცანის დასმა 

და ახალი საკითხის ფაბულის ისეთი მოხაზვა, რომ 

მოსწავლე წათლად ხედავდეს ამოცანების ამოხსნის 

საძიებო ხერხების სწავლების აუცილებლობას. ყოვე– 

ლივე ამით მასწავლებელი მოსწავლეებში შექმნის ამო– 

ცანების ამოხსნის საძიებო ხერხების სწავლების ადვი– 

ლად დაძლევის განწყობას. 

11. ამოცანების ამოხსნის საძიებო ხერხების დაუფ– 

ლება მოითხოვს მოსწავლისადმი ინდივიდუალურ 

მიდგომას, თითოეული მოსწავლის თავისებურებების 

გათვალისწინებას, დავალებათა ინდივიდუალიზაციას 

და სხვ. მოსწავლისადმი ინდივიდუალური მიდგომის 

დროს საჭიროა იმის გათვალისწინება, რომ თითოე– 

ული მოსწავლე წარმოადგენს განუმეორებელ ინდივი– 

დუალობას. მასწავლებელმა ყურადღება უნდა მიაქ–- 

ციოს თითოეული მოსწავლის ყოველმხრივ შესწავ- 

ლას, მის ხასიათს, ტემპერამენტს, ნებისყოფას, ყურა– 

დღებას, უნარ-ჩვევებს, აკადემიურ მომზადებას, შრო– 

მისმოყვარეობას და სხვ. მასწავლებლის დაკვირვების 

საგანს უნდა წარმოადგენდეს ამოცანების ამოხსნის 

სამიებო ხერხების სწავლების პროცესი მრავალფერო– 

ვანი შინაარსით, ორგანიზაციით და მეთოდებით. ასე– 

ვე მრავალმხრივია მოსწავლისადმი ინდივიდუალური 

მიდგომის გზები და ფორმები, რომელიც მასწავლე– 
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ბელმა ყველა კონკრეტულ შემთხვევაში უნდა გადაწ–- 
ყვიტოს ინდივიდუალურად. 

12. მასწავლებელმა ამოცანების ამოხსნის საძიებო 

ხერხების სწავლების მთელი პროცესი უნდა ააგოს 

სწავლების მეცნიერულ შინაარსზე და გააზრებულ, 

გაცნობიერებულ შეთვისებაზე, რომელიც დამყარებუ– 

ლია აქტიურ დამახსოვრებაზე და ლოგიკური აზროვ- 

ნების ჩამოყალიბებაზე. ყოველმხრივ გაწნვითარებუ-– 

ლი ადამიანის აღზრდა მოითხოვს ისეთ სწავლებას, 

რომელიც უზრუნველყოფს მოსწავლის მიერ მეცნიერე– 

ბათა საფუძვლების თანმიმდევრულ შეთვისებას. 

13. ამოცანების ამოხსნის საძიებო ხერხების პრაქ– 

ტიკული რეალიზება დამოკიდებულია მასწავლებლის 

გამოცდილებაზეც და ამოხსნის საძიებო ხერხების 

ფორმებსა და მეთოდიკურ თავისებურებებზეც. ამო– 

ცანების ამოხსნის ხერხები მოითხოვს სპეციალურ 

შესწავლას. ამოცანების ამოხსნის სპეციალურ ხერხებს 

უნდა ფლობდეს მათემატიკის ყველა მასწავლებელი. 

14. მიზანშეწონილია ამოცანების ამოხსნის დროს 

გამოვიყენოთ სხვადასხვა ხერხი, ამასთან მეთოდურად 

უნდა დავასაბუთოთ გამოყენებული ხერხის უპირატე– 

სობა. 

15. გეომეტრიის სწავლებას უდიდესი მწიშვნელობა 

ენიჭება ადამიანის აზროვნების ჩამოყალიბებაში. გეო– 

მეტრიის შესწავლისას ყურადღება უნდა დაეთმოს არა 

მარტო თეორიული ხასიათის მასალის შესწავლას, არა– 

მედ განსაკუთრებულად უნდა იქნეს ყურადღება გადა– 
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ტანილი პრაქტიკული ხასიათის ამოცანების ამოხსნის 

საძიებო ხერხების გამოყენებაზე. უნდა გვახსოვდეს, 

რომ საპიებო გეომეტრიული ამოცანების ამოხსნის 

სწავლების პროცესში ხდება მოსწავლეთა ლოგიკური 

აზროვნების და მეცნიერული მსოფლხედველობის ჩა– 

მოყალიგზება. 

16. არსებობს გეომეტრიის ისეთი ამოცანები, რომ– 

ლებიც თავისი შინაარსით და სირთულის ხარისხით 

შეესაბამებიან მათემატიკის სასკოლო კურსს, მაგრამ 

მათი ამოხსნა ტრადიციული მეთოდებით ან არ ხერხ– 

დება, ან ამოხსნის პროცესი დიდ დროსა და რთული 

მათემატიკური გარდაქმნების ჩატარებას მოითხოვს. 

ასეთი ამოცანების გადაწყვეტა ზოგჯერ მოსახერხე– 

ბელია წარმოსახვით რიცხვებზე დაყრდნობით, კერ– 

ძოდ კომპლექსური რიცხვებისა და კვატერნიონების 

გამოყენებით. ასეთი ამოცანების ამოხსნა დაფუმნებუ– 

ლია ამოცანების ამოხსნის საძიებო ხერხებთან და 

განმავითარებელი სწავლების თვალსაჩინო მაგალი– 

თია. ერთი მხრივ მოსწავლეები იტვისებენ ცოდნას 

კომპლექსური რიცხვების და კვატერნიონების სესახებ, 

ხოლო მეორეს მხრივ მათი საშუალებით ეუფლებიან 

საძიებო ხასიათის გეომეტრიული ამოცანების ამოხ– 

სნის მეთოდებს. 

17. საშუალო სკოლაში ამოცანების ამოხსნის საძიე– 

ბო ხერხების სწავლება ხელს უწყობს მოსწავლეთა შეგ– 

წებული დამოკიდებულების, პიროვნების ზწეობრივი 

და ინტელექტუალური ფორმირების ძირეულ გაუმჯო– 
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ბესებას, ეხმარება მათ ლოგიკური აზროვნების და სამ– 

ყაროს ობიექტური სინამდვილის შეცნობის უნარის 

ჩამოყალიბებაში. 

18. საკუთარი პედაგოგიური გამოცდილებით, დარ– 

გის სპეციალისტებთან და პრაქტიკოს–ნოვატორ მასწა– 

ვლებლებთან კონსულტაციებით მივედით დასკვწნამდე: 

ამოცანების ამოხსნის საძიებო ხერხების სწავლე– 

ბის მეთოდიკა უნდა აკმაყოფილებდეს გარკვეულ მო– 

თხოვნებს: 

« ამოცანების ამოხსნის საძიებო ხერხების სწავლება 

უნდა განხორციელდეს კონკრეტული ამოცანების 

საშუალებით ამოცანების ამოხსნის დროს; 

ი მასწავლებელმა უნდა გამოიყენოს ისეთი კითხვე– 

ბი, რაც მათ დაეხმარება ამოხსნის პერსპექტიული 

გზის მოძებნაში; 

« ამოცანების ამოხსნის საძიებო ხერხების სწავლე– 

ბის მეთოდიკა უნდა შეიცავდეს ამოცანის ანა– 

ლიზს, რომელიც იძლევა ამოცანის პირობაში არსე– 

ბული ინფორმაციის სრულად აღქმას და მის საფუ– 

ძველზე ამოხსნის რაციონალური გზის მიგნებას; 

ი ამოცანის ამოხსნის ახალი სამიებო ხერხის განხი– 

ლვამდე მოსწავლეებს უნდა გავაცნოთ გამოსაყე– 

წებელი ხერხის არსი და სპეციფიკა, თუ ეს შესამ– 

ლებელია მოვახდინოთ ხერხის განზოგადება. ამო– 

ცანწის ამოხსწის შემდეგ მიღებული ახალი ცოდნის 

განმტკიცების მიზნით მოსწავლეებს საშინაო დავა– 

ლებად ან დამოუკიდებელი მუშაობისათვის მივ– 

ცეთ ანალოგიური ამოცანა. 

300



  

ნაბეჭდი ფორბა % 

ტირაჟი ზას


