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ავტორის მიერ 2006-2017 წლებში ზუსტ და საბუნებისმეტ- 

ყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტის სტუდენტე-ბისათვის წაკით- 
ხული ძირითადი და არჩევითი კურსების საფუძველზე დაწერილ 

წინამდებარე სახელმძღვანელო გადმოცემულია უწყვეტ გარემოთა 
მექანიკის მათემატიკური მოდელები. სახელდობრ: დრეკადი და 

პლასტიკური დეფორმადი სხეულების გეომეტრიულად და ფიზი- 

კურად წრფივი და არაწრფივი მოდელების, დრეკადობის მომენ- 

ტური თეორიის, ჰიდროდინამიკის, მყარ და თხევად გარემოთა 

ურთიერთქმედების ძირითადი დამოკიდებულებები მოყვანილია 

აგრეთვე ფირფიტების ღუნვის კირხჰოფ-ლიავის და მინდლინ- 

რაისნერი ტიპის მოდელები, „ვლადი სისქის ფირფიტების 

ი. ვეკუას იერარქიული მოდელები, ღეროების ეილერ-ბერნულის 

და იერარქიული მოდელები. განხილულია აგრეთვე მოდელები 

ტემპერატურული ძაბვების გათვალისწინებით და ფირფიტის დრე- 

კად ფუძეზე ღუნვის ვინკლერის მოდელი. წიგნთან მუშაობის გა- 

მარტივების მიზნით მას დართული აქვს საკითხის ღრმა გააზრე- 

ბისათვის აუცილებელი დამხმარე მასალა, კერძოდ, თეორიული 

მექანიკის ელემენტები. 

სახელმძღვანელო განკუთვნილია მათემატიკური, საბუნების– 

მეტყველო და ტექნიკური პროფილის ფაკულტეტების სტუდენ- 
ტებისათვის; ის შეიძლება გამოყენებულ იქნას აგრეთვე როგორც 

ცნობარი აღნიშნული მოდელებით დაინტერესებულ პირთა მიერ. 
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ვუძღვნი 
ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის სახელმწიფო 

უნივერსიტეტის დაარსებიდან 100 და ილია ვეკუას სახელობის 

გამოყენებითი მათემატიკის ინსტიტუტის დაარსებიდან 20 წლისთავს 

მეორე გამოცემის 

წინასიტყვაობა 

წინამდებარე გამოცემა წარმოადგენს „უწყვეტ გარემოთა მექანიკის 
მათემატიკური მოდელების“ 2004 წლის გამოცემის გადამუშავებულ და 

შევსებულ ვარიანტს. მასში, 2004-2017 წლებში ლექციების კურსების 

„უწყვეტ გარემოთა მექანიკა“ (მაგისტრატურაში), „დრეკადობის თეო- 

რიის საფუძვლები“ (ბაკალავრიატში) და სხვა არჩევითი კურსების წა- 

კითხვისას მიღებული გამოცდილების გათვალისწინებით, გადამუშავებუ- 

ლია წიგნის გარკვეული მონაკვეთები; სახელმძლვანელო შეივსო ექვსი 

დამატებით: დამატება 3 მოძრავ მოცულობაზე განხილული ინტეგრა- 

ლის დროის მიმართ გაწარმოების ფორმულა; დამატება 4 ორი სასარ- 

გებლო ფორმულა სიბრტყეზე; დამატება 5 პრიზმული გარსები; და- 

მატება 6 კოლოსოვ-მუსხელიშვილის ფორმულები; დამატება 7 უწყვეტ 
გარემოთა მომენტური თეორია; დამატება 8 ზოგიერთი ცნება და ფაქტი 

თეორიული მექანიკიდა. სქოლიოებში მითითებულია დამატებითი 

ლიტერატურა. გასწორებულია შემჩნეული ბეჭდვითი შეცდომები. 

დასასრულს, მადლობას ვუხდი რედაქტორს პროფესორ დ. ნატრო- 

შვილს სასარგებლო დისკუსიებისა და რჩევებისათვის, ხოლო რეცენ- 

ზენტებს ასოცირებულ პროფესორებს გ. გიორგაძეს და ნ. ჩინჩალაძეს 

საქმიანი შენიშვნებისათვის. ასევე მადლობას ვუხდი მეორე გამოცემის 

მომზადებაში გაწეული ტექნიკური დახმარებისათვის დოქტორანტ 

მირანდა გაბელაიას. 

გიორგი ჯაიანი 

მაისი, 2018



პირველი გამოცემის 

წინასიტყვაობა 

წინამდებარე ლექციების კურსი დაწერილია ავტორის მიერ წლე- 
ბის განმავლობაში ი.ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის სახელმწიფო 

უნივერსიტეტის მექანიკა-მათემატიკის და გამოყენებითი მათემატიკისა 

და კომპიუტერულ მეცნიერებათა ფაკულტეტებისა და სოხუმის ფილია- 

ლის ფიზიკა-მათემატიკური ფაკულტეტის სტუღენტებისათვის წაკით- 

ხული არჩევითი კურსების საფუძველზე. ლექციების კურსში გადმოცე- 

მულია უწყვეტ გარემოთა მექანიკის მათემატიკური მოდელები, სახელ- 
დობრ: დრეკადი და პლასტიკური დეფორმადი სხეულების გეომეტრიუ- 

ლად და ფიზიკურად წრფივი და არაწრფივი მოდელები; ჰიდროდი- 

ნამიკის, მყარ და თხევად გარემოთა ურთიერთქმედების ძირითადი და- 

მოკიდებულებები. მოყვანილია ძირითადი ორგანზომილებიანი (ბრტყელი 

დეფორმაცია, ბრტყელი განზოგადებული დაძაბული მდგომარეობა, ფირ- 

ფიტების ღუნვის კირხჰოფ-ლიავის და მინდლინ-რაისნერის ტიპის კლა- 

სიკური თეორიები, ცვლადი სისქის ფირფიტების იერარქიული თეო- 

რია) და ერთგანზომილებიანი (ცვლადი განივკვეთის მქონე ღეროების 

ეილერ-ბერნულის თეორია, ცვლადი მართკუთხა განივი კვეთის მქონე 

ღეროების იერარქიული თეორია) მოდელები. განხილულია აგრეთვე 

მოდელი ტემპერატურული ძაბვების გათვალისწინებით და ფირფიტის 

დრეკად ფუძეზე ღუნვის ვინკლერის მოდელი. ამოცანების განზოგადე- 

ბულ და ვარიაცკიულ ფორმულირებებთან და შესაბამისი არსებობის 

ზოგიერთ თეორემასთან დაკავშირებით, ლექციების კურსს ახლავს და- 

მატება დამხმარე მასალით ფუნქციონალური ანალიზიდან. მითითებულია 

ლიტერატურა ამონახსნების არსებობის და ერთადერთობის დამტკიცე- 

ბასა და კონკრეტული ამოცანების ამოხსნასთან დაკავშირებით. სტუ- 

დენტთა მომზადების დონიდან გამომდინარე ლექციების კურსის წაკით- 

ხვა შეიძლებს მთლიანად, როგორც ორსემესტრიანი კურსი (8 კრედი- 

ტი)), ან ნაწილობრივ, როგორც სემესტრული კურსები (2-4 კრედი- 

ტი), ამასთან მისი ნაწილების გამოყენება შეიძლება როგორც შესავალი 

  

" იგულისხმება ი.ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის სახელმწიფო უნივერ- 

სიტეტში მიღებული საკრედიტო სისტემით განსაზღვრული კრედიტი. 
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კურსისა, რომელიც გალრმავებული იქნება ციტირებული სპეციალური 

ლიტერატურის გამოყენებით. ის შეიძლება აგრეთვე გამოყენებულ იქნას 

როგორც ცნობარი დეფორმადი მყარი სხეულების, სითხეებისა და 

გაზების და მათი ურთიერთქმედების ამოცანებით დაინტერესებულ პირ- 

თა მიერ. ლექციების კურსში შეტანილია ზოგიერთი უახლესი შედეგი 

ღა დასმულია ჯერ კიდევ გამოუკვლევი აქტუალური პრობლემები, 
რომლებიც შეიძლება იქცნენ როგორც საკურსო და სამაგისტრო, ასევე 

საკვალიფიკაციო ნაშრომების თემებად. 

წინასიტყვაობის ბოლოს მადლობას ვუხდი რედაქტორებს დ. ნატ- 

როშვილსა და ჯ. შარიქაძეს და რეცენზენტებს ნ. სხირტლაძესა და 

ნ. ჩინჩალაძეს სასარგებლო დისკუსიებისა და რჩევებისათვის. ასევე 

მადლობას ვგუხდი მ. ბიწაძეს ლექციების კურსის კომპიუტერზე აწყო- 

ბისათვის, ხოლო ა. სლობოდინას და ნ. ცინაძეს ნახაზების აგებისათ- 

ვის. 

გიორგი ჯაიანი 

მარტი, 2004



მეთოდური მითითებები 

წინამდებარე სახელმძღვანელო აგებულია ისე, რომ მის სა- 

ფუძველზე შეიძლება წაკითხული იქნას შემდეგი კურსები: 

საბაკალავრო პროგრამით "მათემატიკა": 

1. დრეკადობის თეორიის საფუძვლები (5 კრედიტი); 

2. პრიზმული გარსებისა და ღეროების მათემატიკური თეო- 

რიის საფუძვლები (5 კრედიტი); 

3. ჰიდროაერომექანიკის საფუძვლები (5 კრედიტი); 

4. თეორიული მექანიკა (5 კრედიტი). 

სამაგისტრო პროგრამეით "მათემატიკა, "გამოყენებითი 

მათემატიკა": 

5. უწყვეტ გარემოთა მექანიკა (5+5 კრედიტი). 

სამაგისტრო პროგრამით "გამოყენებითი მათემატიკა": 

6. წამახვილებული პრიზმული გარსების მათემატიკური თეო- 

რია (3 კრედიტი); 

7. წამახვილებული ღეროების მათემატიკური თეორია (2 კრე- 

დიტი); 
8. დრეკადი მყარ და თხევად გარემოთა ურთიერთქმედების 

ამოცანები (5 კრედიტი). 

გარდა ამისა: 

9. პრიზმული გარსების იერარქიული მოდელები (5 კრე- 

დიტი); 
10.პრიზმული ღეროების იერარქიული მოდელები (5 კრე- 

დიტი); 
11. ფირფიტების ღუნვის კირხჰოფ-ლიავის მოდელი (2 კრედი- 

ტი); 
12. ფირფიტების ღუნვის რაისნერ-მინდლინის მოდელი (2 კრე- 

დიტი); 
13. ღეროების ეილერ-ბერნულის მოდელი (2 კრედიტი); 

14.დრეკად-პლასტიკური სხეულების მოდელები (2 კრედიტი).



ლექციების პირველი კურსი გულისხმობს ნაწილი I-ის (გარ- 

და §1.13-ის და თავი V და VI-სა) და ნაწილი II-ის თავი I-ის 

წაკითხვას. 

ლექციების მეორე კურსი ითვალისწინებს §2.14-ის, §2.5-ის, 

§2.6-ის, §3.1-ის, §3.2-ის და დამატება 5-ის წაკითხვას. 

ლექციების მესამე კურსი ითვალისწინებს ნაწილი 1-ის პირ- 

ველი ორი და მეხუთე თავების და §1.13-ის წაკითხვას. 

ლექციების მეოთხე კურსში უნდა წაეკითხოს დამატება 8 

გაღრმავებული იქვე მითითებული ლიტერატურით. 
ლექციების მეხუთე კურსის წაკითხვისას, თუ მხოლოდ მათე– 

მატიკური მოდელების აგებით შემოვისაზღვრებით, შეიძლება გა- 

მოტოვებული იქნას §1.21 და დამატებები. 

ლექციების მეექვსე და მეშვიდე კურსების წაკითხვისას უნდა 
ვისარგებლოთ მეთერთმეტე და მეცამეტე კურსების მეთოდური 
მითითებებით, იმ აუცილებელი დამატებით, რომ კურსი უნდა 

გაღრმავდეს შესაბამისად §2.4 და §2.6, და §3. და §3.2-ში 

მითითებული ლიტერატურით. 

ლექციების მერვე კურსის წაკითხვა მიზანშეწონილია მხო- 

ლოდ იმ სტუდენტებისათვის, რომლებსაც მოსმენილი აქვთ დრე- 

კადობს თეორიისა და ჰიდროაერომექანიკის საფუძვლები, 

ამასთან გამოყენებული უნდა იქნას ნაწილ IV-ში მითითებული 

ლიტერატურა. 

ლექციების მეცხრე კურსის წაკითხვისას, თუ სტუდენტები 

არ იცნობენ დრეკადობის თეორიას, გამოტოვებული უნდა იქნას 

§1.13, §1.22-1.30, §2.1-2.5 და ნაწილები III და IV, ხოლო თუ 

დრეკადობის თეორიის კურსი მოსმენილი აქვთ, მაშინ უნდა წაე- 

კითხოს §2.6 გაღრმავებული იქვე მითითებული ლიტერატურით. 

ლექციების მეათე-მეცამეტე კურსების წაკითხვისას უნდა ვი- 

სარგებლოთ ლექციების მეცხრე კურსის წაკითხვის მეთოდური 

მითითებებით იმ განსხვავებით, რომ §2.6 შესაბამისად შეიცვლე- 

ბა §3.2-ით, §2.4-ით, §2.5-ით და §3.1-ით.



ლექციების მეთოთხმეტე კურსი გულისხმობს ნაწილი I-ის I- 

IV და VI თავების წაკითხვას, გარდა §1.13-სა, ხოლო თუ სტუ- 

დენტებს მოსმენილი აქვთ დრეკადობის თეორიის კურსი, მაშინ 

– მხოლოდ VI თავს გაღრმავებულს იქვე მითითებული ლიტერა– 

ტურით. 

ყველა ლექცია უნდა შეივსოს შესაბამისი მასალებით დამატე- 

ბებიდან (იხ. ნაწილი V). 

ლექციების ყველა ამ კურსის წაკითხვისას სასურველია, ლექ- 

ტორმა, თავისი შეხედულებების მიხედვით, სტუდენტებს დამოუ- 

კიდებლად მოამზადებინოს მასალის გარკვეული ნაწილი სასე- 

მინარო მუშაობისათვის. 

ყველა ეს კურსი გათვალისწინებულია ბაკალავრიატის მაღა–- 

ლი კურსებისა და მაგისტრატურის სტუდენტებისათვის. 

ყველა ამ კურსისათვის აუცილებელი მინიმუმია დიფერენცია- 

ლური და ინტეგრალური აღრიცხვის (კალკულუსის) ცოდნა. 

სასურველია აგრეთვე ანალიზური გეომეტრიისა და თეორიული 

მექანიკის საფუძვლების ცოდნა.



შესავალი. ძირითადი ჰიპოთეზები 

ჩვენ განვიხილავთ მატერიალურ ობიექდსებს, რომელთა ქვეშ 

გვესმის ყოველგვარი სხეული, რომელსაც შესწავლის პროცესში 

შეუძლია ნებისმიერად იცვალოს ფორმა და მდებარეობა სივრცე- 

ში. ასეთებს განეკუთვნებიან გაზები, სითხეები ან მყარი სხეუ- 

ლები, რომელთაც სივრცეში გარკვეული მოცულობა უ კავიათ. 

დაკვირვებებიდან ცნობილია, რომ მატერიალურ ობიექტებს მო- 

ლეკულური აგებულება აქვთ. მეორე მხრივ, რაგინდ მცირე არ 

უნდა ავიღოთ სხეულის მოცულობის ელემენტი, ის უამრავ მო- 

ლეკულას შეიცავს. მაგალითად, ჰაერის კუბი, რომლის წიბო 

0,001 მმ-ია, შეიცავს 2,7 ·10” მოლეკულას. თუ ვიგულისხმებთ, 

რომ სხეული დაყოფილია ამგვარ ელემენტებად, ისინი შეიძლება 

პრაქტიკულად უსასრულო მცირეებად ჩავთვალოთ და დავახა- 

სიათოთ სიჩქარის, აჩქარების და მოლეკულებზე მოქმედი ძალე- 

ბის საშუალო მნიშვნელობებით. ამგვარად “შეიძლება მივილოთ 

წარმოდგენა უწყვეტ გარემოზე, როგორადაც ჩვენ ქვემოთ. განვი- 
ხილავთ სხეულებს. მატერიალური ობიექტების უწყვეტ გარემოდ 
მიღება გვაძლევს საშუალებას, გამოვიყენოთ მათემატიკური ანა- 

ლიზის მეთოდები. 

შეესნიკს არის მეცნიერება, რომელიც შეისწავლის მატერია- 

ლური ობიექტების მოძრაობასა და წონასწორობას სივრცესა და 

დროში. მექანიკის ის ნაწილი, რომელიც ცნობილია თეორიული 

შექსნიკის სახელით, მოიცავს მატერიალური ობიექტების მექანი- 

კური მოძრაობის მათემატიკური აღწერის მეთოდებს. შექსნიკური 

მოძრაობა კი ეწოდება სხეულების ფარდობით გადაადგილებას. 

მატერიალური ობიექტების მექანიკური მოძრაობის ძირითადი 

კანონებია ნიუტონის”? კანონები. 

  

ბ. ნიუტონი (1643-1727).



1. ინერციის კანონი. სხეული იმყოფება მოსვენებულ (უძრავ) 

მდგომარეობაში ან მოძრაობს თანაბრად და წრფივად რაიმე 

ათვლის სისტემის მიმართ, რომელსაც ინერციული სისტემა 

ეწოდება, თუ გარე ძალების მოქმედების შედეგად იგი არ 

იცვლის თავის მდგომარეობას, ე.. მისი სიჩქარე (ერთეული 

71/ § = მ/შმ)") მუდმივია 

V = C0#19/. 

(კანონი გულისხმობს ათვლის ინერციული სისტემის არსებობას. 

სხეულის მოძრაობის სიჩქარის სიდიდის და მიმართულების 

შენახვას (მუდმივობას) ინერცია ეწოდება). 

2. ძალისა და აჩქსრების პროპორციულობის კანონი. ათვლის 

ინერციულ სისტემაში მოძრავ სხეულზე მოქმედი L ძალა (ერთე- 

ული M =ნიუტონი)'') მისი 7 მასისა (ერთეული #C =კგ)””) 

და 0 აჩქარების (ერთეული MI / §“ =მ/წმ?) ნამრავლის ტოლია: 

# = M0. 

  

მეტრი არის სინათლის მიერ ვაკუუმში I/299 792 458 წამში გავლილი 

მანძილი. წამი არის ცეზიუმის (' C 5) ატომის ძირითადი მდგომარეობის 
ორ ზენაზ დონეს შორის გადასვლის შესაბამისი გამოსხივების 9 192 631 770 

პერიოდის ტოლი დრო. აქ და შემდგომში მითითებულია ერთეულები საერთაშო- 

რისო ერთეულთა 5I სისტემაში. ამ სისტემაში ძირითად სიდიდეებად (ერთეუ- 

ლებად) მიღებულია სიგრძე (L), დრო (1), მასა, თერმოდინამიკური ტემპერა- 

ტურა, ნივთიერების რაოდენობა, ელექტრული დენის ძალა და სინათლის ძალა. 

წარმოებული ერთეული (მაგალითად, სიჩქარის ერთეული) გამოისახება ძირი- 

თადი ერთეულების საშუალებით შესაბამისი მათემატიკური ფორმულით. ფიზი- 

კური სიდიდეების ძირითად სიდიდეებად მიღებულ სიდიდეებზე დამოკიდებულე- 
ბის ფორმას განზომილება ეწოდება (მაგალითად, 01. V := LI). 

) 1 ნიუტონი არის ის ძალა, რომელიც 1 კგ მასის მქონე სხეულს ანიჭებს 1 

მ/წმ2 აჩქარებას. 
"I კგ მასა კილოგრამის საერთაშორისო პროტოტიპის მასის ტოლია. 
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(ძლა ეწოდება ფიზიკურ სიდიდეს რომელიც ახასიათებს 

სხეულთა ურთიერთქმედებას. ის განსაზღვრავს სხეულის მოძ- 

რაობის ან ფორმის ცვლილებას. ძალა ვექტორული სიდიდეა. ძა–- 

ლები სხვადასხვა ხასიათისაა მათი ტიპიდან გამომდინარე). 

3. ქმედებისა და უკუქმედების კანონი. ორი სხეულის ერთმა- 

ნეთზე ზემოქმედების ძალები სიდიდით ტოლია და ურთიერთსა- 

წინააღმდეგოდ არიან მიმართული. 

რაიმე წერტილის მიმართ ძალის მომენტი ეწოდება ვექტორს, 

რომელიც ამ წერტილის ძალის მოდების წერტილთან შემაერთე- 

ბელი ვექტორის (მის საწყის წერტილად მიღებულია წერტილი, 
რომლის მიმართაც ითვლება მომენტი) და ძალის ვექტორის ვექ- 

ტორული ნამრავლის ტოლია, რომელიც მოდებულია ამ წერტილ- 

ში. 

სხეულზე მოქმედი ძალების, როგორც ვექტორების, გეომეტ- 
რიულ”) ჯამს ეწოდება სხეულზე მოქმედ ძალთა ნაკრები (მთა– 

ვარი) ვექტორი, ხოლო მათი მომენტების, როგორც ვექტორების, 

გეომეტრიულ ჯამს - ნაკრები (მთავარი) მომენტი. ნაკრები მო– 

მენტი, ზოგადად, დამოკიდებულია იმ წერტილზე, რომლის მი- 

მართაც ვიღებთ მომენტებს, ხოლო ნაკრები ვექტორი არ არის 

დამოკიდებული იმაზე, თუ რომელ წერტილს ავიღებთ მის საწ- 

ყის წერტილად. ის თავისუფალი ვექტორია (იხ. §1.1). 

ამბობენ, რომ აბსოლუტურად მყარი” ა" სხეული წონასწორო–- 

ბის მდგოშარეობაშია, თუ მასზე მოქმედი ძალებია წონასწორობა- 

ში, ხოლო ძალთა სისტემა წონასწორობაშია, თუ მისი ნაკრები 

ვექტორი და ნაკრები მომენტი ნულის ტოლია. 

  

'ბგეომეტრიაში განიხილება თავისუფალი ვექტორები, ე.ი. ვექტორები, რომლე- 

ბიც ხასიათდება სიგრძით და მიმართულებით, ამასთან დასაშვებია მათი პარა- 

ლელური გადატანა. თეორიულ მექანიკაში განიხილება სრიალა ვექტორები. 
ეი. ისეთი მყარი სხეულები, რომელთა ნებისმიერ ორ წერტილს შორის მან- 

ძილი უცვლელია, მიუხედავად იმისა, თუ როგორი ძალები მოქმედებენ მათზე. 
1



ამდენად, წონასწორობაში მყოფ სხეულზე მოქმედი ყველა გა- 

რე ძალის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი ნულის ჯტო- 

ლია. 

დალამბერის” პრინციპის თანახმად მოძრავ სხეულზე მოქმე- 
დი გარე ძალები წონასწორდება ინერციის ძალით. 

ინერციის ძალა ფიქტიური ძალაა, რომელიც ნიუტონის მეო- 

რე კანონის თანახმად (–-7/107)-ს ტოლია. 

თეორიული მექანიკის განტოლებები სრულად აღწერენ მატე- 

რიალურ წერტილთა სისტემებისა და აბსოლუტურად მყარი სხეუ- 

ლების მოძრაობას. თუ მყარი სხეულის განხილვის პროცესში 

მასზე მოდებული გარე ძალების მოქმედების შედეგად მის წერ- 

ტილებს შორის მანძილი დროებით ან მუდმივად იცვლება, მაშინ 

მათ დეფორმად შყარ სხეულებს, ხოლო სხეულის წერტილთა 

მდებარეობის (სხეულის მდგომარეობის) ასეთ ცვლილებას ჯდე- 

ფორმსციას ვუწოდებთ. დეფორმადი მყარი სხეულების ან გაზე- 

ბის და სითხეების მოძრაობის დასახასიათებლად თეორიული მე- 

ქანიკის განტოლებები “უკვე აღარ გამოდგება. მექანიკის იმ 

დარგს, რომელიც დეფორმად მყარ სხეულებს, გაზებს და სით- 

ხეებს შეისწავლის, ეწოდება უწყვეტ გარემოთა (სხეულთა) შე– 

ქსნიკა. 

უწყვეტ გარემოთა მექანიკაში მიღებულია ე.წ. გაშყარების 

პრინციპი, რომელიც შემდეგში მდგომარეობს: 

დეფორმადი სხეულის წონასწორობისათვის მასზე და მისგან 

აზრობრივად გამოყოფილ ნებისმიერ ნაწილზე მოქმედმა გარე ძა- 

ლებმა უნდა დააკმაყოფილონ იმავე ფორმის აბსოლუტურად მყა- 

რი სხეულის წონასწორობის პირობები. სხვა სიტყვებით, გამყა- 

რების პრინციპის თანახმად, დეფორმადი სხეულის წონასწორო- 

ბის ქვეშ ჩვენ გვესმის ის მდგომარეობა, როცა მისი და მისგან 

აზრობრივად გამოყოფილი ნებისმიერი ნაწილის ფორმის მქონე 

აბსოლუტურად მყარი სხეული წონასწორობაშია დეფორმად 
  

პულ. დალამბერი (1717-1783). 
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სხეულზე და შესაბამისად მის ნებისმიერ ნაწილზე მოდებული 

გარე ძალების მოქმედების პირობებში. 

უწყვეტ გარემოთა მექანიკა იყოფა პჰიდროაეროშევსნიკად ან, 

რაც იგივეა, გაზების და სითხეების მექანიკად და დეფორმადი 
მყარი სხეულების მექანიკად. 

სხეულის თვისებას, მასზე მოდებული გარე ძალების მოხსნის 

შემდეგ დაიბრუნოს თავისი პირვანდელი მდგომარეობა, დრეკა- 

დობა ეწოდება. 

სხეულის თვისებას, გარე ძალების მოქმედების შედეგად განი–- 

ცადოს დიდი პლასტიკური დეფორმაციას, ე.ი. დეფორმაცია, რო- 

მელიც გარე ძალების მოხსნის შემდეგ რჩება, პლასტიკურობა 

ეწოდება. 
ზემოთ ჩამოთვლილი თვისებების შესაბამისდ დეფორმადი 

მყარი სხეულების მექანიკა იყოფა დრეკადობის და პლასტიკუ- 

რობის თეორიებად. ჩვენ ძირითადად შევისწავლით დრეკადო- 

ბის თეორიის ელემენტებს (ფირფიტებისა და ღეროების თეორიე- 

ბის ჩათვლით), თუმცა განვიხილავთ აგრეთვე პლასტიკურობის 

თეორიის, სითხის მოძრაობისა და დრეკადი სხეულისა და სით- 

ხის ურთიერთქმედების მოდელებსაც. 

ზემოთქმულიდან გამომდინარე, დრეკადობის თეორია შექსნიკის 

ის დარგია, რომელიც შეისწავლის მოძრავ ან წონასწორობის 

მდგომარეობაში მყოფ დეფორმსდ მყარ სხეულში დეფორმსციებს 

და ამსსთან დაკავშირებით წარმოქმნილ შინაგან ძალებს, რომლე- 

ბიც გარეშე ფიზიკური ზემოქმედების შედეგად წარმოიშვებიან და 

რომლებიც ცდილობენ, დააბრუნონ სხეული პირვანდელ მდგომა- 

რებაში. 

ასეთივე ამოცანები შეისწავლება მექანიკის სხვა დარგშიც – 

მსსსალათასა გამძლეობაშიც, მაგრამ მისი უხეში მეთოდები, რომ- 

ლებიც მისაღებია ცალკეული ღეროებისაგან შედგენილი სხვადა- 
სხვა კონსტრუქციების შესასწავლად, გამოუსადეგარია ფირფიტე- 
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ბისა და გარსების შესწავლის დროს, საერთოდ რომ არაფერი 

ვთქვათ ზოგად სამგანზომილებიან ამოცანებზე. 

დრეკადობის თეორია მჭიდროდ არის დაკავშირებული სამშე- 
ხებლო მშექანიკასთან, ის წარმოადგენს მექანიკის იმ დარგს, რო- 

მელიც შეისწავლის ლღეროებისაგან შემდგარი სისტემების – 

ბრტყელი და სივრცული ფერმების, თაღების, საყრდენი კედლე- 
ბისა და სხვათა სიმტკიცის, სიხისტისა და მდგრადობის გათ- 

ვლის თეორიას. 

პირველი ცდა იმ „ტიპის ამოცანების ამოხსნისა, რომელთაც 

დრეკადობის თეორია შეისწავლის, ეკუთვნის იტალიელ მეც- 

ნიერს გკალილეო გალილეის (1564-1642), რომელიც შეეცადა, 

ამოეხსნა ამოცანა ღეროს ღუნვისა და გაჭიმვის შესახებ. 

ინგლისელმა მეცნიერმა რობერტ ჰუკმა (1635-1702) 1678 

წელს გამოქვეყნებული ნაშრომით, რომელიც ეხებოდა მის მიერ 

ექსპერიმენტულად აღმოჩენილ კანონს გაჭიმვის დროს გარკვეულ 

საზღვრებში დატვირთვასა და დეფორმაციას შორის წრფივი და- 

მოკიდებულების შესახებ» ფაქტობრივად “საფუძველი დაუდო 
დრეკადი სხეულების მექანიკას (იხ. §1.12). 

ინგლისელმა თომასს იუნგმა (1773-1829) XIX საუკუნის და- 

საწყისში შემოიღო დრეკადობის მოდულის ცნება. მან დაადგინა 

აგრეთვე განსხვავება გაჭიმვა-კუმშვისა და ძვრის დეფორმაციებს 

შორის. ამ დროისათვის ჟ. ლაგრანჟის (1736-1813), ბოფი უერ- 

შენის (1776-1831), ბ. პუსასონის (1781-1840) და ლ.მ. ნავიეს 

(1785-1836) შრომებით ფაქტობრივად შეიქმნა ფირფიტების თეო- 

რიის საფუძვლები. 

ამდენად, XVIII-XIX საუკუნეების მიჯნაზე საფუძველი ჩაეყა- 

რა დრეკადობის თეორიას, რომელმაც შემდგომი არსებითი განვი- 

თარება ჰპოვა ფრანგი მეცნიერის ო. კოშის (1789-1857) შრო–- 

მებში. მან შემოიღო დეფორმაციისა და ძაბვის ცნებები და საგ- 

რძნობლად გაამარტივა ძირითადი განტოლებების გამოყვანა. 
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12% წელს გ. ლამესს (1795-1870) და პ. კლაპეირონის 

(1799-1864) შრომებით ფაქტობრივად დასრულდა დრეკადობის 

მათემატიკური თეორიის ძირითადი აპარატის შექმნა. 

დრეკადობის თეორიის განვითარებაში თვისობრივად ახალი 

ნაბიჯი იქნა გადადგმული ბ. ხენ-ვენანის (1797-1886) მიერ მი- 

სივე სახელით ცნობილ პრინციპის ჩამოყალიბებით (იხ. § 1.20). 

დრეკადობის თანამედროვე თეორიის შექმნაში უცხოელ მეც- 

ნიერებთან ერთად აღსანიშნავია ქართველი მეცნიერების 6. შუხ– 

ხელიშვილის (1891-1976), ი. ვეკუას (1907-1977), ვ. კუპრაძის 

(1903-1985) და მათი მოწაფეების ღვაწლიც. 

ჰიდროაერომექანიკაში ჰუკის ექსპერიმენტული კანონის როლს 

თამაშობს ნიუტონის ექსპერიმენტული კანონი (იხ. §1.13). განი- 

ხილავენ სითხის ორ მოდელს: იდეალურსა და ბლანტს. იდეა- 

ლური სითხის განტოლებები გამოიყვანა ლ. ეილერმა (1707- 

1783), ხოლო ბლანტი სითხის – ლ.მ. ნავიემ და ჯ.გ- სტოქსმა 

(1819-1903) (იხ. §1.23). ჰიდრომექანიკის ამოცანების შესწავლა- 

ში დიდი როლი ითამაშეს 6.ე. ჟუკოვსკისა (1847-1921) და 

ს.ს. ჩაპლიგინის (1869-1942) შრომებმა. აღსანიშნავია ლ. პრან- 

დტლის (1875-1953), თ. კარმანის (1881-1963) და ო. რეინოლ– 

დსის (1842-1912) დამსახურება ბლანტი სითხის მოძრაობის 

შესწავლის საქმეში. გასული საუკუნის 30-იან წლებში გიოტინ– 

გენის ჰიდრომექანიკის ინსტიტუტის ლ. პრანდტლის ლაბორა- 

ტორიაში უნიკალური ექსპერიმენტები ჩაატარა ი. ნიკურაძეშ 

(1894-1979). თბილისში მოღვაწე ქართველმა მეცნიერებმა 

(დ. დოლიძე (1908-1960) ლღა მისი მოწაფეები) გარკვეული 

წვლილი შეიტანეს ჰიდროაერომექანიკის განვითარებაში. 
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ნაწილი I. სამგანზომილებიანი მოდელები 

თავი ს, ძაბვების თეორია 

§1.1. მოცულობითი და ზედაპირული ძალები 

მექანიკაში არჩევენ ორი სახის ძალას: მოცულობითს და ზე- 

დაპირულს, იმისდა მიხედვით, თუ რაზე მოქმედებენ ისინი: მო- 

ცულობით თუ ზედაპირულ ელემენტზე (იხ. მაგ, 2), I36), 

(53). მოცულობითი ძალის ტიპური მაგალითია სიმძიმის და 

ინერციის ძალები, ხოლო ზედაპირული ძალისა კი წნევა. 

მოცულობითი ძალები მოქმედებენ გარემოს სხვადასხვა ელე- 

მენტის მოცულობაზე, უფრო სწორად, მასში მოთავსებულ მასა- 

ზე. მიღებულია, რომ მოცულობის 97 უსასრულოდ მცირე ელე- 

მენტზე (იხ. ნახ. 1.L.1) მოქმედ მოცულობით ძალას აქვს დ ძV7 

სახე, სადაც დ რაიმე სასრული ვექტორია”), რომლის მოდების 

წერტილად შეიძლება მიღებულ იქნას თ ელემენტის ნებისმიერი 

შიგა X=(X.X,,X) შუ წერტილი. დ-ს ეწოდება მოცულობის 

ერთეულზე გათვლილი მოცულობითი ძალა. ე.ი. მისი ერთეულებია 

M / MI" = ნიუტონი/მ%=((კგ.მ)/წმ2) /მ3 

= (CC · #I) / §7) / ო?? = #დ / 7I”§“ 

  

"ძალა, როგორც ვექტორი, ხასიათდება შემდეგი სამი ელემენტით: მოდების 

წერტილით, სიგრძითა და გეზით. ასეთ ვექტორს ბმული ვექტორი ეწოდება. 

აბსოლუტურად მყარ სხეულზე მოქმედი ძალა სრიალა ვექტორია, რომელიც 

ხასიათდება შემდეგი სამი ელემენტით: სიგრძით, გეზით და ფუძით (ვექტორის 

ფუძე ეწოდება წრფეს, რომელზედაც ვექტორია მოთაგსებული). 
-ქვემოთ, თუ საწინააღმდეგო არ იქნება თქმული, ჩვენ განვიხილავთ დეკარ- 

ტის მართკუთხა კოორდინატთა მარჯვენა X,XაXვ სისტემას, რომლის ბაზისია 

0, =(I,0,0), 6, =(0,I,0), 6. =(0,0,1). 
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თუ / აღნიშნავს გარემოს სიმკვრივეს, ე.ი. მოცულობის ერ– 

თეულში მოთავსებულ მასას, მაშინ მასის ერთეულზე გათვლილი 

მოცულობითი ძალა, რომელსაც მასობრივ ძალას “უწოდებენ, 

დ/ 2 –ს ტოლია ი? დამოკიდებულია ელემენტის მდებარეო- 
ბაზე გარემოში ე.ი. X წერტილის კოორდინატებზე, ხოლო დინა- 

მიკურ შემთხვევაში – დროზეც. მთელ ” მოცულობაზე მოქმედი 

მოცულობითი ძალების მთავარი (ნაკრები) ვექტორი გამოისახება 

შემდეგი სამჯერადი ინტეგრალით (მისი ერთეულია /V ნიუტონი) 

3) I (X, 
” 

ხოლო ამავე მოცულობითი ძალების მთავარი (ნაკრები) მოშენტი 

– ინტეგრალით (მისი ერთეულია M “1 =ნიუტონი “მა 

M = | |(>,დIი/, X=C>,.X,,X.). 
I4 

(>, დ და IX,თI)" ვექტორები ქმნიან მარჯვენა სამეულს). 
მთავარი მომენტის გეგმილები საკოორდინატო ღერძებზე მოგვცე- 

მენ მთავარ მომენტებს ამ ღერძების მიმართ. 

  

ა X და მწვექტორების კეეზორული ნამრავლი ვექტორია და აღინიშნება 

ყე სიმბოლოთი. ვექტორული ნამრავლის მოდული (სიგრძე) გამოითვლება 

I2,დ) =IXIდ «იი (დ, ) 
ჩ# 

ფორმულით, სადაც (; · დ) უმცირესი კუთხეა X და დ ვექტორებს 

შორის, ამასთან, X, (6 და IX.თI) ვექტორები ქმნიან მარჯვენა სამეულს და 

(L,დ| ორთოგონალურია, როგორც Xჯ , ასევე დ ვექტორის. ფორმალურად, 
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მიღებულია, რომ #2 ნორმალის მქონე ზედაპირის თა უსას- 

რულოდ მცირე. ელემენტზე (იხ. ნახ. 1.1.3) მოქმედ ზედაპირულ 

ძალას აქვს X, ძა სახე, სადაც X, რაიმე სასრული ვექტო- 

რია, რომლის მოდების წერტილად შეიძლება მიღებულ იქნას ძა 

ელემენტის ნებისმიერი X შიგა წერტილი. X,-ს ეწოდება ფარ- 
თის ერთეულზე გათვლილი ზედაპირული ძალა (მისი ერთეულია 

ჯი = V / #I პასკალი). მთელ 5» ზედაპირზე მოქმედი ზედაპი- 

რული ძალა (მისი ერთეულია /#”თ -#:? = V ნიუტონი) გამოისა- 

ხება შემდეგი ზედაპირული ინტეგრალით 

#= || X„ძ5, 
ა 

ხოლო მთავარი მომენტი (მისი ერთეულია #”1 #0 · MI” = M ·/I) 

– ინტეგრალით 

  

თუ X := (XX; X3) და დ:=(დ,,Cთდ,,დ.) ვექტორები მოცემულია 

დეკარტის მართკუთხა კოორდინატებით, მაშინ ვექტორული ნამრავლი შეიძ- 

ლება ჩაიწეროს შემდეგი “დეტერმინანტის” სახით: 

0 0: 8კ 

(,თ| = X X) X3| =C,, 6,X,0C0,, 

დ, თ, თ, 

სადაც CV = -C – 7)” – M%)(CX – 1) ლევი-ჩივიტას (1873-1941) სიმბო- 

ლოა. _ 

Xჯ და დ ვექტორების სკალარული ნამრავლი განიმარტება შემდეგი 

ტოლობით 

(„„თდ)= XC იი%C,C) = >. »C,. 
1=1 
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ნახ. 1.1.3 

არადეფორმირებულ სხეულში ნაწილაკების განლაგება 

შეესაბამება სხეულის სითბურ წონასწორობას თუ სხეულიდან 

აზრობრივად გამოვყოფთ რაიმე მოცულობას, მაშინ ყველა ძალა, 

რომელიც მასზე მოქმედებს სხეულის სხვა ნაწილების მხრიდან, 

გაწონასწორებული იქნება; გარე ძალების მოქმედების შედეგად 

კი ნაწილაკების განლაგება სხეულში იცვლება, ეი. სხეული გა- 

ნიცდის დეფორმაციას, რის შედეგადაც წარმოიშობა შინაგანი ძა- 

ლები, რომლებიც ცდილობენ დაუბრუნონ სხეული პირვანდელ 

მდგომარეობას. მათი განსაზღვრისათვის გამოიყენება ე.წ- კვე- 

თის მეთოდი. ვთქვათ, გარე ძალების მოქმედებით დეფორმირებუ- 

ლი სხეული წონასწორობაშია. აზრობრივად გავკვეთოთ ის რაი- 

მე ზედაპირით (იხ. ნახ. 1.1.4) ორ #4 და „8 ნაწილებად. აზრობ- 

რივად ჩამოვაშოროთ „8 ნაწილი და მისი მოქმედება #4 ნაწილზე 

შევცვალოთ კვეთის გასწვრივ მოდებული ისეთი ძალების მოქ- 
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მედებით, რომლებიც არ გამოიწვევენ -# ნაწილის დეფორმირე- 

ბული მდგომარეობის შეცვლას. ეს უკანასკნელი ძალები ახლა 

შეიძლება გავიგოთ, როგორც “4 ნაწილზე მოდებული გარე ზედა- 

პირული ძალები. 

ნახ. 1.1.4 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ ნახ. 1.1.3-ზე გამოსახული სხეული 

რაიმე სხვა სხეულებიდან აზრობრივად გამოყოფილი ნაწილია, 

მაშინ X,ძ5 -ს უწოდებენ დაძაბულობის ძალას ან ძაბვას, ხო- 
– 

ლო X,-ს – ფართის ერთეულზე გაანგარიშებულ ძაბვას ან 

ძაბვის ვექტორს. ე.ი. მისი ერთეულია /7 = M / #?. 

ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ X, 05 გამოხატავს იმ ჭზედაპი- 
რულ ძალას, რომლითაც ძ5-ის საშუალებით 2 ზედაპირის გა- 

რეთ მდებარე გარემოს ნაწილი მოქმედებს მის შიგნით მდებარე 

ნაწილზე. მაშინ, ნიუტონის მესამე კანონის თანახმად, შიგა ნა- 

წილი ძა -ის საშუალებით გარე ნაწილზე იმოქმედ ებს 

X – ძა =-X ი ძა ზედაპირული ძალით. ინდექსი ” აღნიშნავს, 

რომ X, =(X,.,X,,X,ვ) ძაბვის ვექტორი მოქმედებს 
”12 ” 
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7 = (M,,M,/ვ) ნორმალის მქონე ზედაპირს “უსასრულოდ 

მცირე ელემენტზე. მის გეგმილს # ნორმალის მიმართულებაზე 

ეწოდება ძაბვის ვექტორის C, ნორმალური მდგენელი, ხოლო 

მოდების წერტილში გამავალ მხებ სიბრტყეზე გეგმილს – ?1, 

მჩები მდგენელი. 
ძაბვის ტენზორის კომპონენტების აღსანიშნავად გამოიყენება 

სხვადასხვა აღნიშვნა, რომლებზეც ნათელ წარმოდგენას გვაძლე- 

ვენ შემდეგი მატრიცული ტოლობები: 

XI) XV XV X, '# 7, C. ი. 1. 

42 Xც XX) =|X » 

Xვ3, X>: X3 X. აღა
 

ა=
< 

§1.2. ძაბვის ვექტორის დამოკიდებულება ზედაპირის 

უსასრულოდ მცირე ელემენტის ორიენტაციაზე. კოშის 
ფორმულები 

X,-თი, #7 = 2,3, აღვნიშნოთ განსახილველ წერტილში X, 

ღერძის მიმართულების ნორმალის მქონე ზედაპირის უსასრუ- 

ლოდ მცირე ელემენტზე მოქმედი ძაბვის ვექტორის გეგმილი X, 
ღერძზე. 

ვაჩვენოთ, რომ ადგილი აქვს კოშის შემდეგ ფორმულებს (იხ., 

მაგალითად, (2), (361), (531) 

X,, = 2X ,#, ა, (1.2.1) 

  

თუ რაიმე ინდექსი ერთწევრში მხოლოდ ორჯერ გვხვდება, ჩვენ ყოველთვის 
ვიგულისხმებთ, რომ ხდება აჯამვა მის მიმართ ინდექსის ცელილების სიმრავ- 

ლეზე (შემდეგში ვიგულისხმებთ, რომ ლათინური არამთავრული ინდექსები 
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ეს ფორმულები გვიჩვენებენ, რომ, თუ ცნობილია მოცემულ 

წერტილზე გამავალ სამ ურთიერთმართობ ზედაპირის უსასრუ- 

ლოდ მცირე ელემენტზე მოქმედი ძაბვები აღნიშნულ წერტილში, 
მაშინ შეიძლება გამოვთვალოთ ამ წერტილზე გამავალ ნებისმიე- 

რად ორიენტირებულ ზედაპირის უსასრულოდ მცირე ელემენტზე 

მოქმედი ძაბვის ვექტორი ამავე წერტილში: 

X =X,,66, = X,, M,6,. (1.2.2) 

  

  
ნახ. 1.2.1 

  

იღებს მნიშვნელობებს 1,2,3, ხოლო ბერძნული კი – 1,2). იმ შემთხვევაში, 

როცა ასეთ ფაქტს ადგილი აქვს, მაგრამ აჯამვა არ უნღა მოხდეს, ერთ-ერთ 
3 

ინდექსს ქვემოდან ან ზემოდან გავუსვამთ ხაზს. მაგალითად, C7,, := 2.ძ, , 
= 

3 

თ, := 2”. , მაგრამ თ, = თ; აღნიშნავს სამ ელეშენტს: თ)) ,Cთ25 .Cვვ -ს 

ჯ=I . 

იმისდა მიხედვით, თუ რა მნიშვნელობას იღებს I. 
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მატრიცს, რომლის ელემენტებია X,,, 1,1 =1,2,3, უწოდე- 

ბენ ძაპვის ტენზორს (იხ. §1.4). 

გავავლოთ სხეულის რაიმე # წერტილში საკოორდინატო 

სიბრტყეების პარალელური სიბრტყეები და მისგან # ”უსასრუ- 

ლოდ მცირე მანძილით დაშორებული ” ნორმალის მქონე სიბ- 

რტყე. მათი თანაკვეთით მივიღებთ 48C”M ტეტრაედრს (იხ. ნახ. 

1.2.1). კიგულისხმოთ, რომ მოცულობითი და ზედაპირული ძა- 

ლები გარემოს წერტილის მიმართ უწყვეტი ფუნქციებია. თუ 

დავუშვებთ, რომ სხეული წონასწორობაშია, მაშინ, გამყარების 

პრინციპის თანახმად, ტეტრაედრზე მოქმედი გარე ძალების ნაკ- 

რები ვექტორი და ნაკრები მომენტი ნულის ტოლი უნდა იყოს. 

თუ ტეტრაედრის მოცულობას აღვნიშნავთ /#V -თი, მასზე 

მოქმედი მოცულობითი ძალის X, ღერძზე გეგმილი იქნება 

(დ, +5,)4V, 

რადგან · დ, -ის მნიშვნელობას ვიღებთ # წერტილში, ხოლო 

დ,(”) =Cთ,(#))+5,, სადაც ” ტეტრაედრის რაიმე შიგა წერ- 

ტილია და დ-ის უწყვეტობის გამო §, უსასრულოდ მცირე სი- 

დიდეა, როცა #8 –>3 0. 

ანალოგიურად, 48C ზედაპირზე მოქმედი ზედაპირული ძალის 

X, ღერძზე გეგმილი იქნება 

(X„ +6))C, 

სადაც C არის 48C სამკუთხედის ფართობი, ხოლო 8 უსას- 

რულოდ მცირე სიდიდეა, როცა ჩ –>3 0. 

ცხადია, 4Cს, 8Cს და 48» ზედაპირებზე, რომელთა გარე 

ნორმალების მოგეზულობა, შესაბამისად, –X:, -–X, და –Xვ 

ღერძების მიმართულებას ემთხვევა, მოქმედი ზედაპირული ძალე- 

ბის X, ღერძზე გეგმილების ჯამი იქნება 

(–-X,+6,)თ,, 

23



სადაც C,, თე, Cთვ შესაბამისად 8C#, 4C# და 48 სამკუთ- 

ხედების ფართობებს აღნიშნავს, §.,, /,1=1IL,2,3, უსასრულოდ 

მცირე სიდიდეებია, როცა სნ –> 0. მაგრამ 

##=ჩთ, თ, =თი,. 

ამ ორიდან “უკანასკნელი გტცხადია, "სამი პერპენდიკულარის 

თეორემის თანახმად (იხ. ნახ. 1.2.1). 

ამრიგად, 

C +5) 1+C, +8)თ+(X,+5,)თ #), =0. 

ამ უკანასკნელის C-ზე გაყოფისა და ჩ-ის ნულისაკენ მის- 

წრაფების შემდეგ მივიღებთ (1.2.1)-ს. 

§1.3. წონასწორობის განტოლებები 

დავუშვათ, რომ ძაბვის ვექტორს, რომლის უწყვეტობაც ჩვენ 

წინა პარაგრაფში მოვითხოვეთ, სხეულის ნებისმიერ წერტილში 

აქვს უწყვეტი წარმოებულები. 
ვიგულისხმოთ, რომ განსახილველი სხეული წონასწორობის 

მდგომარეობაშია და, გამყარების პრინციპის თანახმად, დავწეროთ 

სხეულიდან აზრობრივად გამოყოფილი ნებისმიერი M” მოცულო- 

ბის, რომლის 4 საზღვარი არ ეხება სხეულის საზღვარს, წო- 

ნასწორობის 

II დი” +II X, ძ5 =0, (13.1) 

IL. + > ჯ, ,|05 = 0 (13.2) 

პირობები. 
ვთქვათ, M” არის 8 ზედაპირის გარე ნორმალი. თუ (1.2.2)-ს 
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ჩავსვამთ (1.3.1)-ის მეორე შესაკრებში გაუს-ოსტროგრადსკის 

ფორმულის”) თანახმად, მივილებთ, რომ 

IX, ძა = II, 6,I,ძ5 

-IIC, „ჯ„აებსგბ'ს'ჩ'''' 

(1.3.1) და (1.3.3)-დან ცხადია, რომ 

I(დ, +X,,)9,ძ” =0. 
” 

ინტეგრალქვეშა გამოსახულების უწყვეტობისა და ” არის ნე- 

ბისმიერობის გამო 

(თ,+X,,) 9, =0, (13.4) 

რადგან 6, 1= ს2.3, წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა სის- 
ტემაა, ამიტომ 

დ, + X, , =0, 1 =1.2,3. (1.3.5) I 

ამ განტოლებათა სისტემას წონასწორობის განტოლებებს უწო- 

დებენ. 
ანალოგიურად გარდავქმნათ (1.3.22)-ის მეორე შესაკრები 

  

ა გაუს-ოსტროგრადსკის ფორმულა სამართლიანია, თუ ჩა ზედაპირი ლიპში- 

ცისასა (იხ. დამატება 1). განსახილველი სხეულის საზღვარი კი შეიძლება იყოს 

არალიპშიცურიც, რადგან წონასწორობის განტოლებები გამოგვყავს არეში და 

არა არის ჩაკეტვაზე, რომელიც სხეულს უკავია, და ამდენად, ყოველთვის მოი–- 

ძებნება სხეულის ნებისმიერი შიგა წერტილის შემცველი ზემოხსენებული IM/ 

არე ლიპშიცის საზღვრით. 

“ „-თი აღვნიშნავთ წარმოებულს X, ცვლადის მიმართ, ხოლო ,/-–თი – 

მეორე რიგის წარმოებულს X, და #X, ცვლადების მიმართ. მაგალითად, 

2" 0" 
–-– =7/M/(. 789 

2X "წ 20XმX ”" 
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I> X,|ძ§= II-X,6I, ძვ = IIწ. X.6I 

-III LC >, მ)4+I | CX, 2 ძ” 

-II 65.» ბ, II „I 2) 

ჩავსვათ ეს მოხეს ძ. 32)-ში 

IIII>.( რ,+X,,X ,47+IIII5, ,X,9,Iძ7 =0. 

პირველი შესაკრები (1.3.4)-ის ძალით ნულის ტოლია, ხოლო 

მეორე შესაკრებიდან ინტეგრალქვეშა გამოსახულების უწყვეტო- 
ბისა და V-ს ნებისმიერობის გამო ვიღებთ, რომ 

I6,,X, 9,|= X,|9,,9,| =0. 
ჩავწეროთ ეს უკანასკნელი ცხადი ჯამის სახით და გავითვალის- 
წინოთ, რომ IC,,2 ,|= 0, თუ 1= /, და L2,,9, | = –I2,, 6,|, 

თუ 7 /, მაშინ 

X.I6,0,)+XI6,,2,|+ X,, 2.6 | 

+ X,.|6,,6, + X,, 6,9, )+ X-: |6.6; | 

= (X„ - 7-,)I9,,06: |I+(X., - X:)|6:,03 |+ (X., - X)|6კ.9, 

=(X. – 7,,)8 +(X. - 'ლო” + (X., – X,)9, = 0, 
ე·ი· 

X,= X,, 1#%/.) (13.6) 
#/? 

  

703.6) ადვილად მტკიცდება შემდეგი მსჯელობითაც: თუ (6,), := გეგ, 6, 

0, / % #; 

0, = 7 
1, 7 = #, 

და 

26



ამრიგად, ძაბვის ტენზორი სიმეტრიულია. 

თუ გარემოს რაიმე წერტილში ავიღებთ მასზე გამავალ ორი 

ზედაპირის უსასრულოდ მცირე ელემენტს შესაბამისად 

„'= (VI „MI 2,7) და MM = I), ,/'კ) ნორმალებით, მაშინ 

ერთ ელემენტზე მოქმედი X.,. ძაბვის ვექტორის გეგმილი მეო- 

რის ნორმალზე უდრის მეორეზე მოქმედი X.. ძაბვის ვექტო- 

რის გეგმილს პირველის ნორმალზე: 

გეგ„”%„. = გეგ, %“. (1.3.7) 

მართლაც, (1.2.1)-ის თანახმად, 

გეგი“ -X„' = (X,..”") = X,, M", = X, ”', M",. (1.3.8) 

ანალოგიურად, _ 

გეგი +%»” = X, #M,,'. 

ამ გამოსახულების მარჯვენა მხარეში თუ აჯამვის ინდექსებს 

ადგილებს შევუცვლით და გავითვალისწინებთ (1.3.6)-ს, მივი– 

ღებთ, რომ 

გეგი +“ = ჩ, ”, "”, · (1.3.9) 

  

კრონეკერის სიმბოლოა, მაშინ 

XV, L6,,6, I = 2 ს/კ 0,(0)),(0,,)L 

=C,, X „მემ, ინ, =C,, X,9, =0, 

საიდანაც 

CC, X„=0, 1=1.23. 
ამდენად, 

C,, X/ = 63 2ეგ+ C ცე Xკე = X: – Xკე = 0, 

ე-ი. 2X. = 2X-ვე- ანალოგიურად, L1=2 და 1 =3--ისთვის მივიღებთ 

Xცკ = Xვ, და X)ე = -X3|, შესაბამისად. 

27



(1.3.28) და (1.39) ტოლობების შედარებით, რადგან მათი მარ- 

ჯვენა მხარეები ტოლია, ვრწმუნდებით (1.37)-ის სამართლიანო- 

ბაში. 

§1.4. კოორდინატთა სისტემის შეცვლა. ინვარიანტული 

კვადრატული ფორმა 

ვთქვათ, ახალი 0'ჯ!»ჯ?ჯ) დეკარტის მართკუთხა კოორდი- 

ნატთა სისტემის ღერძების ორტებია C', 1=1,2,3, ხოლო ძველი 

CX. X:X დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის ორტე- 

ბია 6,, #7=12.3. მაშინ ახალი სისტემის ღერძების მიმმართვე- 

ლი კოსინუსები ძველი სისტემის მიმართ (და პირიქით), მოცე- 

მულია შემდეგი ტოლობებით 

თ, =თ, =(8 ,0,)=009(» ,X,) ბ), 

ახალ კოორდინატთა სისტემაში ძაბვები აღვნიშნოთ X ჯ) “ით, 

მაშინ, (1.3.8)-ის თანახმად, 
– – 

X" =Xც =გეგ ,X , =გეგ „X„ = X,თICთI. (1.41) 
»ჯ 

ეს ტოლობები გვაძლევენ კავშირს ძაბვებს შორის ძველ და 

ახალ კოორდინატთა სისტემაში. 

თუ მოცემულია რაიმე წესი, რომლის მიხედვითაც ყოველ 

კოორდინატთა სისტემას (ზოგადად მრუდწირულს) ეთანადება, 

ზოგადად, წერტილზე დამოკიდებული 
”./ 

ულ. 

  

") =/ __ ვღებქეე'' 
6' =C05(C6 ,6,)მ, =C,0,, 

2, =0C05(6,,67)67 =C05(67,6,)67 = თ/67. 
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სიდიდე, მაშინ ამ სიდიდეს ეწოდება /#”+ძ09 რანგის (/.,ძ) 

რიპის ტენზორი ? (იხ., მაგ-, 11)), თუ ძველი სისტემიდან ახალ 

სისტემაზბბ გადასვლის დროს ის გარდაიქმნება შემდეგი 

ფორმულებით: 

2. „, რჯ" 2X»X” მX, 0X, 
4, 7 = 4, 1, ... ' მ – # 2X, CX 2X. 2»' 

1 

(0,9) უშუ ტიპის ტენზორს ეწოდება კოვარიანტული, ხოლო 

(2.0) ტიპის ტენზორს – კონტრავარიანტული. რადგანაც 

  

  

  
  

ჩ ჩხ 

4") == ძვ =L ძX, = 4" 2 #4#":=თ,: 
მს, მ, ' 

და 

4 = CV – მ/ 02X, = 4 >X”, · = CV/ 

მტ მიმის იმს. 7» მ,” 
სადაც, # სკალარული სიდიდეა, ცხადია, რომ ყოველი კონტრავა- 

რიანტული ინდექსის მიმართ გარდაქმნა ხდება კოორდინატების 

დიფერენციალების გარდაქმნის ფორმულების შესაბამისად, ხოლო 

ყოველი კოვარიანტული ინდექსის მიმართ – სკალარის წარ– 

მოებულების გარდაქმნის შესაბამისად. 

შევნიშნოთ, რომ დეკარტის მართკუთხა სისტემის კოორდინა- 

  

'.. L. L 
ქორ 4:=74” და 8:8,,”? ტენზორის პირდაპირი ნამრავლი 

ეწოდება , 
ააე.უ.–. .” ”.“– M.. C=C" = 47 -8ი| 
სჰე.) წაელლლო 

ტენზორს. მოკლედ ის შემდეგნაირად ჩაიწერება 
C = 4C-#. 

.) 

#09 =0 და 9#=0 ნიშნავს, რომ შესაბამისი ინდექსები არ გვაქვს. 
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ტების შემთხვევაში 

X, =თIX' +/3, 1=1,2,3; X" =თI'X, – თI/8,, # = 7,2,3, (1.4.2) 

სადაც (/მ,/3.,/8,) = 00". ამიტომ, თუ გავაწარმოებთ (1.4.2)-ს, 

მივიღებთ 

  

    

2» _ „,2X, ==" #6 = დფ 

0, 720 7%#% ” 

მ», „მX7 . 
=C/ =Cთ70,, 

მჯ" ' მჯ" , 

აქ 
0, /#X; 

2, = 7 
1 7=X, 

კრონეკერის) სიმბოლოა. ამდენად, 

L _ 0»" _ CX, 
    თ, = = · 1.4.3 

, 2X CX" (142) 

ამიტომ ამ შემთხვევაში კოვარიანტული და კონტრავარიანტული 

ტენზორები ერთმანეთს ემთხვევა. 

(1.4.3)-ის თანახმად, ცხადია, 04.) შეიძლება ასე ჩავწეროთ 

2X" რ?X, CთX. 
XVს=%X.ა=X,<+“- 2X «+ =X 14%, 

2X, 0CX, 2X CთX 

ეს კი ტენზორის განმარტების თანახმად იმას ნიშნავს, რომ X , 

მეორე რანგის ტენზორია. 

ზოგადად, დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში, 

# # . 
2" M X ” _ გი. 2, ჩ 2X,, « 
2X, C, » ა მ», 2,, ” გ”) I” ” მეზ 79 

ჩ 

  

  

  

"ლ. კრონეკერი (1823-1891). 
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კერძოდ, 

4' = 4 =Cთ)4,, ” = 4, =თ,Cთ7 4, 

4” = 4, = თ|თ!თ! 4 

შესაბამისად, პირველი, მეორე და მესამე რანგის ტენზორის შემ- 

თხვევაში. 

ზედაპირის / ნორმალის მქონე უსასრულოდ მცირე ელემენ- 
– 

ტის ფართის ერთეულზე მოქმედი ძაბვის X, ვექტორის ნორმა- 

ლური თ, მდგენელი, (1.3.8)-ის თანახმად, 

Cთ,:= X,, = Xკ M,I),- (1.4.4) 

შემოვილოთ აღნიშვნა 

26X(6,),6ა,%3):= X,«,თ,. (1.4.5) 

C)(C,.თ..6ვ) მეორე რიგის მთელი რაციონალური ფუნქციაა 

თ, I =1.2.3. ცვლადების მიმართ, ე.ი. #., | = 1.2.3. ცვლადე- 

ბის კვადრატულ ფორმას წარმოადგენს. 

ვთქვათ, 
# =(4ტ,.თ,,6კ) 

ზედაპირის განსახილველი უსასრულოდ მცირე ელემენტის ნორ– 

მალის დადებითი მიმართულების მქონე ვექტორია. მაშინ 

M =4, ე-ი., 7, =5, 7 =1,2.3, (1.4.6) 

სადაც # არის ი” ვექტორის სიგრძე. 

(1.4.4)-(1.4.6)-ის თანახმად, ცხადია, 

თ, - ნ? =2CX6,.6.,6,). (1.4.7) 

თ, სიდიდე, მისი განმარტებიდან გამომდინარე, ფიზიკური 
წ 

სიდიდეს და ამიტომ არ არის დამოკიდებული კოორდინატთა 

სისტემის შერჩევაზე. ასევე ვექტორის სიგრძის კვადრატი #-“ 

31



არ არის დამოკიდებული კოორდინატთა სისტემის შერჩევაზე. 

ამდენად, C., · ”? ნამრავლი არ იქნება დამოკიდებული კოორდი- 

ნატთათ სისტემს შერჩევზე და აქედან გამომდინარე 

2C(წ,,C1.«კ) კვადრატული ფორმა ინვარიანტულია კოორდი- 

ნატთა სისტემის გარდაქმნის მიმართ. საერთოდ, გამოსახულებას 

(ფორმას, ინტეგრალს და სხვ.), რომელიც შედგება ისეთი სიდი- 

დეებისგან, რომლებიც დამოკიდებულის კოორდინატთა სისტემის 

შერჩევაზე, მაგრამ არ იცვლის თავის მნიშვნელობას და სტრუქ- 

ტურას კოორდინატთა ერთი სისტემის მეორეთი შეცვლის დროს, 

ეწოდება ინვარიანტული (ინვარიანტული ფორმა, ინვარიანტული 

ინტეგრალი და სხევ.). 

მართლაც, თუ დ, 1 = 1,2.3, ჯL ვექტორის კომპონენტებია 

ახალ კოორდინატთა სისტემაში და (9163 = 2 11 -ით აღვნიშ- 

ნავთ ახალ კოორდინატთა სისტემაში (1.4.5ეუ1 წესით აგებულ 

კვადრატულ ფორმას, მაშინ 

CX«., რ., %3) = CXთ,,რ-,Cთკ) 8 (1.4.8) 

რადგან ერთი მხრივ ადგილი აქვს (1.47) ტოლობას, ხოლო 

მეორე მხრივ 

C, · ჯ? = 2CX(6,,თ.,6კ). 

თუ (1.4.8)-ს გადმოვწერთ ცხადი სახით: 

XV, ფშ, = X,29,C, (1.4.9) 

და ამ უკანასკნელში ჩავსვამთ ანალიზური გეომეტრიიდან ცნო- 

ბილ დეკარტის მართკუთხა ახალ და ძველ კოორდინატთა სის- 

ტემებში ვექტორის კომპონენტებს შორის კავშირის 

თ, =X, –X =CთL(X, – X)+0/, – /, =Cთ/%, 
ე.ი., 

« =თ!5, X«თ,=Cთ"4, (1.4.10) 
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ფორმულებს, რომლებიც, ცხადია, გამომდინარეობს (1.4.2)- 

დან, კვლავ მივიღებთ (1.4.1)-ს. 

§1.5. მთავარი ძაბვები. ძაბვის მთავარი მიმართულებები. 

ძაბვის ზედაპირი 

მიმართულებას რომლის პერპენდიკულარული ზედაპირის 

უსასრულოდ მცირე ელემენტზე მხოლოდ ნორმალური ძაბვის 

ვექტორი მოქმედებს, განსახილველ წერტილში ძაბვის მთავარი 

მიმართულება ეწოდება, ხოლო შესაბამის ნორმალურ ძაბვას – 

მთავარი ძაბვა. ე.ი. მთავარი ძაბვის ვექტორი ზედაპირის უსას- 

რულოდ მცირე ელემენტის ნორმალის პარალელურია. ამდენად 

X, =Cთჩ8M ეი, +X+„=4X,»V/I =6CM,, /=123. (1.5.1) ”M 

სადაც 7 სკალარული სიდიდეა. 

(1.51) გადმოვწეროთ შემდეგი სახით 

იმისათვის რომ 7, -ს, M# = 1,2,3, მიმართ ერთგვაროვან 

ალგებრულ განტოლებათა (1.5.2) სისტემას ჰქონდეს არატრივია- 

ლური ამონახსნი, აუცილებელი და საკმარისია 

ძლIX„, –თ2ი,|=0. (1.5.3) 

ვაჩვენოთ, რომ ამ უკანასკნელს მხოლოდ ნამდვილი C , ფეს- 

ვები აქვს. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, 
I ! ·. 2! I 

თ =C +!8,. / «0, (1.5.4) 

და შესაბამისად ამისა 

MI, = 0, +!ძ,. (15.5) 
თუ (1.5.4)-ს და (1.5.5)-ს ჩავსვამთ (1.5.2) -ში: 

LX, –(თ'+7/8 )0„IC2, +19|) =0 
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და გამოვყოფთ ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს, მივიღებთ, 
რომ 

(X, – თ!) + ჩ'მ.ძ, =0, / =1,2.3, 

(X, – თ'ბ,)ძ - ჩ'2,,9,=0, /=12,3. 
პირველი ტოლობა გავამრავლოთ ძ'-ზე, მეორე – ჩI-ზე და ორი- 

ვე ავჯამოთ 1-დან 3-მდე 7 -ის მიმართ; პირველი ტოლობის პირ- 

ველ ჯამში გადავსვათ / და M# ინდექსები, გამოვიყენოთ X # -ს 

და 2 # “ს სიმეტრიულობა“) და მიღებულ ტოლობას გამოვაკლოთ 

მეორე ტოლობა, მივიღებთ 

#ჩ'(0„ ჩ,ხ,+ბ„9)9)=9, 
ე-ი. 

/3'(01ჩ1 +9ძ!91) =0, I! =1,2.3. (1.5.6) 
რადგანაც ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება არაუარყო- 

ფითია და ამასთან ”. ძ; ყველა ერთდროულად არ ხდება ნუ- 

ლი (რამდენადაც ჩვენ დავუშვით, რომ (1.5.2)-ს აქვს არატრი- 

ვიალური ამონახსნი), ამიტომ 

# /= 0. 

ეი. მივილეთ წინააღმდეგობა” და, ამდენად, თ' ნამდვილია. 

ამიტომ ML როგორც ნამდვილკოეფიციენტებიან წრფივ განტო- 

  

ს(X. – თ'0„,)ი0I9) + /მ'0„,9ჯ09, =0, 

(X„, – თ'6„)ძLჩ, - /3'ბ„ 0, =0; 
(X. – თ'ბე)/)ძ, + /'0,.ძL9, =0, 

(X„, – თ!'0ი,)09L + #2, ძL9) =0. 
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ლებათა სისტემის ამონახსნი, ასევე ნამდვილი იქნება). C" -ებს 
ეწოდებათ ძაბვის ტენზორის მთავარი კომპონენტები, ხოლო M, – 

ები მათი მიმმართველი კოსინუსებია. 

ვთქვათ, თ' და თ” (1.53) განტოლების ორი ერთმანეთის 

არატოლი ფესვია, ხოლო ჩ. და ML კი M#,-ს შესაბამისი 

მნიშვნელობებია. მაშინ, (1.5.2)-ის თანახმად, 

(X, – თ'0,7V =0, 7/ =1.2.3, 

(XV, –თ”ბ ,)ML =0,V, / =1,2.3. 

პირველი გავამრავლოთ #. -ზწე, ხოლო მეორე – ” -ზე, პირ- 

ველში გადავსვათ / და M, გამოვიყენოთ X #-ს და 2 #-ს სიმეტ- 

რიულობა და მიღებულს გამოვაკლოთ მეორე: 

(თ” – თ')6 „MM =0. 

აქედან, რადგან C” # C" , გამომდინარეობს, რომ 
7,7 =(წ',M”) =0. 

ეი. ძაბვის მთავარი მიმართულებები ორთოგონალურია. თუ 

სამივე ფესვი ერთმანეთისგან განსხვავებულია, მაშინ გვექნება 

სამი ცალსახად განსაზღვრული ურთიერთმართობი მთავარი მი- 

მართულება. თუ ორი ფესვი ერთმანეთის ტოლია 
–3 

თ) = თე # თვ, მაშინ C3-ის შესაბამისი 7 მთავარი მიმარ- 

თულება ”' და ”“ ვექტორებზე გამავალი სიბრტყის ორთოგო- 

ნალური იქნება. ამდენად, ამ სიბრტყეში აღებული ნებისმიერი 

  

· I 
ბთუ სისტემის რანგი 2-ის ტოლია, მაშინ ნორმალის 77.71, =1 თვისებიდან 

გამომდინარე ის ცალსახად განისაზღვრება (იხ. C0ი0ა)Iძ ჩხ. L.. 1იწიძსლწიი 10 

LIი69 CI25LICILV, 5იშიდყიI. 2013, გვ. 32, 33). 
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ორი ურთიერთმართობი მიმართულება შესაბამის მთავარ მიმარ- 

თულებად შეიძლება იქნას მიღებული. თუ C, = თ.) = თკ, მაშინ 

ნებისმიერი სამი ურთიერთმართობი მიმართულება შეიძლება მი- 

ღებულ იქნას მთავარ მიმართულებად. 

(1.53) კუბური განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სა- 

ხით 

      

    

  

თ) – ,თ7+7თC-/, =0, (L.5.7) 

სადაც 
I, = X,, +X;ე + XX) 

I _ | 152-X:3 20Xც) 202 =- + + , 
2X:%Xვვ)| |.Xვ)-Xკვ)| |%X2,X 

'როთო–” 

7კ = X;, X:; X23|. 

ლო 

როგორც ცნობილია, (1.57) კუბური განტოლების ფესვებსა 

და კოეფიციენტებს შორის კავშირს აქვს შემდეგი სახე): 

I =თ +Cთე +035, 

თემ) I(თ,0 | Iთ,0 
I = = თეC._ + თ,Cკ + C,Cე),(1.5.8) 

  

          0 თკ 0 თკ (0თ 

  

?მ(თ-თ)(თ-CXთ-Cთ) = 0, საიდანაც 

თ" –(თ +Cთ, +თ)Cთ? +(თ,თფ +თCთC +CთთCთ))ათ – თC.თCკ =0. 
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თ, 0 9 

I=0 თე 0 =თთაეთფ. 

0.0 თ, 

კუბური განტოლების ფესვები როგორც ნორმალური ძაბვები, 

დამოკიდებული არ არიან კოორდინატთა სისტემის შეცვლაზე, 

ამიტომ (1.58) ტოლობების თანახმად, მათი საშუალებით გამო- 

სახული #4), 7: და /#ვ სიდიდეები არაა დამოკიდებული კოორ- 

დინატთა სისტემის შეცვლაზე. მათ ძაბვის ტენზორის ინვარიან- 

ტები ეწოდებათ. 
§4-ში შემოღებული C-(6,,C. :6კ) კვადრატული ფორმა სა- 

შუალებას გვაძლევს, მივიღოთ სხეულის რაიმე გარკვეულ წერ- 

ტილში გატარებული ზედაპირის უსასრულოდ მცირე ელემენტის 

ორიენტაციაზე ძაბვის ვექტორის დამოკიდებულების მეტად მარ- 

ტივი და თვალსაჩინო გეომეტრიული სურათი. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ 

სხეულის წერტილი მდებარეობს კოორდინატთა სისტემის სათა- 

ვეში. 

შემდგომში ჩვენ გამოვრიცხავთ, რომ 

§X6,,Cთ:,თ3)=0, 

რადგან ამ უკანასკნელ შემთხვევაში (1.4.5)-ის გამო 

X, (0.0,0) =0, 
და, ამდენად განსახილველ (0,001 წერტილში ძაბვები 

საერთოდ არ გვექნება. 

რამდენადაც (1.47) ტოლობაში წე ვექტორის სიგრძე ნების- 

მიერია, ჩვენ შეგვიძლია, იგი ისე შევარჩიოთ, რომ ნებისმიერი 

7” ნორმალის შემთხვევაში 

თ, -ხ? =1+C”, (1.5.9) 
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სადაც C ნულისგან განსხვავებული ნებისმიერი ფიქსირებული 

მუდმივია. იმ შემთხვევაში, როცა C, = 0, ვიგულისხმებთ, რომ 

L = +თ. მაშასადამე, 

+060“ +ლც? 
#= |–-., თ, =–- 

თ, L 

ამასთან C7-ის წინ ნიშანი ისე უნდა შევარჩიოთ, რომ +დც“ და 

C, ან ორივე დადებითი უნდა იყოს, ან ორივე უარყოფითი. 

თუ განვიხილავთ კოორდინატთა სისტემის სათავეში საწყისი 

წერტილის მქონე X ვექტორების ბოლო წერტილების წერ- 
ტილთა გეომეტრიულ ადგილს, (1.5.9), (1.4.7) და (1.4.5)-ის თა- 

ნახმად, მივიღებთ მეორე რიგის ცენტრიან ზედაპირს ცენტრით 

კოორდინატთა სისტემის სათავეში, რომლის განტოლებაა 

X,C,%, =10”. (1.5.10) 

მიღებულ ზედაპირს ეწოდება მოცემული წერტილის (ჩვენს შემ- 

თხვევაში სათავის) ძაბვის ზედაპირი. 

თუ მოცემულია ძაბვის ზედაპირი, ძაბვის ვექტორის აგება 

დიდ სიძნელეს არ წარმოადგენს. მართლაც, კოშის (1.2.I) ფორ- 

მულის და (1.4.6), (1.4.5)-ის თანახმად 

  

1 1 C20%ბპ 

რადგან 

249 _ 2X,55, _ 
2-–= X, 0,თ, + X,ფმ,, 

2ა, 2-9, 

=7X#,0, ++X.6, =X,9, +X,9, =2+X/,0,. 
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#(თფ. 9) 

  

  

ნახ. 1.5.1 

(1.5.11) იმას ნიშნავს, რომ X, პარალელურია დ/ძძ 6) -სი, 

ეი. (1.50) ზედაპირის ” ნორმალის! (იხ. ნახ. 1.5.1), 
რომელიც გავლებულია # ვექტორისა და ძაბვის ზედაპირის 

  

“როგორც ანალიზის კურსიდანა ცნობილი, თუ +#2(C,,თ.,63) = 0 

ზედაპირის განტოლებაა, მაშინ მის (6C,,C++L63) წერტილში გავლებული V 
ნორმალის V, კომპონენტები გამოითვლება შემდეგი ფორმულების შესაბამისად 

++2, 
V; = - 

'/((2,)? +(42გ)? +(42)? 
  
  ; 7=1.2,3, 

აქედან 

1 თ-იძ «2 
V = ; 

/(0,)? +(42:)” +(42)” 
სადაც (+) შეესაბამეა განსახილველ წერტილში V ნორმალის ორ 

ურთიერთსაწინააღმდეგო მიმართულებას. 
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თანაკვეთის „4 წერტილში რამდენადაც მძაბვის ვექტორის 

ნორმალური მდგენელი 
+ 2 

თ,=08==“ 
04 ' 

ამიტომ » და V» ნორმალებზე გამავალ სიბრტყეში 8 წერტი- 
ლიდან X-ის პერპენდიკულარულად და 0 წერტილიდან V-ის 

პარალელურად გავლებული წრფეების თანაკვეთა მოგვცემს 
– 

X, =C0C ძაბვის ვექტორის ბოლო წერტილს. 

X „ ვექტორი ზედაპირის უსასრულოდ მცირე ელემენტის 

ნორმალის გასწვრივ მიმართული იქნება მხოლოდ იმ 
= 

შემთხვევაში, როცა 04 ვექტორი #4 წერტილში გავლებული 

მხები სიბრტყის პერპენდიკულარულია. მაგრამ ასეთ მიმართულე- 

ბას, როგორც ანალიზური გეომეტრიიდანაა ცნობილი, ეწოდება 

ზედაპირის მთავარი ღერძი. ამ შემთხვევაში # ნორმალის მქონე 

ფართზე, ცხადია, მოქმედებს მხოლოდ ნორმალური ძაბვის ვექ- 

ტორი და მის შესაბამის მიმართულებას, როგორც ზემოთ 

აღვნიშნეთ, მეორე მხრივ ეწოდება ძაბვის მთავარი მიმართულება. 

ასეთი მიმართულება ზოგად შემთხვევაში, როგორც ზემოთ ვნა- 

ხეთ, აღმოჩნდა სამი ურთიერთმართობი მიმართულება. 

(1.5.12) 

თუ კოორდინატთა ღერძებს დავამთხვევთ ძაბვის მთავარ მიმა- 

რთულებებს, ე. ი. ზედაპირის მთავარ ღერძებს, მაშინ ცხადია, 

X ყ =0, 71% 7, და დაგვრჩება მხოლოდ ნორმალური ძაბვები. 

თ, = X, , 

და ძაბვის ზედაპირის (1.50) განტოლება მიიღებს შემდეგ სა- 

ხეს: 

თ,#ტ, 7= 107, (1.5.13) 

იმისდა მიხედვით, თუ რა ნიშნები აქვს Cთ, მთავარ ძაბვებს, 

გვექნება სხვადასხვა შემთხვევა. 
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ვთქვათ, 

თ,> 0. 1 = 1,2.3, 

მაშინ, ცხადია, (1.5.13) მიიღებს შემდეგ სახეს 

თ,თ, 2= 0“ , 

რაც ელიფსოიდის განტოლებაა. 

(1.5.12)-დან გვექნება, რომ 
ც? 

?.“ ექ? 
ეი. (0,0,00უ) წერტილზე გამავალ ნებისმიერად ორიენტირებულ 

ფართზე მოქმედი ძაბვის ვექტორის ნორმალური მდგენელი გამ- 

ჭიმავია. 

თუ 

  

Cთ, <0, 1=),2,3, 

მაშინ 

თ,წ”, 2= –C”, ე. ი· Iთ,ფ,” =C“ 

და ძაბვის ზედაპირი კვლავ ელიფსოიდია, ხოლო ძაბვის ვექტო- 

რის ნორმალური მდგენელი გამოითვლება 
2 

  

C 

ლ“ დთ/: 
ფორმულით და იგი მკუმშავი იქნება. 

თუ 
თ.>0. თ=12: თკ <0, 

მაშინ (1.5.13)-ს ექნება 

თ,ნ, -|თფ! =+0“ (1.5.14) 
ან 

თ.6," –|თ.|ფ“ = -ი? (1.5.15) 

სახე. 

(1.54) განტოლებით მოცემული ზედაპირი ცალკალთა ჰი- 
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პერბოლოიდია (იხ. ნახ. 1.5.2), ხოლო (1.5.15) განტოლებით მო–- 

ცემული ზედაპირი ორკალთა ჰიპერბოლოიდია. აღნიშნული %ე- 

დაპირები ერთმანეთისგან გამოყოფილია ასიმპტოტური კონუსით: 

2 2 

თარ, – თ ფ = 0 , 

რომელიც ნახაზზე წყვეტილი ხაზით არის მოცემული. 

1 Xვ 

  

ოი 

-=-==7277 

    

  

V» ი / 
„ჟყს / 

_ ს |“ 

საბა” – ბ“ 
“_ C,, ა. ++ C? ა. 

| C 29% 

/I 
თ იი აზ 
2» / ს, 

"ეფ? '% 

– / “+ - სსა 

72% ი15- => > 

ნახ. 1.5.2 

თუ ზედაპირის უსასრულოდ მცირე ელემენტის ნორმალი ასიმ- 
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პტოტური კონუსის გარეთაა მიმართული, მაშინ ის კვეთს ცალ- 

კალთა ჰიპერბოლოიდს და ნორმალური ძაბვა გამჭიმავია: 

” დი/4? 

ხოლო თუ ნორმალი ასიმპტოტური კონუსის შიგნითაა მიმართუ- 

ლი, მაშინ ის კვეთს ორკალთა ჰიპერბოლოიდს და ძაბვა მკუმშა- 

ვია: 

  C 

ლ? 

თ,=--–--. 
04 

თუ ფართის ნორმალი ასიმპტოტურ კონუსზე მდებარეობს, 

მაშინ იგი ძაბვის ზედაპირს არ ჰკვეთს, 04 = +თ და თ, =0, 

ე-ი. შესაბამისად ორიენტირებულ ფართზე მხოლოდ მხები ძაბვე- 

ბი მოქმედებენ. 

შემთხვევა 

  

თა <0 X=12, Cთვკ>0 

წინა შემთხვევისგან მხოლოდ იმით განსხვავდება, რომ ადგი- 

ლებს იცვლიან გაჭიმვისა და კუმშვის ზონები. 

ნიშნების განაწილების სხვა შემთხვევებში განხილული წინა 

ორი შემთხვევისგან განსხვავებით მხოლოდ საკოორდინატო ღერ- 

ძები იცვლიან როლებს. 

თუ ერთ-ერთი მთავარი ძაბვა ნულის ტოლია, ხოლო დანარ– 

ჩენი ორი – ნულისგან განსხვავებული, მაგალითად, Cკ = 0 და 

თ. #0, თ =1.2, მაშინ ძაბვის ზედაპირები იქნებიან Xკ ღერ- 
ძის პარალელური მსახველების მქონე ცილინდრული ზედაპირე- 

ბი. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ გვაქვს ბრტყელი დაძაბული 

მდგომარეობა (იხ. §2.2) მოცემულ წერტილში (იხ. ნახ. 1.5.3 და 

ნახ. 1.5.4). Xკ ღერძის პერპენდიკულარული სიბრტყით კვეთაში 

ვიღებთ ან ელიფსს, ან ორ ჰიპერბოლას. 

თუ ერთი მთავარი ძაბვა ნულისგან განსხვავებულია, ხოლო 
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დანარჩენი ორი – ნულის ტოლი, მაგალითად, 

თ,=თკვ =0, თე #0, მაშინ გვაქვს ორი პარალელური სიბ- 

რტყე (იხ. ნახ. 1.5.5). ასეთ დაძაბულ მდგომარეობას შეიძლება 

ვუწოდოთ Xე ღერძის პარალელური წრფივი დაძაბული მდგომს- 

რეობა მოცემულ წერტილში. 

'–2 

  

X,   
თ. >0, თ=I,2 თ,6;+თერთ:=C" 

ან 
· 2 2__ 2 თ, <0, თ =1,2; –თ,)ზ;-|თ,|C1= –ი 

ნახ. 1.5.3



  

  
თ>0, თ, <0; თ,61-|თ,IC2= +ი” 

ან 

თ, <0,თ, >0; –|Iთ,I“ 1+თ,% 1=1+0 2 

ნახ. 1.5.4 
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თ.დ ?= 107 
ნახ. 1.5.5 

§1.5.1 მორის წრეები 

დავსვათ ამოცანა გარემოს მოცემულ წერტილში ზედაპირის 

იმ უსასრულოდ მცირე ელემენტის 7 ნორმალის მოძებნის 

თაობაზე, რომელ უსასრულოდ მცირე ელემენტზეც მოქმედი 

ძაბვის ვექტორის თ, ნორმალური და 1X, მხები მდგენელები”) 

იღებენ წინასწარ დასახელებულ მნიშვნელობებს (იხ. (50)). თუ 

საკოორდინატო ლღერძებად ავიღებთ ძაბვის მთავარ ღერძებს, 

მაშინ 

X, =0, როცა 1% 7, და X,=>თ,.) 

ამდენად, ერთის მხრივ, (1.2.1)-დან გამომდინარეობს, რომ 

  

–?ცხადია თ, CI - C,+C(, XL, C (0,+X(| (იხ. ნახ. 1.5.6) 

"ვთვლით, რომ თ,, 1 =I,2,3, მთავარი ძაბვები ვიცით და ისინი 

ერთმანეთისგან განსხვავებულია. 
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X,, = X,M, =C,M,, 1 =1,2,3; (1.5.16) 

  

აას V /“ 
"MX. 

ნახ. 1.5.6 

ხოლო მეორეს მხრივ, (1.4.4)-ის ძალით, 

– _ 2 2 2 _ 2 
C, = XV, – 2,M,M, = 2,1 + 22272 + %ვ37,3 = C;7; .-(1.5.17) 

რადგან 
– 

X,=0C,M+71,L, 

სადაც -ს არის X„ და ” ვექტორებზე გამავალ სიბრტყეში 
მდებარე მხების ორტი. ამიტომ, (1.5.16)-ის თანახმად, 

თ:+12= X2= XX. = ს3 თ,,თ,I, =C. (1.5.18) 
' )=I 

ცხადია, დასმული ამოცანა დადის სამი M, 1= 1,2,3 , უც- 

ნობის განსაზლვრაზე (1.5.17) და (1.5.18) განტოლებებიდან, იმის 

გათვალისწინებით, რომ, რადგანაც 7! ერთეულოვანი ვექტორია, 

ამიტომ 
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1 

2, =1. (1.5.19) 
|=1 

(1.519), (1.5.17), (1.5.18) განტოლებათა სისტემა 7?; , 772 , 93 – 
ის მიმართ წარმოადგენს წრფივ განტოლებათა სისტემას 

1 1 1 

თ, თ, თკ =(თ,-თ,Xთ,--თ,Xთ,-თ,)X0, თუ 

თ ,#C ,, როცა IX 7/, 

სისტემის დეტერმინანტით, რომელიც ვანდერმონდის )დეტერმი- 

ნანტია, და 

7 

(I,თ .? C „+ #,”) 

მარჯვენა მხარით (7 ნიშნაკი აღნიშნავს ტრანსპონირებულს). 
ამასთან 

1 1 1 1 I 1 

C, Cთ25 C3 = თ, Cთა5 Cკ 

2 2 2 2 2 
თ, +71, თა თკ თ, თა» C კ 

0 1 1 

+0 ძე თკ 
2 2 2 

=(თ,–- თ,)IC 1– თ,MCთკ –თ.ე)+ #2 (თკ – თ.) 

=(თგ – თ.)I 2+Cთათკ- (თ, +თ,)თ,+ თი 

  

შო. ვანდერმონდი (1735-179 6). 
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2 4 

2 2 

=(თკ -თ) 2 +, _2:+C) -| 2. =ი 
2 2 

ანალოგიურად, 

1 1 1 

თ, CC, =(თფთ-თ) 

  

C, თე C =(თ, –თ) 

2 2 
+ 20C 9112 | ---4 უ 

” II 2 2 

ამიტომ საძიებელ ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე: 

2 #ჩ(Cთ,. L,) 2 (თ, წ) 

თ“. (თ, –თ,)(თC – თ)” ” (თ –თ)(თ –თ,)” 

  

“ამ ორი ფორმულის მარჯვენა მხარეს მიმდევრობით მივიღებთ დამტკიცებული 

ფორმულის მარჯვენა მხრიდან, თუ მოვახდენთ ინდექსების წრიულ შეცვლას 
1–>2–>3–-2>1. 

49



:1_ ჩ(თ.=). _ (15.20) M, = ; 
(თ –თ,)(თ –თ.) 

სადაც , 
2 

თა +ძთ3 C23 –“ 03 

თ,,0)=7 + თ,--2-3|) – 2-2), ჩრ,”)=0+თ 9:12 | -(=>C | 
C. +თVთ, 7 Cვ –C 7 „=,):=X. + _ ევს, <-C) . 

#(თ C, თ) (> 2 | ( 2 

C, +C. 7 თე –C. 7 #(თ,I,)=L:+Cთ- 2 – .!.2!“ (152. 
2 2 

გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ თ, > თ. > თკ. ცხადია, 

განხორციელებადია, ე.ი. დასაშვებია, მხოლოდ ისეთი C ჯ 

რომელთათვისაც #. >0, 7=1,2,3. წინააღმდეგ შემთხვევაში 

(1.5.20), (1.5.21)-დან ნათელია, რომ შეუძლებელია მათი (თ, – 

ის და >. –ის) წინასწარ ერთმანეთისგან დამოუკიდებლად დასა– 

ხელება (როცა #7, = 0-ს /ს მხოლოდ ერთი მნიშვნე- 

ლობისათვის)”') ან, საერთოდ, დასახელება (როცა 7, = 0-ს, 7-ს 

ორი მნიშვნელობისათვის”') (სამივეს ნულთან ტოლობა გამო- 

რიცხულია, რადგან IV =1)). ამიტომ (1.5.20)-დან გამომდინა- 

რეობს, რომ 

#>0 /<0, /კვ>90. (1.5.22) 

  

"არადგან მივიღებთ, რომ #(CV „2 »,)= 0 განტოლება მოგვცემს ერთ-ერთის 

შეორით განსაზლვრის საშუალებას. 

“რადგან გვექნება ორი განტოლება #(თ, , დ) =0 და /, (თ, ვ თ,)= 0, 

17% /,ორი უცნობის განსასაზღვრავად. 
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C,, #=1.2,3, წირები, რომლებზეც 7, =0, # = 1.2,3, 
LX. >0 “სიბრტყეში წარმოადგენენ შემდეგ ნახევარწრეწირებს 

(იხ. ნახ. 1.5.7): 
Cთ- +C 

CV) არის ნახევარწრეწირი ცენტრით 0 (2 +თ ი წერ- 

C3 “–C 

ტილში და ““-“–-ის ტოლი რადიუსით; 

Cთ- +თ 

C5 არის ნახევარწრეწირი ცენტრით C (2 +თ ი) წერ- 

C, – ით 

ტილში და “> ““ -ის ტოლი რადიუსით”); 

თ, +C 

Cვ არის ნახევარწრეწირი ცენტრით 2-5 ი) წერ- 

  

'ნახევარწრეწირების 1, = 0 ღერძთან თანაკვეთის წერტილების აბსცისების 

მისაღებად (I.5.21), როცა ?, =0, უნდა გავუტოლოით 0-ს და ამოვხსნათ 

თ, – ის მიმართ. ამდენად C» ნახევარწრეწირის C, ღერძთან თანაკვეთის 

  

  

C-.-+C 
წერტილების აბსცისებს მივიღებთ, თუ მისი ცენტრის _ აბსცისას 

თ, – თკ 
დავამატებთ და გამოვაკლებთ C- –ის რადიუსს. შესაბამისად, 

Cკვ3+თ, თ, –თ3 თკ +თ, თ, –“ თ 
მივიღებთ უ»_ო_____... 

2 2 2 2 

ანალოგიურად, ვაჩვენებთ, რომ C –ის თანაკვეთის წერტილებია C. 2 და 

თვ, ხოლო Cვ – ის – C,ედა ფე. 
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თ, – თ 
ტილში და 2 ის ტოლი რადიუსით. 

I 
ხე 

I ., LI , . 
თ 0, 9Cთ20 0 თ თ, 

ნახ. 1.5.7 

შევნიშნოთ, რომ რადგან C, >Cთ; >Cკ, ამიტომ Cაე –ის 

თ, – თკ _ თ) –თ თ, –თვ _ თ) – შე 
>---–-“-დ –- > > –-––––..-. ეი. მეტია 2 2 დ 2 2 ე-ი. მეტ 

C, და Cკ ნახევარწრეწირების რადიუსებზე. 

ნახევარწრეწირების ცენტრებში #, <9, X =1,2,3,რადგან იქ 

(1.5რ.21)-ის მარჯვენა მხარეებში დაგვრჩება მხოლოდ ბოლო უარ- 

ყოფითი წევრები. ამიტომ /, > 0, # =1,2,3, ნახევარსიბრტყის 

იმ ნაწილში, რომელიც C-ს, #=1,2,3, გარეთ მდებარეობენ. 

(1.5.22)-დან ნათელია, რომ (თ „>2?,)ის განხორციელებადი მნიშ- 

გნელობების შესაბამისი აფიქსები მდებარეობენ ნახ. #.2.7-ზე 

  რადიუსი 
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მითითებულ დაშტრიხულ არეში. C,, #=I,2,3, წრეწირების 

შესაბამის წრეებს მორის” წრეები ეწოდება. 
C ნახევარწრის 5) წვერო შეესაბამება მაქსიმალურ მხებ 

ძაბვას, რომელიც ტოლია შემდეგი გამოსახულების 

C, ჰა. = იი · (1.5რ.23) 

მისი რეალიზება ხდება 

172 

თ, +თვ თ, 12) 

7 2.7 2 
I =23.|= 

(თ, – თ Xთ, – თ) 2 

#. =0, ,,=+1 

კომპონენტებიან ნორმალის მქონე ზედაპირის უსასრულოდ მცი- 

რე ელემენტზე. მართლაც, ეს გამომდინარეობს (1.5.20), (1.5.21)- 

დან, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

# Cთ,+C, თ, – თ _|თ–ფ 7 

.2.” 2 2 

+? +თ, _ C, 1თ | -(9-თ| 

2 2 2 
2 2 2 2 

თ, –2თCთC35+Cთკ 1-9 > 2C,C. + თ 

  

  

  

4 4 

+> თ.” + 2თ-ფვ – თ“ _ 2თ – 2თ,თვ – 2თ,თ, +2თ.C, 

4 4 

  

ქო. მორი (1835-1918). 
53



_ 9 (თ, – თ)– თ(თ, – თ.) _ (თ –ფ3 Xთ –თძ.ც ) 

2 2 

ანალოგიურად, 

თI+Cთ თ, -თ3 | _ | C, –თ3 2 

ჩ| 2.” 2 I” 2 | 
55 თ1თ (თ-თ) 

+--793 311 | + '!! _ი, 
2 2 2 

თ) +Cთ3ვ C| –თვ | _|C|)I –თCთ3 2 

ჩ( 2.” 2 |3! 2 | 

„(თ+ფ თ+თ  (ფ-თ“ 
2 2 2 

_ თ –2თI1თ3 +თ1 198 –2Cთვ0C05 +Cთ2 

  

  

  

  

  

4 4 
2 2 2 1 =ფ +2C|C2 –თ2 _ 203 –2C|)Cთვ –2CვCთე +20C|C2 

4 4 

_ 63(6ვ –CთI) –C2(ფვ –თ)) _ (თვ –CIXCვ –C2) 
2 2 : 
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თავი II. ღეფორმაციათა თეორია 

§1.6. დეფორმაციის ცნება 

როგორც შესავალში აღვნიშნეთ, თუ უწყვეტი გარემოს გან–- 

ხილვის პროცესში მასზე გარე ძალების მოქმედების შედეგად 

მის წერტილებს შორის მანძილები იცვლება, სხეულის წერ- 

ტილთა მდებარეობის ასეთ ცვლილებას დეფორმსცია ეწოდება. 

აღვნიშნოთ (X,.X2IX3) -ით სხეულის რაიმე წერტილის კოორ- 

დინატები დეფორმაციამდე ხოლო (X, .X2:X3) -ით – მისივე 

კოორდინატები დეფორმაციის შემდეგ. 

ვთქვათ, ” აღნიშნავს იმ არეს, რომელიც სხეულს უკავია 

დეფორმაციამდე. სხეულის ყოველი წერტილი, რომელსაც დე- 
ფორმაციამდსუე ეკავა სივრცის წერტილი კოორდინატებით 

62>> :X3) CV იკავებს სივრცის გარკვეულ წერტილს კოორ- 

დინატებით (6205 > .X3), ე-იი. X, -ები უნდა იყვნენ X,-ების გარ- 

კვეული ფუნქციები: ... 
X, = დ, (X,Xე -X3) · (1.6.1) 

ჩვენ ვუშვებთ, რომ 0, ფუნქციები უწყვეტია M” არეში (ე. ი. 

დეფორმაციას თან არ სდევს სხეულის რღვევა). (X, ,X5,X3) 

წერტილები, რომლებიც შეესაბამებიან (X),X:,X3) C” შწერტი- 

ლებს, შეავსებენ გარკვეულ ” არეს. ეს იქნება ის არე, რო- 
მელსაც სხეული დაიკავებს დეფორმაციის შემდეგ. ჩვენ ასევე 

ვუშვებთ, რომ (I.6..) სისტემა იხსნება X,-ს მიმართ და რომ 

ისინი X, ცვლადების უწყვეტი ფუნქციებია. შემოვიღოთ აღნიშ- 

ვნა X”:=X,, 1 =1,2,3 (იხ., მაგ., (121). 
(1.6.1) გეომეტრიული თვალსაზრისით წარმოადგენს »” არის 

ასახვას / წ =” არეზე, მაგრამ უნდა შევნიშნოთ, რომ (1.6.1) 
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სახის ყოველგვარი ასახვა არ გვაძლევს დეფორმაციას. მარ- 

თლაც, თუ სხეულს გადავიტანთ სივრცეში, მისი წერტილების 

კოორდინატები შეიცვლება, მაგრამ მის არც ერთ ორ წერტილს 

შორის მანძილი არ შეიცვლება. სხეულის წერტილების კოორ- 

დინატების ისეთ „ცვლილებას, როცა არ ხდება დეფორმსცია, 

ეწოდება ხისტი გადაადგილება. 
როგორც ეს ნახ. 1.6.1-დან გამომდინარეობს, 

X” =თ,(X,,X:,X3)=X, +M,, 1 = 1.2,3. (1.6.2) 

:= (I, ,M2,/ვ) ვექტორს გადაადგილების ვექტორი, ხოლო 

/,, 7 =1,2,3, კომპონენტებს გადაადგილების ვექტორის კომპო- 

ნენტები, ან უბრალოდ გადაადგილებები ეწოდება X,, 1 = 1.2,3, 

ღერძების გასწვრივ. ვთქვათ, MV CC (7). V არეში უსასრულოდ 

მცირე წრფივი ელემენტის სიგრძე აღვნიშნოთ იძ”/-ით, ხოლო 

7? არეში მისი შესაბამისი უსასრულოდ მცირე წრფივი ელე- 

მენტის სიგრძე აღვნიშნოთ იძ/ წ” თი. სხვა სიტყვებით, ძ/-ით 

აღნიშნულია დეფორმაციამდე უსასრულოდ მცირე მანძილით 

ერთმანეთისაგან დაშორებულ ორ წერტილს შორის მანძილი, 

ხოლო ძ/7-ით აღნიშნულია ამავე წერტილებს შორის მანძილი 

დეფორმაციის შემდეგ. 

ცხადია (იხ. ნახ. I.6.2), 

ძI? = თი,თა, 

და, (1.6.2)-ის გათვალისწინებით, 

თ თ 
(9)? = ძიწთი? = 5? კ, % ძს 

CX, ( წ, # 

=Cდ,,თX, „დ, ,0X =(0, +V,,X0,, +!!,,/ ჰძა, „თ, 

=(0,0 არრა ობ, "”,, +V, , V,,)თX,%, 

=(0, + +590 ,+%ე I )ძი, თX,. 
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ნახ. 1.6.1 

სიგრძის კვადრატის ცვლილების გასაგებად მეორე ტოლობას 

წევრ-წევრად გამოვაკლოთ პირველი ტოლობა 

2 

წა. ... 
სადაც 

  

  

      

ნახ. 1.6.2 
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თუ ერთი მაინც 6, # 0, მაშინ სიგრძის კვადრატი და ამდენად 

თვით სიგრძე იცვლება, ეი. ადგილი აქვს დეფორმაციას და ამი- 

ტომ 06 ჯ-ს ეწოდება დეფორმაციის ტენზორი, რომელიც, ცხადია, 

სიმეტრიულია. დეფორმაციის ტენზორის ეს გამოსახულება შეე- 

საბამება გეომეტრიულად არაწრფივ თეორიას. თუ კვადრატებს 

და ნამრავლებს უგულებელვყოფთ თვით ამ სიდიდეებთან შედა- 

რებით (ე.ი, თუ გადაადგილებების წარმოებულების მნიშვნელო- 

ბები იმდენად მცირეა, რომ ეს დასაშვებია), მაშინ მივიღებთ გეო- 

მეტრიულად წრფივი თეორიის შესაბამის შემდეგ გამოსახულე- 

ბას: 

1 . 2 =21(4.+4,) /#=123.. (63) 
ორივე (წრფივგ და არაწრფივ) შემთხვევაში 6 #5= 0, 

7, =1,2,3, ტოლობები შეესაბამება ხისტ გადაადგილებას. 

აღვილ-ლნნდ სანახავია, რომ წრფივ შემთხვევაში, თუ 

MV, CC“(IM), მაშინ 

I 
0, 16სხ,-6ს, =-C» +M4,V +%.ე +M% ცხ –V, ს == 

= 9, #ა IL. /,M# =1,2,3. (1.6.4) 

ვთქვათ, ახლა 

0, =0, (1.6.5) 
მაშინ (1.6.4)-დან, ერთი მხრივ, 

"”, „ = 0, 

ე'ი· 

",(X) = თ, +ხ,X,, 1=1,2,3, თ, = C0M5/, ხ, = 00091. 

მეორე მხრივ, (1.6.5)-დან 

. (1.6.6) 
”/ 7 

ამდენად, რადგანაც 
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..- ... 

“,, = (თ, +ხ,X.), = ხმ, = ხ, , 

(1.6.6)-დან მივილებთ 

ხ, = -ხ, ა, 

საიდანაც 

ხ,=0, I1=1,2,3, ხ, =ხ,, =–ს,, 

ხე; = ხკ =-ხტ,,, ხკ :=ხ;, = –ხე. 
ამრიგად, ხისტი გადაადგილების შემთხვევაში გვექნება, რომ 

27, (X) = ძ, – ხკXე +ხ:Xტ, 

ა: (X) = ძე – ხ,Xკ +ხ.X,, (1.6.7) 

?3(X) = ძკ – ხეX, +ხ,%., 

ან ვექტორული ფორმით 

#=27+I|ხ,XI, 
სადაც 

რ :=(თ,ძე,,თ.), ხ = (§,,ხე.ხკ). X:=(X,,X,,X,). 

დეფორმაციის ზოგად (არაწრფივ) შემთხვევაში ხისტ გადაად- 

გილებას, ე.ი. „გამყარებული“ სხეულის გადატანასა და ბრუნვას 

შეესაბამება 

თ(X)=20+0" VXCVM (1.6.8) 

ასახვა, სადაც, თ:= (თ,,თ.,დკ), ი მუდმივი ვექტორია, რომე- 

ლიც კოორდინატთა სისტემის, კერძოდ, V არის გადატანას გა– 

მოხატავს, ხოლო 0) მესამე რიგის ორთოგონალური მატრიცაა 

+I-ის ტოლი დეტერმინანტით, რომელიც კოორდინატთა სისტე- 

  

  
ამდენად, ნ, | მატრიცა ანტისიმეტრიულია და მხოლოდ მისი სამი 

ელემენტია დამოუკიდებელი. 
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მის სათავის გარშემო შემობრუნებას გამოხატავს (იხ. |I2), გვ. 

43). 

როგორც ცნობილია, (იხ. (36), გვ. 49), ნებისმიერი მესამე 

რიგის ორთოგონალური 0 მატრიცა (ეი. 0”0 = 7, სადაც 7 

ერთეულოვან მატრიცააა შეიძლება წარმოდგენილი იქნას, 

როგორც შემდეგი ნამრავლი 

ლ05ხ,- –ვIი ხ, ლ05ხ- 0 §IიV;|!! 0 0 

0= იხ 005, 0 I 0 |0 ილიახ, –5ი), 

0 0 I –ზიხ-: 0 C05ხ.|0 §!ხ 005, 

სადაც მატრიცები შეესაბამებიან „გამყარებულ“ სხეულთან უძრა- 

ვად დაკავშირებულ Xკ, Xე და X,ლღერძების გარშემო შესაბამი- 

სად #ხკ, ხე და ხ, კუთხით მობრუნებას. მარჯვენა სისტემაში 

ბრუნვის დადებით მიმართულებებად მიღებულია შესაბამისად X, - 

დან X,ე -სკენ; Xკ-დან X, -სკენ ღა Xა-დან Xკ-სკენ მობრუნება 

მცირე კუთხის მიმართულებით. მოძრაობის ფარდობითობიდან 

გამომდინარე, თუ სხეულს ჩავთვლით უძრავად, ხოლო კოორდი- 

ნატთა სისტემას მოძრავად, მაშინ კოორდინატთა სისტემა მობ- 

რუნდება საწინააღმდეგო მიმართულებით XX), X: და Xკ ღერ- 

ძების გარშემო შესაბამისად C = –ხ,, V =-ხე: და ჯ = -ხ, 

კუთხით. თ, V და 2 კუთხეებს ეილერის კუთხეები ეწოდება 
(იხ. I14), გვ. 556, იხ. აგრეთვე, დამატება 8, § 16). ცხადია, 

0= (1.6.9) 
ლლ5 ხ,ლ05ხ, C059, 510 ხ, 51ი ხ, –5)ი ხ, C05 ხ. 005 წხ, 5Iი ხ, C05 ჩხ, + 51)9 ხ, 51ი ხ, 

ა:)უხკლ05ხ, §Iი 'ხ, 51ი ხ, 5Iი ხ, +C05 ხ,C05ხ, 511) ხ, 5§1ი ხ: C05 ხ, – C05 ხ, §1ი ხ,| . 

–9ყს)ი ხ, 005 ხ, 519 ხ, C0§ ხ, 005 ხ, 

გეომეტრიულად წრფივ თეორიაში ბრუნვის ხ := (ხ,,ხ:,ხჯ) ვექ- 
ტორი უსასრულოდ მცირეა. ამიტომ, თუ მაღალი რიგის უსას- 

რულოდ მცირე სიდიდეებს უგულებელვყოფთ და გავითვალის- 
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წინებთ იმას, რომ §1იხ, =ხ, და C05ხ, =1, 7 =1.2.3, (1.6.9)- 
დან მივიღებთ, რომ გეომეტრიულად წრფივ შემთხვევაში 

–” 
0 =| ჩხ 1 –ხ,I. (1.6.10) 

-–ხ ხ. 1 
(1.6.2)-ისა და (1.6.8)-ის თანახმად გვექნება 

თ(X)=X+#=0C+0X. 

საიდანაც, ვინაიდან (1.6.10)-ის გამო 

0 –#ც ხხ, 
(02-/)X=|ხ 0 == >X1) 

–ხ, ხ. 0 
მივიღებთ, რომ 

#=0+(0+“-/)X=287+|ხ,XI. 

ეს კი, როგორც მოსალოდნელი იყო, (1.6.7)-ს ემთხვევა. 

§1.7. აფინური ასახვა 

თუ (1.61) ასახვაშში ირი, ფუნქციები წრფივია, მაშინ მას 

ევკლიდის სივრცეში აფინური ასახვა ეწოდება, ე.ი. აფინური 

ასახვის დროს 

X, = (4, +ძ, IX, +ძ,), (1.71) 

  

ცხადია, X, = 0.X, +ძ,X, +0ძ, = X, + V,, სადაც 

“, = თ,X, +თ,. I = 1,2.3, (1.6.2)-ის თანახმად, გადაადგილების 

ვექტორის კომპონენტები, ე-ი. გადაადგილებებია. 

61



სადაც რძკ,,.თ, მუდმივებია. რამდენადაც ჩვენ მოვითხოვეთ, რომ 

(1.7.1) ამოხსნადი უნდა იყოს X,-ს მიმართ, ამიტომ 

ძიI(6, +ძ, | #0. 

აფინურ ასახვას ახასიათებს შემდეგი თვისებები: 

1) (7.7:1)-ის შებრუნებული ასახვა აფინურია. მართლაც, თუ 

ამოვხსნით (1.7.1)-ს, მივიღებთ 

X, = (4 , +ხ, IX; +თI, (17.2) 

I 
სადაც ხ,, 0, გარკვეული მუდმივებია. 

2) რაიმე II ბიბრტყეზე მდებარე წერტილები აფინური 

ასახვის შემდეგ გარკვეულ II” სიბრტყეზე განლაგდებიან. მარ- 

თლაც, თუ 4,X,+ 8 =0 არის II სიბრტყის განტოლება, მა- 

შინ მასში (17.2) გამოსახულებეის ჩასმთ მივიღებთ 

4, X, +8 =0 განტოლებას, სადაც 4, და 8ხ' გარკვეული 

მუდმივებია, ე.ი. რაიმე II” სიბრტყეს. 
3) რაიმე ს წრფეზე მდებარე წერტილები აფინური ასახვის 

შემდეგ გარკვეულ რს წრფეზე განლაგდებიან. მართლაც, # 
წრფეს თუ წარმოვიდგენთ, როგორც რაიმე ორი II, და II. 

სიბრტყეების თანაკვეთას, მაშინ წინა თვისების თანახმად #?ჰ -ს 

წერტილები, რომლებიც ერთდროულად მიეკუთვნებიან II, და 

II, სიბრტყეებს, გადავლენ წერტილებში, რომლებიც ერთდროუ- 

ლად მიეკუთგნებიან გარკვეულ II, და II. "სიბრტყეებს, რო- 
მელთა თანაკვეთა განსაზღვრავს /#” წრფეს. 

4) ორი აფინური ასახვის კომპოზიცია კვლავ აფინური ასახ- 

ვას. მართლაც, თუ (1.7.1) აფინური ასახვით მიღებულ X, 

წერტილებს ავსახავთ 
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», =(6,+ძ, IX, +თ, (17.3) 
აფინური ასახვით, ე.ი. (1.7.1)-ს ჩავსვამთ (1.7.3)-ში, მივილებთ 

», =(2,+ძ, )X,+0ძ,” (L7.4) 

აფინური ასახვას, სადაც ძ, და ძ,. გარკვეული მუდმივებია. 

აფინური ასახვის უწყვეტობიდან და მისი მესამე თვისებიდან 

ცხადია, რომ წრფივი მონაკვეთი წრფივ მონაკვეთში აისახება, 

ხოლო ვექტორი – ვექტორში. 

ვთქვათ, 
ნ=(>,,5,,6.) 

ვექტორი აისახა 

L" =(«,,2, 5 ) 

ვექტორში. აღვნიშნოთ MX ვექტორის საწყისი და ბოლო წერტი- 

ლების კოორდინატები შესაბამისად >-თ და X,-თ, მაშინ 
0 

წ, =X, XI, 

ხოლო L -ის კომპონენტები 

0 

= », = », ? 4 
სადაც 

0. 0 

X, =(0, +ძი,)X,+0, X, =(0, +ძ,)X,+0,. 

თუ განვიხილავთ უკანასკნელი ორი სიდიდის სხვაობას, მი- 

ვიღებთ 
ი 0 

თ, =X, – X, =(0, +ძ,XX, – X,) =(9, +ძ,)თ,. (1-7.5) 

(1.7.5)-დან ცხადია, რომ ორი ტოლი ვექტორი (ე.ი. მათი შესა– 

ბამისი კომპონენტები ტოლია) აისახება ორ ტოლ ვექტორში, 
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ხოლო ორი პარალელური ვექტორი – ორ პარალელურ ვექ- 

ტორში”), ამასთან მათი სიგრძეების შეფარდება არ იცვლება. 

ამიტომ ადვილი მისახვედრია, რომ ორი ერთნაირი და ერთნაი- 

რად ორიენტირებული ფიგურა (განლაგებული სივრცის სხვადას- 

ხვა ნაწილში) შედგენილი წრფივი მონაკვეთებისაგან აისახება ორ 

ერთნაირ და ერთნაირად ორიენტირებულ ფიგურაში (იხ. ნახ. 

1.7.1). მაგრამ რამდენადაც ყოველი გეომეტრიული ფიგურა შეიძ- 

ლება განვიხილოთ როგორც წრფივი მონაკვეთებისაგან შედგენი–- 

ლი ფიგურების ზღვარი, ამიტომ აღნიშნული თვისება გრცელდე- 

ბა ნებისმიერ ფიგურაზე. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ სხეულის სხვა- 

დასხვა ნაწილი მიუხედავად მისი გეომეტრიული მდებარეობისა 

ერთნაირ დეფორმაციას განიცდის. ამიტომ აფინური ასახვის შე- 

საბამის დეფორმაციას ეწოდება ერთგვაროვანი დეფორმსცია. 

# /2 
ნახ. 1.7.1 

ა>
 

  

თუ 7 '= (მ, + თ, )? წი მაშინ დ კჯ = 7 ) –დან გამომდინარეობს 

#' =7, 1 =1,2,3, ხოლო თუ ––_ 1=1,2,.3 მაშინ 

" (2. +თ.)?.X 
5 _(%+თM,( ს+რX, =V#, 7 =1,2,3. 
?, (მ, +მშ,)”, 
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ცხადია, (1.7.1)-ის და (1.7.5)-ის აფინურობა არ დაირღვევა, 

თუ კოორდინატთა ერთი წრფივი სისტემიდან გადავალთ მეორე- 

ზე. ეს გამომდინარეობს კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულების 

წრფივობიდან (იხ. (1.4.2)). 

თუ (1.7.1) ასახვაში ძ,, 0,, სიდიდეები იმდენად მცირეა, რომ 

შეიძლება მათი კვადრატებისა და ნამრავლების უგულვებელყოფა 

თვით ამ სიდიდეებთან შედარებით, მაშინ მას უსასრულოდ 

მცირე ასახვა ეწოდება. (1.7.1) გადავწეროთ შემდეგი სახით 

X, – X, =0,X, +0, , 

საიდანაც, ძ, -ის და 0,-ს სიმცირის გამო ნათელია, რომ უსას- 

რულოდ მცირე აფინური ასახვის დროს წერტილის კოორდინა- 

ტების ცვლილება უსასრულოდ მცირეა. 

ორი უსასრულოდ მცირე აფინური ასახვის მიმდევრობით 

მოხდენის დროს (იხ. მეოთხე თვისება) 
ა... · 

თ. =0C, +ძ , ძი, =0ძ, +თ,, 
„I? I 

ამასთან შედეგი არ არის დამოკიდებული იმაზე, თუ რა მიმდევ- 

რობით მოვახდენთ ასახვებს. ასეთ შემთხვევაში ჩვენ ვამბობთ, 

რომ გვაქვს ორი მოცემული ასახვის ზედდება. ცხადია, აღნიშნუ–- 

ლი შეიძლება განზოგადდეს ზედდებათა ნებისმიერი რიცხვისათ- 

ვის. 

§1.8. უსასრულოდ მცირე აფინური ასახვის დაშლა საკუთრივ 

დეფორმაციად და ხისტ გადაადგილებად 

რამდენადაც ჩვენ გვაინტერესებს სხეულის დეფორმაცია, შემ- 

დეგში განვიხილავთ ვექტორის გარდაქმნის (1.7.5) ფორმულებს. 

მართალია, ამ შემთხვევაში წერტილის კოორდინატებს ძ, მუდ- 

მივი შესაკრებების სიზუსტით განვსაზღვრავთ, მაგრამ ეს არსე- 

ბითი არ არის, რადგანაც ისინი მხოლოდ სხეულის ხისტ გადა- 
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ტანას ახასიათებენ. (1.7.5) გადავწეროთ შემდეგი სახით 

ით, =ძ,რთ,, 0.8.) 
სადაც 

ით, := დ –2 
– 

აღნიშნავს 200=0%- #7 ვექტორული სხვაობის კომპონენტებს. 

დავსვათ შემდეგი საკითხი: რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებ- 

დეს რ, მუდმივები, რომ (1.8.1) ასახვას თან არ სდევდეს რაიმე 

დეფორმაცია, ე.ი. გვაძლევდეს მხოლოდ ხისტ გადაადგილებას? 

ხისტი გადაადგილების განსაზღვრის თანახმად ეს მოხდება 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა სხეულის ნებისმიერი ორი წერ- 

ტილის შემაერთებელი ვექტორის სიგრძე არ იცვლება, ე.ი. არ 

იცვლება მისი კვადრატი 

2 
L“ =6,6,. (1.8.2) 

აღვნიშნოთ IL -ს ნაზრდი ბს -თი. თუ უგულვებელვყოფთ მაღალი 

რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეებს, დიფერენციალის განმარ- 

ტების თანახმად, 

ძი=გნდა ძდC =6#X. 
(1.8.2)-დან ცხადია, რომ 

2LთM=2C ძი, . 

ე«ი. 

სგნ=ჯ გე 
და (1.8.1)-ის თანახმად 

1 I 
#2 =0,V, თ, = 695, თ, +299 თ, 

(1.8.3) 
1 1 I 

=3 955, +-0,9,9 =8319) + თ,)რ“, თ. 

იმისათვის, რომ შესრულდეს 0ი=0 ტოლობა ნებისმიერი V, -სათ- 
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ვის, აუცილებელი და საკმარისია 

თ, +ძ,, = 0. (1.8.4) 

მაშასადამე, ამ უკანასკნელ შემთხვევაში, (1.8.1) მიიღებს შემდეგ 
სახეს 

25, =0/,C,, (1.8.5) 
სადაც 

ნ, =ძ, =-ძ,'. (1.8.6) 
(1.8.4)-ის გამო, ცხადია, ი, ცხრა სიდიდე ხასიათდება სამი და- 

მოუკიდებელი #, სიდიდით 

ნ, =0, ი, = ნ.ე = -–-წ;, 

#7: = ნც = ხვა. ჯვ = 0), = – ჩა. 
ამდენად, (1.8.5) გაშლილი სახით ასე ჩაიწერება: 

ძა, = –0.6ე + #65, 

ძ6; = – 0,8, + ნ35, 

ძთკ = –ჯ,6, + 09,65, 

ხოლო ვექტორულად კი ასე _ 

ძწ=|ჩ, §I. 
რაც, როგორც ეს თეორიული მექანიკიდანაა ცნობილი, ახასია- 

თებს უსასრულოდ მცირე ხისტ ბრუნვას. კერძოდ, /#2, აღნიშნავს 

X, ღერძის გარშემო შემობრუნების უსასრულოდ მცირე კუთხეს. 

(18.6) ფორმულებით მოცემული #X,, სიმრავლე წარმოადგენს 

ე.წ. ანტისიმეტრიულ ტენზორს. 

(1.8.7) 

  

პხაზი უნდა გაესვას იმას, რომ (1.8.6) აღნიშვნა შემოღებულია მხოლოდ იმ 

შემთხვევაში. როცა სრულდება (1.8.4). (1.8.6)-დან ცხადია, რომ “7 = #, 

ანტისიმეტრიული მატრიცის ელემენტებია. 
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რომ მივიღოთ სხეულის იმ წერტილის კოორდინატების ასახ– 

ვის ფორმულა, რომელსაც გადაადგილებამდე ეკავა 

ML(X,, Xე, Xკ) მდგომარეობა, საკმარისია ფორმულა (1.8.5) გა- 

  

0 0 0 
მოვიყენოთ M/.M = (>, – X1,X2 – X2,Xვ – X3 ) ვექტორის მი- 

0 0 0 
მართ, სადაც #45 (X, X2,X3 ) რაიმე ფიქსირებული წერტილია 

და გავითვალისწინოთ 
0 0 0 

ბი, =გ (X, – X,) =ძ (X, – XI) = ბX, – ბX,, 

მაშინ, (1.8.5)-ის გამო, 
0 

ბX, = | (X, _– X) + თ,, 

სადაც 

C; = 6X,. 

ზემოთქმულიდან გამომდინარე საკუთრივ დეფორმაციას ახასია- 

თებს 

ებეგჯზ''სუ'გზეუეუეუუეეიეგზაუებეაებები» 
სიდიდეები. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა 

C;; = C,; := 3C + თ). (1.8.8) 

მათ დეფორმაციის კომპონენტები ეწოდება და წარმოადგენენ ეწ. 

დეფორმაციის სიმეტრიულ ტენზორს. 

შემოვიღოთ კიდევ შემდეგი აღნიშვნები: 
I · . 

ჩნ. =>(0ე –ძ,),)?, = ყვე, )მე := ჩ.კ, ჯვ == /ე). (1.8.9) 

ამ აღნიშვნებში (1.8.8)-ის და (1.8.9)-ის შეკრებით მივიღებთ, 

რომ 

-.. (1.8.10) 

ამრიგად, (1.8.1) მიიღებს შემდეგ სახეს 

  

შეს აღნიშვნა ემთხვევა (1.8.6)-ს, თუ სრულდება (1.8.4). 

68



66, =0,6,+ი,9,” 01.8.11) 

ეს უკანასკნელი ფორმულები მიგვითითებენ იმაზე, რომ აფინური 

ასახვა შეიძლება დაიშალოს საკუთრივ დეფორმაციის შესაბამის 

ბდ, = 6,C, (1.8.12) 

ასახვად და ხისტ გადაადგილებად, რომელიც მოიცემა (1.8.5) 

ასახვით, სადაც #, განსაზღვრულია (1.8.9)-ით. 

დეფორმაციის დ, კომპონენტებს მარტივი გეომეტრიული ში- 

ნაარსი აქვთ. 

ვაჩვენოთ, რომ დ, წარმოადგენს X, ღერძის პარალელური 

ვექტორის ფარდობით წაგრძელებას. გარკვეულობისათვის განვი- 

ხილოთ რ). 

მართლაც, (1.8.8)-ის თანახმად, (1.8.3) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

06 =6,C,6.. (1.8.13) 

თუ განვიხილავთ 7 = (4,.0,0) ვექტორს, მაშინ 
260 =ძ,ე 61. 

მაგრამ თ1= ჯ“ ჯ ე-ი. 

6) =“ · 
# 

  

ფაქტიურად რძ, მატრიცი ღავშალეთ სიმეტრიულ და ანტისიმეტრი-ულ 

მატრიცების ჯამად, რაც ყოველთვის შეიძლება: 
1 1 1 1 

7.2 
_იმ,+ძ, ძ0,-ძრ ,” , = '”'”' #/ე)ი #7. 

2 2 

ყ



ეს სიდიდე უგანზომილებოა, როგორც #-LI განზომილების მქო- 

ნე. 

ს თუ დეფორმაციის ყველა კომპონენტი, გარდა 6C6,,-ისა, ნულის 

ტოლია და ვიხილავთ საკუთრივ დეფორმაციას, ეი. /#, = 0, 

მაშინ (1.8.12)-დან ვღებულობთ, რომ 

ით,=0,ენ, 09: =0, 29. =0. 

ამრიგად, X, ღერძის პარალელური ვექტორი ყველა ერთნაირად 

წაგრძელდება (0, > 0) ან შეიკუმშება (0,, <0), ხოლო მისი 

პერპენდიკულარული ვექტორები არ იცვლიან არც მიმართუ- 

ლებას და არც სიდიდეს. ე.ი. ჩვენ გვაქვს X, ღერძის გასწვრივ 

მარტივი გაჭიმვა (0,, > 0) ან კუმშვა (0,, <0). 

6. -ის გეომეტრიული შინაარსის გასარკვევად გამოვთვალოთ 

#, =(0,7,,0), 7:>0, და #3 =(0,0,03), 63 >0, გექ- 

ტორებს შორის დეფორმაციამდე არსებული მართი კუთხის 

ცვლილება. დეფორმაციის შემდეგ ისინი აისახებიან შესაბამისად 

L = (67, ,7. +607, 07) 

და 

# =(06 06 :,6 +063) 

ვექტორებში. აღვნიშნოთ მათ შორის კუთხე (”– 8 >) -ით (თუ 

§ > 0, მაშინ კუთხე დეფორმაციის შემდეგ მცირდება, ხოლო 

თუ § ცკ< 0, მაშინ კუთხე იზრდება). ორი ვექტორის სკალარუ- 

ლი ნამრავლის ცნობილი ფორმულიდან ცხადია, რომ 
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7 
-–– = 

07/,06 +(7); +07/;)06 ე+07/(6 +063) 

-/ (67,)? + (7, + 67;)”+ (67,)” -/(6C,)? +(6C,)? +, +69ც)? 
საიდანაც, მაღალი რიგის უსასრულო მცირეთა სიზუსტით, 

გვაქვს შემდეგი მიახლოებითი ტოლობა 

  

  

273 (1.8.14) 
_%2, 07. 

C 7. 

რადგან 77 2-თან და C3-თან შედარებით შეიძლება შესაბამისად 

72 077; -ისა და 6306ვ3-ის უგულვებელყოფა (ან რაც იგივეა 
77 –თან და C3-თან შედარებით შეიძლება 077, -ისა და 00კ- 

ის უგულვებელყოფა). (1.8.11)-ის გამო, (1.8.9)-ის თანახმად, 

017კ= 6311; + 0773. 

06;=6ევ6 კ– #06 კ. (1.8.15) 

თუ (1.8.15)-ს ჩავსვამთ (1.8.14)-ში, მივიღებთ 

„ასეეი-,ქგტგტგ 

ამრიგად, 263 არის X: და Xკ ღერძების პარალელურ ვექტო- 

რებს შორის დეფორმაციამდე არსებული მართი კუთხის ცვლი- 

ლება. 
ახლა განვიხილოთ წმინდა დეფორმაცია. ამ შემთხვევაში ნუ- 

ლისაგან განსხვავებულია მხოლოდ C6:, ხოლო დეფორმაციის 

დანარჩენი კომპონენტები. და ბრუნვის კომპონენტები ნულის ტო- 

ლია. ვთქვათ, 08. 0C ვექტორები გავლებულია კოორდინატ- 
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თა სისტემის სათავიდან (სიმარტივისათვის) შესაბამისად X,; და 

Xკ ღერძების პარალელურად”), ხოლო C#MC მათზე აგებული 

მართკუთხედია (იხ. ნახ. 1.8.1). დეფორმაციის შემდეგ აღნიშნუ- 

ლი მართკუთხედი C,8'M'C" პარალელოგრამად იქცევა. ზოგა- 

დობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ C, წერ- 

ტილი არ გადაადგილებულა, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში 

ხისტი გადატანით ის შეიძლება კვლავ პირვანდელ მდგომარეობას 

28 >» 

  

  

      

  

% 

ნახ.1.8.1 ნახ.1.8.2 

დავუბრუნოთ. (1.8.12)-ის თანახმად 8 წერტილში მდებარე 

მატერიალური წერტილი გადავა 8# წრფეზე მდებარე 8' წერ- 

ტილში, ხოლო C წერტილში მდებარე მატერიალური წერტილი 

კი C# წრფეზე მდებარე C' წერტილში“), ამასთან 

88' = 2), =6,·08, CC'=68C6 =8, ·0C. (1816) 

  

„'ამდენად, __ 
08 = (9, 08.09) = (0, 27210), 208 = (07, 2772 + 07723, 0773) , 

0C =(0,0,0ღ =(0,0,6კ), 60C =(2C,,6,,6ც +963). 
' იმართლაც, ბ”), = 6,7, + 6,7: +6ც”/კ =0:70+0-7ე +0-0=0. 

ანალოგიურად, 0775 = 0, მრ, = 0, -“ =0. 

72



რადგანაც მაღალი რიგის უსასრულო მცირეთა სიზუსტით 

5ჩხ' 
„“–=IC2808ხ' = 2808", 
08 

CC” 
–“--–- =IC-<C0C' = 2C0C", 
0C 

ამიტომ, (1.8.16)-ის თანახმად, 

2808' = 2C0C" = 6. 

და კიდევ ერთხელ ვიღებთ, რომ 
6: = –<808' + 2C0C" = 26. 

თუ 08'L'C' პარალელოგრამს საათის ისრის მიმართულებით 

0. ის ტოლი კუთხით ხისტად შემოვაბრუნებთ 0 წერტილის 

გარშემო, მაშინ, მაღალი რიგის უსასრულო მცირე სიდიდეების 

სიზუსტით, C,3' დაემთხვევა 008-ს, რადგან 

  

ი. ის . 08% იჟ. 
6056; . _ 023 , 623 _ 

”M”" 
ამავე მიზეზით, მაღალი რიგის უსასრულო მცირე სიდიდეების 

სიზუსტით, შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ CX =CXC” =CC” 

და C" მდებარეობს” C# წრფეზე. ამდენადდ CX8'IX'C" 

დაიკავებს C8#”C” მდებარეობას (იხ. ნახ. 1.8.2). 

ამრიგად, განხილული დეფორმაცია წარმოადგენს XCX,X5 

  

0C 0C 
  

  

ა"0C'= = 3 ჯ =CC, 
6056: , _ 623 623 _ 

2 4! 

C0C” = 0%- _ 0XC =C0C. 
00553 | 5. 63 _ 

2. 4! 
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სიბრტყის პარალელური სიბრტყეების ძვრას C0X, მიმართულე- 
ბით ამასთან” სიბრტყის CC” გადაადგილება CX,X. 

სიბრტყემდე მანძილის პროპორციულია (იხ. აქვე (1.8.17)). 

CC” სიდიდეს ეწოდება „აბსოლუტური ძვრა“, ხოლო 
CC" 

მC = /I/C«C0C” = IC6ეკ = 6ეკ = 26-3 (1.8.17) 

სიდიდეს – „ფარდობითი ძვრა“ ან ძვრის კუთხე. განხილულ 

დეფორმაციას ეწოდება მარტივი, ერთგვაროვანი ძვრა. 

§1.9. დეფორმაციის ინვარიანტული კვადრატული ფორმა, 

კოორდინატთა სისტემის შეცვლა. დეფორმაციის მთავარი 

მიმართულებები. დეფორმაციის ზედაპირი 

(1.813) “შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

#20 =2MCფ,C, 5), (19.1) 
სადაც 

2#C6,,%.5,%.) == 0,C,C, (1.9.2) 

6 ,,6)6ვ ცვლადების კვადრატული ფორმაა. რადგანაც (1.9.1)- 

ის მარცხენა მხარეში მდგომ #27” გამოსახულებას აქვს კოორ- 

დინატთა სისტემის ლერძების “შერჩევისაგან დამოუკიდებელი 

აზრი, ამიტომ (1.9.1)-ის მარჯვენა მხარე, ე.ი. (1.9.2) კვადრა- 

ტული ფორმა ინვარიანტული უნდა იყოს კოორდინატთა სისტე- 

მის შეცვლის მიმართ. ე.ი. თუ 6', და #6 ',-ით ალვნიშნავთ ახალ 

კოორდინატთა სისტემაში დეფორმაციის ტენზორის და ჯ ვექ- 
ტორის კომპონენტებს, მაშინ 

#2” =2M(6 ,,)6:,63) =0,,0,C, 093) 

= 6',, თ 'თ '=2#(8' 60,163). 
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აქედან, ისევე როგორც მაბვების თეორიაში, ვიღებთ დეფორმა- 

ციის ტენზორის ძველ და ახალ კომპონენტებს შორის იმავე 

კავშირს, რაც ძაბვების შემთხვევაში გვქონდა: 

6 ,=6,Cთ!თ/. 

M = (#79,,7915,73) ა ერთეულოვანი ვექტორის მიმართულების მქო- 

ნე მიმართულებას ეწოდება დეფორმაციის მთავარი მიმართულება, 

თუ (შეადარე (1.5.1)-ს) 

6,, M, =60/,, (1.9.4) 

სადაც 7“ სკალარული სიდიდეა. 

კრონეკერის სიმბოლოს გამოყენებით (I.9.4) შეიძლება შემდე- 

გი სახით გადავწეროთ 

(6,<-60,,)#M, =0. (1.9.5) 

რადგან ყველა 7? , ერთდროულად ნული არ ხდება, ამიტომ: 

ძტII 0,,–<60, |=0. (1.9.6) 

დეფორმაციის „ტენზორის მთავარი მნიშვნელობები ეწოდება 

(1.9.6) განტოლების ფესვებს. მათ აგრეთვე მთავარ ფარდობით 

წაგრძელებებს უწოდებენ. (1.9.6) განტოლება ჩვენს მიერ განხი- 

ლული იყო 1.5 პარაგრაფში. ძაბვის თეორიის ანალოგიურად 

შეგვიძლიას გავაკეთოთ “შემდეგი დასკვნები: განსხვავებული 

მთავარი ფარდობითი წაგრძელებების შესაბამისი მიმართულებები 

ურთიერთმართობია; თუ (1.9.6) განტოლების ფესვები მარტივია, 

მაშინ გვაქვს ურთიერთმართობი მიმართულებების ერთი სამეუ- 

ლი; თუ (1.9.6ე) განტოლების ორი ფესვი ერთმანეთის ტოლია, 

მაშინ მათი შესაბამისი მიმართულებები ძევს სიბრტყეში, რომე- 

ლიც მესამე მარტივი ფესვის შესაბამისი მთავარი მიმართულების 

  

აM არ არის ნორმალი, რადგან აქ მოცემულ წერტილში 7! ნორმალიან 
ფართით ელემენტს კი არ განეიხილავთ, არამედ ვექტორებს (მიმართულებებს) 

და მათ შორის კუთხეებს. 
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პერპენდიკულარულია; ამ შემთხვევაში ნებისმიერი ორი ურთიერ- 

თმართობი მიმართულება ამ სიბრტყიდან შეიძლება მილებულ 

იქნას მთავარი მიმართულებად; თუ სამივე ფესვი ტოლია, მაშინ 

ნებისმიერი სამი ურთიერთმართობი მიმართულება შეიძლება 

მიღებულ იქნას მთავარ მიმართულებად. 

გადავწეროთ (1.9.6) კუბური განტოლება შემდეგი სახით: 

6 –06+0.6-0._ =0, 

სადაც 

            

ქ... 

6 რვ C13 

კუბური განტოლების ფესვებსა და კოეფიციენტებს შორის დამო- 

კიდებულებების თანახმად: 

0, =0, +060); +603, 

0. =0.კ6კ +60,6კ +036, (1.9.8) 

0, = 6,6ე6ა. 

როგორც მთავარი ფარდობითი წაგრძელებები, 0, -ები არ არიან 

დამოკიდებული კოორდინატთა სისტემის ლერძების შერჩევაზე. 

ამიტომ 0, -ები ინვარიანტებია კოორდინატთა სისტემის ღერძე- 

ბის შეცვლის მიმართ. 

ისევე როგორც I1I.5 პარაგრაფში, ძაბვის ზედაპირის მსგავსად 

შეიძლება შემოვიღოთ დეფორმაციის ზედაპირის ცნებაც. 

მართლაც, (1.9.1) გადავწეროთ შემდეგი სახით: 
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ბ #? ყუ = #1?6 = 2#(%,,63,53), 

ბ” – 
სადაც 6= + გამოხატავს #7 = (%,,თ 2:63) გექტორის ფარ– 

დობით წაგრძელებას. იგი არ არის დამოკიდებული ვექტორის 

სიგრძეზე, დამოკიდებულია მხოლოდ ვექტორის მიმართულებაზე. 

ამიტომ ყოველი მიმართულებისათვის ისე შეიძლება შევარჩიოთ 

ვექტორის სიგრძე, რომ 

ს? =1+0ლ?, 
სადაც C ნებისმიერი, ნულისაგან განსხვავებული ფიქსირებული 

მუდმივია. მას სიგრძის განზომილება აქვს. 

თუ 7-ს საწყის წერტილს ავიღებთ კოორდინატთა სისტე- 

მის სათავეში, მაშინ მისი ბოლო 4 წერტილი აღმოჩნდება 

2 

2M(%,,%ე,6კვ) =3+C 
ან, რაც იგივეა, 

_ 1? 
6,, დთ,თ,= +0C (1.9.9) 

ზედაპირზე, რომელსაც დეფორმაციის ზედაპირი ეწოდება. 

თუ დეფორმაციის ზედაპირი აგებულია, მაშინ გარემოს მოცე- 

მულ წერტილში აღვილად შეიძლება გამოვთვალოთ ნებისმიერი 

ვექტორის მიმართულებით რ ფარდობითი წაგრძელება. ამისათ- 

ვის საკმარისია, სათავიდან გავავლოთ მისი პარალელური 04 

ვექტორი ზედაპირის 4 წერტილში გადაკვეთამდე ამასთან 

იმისათვის, რომ ყოველთვის არსებობდეს გადაკვეთის 4 წერტი- 

ლი, საჭიროა, გარკვეულნაირად შევარჩიოთ C? -ის წინ ნიშანი. 

განსახილველი ვექტორის 6 ფარდობითი წაგრძელება შემდეგ- 

ნაირად გამოისახება 

ლ? 

04”. 
თუ საკოორდინატო ღერძებად მივიღებთ დეფორმაციის მთავარ 
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მიმართულებებს, ე.ი. (1.99.9) განტოლებით მოცემულ ზედაპირის 

მთავარ ღერძებს, მაშინ დეფორმაციის ზედაპირის (1.9.9) გან- 

ტოლება დაიყვანება 
06, = +0? 

კანონიკურ სახეზე. ამდენად ახალ კოორდინატთა სისტემაში 

6, =0, როცა 1# /, 6',, =6,. 

ამრიგად, თუ საკოორდინატო ღერძებად მივილებთ მთავარ მი- 

მართულებებს, მაშინ მათ შორის მართი კუთხეები დეფორმაციის 

შემდეგაც მართი დარჩება დეფორმაციის ზედაპირებს ისეთივე 

სახე აქვთ, როგორც მაბვის ზედაპირებს და ამიტომ მათზე არ 

შევჩერდებით. 

0 =6. =0,+0.+0კ (1.9.10) 

სიდიდეს მარტივი გეომეტრიული შინაარსი აქვს. თუ განვიხი- 

ლავთ მართკუთხა პარალელეპიპედს, რომლის წიბოები დეფორმა- 

ციის მთავარი მიმართულებების პარალელურ საკოორდინატო 

ღერძებზე მდებარეობენ და მათი სიგრძეები ,, /. და”/კ -ის ტო- 

ლია, მაშინ დეფორმაციის შემდეგ პარალელეპიპედის წიბოები 

კვლავ ღერძების პარალელური იქნებიან, ხოლო მათი სიგრძეები 

შესაბამისად 

1, (1+6,), ”ს(1+ძ0ე), 7კ3(1+40კ)-ს 

გაუტოლდება. ამდენად, განსახილველი პარალელეპიპედის მოცუ- 
ლობა დეფორმაციამდე იყო 

V” = 7, · #7 7. 

ხოლო დეფორმაციის შემდეგ, მაღალი რიგის უსასრულო მცირე- 

თა სიზუსტით, არის 

M/%=11.13(1+9,)1+ 0 X1+0კ) 

=M(1+0, +6ე +63). 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (1.9.10)-ს, 
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/6-7/ 
  = 6 +606 +6კ =60. 

ამრიგად, 0 წარმოადგენს მოცულობის ფარდობით გაფართოებას 

(Cსხლვ2! ძI/2:მV0I), ე.ი. დეფორმაციის დროს მოცულობის 

ერთეულის ცვლილების ტოლია. (წმინდა) მოცულობითი დეფორ- 

მაცია ((0VI6) ძII2მ1მV00იმ! §Vმ1ი) ეწოდება დეფორმაციას, როცა 

იცვლება სხეულის (ან მისი ელემენტების) მოცულობა ფორმის 

შეუცვლელად. მაგალითად, ზემოთ განხილულ შემთხვევაში, დე- 
ფორმაციის შედეგად იცვლება მართკუთხა პარალელეპიპედის მო- 

ცულობა, მაგრამ ის კვლაგ მართკუთხა პარალელეპიპედად რჩება. 

§1.10. ზოგადი სახის დეფორმაცია 

ვთქვათ, დეფორმაციის შედეგად უწყვეტი ტანის M# წერტილი 
(X,. X:, X–ვ) კოორდინატებით იკავებს სივრცის M # წერ- 

ტილს (XI, X5, X3) კოორდინატებით. 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა 

?/, .= X, –X,, 1=1.2,3. 

ცხადია, ჯ/, არის MMI " ვექტორის კომპონენტები, რომლებიც გა- 

მოხატავენ დეფორმაციის შედეგად წერტილის გადაადგილებას. 

#M:= (I, MM, 1/გ)ვექტორს ეწოდება გადაადგილების კექტორი, 
ხოლო შის კომპონენტებს – გადაადგილების ქექტფორის კომპო– 

ნენტები. რადგან გარემოს სხვადასხვა წერტილი სხვადასხვაგვა- 

რად გადაადგილდება, ამიტომ გადაადგილების ვექტორი ზოგადად 
წერტილის კოორდინატების ფუნქციაა: 

/; =1(XI.X2.X3), 1 =1,2,3. 
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შემდგომში, თუ სხვა რამ არ იქნება თქმული, ჩვენ ვიგულის- 

ხმებთ, რომ /,, 1 = 1.2.3, ცალსახა, უწყვეტი ფუნქციებია, რომ- 

ლებსაც აქვთ მესამე რიგამდე ჩათვლით უწყვეტი წარმოებულები. 
წერტილის მიდამოში გარემოსგან გამოვყოთ მისი უსასრუ- 

ლოდ მცირე ნაწილი და დავაკვირდეთ, თუ როგორ იცვლება იგი 

დეფორმაციის შედეგად. ამისათვის საკმარისია ვნახოთ, თუ რო- 

გორ იცვლებიან M წერტილში საწყისი წერტილის მქონე უსას- 

რულოდ მცირე ვექტორები. ვთქვათ, MI = #7 =(2,,6;,6კ) ერთ- 
ერთი ასეთი ვექტორია (იხ. ნახ. 1.10.) და დეფორმაციის შემ- 

დეგ M წერტილი გადადის M %-ში, MV კი – M #-ში, ხოლო 

ჯ გარდაიქმნება ს+= M+M% ვექტორად (რადგან ვიხილავთ 
უსასრულო მცირე ვექტორებს). გამოვთვალოთ 

ბნ=6L-+-ჩ 
ვექტორული ნაზრდის კომპონენტები. 

ცხადია, M”" წერტილის კოორდინატებია 

X, +V,(X,.X2.Xვ), 1 = 1,2,3, 

ხოლო MX%-ის რომლის დეფორმაციამდელი (ეი. M 

წერტილის) კოორდინატები იყო 

X,+6, 1=1,2,3, 

კოორდინატებია 

X, +C,+V/,(X, +ძ ,,Xე +%ე:,Xკ +663), 1 =1,2,3. 

  

ა) შევნიშნოთ, რომ M/MV წრფის მონაკვეთი, ზოგადად, # ”· და MV% წერ- 

ტილების შემაერთებელ რაიმე წირად გარდაიქმნება, მაგრამ ჩვენ გვაინტერე- 

სებს (დეფორმაციის ცნებიდან გამომდინარე) M და I წერტილებს შორის 

მანძილის, რომელიც L ვექტორის სიგრძის ტოლია, შედარება M· და 

#% წერტილების შორის მანძილთან, ეი. 77% ვექტორის სიგრძესთან. 
0



ამიტომ #V" ვექტორის კომპონენტებია 

C,+%,(X, +6),X:ე +%:,Xკ +6კ) – /,(X,,X:,X,), 1 =1.2,3, 

ხოლო 8 ჩვექტორის კომპონენტებია 

065 ,=V(X, +6,,X; +6ე,Xვ +983) –,, (X,,X.,Xვ), 1 =1I2,3. 

  

ნახ.1.10.1 

დიფერენციალური აღრიცხვიდან ცნობილი ტეილორის ფორმუ- 

ლის თანახმად, 

?,(X, +6).Xე + 6 :.Xკ +% 3) – !/,(X,ტ,X:,X3) 
=V/,.,6, +6,, 1 =1,2,3, 

3. MX 
სადაც §,არის 2,6; -ის მიმართ მაღალი რიგის უსასრუ- 

/#=) 

ლოდ მცირე სიდიდე. თუ მათ უგულვებელვყოფთ მივიღებთ, რომ 
26,=V,,8,. 01.10.1) 
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აქ “,,, სიდიდეები დამოკიდებულია (X,, X2) Xგ) წერტილზე და 

არაა დამოკიდებული  ,-ზე. 
(1.10.1)-დან ნათელია, რომ განსახილველი ელემენტის წრფივ 

განზომილებებთან შედარებით მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე 

სიდიდეების სიზუსტით, ელემენტის დეფორმაცია ხასიათდება 

აფინური გარდაქმნით, რომლის კოეფიციენტებია 

ძ,,=V%,კ. (110.2) 
შემდგომში ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ გადაადგილების ვექტორის 

კომპონენტები და მათი წარმოებულები ისეთი უსასრულოდ მცი- 

რე სიდიდეებია, რომელთა ნამრავლებისა და კვადრატების უგულ- 
ვებელყოფა დასაშვებია თვით ამ სიდიდეებთან შედარებით. ამ პი- 

რობებში (1.10.1) იქნება უსასრულოდ მცირე აფინური გარდაქმნა 

და მის მიმართ შეიძლება გამოვიყენოთ §1.8-სა და §1.9-ში მიღე- 

ბული შედეგები. 

(1.8.11)–ის, (1.8.8)-ის, (1.8.9)–ის და (1.10.2)-ის თანახმად, 

პი, =(6, + ნ,)6ი,,) 010.3) 

ს“ 

სადაც 

  

'XI10.3) პირდაპირ მიიღება (1.10.1)-დან, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

“,, =5(%,/ +V,,) +>LVV,, –"V,,)=6, +/,კ, 

ჩე =CC M 0, , სადაც 0 ხისტი ბრუნვის ვექტორია ხოლო 

–“_-–- · 
CV = 2 – 7)V _– M)(X – 7) ლევი-ჩივიტას სიმბოლოა. 

0. =ეა = 1 _ I _1 
(== 5/# ჩე =5 5) VI, =6V79! V), არს X, 

ღერძის გარშემო შემობრუნების კუთხე, რადგან C ,,. C ,, = 20,, (იხ. გვ. 

412). 
82



C, = C,,+V,,), (1.10.4) 

ჩ, = V,, –V,,). (1.10.5) 
2 

სხეულის გამოყოფილი უსასრულოდ მცირე ელემენტის მდგო–- 

მარეობის შეცვლის სრული სურათის მისაღებად (1.10.3)-ით გა- 

მოხატულ საკუთრივ დეფორმაციასა და უსასრულოდ მცირე ხისტ 

მობრუნებას უნდა დაემატოს ელემენტის ხისტი (პარალელური) 

გადატანა, რომელიც თვით #/(X,, X;, Xკ) წერტილის გადაად- 

გილების ტოლია, ე-ი. ამ ხისტი გადატანის კომპონენტებია 

”/, (X,, Xე, X3) · 

§1.7-ში განხილულ ერთგვაროვან დეფორმაციასა და ამ პარაგ- 

რაფში განხილულ დეფორმაციას შორის განსხვავება ისაა, რომ 

აქ დეფორმაციის კომპონენტები დამოკიდებულია განსახილველი 

ელემენტის მდებარეობაზე გარემოში, ე.ი. (X,, X:, X3) კოორდი– 

ნატებზე. კერძოდ, წერტილიდან წერტილზე გადასვლის დროს 

იცვლება დეფორმაციის მთავარი მიმართულებები. იგივე უნდა 

ითქვას ბრუნვის კომპონენტებზე და მოცულობის ფარდობით გა- 

ფართოებაზე. 

§1.11. გადაადგილების განსაზღვრა დეფორმაციის კომპონენტების 

საშუალებით. ჩეზაროს ფორმულები. თავსებადობის სენ-ვენანის 
პირობები 

ამ პარაგრაფის ამოცანაა (1.10.4) სისტემის ამოხსნა. ე.ი. სამი 

უცნობი სიდიდის განსასაზღვრავად გვაქვს ექვსი განტოლება, 

რაც იმაზე მიუთითებს, რომ საჭიროა გარკვეული დამატებითი 

პირობები დაედოს სისტემის თავისუფალ წევრებს (ე.წ. მარჯვენა 

მხარეებს) - დეფორმაციის კომპონენტებს. 

ვთქვათ, ” არე, რომელიც გარემოს ეკავა დეფორმაციამდე, ცა- 
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0 0 0 0 
ლადბმულია; #/ე (ი,X,,X) რაიმე წერტილია VI” არეში, 1, 1 = 

1,2,3, M-ე წერტილის გადაადგილების ვექტორის კომპონენტებია, 
0 

ხოლო 7;; ბრუნვის კომპონენტებია აღნიშნულ წერტილში; #, 
111 1 

(X,,X,X3) რაიმე სხვა წერტილია არეში. ამ უკანასკნელ წერ- 

ტილში ვიპოვოთ გადაადგილების ვექტორის კომპონენტების გა– 

მოსახულება დეფორმაციის კომპონენტების საშუალებით. 

M/ა M, -ით აღვნიშნოთ Mა და M, წერტილების შემაერთებე- 

ლი ნებისმიერი წირი, რომელიც I” არეში მდებარეობს. 

(1.10.4) და (1.10.5)-დან ცხადია, რომ 

V,,=6, + ჩ.· 

ეი. 

ძV, = "V,., თა, =(6,, + ჩ,,)თ,. 

აქედან M#M7/ე M, წირის გასწვრივ ინტეგრებით გვექნება, რომ 

1 0 
1I = ML + I> თX, + Iწ2 თ, . (1.11.1) 

MაM, MიM, 

გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა მეორე გვარის 

წირითი ინტეგრალისათვის და გამოვთვალოთ მეორე ინტეგრალი: 
1 

I მII0X, = I IM 9 (X, – X) 
Mი"M, M%იM, 

ი (» = 3 + I (X – X) ძ»,, > = MI (X,,X,,X). (1.11.2) 

MაM, 

თუ (1.10.5)-ს, მასში 1 და 7/-ის, შესაბამისად, M და I1-ით 

შეცვლის შემდეგ, გავაწარმოებთ X,-თი, მიღებულის მარჯვენა 

I 
მხარეს დავამატებთ და გამოვაკლებთ 2 რ. -ს გვექნება, რომ 
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–
 

ნს, ==VCV,) – ”,,), 

15
 

ა)
 

1 
> +V,,),– 2“ +V,,), =6/, “6, 

ე·ი. 

მია = ჩი, თ, = (0, , – C, )თ, · 

ჩავსვათ ეს უკანასკნელი (1.11.2)-ში ხოლო მიღებული გამოსა- 

ხულება – (1.11.1)-ში: 
1 0 0 1 0 

MX = V + 9II (X, – X) 
1 

+ I > _ (X, _ X) C» _– 2) ძX,. (1.11.3) 

M/იM, 
1 1 

რამდენადაც 1, დამოკიდებული უნდა იყოს X;-ზე, 7 = I2.3, 

მაგრამ არ უნდა იყოს დამოკიდებული წირის შერჩევაზე, მეორე 

გვარის წირითი ინტეგრალის ინტეგრების წირისაგან დამოუკი- 

დებლობის აუცილებელი და საკმარისი პირობების თანახმად, 

უნდა შესრულდეს შემდეგი ტოლობები: ) 
6M1,2 + 621, – 612“ (X, – უ „,სატგ„ჟ'ჟჟჟ 

1 
= 6#2,1 + 612 ““ 62L1“ (X, – XI) (92#1 – 62LLL), 

1 
6M1,3 + 631 ““ 6)L3““ (>, – X) (90#ვ – 61+8) 

1 
= 0I3,1 + 613,, –“ 63L1 (>, – XI) (931 – 63#/1), 

1 
623 + 632L ““ 623“ (X, – X) (92#3 – 62Lც) 

1 
= 6IM3,2 L 623 ““ 632“ (X, – X) (932 – 632). 
  

1 

ტრადგან (2-» | =-0.ე, 7 =1,2,3. 
” 
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საიდანაც, დეფორმაციის ტენზორის სიმეტრიულობის გათვალის- 

წინებით, 
1 1 

(X, – XI) „ც„„..- (X, – X) (02 – 62MI1), (1.11.4) 
1 

(» - X) (90Iც – 6#I3) = (X, - XI) (93, – 03ML1), 
1 

6 – XI) (923 – 623) = (X, – X) (93, – 03L2). 

აქედან რადგანაც “უკანასკნელი ტოლობები M-დან ნებისმიერი 

(X,)X:,Xვ) და (>,X,,X3) წერტილებისათვის ე.ი. ნებისმიერი 
1 

X,-ისა და X)-სთვის უნდა შესრულდეს, ვიღებთ ჯოლობებს, 

რომლებიც შემდეგ 6 დამოუკიდებელ პირობაზე დადის: 
· 

CM, =6V), = C,,I, –6,L), , ) (1.11.5) 

ე”. 

..... 0, 

სადაც 

/IM/ =1122, 2233, 1133, 1123, 2133, 2132. 

ამ უკანასკნელ პირობებს ეწოდება თავსებადობის სენ-ვენანის პი- 

რობები. ჩავწეროთ (1.11.5) გაშლილი სახით. პირველ შემთხვევა- 

ში (1.11.5) მიიღებს 

0,Iე; +6ე:)) – 20:); =0 

სახეს. აქედან წრიული გადასმით მიიღება მეორე და მესამე შემ- 

თხვევის შესაბამისი განტოლებები. მეოთხე შემთხვევაში მივი- 

ღებთ 

0), ევ + (6ევ,) – წე – 6ევ), =0 

განტოლებას. აქედან წრიული გადასმით მიილება მეხუთე და 

მეექვსე შემთხვევის შესაბამისი განტოლებები. 

  

"დასამახსოვრებლად: (1.1I1.5)-ს მივიღებთ (I.11.4)-ში მამრავლების გატოლებით 
და 1-ის და 2-ის ნაცვლად შესაბამისად 7 და 17 -ის ჩასმით. 
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(1.11.5) ასეც შეიძლება ჩაიწეროს: 

6, Vყ + Cყ, = CV + CV ' 

რომელიც 34 =81 განტოლებისაგან შედგება, რომელთაგან მხო- 

ლოდ ზემოხსენებული 6-ია დამოუკიდებელი. 

ლევი-ჩივიტას სიმბოლოს გამოყენებით სენ-ვენანის თაგსება- 

დობის პირობები ასეც შეიძლება ჩაიწეროს: 

C, 6, თკ =0, #7 =1.2,3. 

რადგან (1.113) გამოსახულებაში წირითი ინტეგრალი ფიგუ- 

რირებს, თუ არე მრავგლადბმულია, გადაადგილების ვექტორის 

კომპონენტები ზოგადად მრავალსახა ფუნქციები იქნება. თუ გა- 

ვატარებთ საჭირო რაოდენობის ჭრილებს ისე, რომ არე ცალად- 

ბმულად იქცეს, მათი ცალსახობისათვის აუცილებელია და საკ- 

მარისი, რომ ფუნქციების მნიშვნელობები ჭრილების სხვადასხვა 

მხრიდან ტოლი იყოს. (1.11.3) ფორმულებს ჩეზაროს? ფორმუ- 

ლები ეწოდება. 

  

“ე, ჩეზარო (1859-1906). 
87



თავი III. პონსტიტუციური ღამოპიღებულებები 

§1.12. დრეკადობის თეორიის ძირითადი კანონი – ჰუკის 

განზოგადებული კანონი 

1.1-I.11 პარაგრაფებში თქმული მართებულია, როგორც ეს 

უკვე აღნიშნული იყო, ნებისმიერი უწყვეტი გარემოსთვის. იმი- 

სათვის, რომ დრეკადი სხეულის დამახასიათებელი განტოლებები 

მივიღოთ, დამატებით საჭიროა ძაბვისა და დეფორმაციის ტენზო- 

რებს კომპონენტებსს დამაკავშირებელი კანონი, რომელიც 

ექსპერიმენტულად დგინდება. 
ვიდრე უშუალოდ ძირითად კანონს შევეხებოდეთ, შევნიშნოთ 

შემდეგი. რადგანაც, ზოგადად, ძაბვები და დეფორმაციები სხეუ- 

ლის სხვადასხვა წერტილში სხვადასხვაა, ამიტომ მათ ვიხი- 

ლავთ მოცემულ წერტილში. აქამდეც ჩვენ ეს ასე გვესმოდა, 
მაგრამ როცა ვიხილავდით გადაადგილების ვექტორის და დე- 

ფორმაციის ტენზორის კომპონენეტებს ,,მმოცემული წერტილის“ 

ქვეშ, ჩვენ გვესმოდა წერტილი დეფორმაციამდე (ე.ი. წერტილი 

ლაგრანჟის ცვლადებში (იხ. ქვემოთ § 1.22)), ხოლო ძაბვების 

განხილვის დროს კი წერტილი დეფორმაციის შემდეგ (ე.ი. წერ- 

ტილი ეილერის ცვლადებში (იხ. ქვემოთ § 1.22)). 

მაგრამ მცირე დეფორმაციების განხილვის დროს (დრეკადო- 

ბის წრფივი თეორია ემყარება მცირე შეშფოთებათა ჰიპოთეზას, 

რაც დეფორმაციების სიმცირეს და ამდენად, ხისტი გადაადგილე- 

ბის სიზუსტით, გადაადგილების სიმცირეს გულისხმობს) ') ეს 

  

"არსებობს განსაკუთრებული შემთხვევები, როცა დეფორმაციები მცირეა, მაგ- 

რამ გადაადგილებები დიდია ხისტი გადაადგილების სიზუსტითაც კი. მაგალი- 

თად, თხელი ღეროს მძლავრად ჩაღუნვისას მისი ბოლოები შეიძლება მნიშევნე- 

ლოვნად გადაადგილდნენ, ღეროს შიგნით კი გაჭიმვა და კუმშვა მცირე იქნება. 
ასეთივე შემთხვევასთან გვექნება საქმე თხელი ფირფიტის ცილინდრული ღუნ- 

ვის დროსაც. მაგრამ ასეთ შემთხვევაში მოქნილი ლეროების და ფირფიტების 
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სხვაობა არაარსებითია.ა მაგალითად, X ” ის მნიშვნელობა 

(X,,X-,X5) და (X,,X.,Xვ3) წერტილებში, სადაც (X,,X;,X3) 

წერტილი არის სხეულის დეფორმაციამდე (» = 2. 1) 

წერტილში მდებარე „სხეულის წერტილის მდებარეობა 
დეფორმაციის შემდეგ, ერთმანეთისგან განსხვავდება X ” -სთან 

შედარებით მცირე სიდიდით, რამდენადაც X „ სივრცითი წერ- 

ტილის უწყვეტი ფუნქციებია. ამდენად, დასაშვებია X ” -ის მნიშ- 

ვნელობა (>.,X,,X5) წერტილში ამ სიზუსტით შევცვალოთ 

მისი მნიშვნელობით (X,, X:X) წერტილში”). ეს მსჯელობა 

მისალებია იმ პირობით, თუ (>,,X;,X3) და (X,,X;,X3) წერ- 

ტილები ეკუთვნიან არეს, რომლის ჩაკეტვაც უკავია სხეულს 

დეფორმაციის შემდეგ. 

ამის შესაბამისად, შემდეგ ში, გვექნება რა ლაპარაკი არეზე, 

რომელიც სხეულს უკავია, ყოველთვის მხედველობაში გვექნება 

არე, რომელიც სხეულს უკავია დეფორმაციამდე, ე.ი. ყველა სი- 

დიდეს განვიხილავთ ლაგრანჟის ცვლადებში. 

  

მოღელი უნდა გამოვიყენოთ და არა მცირე ჩაღუნვების თეორია. ე«. წინაალ- 

მდეგობა არ გვაქვს. 

? სხვა სიტყვებით, (X 12X2:X 8) წერტილში დეფორმაციის შემდეგ მოსულ 

მატერიალური (სხეულის) წერტილის შესაბამისს «+“-ის მნიშვნელობით. 

ამდენად... 
24, (X%, X2, X3 ) = #, IC, (X, 2 X5 8 X3 #-- C3 (X, ე Xე 8 % | ჯ ჩ 7 = 1,2,3, 

კონსტიტუციურ დამოკიდებულებებს ვცვლით =. 

X,(CX,,X2,X3) = ”, I0,,(X,.X2აX3),---,633(X,1X21 X3)1, ),./ = 1,2,3, 

დამოკიდებულებებით. 
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ჰუკის მიერ ჩატარებული, შესავალში ნახსენები ექსპერიმენ- 

ტის ილუსტრირება მოვახდინოთ ე.წ. რბილი ფოლადის ღეროს 

(იხ. ქვემოთ § 3.1) გაჭიმვაზე ჩატარებული ექსპერიმენტის შე- 

დეგებით. ” ძალის (ე.ი. ღეროს ბოლოზე მოქმედი დატვირთვის 

ტოლქმედის) ზრდის პარალელურად იზრდება ღეროს #/! წაგ- 

რძელებაც. #7 = #/(”) დამოკიდებულების ნახაზზე (იხ. ნახ. 

1.12.1) მოცემულ გრაფიკს გაჭიმვის ან ჰუკის დიაგრამა ეწოდება 

(იხ. (3), გვ 35). დატვირთვის ინტენსივობის გაზრდისას მასალა 

ერთი მდგომარეობიდან მეორეში გადადის, რასაც დიაგრამაზე 

რამდენიმე უბანი შეესაბამება წრფივი CI უბანი ჰუკის კანონს 

გამოსახავს. #4 წერტილის შესაბამის 

ძაბვას, სადაც # ნიმუშის კვეთის საწყისი ფართობია, მასალის 

პროპორციულობის ზღვარი ეწოდება. პროპორციულობის ზღვარი 

არის ის მაქსიმალური ძაბვა, რომლის ფარგლებში დეფორმაცია 

ძალის პროპორციულია. რბილი ფოლადისათვის 

ნიუტონი ჯ– 

სმ” 
8 წერტილის ქვემოთ ხდება სუფთა დრეკადი წაგრძელება, 
ზემოთ კი ჩნდება ნარჩენი წაგრძელებაც. 

თ, = 2000 

  

ნიუტონი ნიუტონი =2-10” 78 ა2000------– 
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ჩი(თ) 

L, (თ) 

  
  

  

+ 

L, (თ) 

I 
#ტ (თ 

ნახ. 1.L2.1 

ჯ# 
CC” – _ლრ. 

_ /# 
ძაბვასს მასალის დრეკადობის ზღვარი ეწოდება 4C უბანში 

დიაგრამის დახრა მცირდება, C#) უბანში კი ის თითქმის ჰორი- 

ზონტალური ხდება, რაც იმას ნიშნავს, რომ მასალის სიხისტე 

თანდათანობით კლებულობს და ბოლოს თითქმის ისპობა. დიაგ- 

რამის ჰოროზონტალური უბანი მასალის ბაერთო დენადობის 

მდგომარეობას გამოსახავს, როცა I ძალა არ იზრდება, მაგრამ 

დეფორმაცია გრძელდება. სათანადო 

» 
თ =- 

დ # 
ძაბვას მასალის დენადობის ზღვარი ეწოდება. 

მასალის დენადობა აიხსნება ნარჩენი ძვრების მასიური გან- 

ვითარებით. პირველად ნარჩენი ძვრები ჩნდება აქა-იქ, ცალკეულ 

კრისტალურ მარცვლებში, რომლებიც არახელსაყრელად არიან 

ორიენტირებულნი გამჭიმავი ძალის მიმართ. მათი რიცხვი და 
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განფენილობა L ძალის ზრდასთან ერთად იზრდება და ბოლოს 

მოვლენა მასობრივ ხასიათს იღებს. დიდი მოცულობის კრისტა- 

ლური შრეები ერთიმეორეზე დაცოცებას განიცდიან, რის გარეგ- 

ნულ გამოვლინებასაც დიდი პლასტიკური (იხ. ნაწ. 1, თავი VI) 

წაგრძელება წარმოადგენს. დიდი ნარჩენი წაგრძელების მიღების 

შემდეგ მასალა კვლავ იძენს წინააღმდეგობის უნარს, რაც იმას 

ნიშნავს, რომ წაგრძელების ზრდა ძალის ზრდას მოითხოვს. 

მასალის განმტკიცების მდგომარეობას დიაგრამაზე აღმავალი #)L 

უბანი ეთანადება. მაქსიმპლურ L ძალამდე წაგრძელება ღეროს 

სიგრძეზე თანაბარია, შემდეგ კი ლოკალურ ხასიათს იღებს, ე.ი. 

გრძელდება ღეროს მხოლოდ პატარა ადგილი, სადაც ჩნდება ყე- 

ლი და ხდება საბოლოო რღვევა. ყელის განივი კვეთი იმდენად 

სწრაფად ვიწროვდება, რომ, თუმცა იქ რეალური ძაბვა ზრდას 

ბოლომდე განაგრძობს, მთლიანად ძალვა (ძაბვის ინტეგრალი გა- 

ნივი კვეთის ფართზე) მცირდება. დიაგრამა მთავრდება დაღმავა- 

ლი #I/ უბნით. ეს უბანი მასალის ადგილობრივ დენადობას ეთა- 

ნადება. მაქსიმალური L ძალის შესაბამის 

ძაბვას მასალის ბიმტკიცის ზღვარი ეწოდება. 

შევნიშნოთ, რომ ” ძალიდან ძაბვებზე გადასვლას საწყის L 

ფართობზე გაყოფით ვახდენთ, თუმცა სინამდვილეში ღეროს გა- 

ჭიმვისას განივი კვეთის ფართობი მცირდება. ამდენად ნაანგარი- 

შები ძაბვები რეალურად შედარებით პირობით ხასიათს ატარე- 

ბენ. რბილი ფოლადისათვის 

თ. =2400' ტონი > - 4ე00 ნიუტონი 
სმ? : 2 

#”» ტ 
შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ C = # ძაბვასა და #6 = 9. (/ ღე- 

როს სიგრძეა) ფართობით წაგრძელებას შორის დამოკიდებულე- 
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ბის გრაფიკი ნახ. 1.12.1-ზე მოცემული დიაგრამის მსგავსია, ამი- 

ტომ იქვე მივუთითეთ შესაბამისი სიდიდეები ფრჩხილებში. 

აღსანიშნავია, რომ დიაგრამის წრფივ ნაწილში 

C = #6. ე-ი. ნ= ნ“ „9 /I =#4, L 
/ # # 

რაც იმას ნიშნავს, რომ “ აბსოლუტური წაგრძელება ღეროს 

სიგრძის პირდაპირპროპორციული და განივკვეთის ფართის უკუ- 

პროპორციულია. 

ზემოთქმულიდან გამომდინარე, ექსპერიმენტულად დამტკიცე- 

ბულად ვთვლით, რომ მცირე დეფორმაციების შემთხვევაში ადგი- 

ლი აქვს ჰუკის შემდეგ განზოგადებულ კანონს: სხეულის მოცე- 

შულ წერტილში ძაბვის ტენზორის კომპონენტები დეფორმაციის 

ტენზორის კომპონენტების წრფივი და ერთგვაროვანი ფუნქციე- 

ბის და პირიქით, ე.ი. 

X,=C%0,კ, 7,7 =12.3, (112.1) 

და მეოთხე რიგის დეტერმინანტი 

ძლICგ «0. 

(112.1) ტოლობებს ეწოდებათ კონსტიტუციური დამოკიდებულე- 
ბები. 

(1.12.1)-ის თანახმად, დეფორმაციისა და ძაბვის ტენზორების 

სიმეტრიულობის გამო (შეადარე ქვემოთ ხაზგასმული წევრები) 

X,=Cა900, =CM6, =CM6,ყ, ეი. (9 –-C )» =0, 

და 

  

აე =7# , ე.ი. ნორმალური ძაბვის განივკვეთის ფართზე ნამრავლი გვაძლევს 

გამჭიმავ ძალას – ტოლქმედს. როგორც უკვე აღვნიშნეთ, 
42 

§ = 7 ფარდობითი წაგრძელება, 2–'" კი / "სიგრძის ლღეროს 

აბსოლუტური წაგრძელებაა. 
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Cა0ი,=X,=X,=Cენ,, ეი (Cჟ – Cე)იც =0. 

რადგანაც ტოლობებს ადგილი უნდა ჰქონდეთ ნებისმიერი 6„- 

ისთვის, ამიტომ 

თ -=CთC=C =C,. 
ბოლო ტოლობა გამომდინარეობს პირველი ტოლობიდან, თუ 

პირველში |! და 7-ს ადგილებს შევუცვლით (სხვა სიტყვებით, 

1-ს დავარქმევთ / -ს და პირიქით). 

ამ უკანასკნელი ტოლობების თანახმად, C -ების რაოდენობა 

შეადგენს 36-ს (მართლაც, C2/ 710, | = 37; თუ რთ, = 0,,, მაშინ 

იი,ძ(ი,| =31 -–3=6. 

ით.ძ(ძ,, | = 3? -3? = 3“; 

თუ 0მ,ყ = თ,,, = 0.) მაშინ 

ითძ(ი,, | = (3? –3)-(3? –3) = 6-6 =36, 
სადაც CთV აღნიშნავს განსხვავებულ ელემენტთა რიცხვს). C) 

კოეფიციენტებს დრეკადი მუდმივები ეწოდება იმ თვალსაზრისით, 

რომ ისინი, ზოგადად, დამოკიდებულია წერტილის კოორდინა- 

ტებზე, მაგრამ არაა დამოკიდებული მოცემულ წერტილში დე- 
ფორმაციის და ძაბვის ტენზორის კომპონენტებზე. ენერგიის შე- 

ნახვის კანონზე დაყრდნობით მტკიცდება, რომ 36 დრეკადი 

მუდმივი წარმოადგენს სიმეტრიულ მატრიცს (ე.ი. #7 = I ), 

ამდენად დრეკადი მუდმივების რიცხვი ზოგად შემთხვევაში 

შეიძლება 21-ზე იქნას დაყვანილი (იხ. |2), (511) ბ, 

სხეულს ეწოდება იზოტროპული რაიმე თვისების მიმართ, 

  

იხ. აგრეთვე ,16MX#XV08 C.II., I600M9 VI0X7IL0CCIM, “8XICIII2# I0IX0X2”, MLC0CCM8მ8, 

1979, გვ. 58. 
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თუ პღნიშნული თვისება მოცემულ წერტილში ყველა შიმართუ- 

ლებით ერთნაირია. სხვანაირად რომ ვთქვათ, თუ იზოტროპული 

სხეულიდან რაიმე ადგილას ამოვჭრით რაიმე ფორმის მოცულო- 

ბით ელემენტს, მაგალითად, კუბს, მაშინ ეს ელემენტი არ იქნება 

რაიმე თვისების თვალსაზრისით განსხვავებული სხეულის იმავე 

ადგილას ამოჭრილი იმავე ფორმის, მაგრამ სხვაგვარად ორიენ- 

ტირებული ელემენტისგან. მაგალითად, ხე არ არის იზოტროპუ- 

ლი, რადგან ის ე.წ. ბოჭკოებისგან შედგება, ხოლო ლითონი და– 

საშვები სიზუსტით იზოტროპულია. 

სხეულს ეწოდება ერთგვაროვანი რაიმე თვისების მიმართ, თუ 

აღნიშნული თვისებას სხეულის სხვადასხვა წერტილში ერთნაი- 

რის. სხვანაირად რომ ვთქვათ, ამ თვისების მიმართ ერთნაირია 

სხეულის სხვადასხვა ადგილას ამოჭრილი ერთნაირად ორიენტი- 

რებული ელემენტი. 
ცხადია, სხეული შეიძლება იყოს ერთგვაროვანი იზოტროპუ- 

ლი, არაერთგვაროვანი იზოტროპული, ერთგვაროვანი ანიზოტ- 

როპული (არა იზოტროპული) და არაერთგვაროვანი ანიზოტრო- 

პული. 

მათემატიკურად, ერთგვაროვნება დრეკადობის თვალსაზრისით 

იმაში გამოიხატება, რომ დრეკადი მუდმივები არ არის დამოკი- 

დებული სივრცით წერტილზე, ხოლო იზოტროპულობა – იმაში, 

რომ დრეკადი მუდმივები არ არის დამოკიდებული კოორდინატთა 

სისტემის ორიენტაციაზე სხეულის მიმართ, ე.-ი. (1.12.1) ფორმუ- 

ლები არ უნდა შეიცვალოს კოორდინატთა სისტემის ნებისმიერი 

გარდაქმნის დროს. 

ვაჩვენოთ, რომ იზოტროპული სხეულის ნებისმიერ წერტილ- 

ში დეფორმაციის მთავარი მიმართულებები ემთხვევა ძაბვის შთა- 

ვარ მიმართულებებს. მართლაც, თუ დეფორმაციის მთავარი მი- 

მართულებებს საკოორდინატო ღერძებად მივიღებთ, მაშინ 

0ი,=0, (#»X/, 

ეი, ჰუკის კანონის თანახმად, კერძოდ, 
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Xკ; = 4, 0) + 4, 0; + „კ 6კვ, (112.2) 

სადაც 4, დრეკადი მუდმივებია. გადავიდეთ ახალ C2X,X;X, 
კოორდინატთა სისტემაზე, რომელიც Xკ ლღერძის გარშემო ძვე- 

ლი სისტემის 180'“-ით შემობრუნებით მიილება. X»გ ღერძი 

დაემთხვევა Xკ-ს, ხოლო XL, თ =1I,2, ღერძებს X.-ს, C =IL2 

,; საწინააღმდეგო მიმართულებები ექნებათ. ერთი მხრივ სხეულის 

იზოტროპულობის გამო 

XI = 4, 9), + 4ე 6ე + 74. 633. (1.12.3) 

მეორე მხრივ, ცხადია, 

X' = 2%4ვC» =-X->, 6', =6,. (1.12.4) 

(1.12.4ე)·ის გათვალისწინებით, (1122) და  (1.12.3)-დან 

ვასკვნით, რომ მათი მარჯვენა მხარეები ტოლია, რადგან 

4,6/, + 416; + 4361კ = 4,6,) + 4:6;; + 4363; 
ამიტომ ტოლი უნდა იყოს მათი მარცხენა მხარეებიც, ე.ი. 

(1.12.5)-დან ცხადია, რომ XL = 0. ანალოგიურად დამტკიცდე- 

რამდენადაც იზოტროპული სხეულის შემთხვევაში ძაბვის და 

დეფორმაციის მთავარი მიმართულებები ერთმანეთს ემთხვევა, 

მათ უბრალოდ მთავარ ღერძებს ვუწოდებთ. 
ჰუკის კანონის თანახმად 

X,, = 9, 6,, + შე 6, +0კ 6კკ, (1.12.6) 

სადაც ი, დრეკადი მუდმივებია. 
ვთქვათ, CXX>XX ახალი კოორდინატთა სისტემაა, რომელიც 

ძველისგან X, ღერძის გარშემო 90” -ით შემობრუნებით მიიღება. 

ახალ კოორდინატთა სისტემაში 

Xც =9ძ, 0, +ძვ 60: +ძთკ 6. 
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მაგრამ 

X'ს= X,, 0,=6კ,ე 6: =6კ, 6'= 6; - 
ამიტომ 

XX, =ძ9,6), +ძე 63 +შძვ6.. (1.12.7) 

(1.112.6) და (1.12.7)-დან ვასკვნით, რომ თე = ძკ MM. ამდენად, 

X., =თძე0, +ძე(0. +0კ) = ძ,0 +(თ, – ძე)? . 

შემოვილოთ აღნიშვნა თკ = #, ძ, – ძე = 2// , მაშინ 

X,) = #0+2#6ა. 

იზოტროპულობის გამო, ცხადია, 

M, := X,, = 40 +2//0, = #0 + 2/40,. (1.12.8) 

თუ გადავალთ ახალ კოორდინატთა CX,'X,'X-კ' სისტემაზე, შე- 

საბამისი ფორმების ინვარიანტობის გამო(იხ. (1.4.9) და (1.9.3)) 

მივიღებთ, რომ 

M,05;= X,C,C,, 06:=0,C'C,', 
მაგრამ 

თ,ი, =ფ,'6,=20, 6,0, 

და (1.12.8)-ის, თ 2 ზე გამრავლებისა და I-ს მიმართ აჯამვის 

შემდეგ, გვექნება 
3 

V,6; == #02, დ? + 2//0,C” · 

(=1 

  

')0.12.6)-ს გამოვაკლოთ (1.12.7), მაშინ მივიღებთ, რომ 
(ძე – ძვ)6ეე + (თკ – ძე)6კ =0. 

საიდანაც (რე – თვ )(6კე – 6კ3)= მ. აქედან” რადგანაც ზოგადად 

0. # 6. (ამ უკანასკნელის მიღწევა შეიძლება გარე ძალების სათანადოდ 

შერჩევით), ამიტომ რკ = თკ. 
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ეს ტოლობა ახალ კოორდინატთა სისტემაში, რადგან 

ინვარიანტობის გამო 6ყ =0=060” =6), (იხ. (1.9.7), (1.9.8)), 

მიიღებს 

X', 6,9, = #0%,'თ,'ბ, +2//', თ, 6,' 

სახეს. საიდანაც.) 6,'-ების ნებისმიერობის გამო ნებისმიერ კოორ- 
დინატთა სისტემაში 

X',= #0, + 2/(/6", · (1.12.9) 

ამრიგად, იზოტროპული სხეულის შემთხვევაში ჰუკის განზოგა- 

დებული კანონი იღებს (1.12.9) სახეს და გვაქვს მხოლოდ 2 

დრეკადი მუდმივი # და /#!. დრეკადი სიმეტრიის სხვა შემ- 

თხვევები მოყვანილია (21)-ში (იხ. გვ. 76-80). 

(1.12.9)-ის გამო, იმის გათვალისწინებით, რომ 

0,0, =0, =3, 

C:= X, = X,0, =#00,0, +2/|0,0, =3#0+2/0 

აქედან, თუ 3# +2/7%0, 

I 
== (1.12.10) 

34 +2/ 

ე“. 

X., = _ 2 რია + 2// 6, (1.12.11) 
წ” 32+2/ 7 ქ 

და თუ // # 0, 

0, = _!. X 2 (1.12.12) / რ ხა „' 
2/ 2/#/ (34 + 2//) 

განვიხილოთ ისეთი დრეკადი წონასწორობა, როცა 

  

MX – 206 „-2//0,)დIC” =0. 
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X, =0005(#0, 2%-ე = X,; =X, =Xკ>3, =X1 =0:5, 
მაშინ (1.12.9) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

#0 +2/ჰ00, =X,, #0+2/(/6, =0, 

40 +2/ჰ03კ =0, 6,კ =6აე, =6, =0, 

ხოლო (1.12.10) – შემდეგ სახეს: 

1 --' X.. 
32 +2/! 

შევიტანოთ (1.12.15) (I.12.14)-ის პირველ ტოლობაში და გან- 

ვსაზღვროთ X 11: 

(1.12.14) 

(1.12.15) 

  

34 +2 
XI = რ0014%4,, · (1.12.16) 

(1.12.15) და (1.12.16)-დან, ცხადია: 

0 = # რ. 
#+/ 

ჩავსვათ ეს უკანასკნელი (1.12.14)-ის მეორე და მესამე ტოლობა- 

ში: 

2 
Cაე “ 6ვვ = '"2C0+ი“ · (1.12.17) 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

2 2 #.= #(34+2/) _ _ 2. _ . (L.12.18) 
#+ / 2(C4+ //) 

  

· თუ ეს პირობები სრულდება სხეულის ყოველ წერტილში (ან მოცემულ 
წერტილში), მაშინ ამბობენ, რომ სხეულში (ან მოცემულ წერტილში) გვაქვს 

X, ღერძის პარალელური წრფივი დაძაბული მდგომარეობა (იხ. ნახ. 1.5.5 და 

შესაბამისი ტექსტი). 
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#-ს ეწოდება დრეკადობის ან იუნგის მოდული, ხოლო V-ს – 
პუასონის კოეფიციენტი. მაშინ (1.12.16) და (1.12.17) ჩაიწერება 

შემდეგი სახით: 

XI, = #60), (1.12.19) 

0კკ = 6 = –V6,,. (1.12.20) 

ვთქვათ, განსახილველი სხეული X, ღერძის პარალელური მსახ- 

გელის მქონე პრიზმა ან ცილინდრია. კოშის ფორმულების თა- 

ნახმად, რადგან გვერდითი ზედაპირისთვის 

M, = C05(7,X, ) = ი0§-– =0, 

გვერდით ზედაპირზე 

X,, = X,,1, = X))9, +0-#Mე +0-Mკ =0, 

X., = X,I,=0, +X,ვ = X „7, =0, 

ხოლო X, ღერძის დადებითი და უარყოფითი მიმართულებებით 

მდებარე ფუძეებზე, შესაბამისად, 

X=Xაც=0 X6კ3=Xკ=0 +X,,= +X, =00705/ #0, 

და 

X. =2%Cი2 =-X. =0, XI = XC კპ =->X,ცკ =0, 

X,, =+XC, = –X,, = 60M5! # 0. 

ამდენად, ცილინდრზე მოქმედი გარე ძალები წარმოადგენენ მის 

ფუძეებზე მოდებულ თანაბრადგანაწილებულ გამჭიმავ (X,, > 0) 
ან მკუმშავ (X,, <0) ძაბვის ვექტორებს. ჩვენ ჩავთვლით ექსპე- 

რიმენტულად დამტკიცებულად, რომ როცა X სს) >0, ცილინდრი 

გრძივი მიმართულებით წაგრძელდება (0,, > 0), ხოლო განივი 

მიმართულებით შეიკუმშება (60.:,6კკ < 0). ამ შენიშვნის საფუძ- 

გელზე (1.12.19) და (1.12.20)-დან ნათელია, რომ 
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X#X>0 V>0.7 (1.12.21) 

ვთქვათ, ახლა 

Xეკ = C0/15/# 0, X,, = X, = X.კ = X,ცკ =Xე, =0. 

მაშინ (1.12.12)-ის თანახმად: 

C2:ვ = --X, 0), =6ე; = 6კკ = 6,კკ =6)) =0. /! 
ეი. ამ შემთხვევაში გვაქვს მარტივი ძვრა, Xკ = // 6. /I -ს 

ძვრის მოდული ეწოდება. 
დავუშვათ, რომ იზოტროპული სხეული ყოველმხრივ თანაბ- 

რად იკუმშება, მაშინ 

X,, = X;; = Xკ = – ნ, X,ც = Xუ = Xკ, =0. 
(1.12.9)-ის თანახმად: 

#0 + 2//0,, =-” 7=1,2.3. (1.12.22) 

თუ (1.12.22) ტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ, 

რომ 

(34 +2/)0 = –3ჩი. 

აქედან 

0=-M0, 

სადაც 

34 +2 
# = -- #4 0.12.23) 

სიდიდეს ეწოდება კოველმხრივ შეკუმშვის მოდული (ხსIL 

ილძსIV5§). ექსპერიმენტულად დამტკიცებულად ვთვლით, რომ 

  

'ათერმოდინამიკური წონასწორობის მდგომარეობიდან გამომდინარეობს (იხ. გვ. 

26 წიგნში /MI2მMX2V /IL2I., M#I(დიIMს ს.M., 1600M8” XIე0/I0ლოM, “I მ8X)VX2”, 

Mიოთმ, 1987), რომ #L> 0, // > 0. მაშინ (1.12.24)-დან გამომდინარეობს 

რომ –1<V<1/2 (იხ. შემდეგი გვერდის სქოლიო). როცა X” <0, გაჭიმ- 
ვის დროს განივი მიმართულებით, სხეული სქელდება. ასეთი მასალები მსო- 

ლოდ ბოლო ჰერიოდში იქნა აღმოჩენილი. ასეთია, მაგალითად, ანტირეზინი. 
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როცა 0> 0, სხეული მართლა იკუმშება, ე.ი. მცირდება მისი 

მოცულობა, ამდენად #> 0. 

(1.12.18)-ის და (1.12.23)-ის თანახმად, 

–კაკა>_ 
(1+ VX1-–-2V) 2(1+V) %1–2V) 

მართლაც, (1.12.18)-ის მეორე ფორმულიდან 

# 
#4+/=–. 

“ 2V 

.'"(1.12.24) 

ეს უკანასკნელი ჩავსვათ (1.12.18)-ის პირველ ფორმულაში: 

C-I /#! #+– 
8 -=#44+204+/1 _ V 
  

  

= 2//(V + 2/#. 2+/ 2 /? / 

2V 
აქედან მივიღებთ (1.12.24)-ის მეორე ფორმულას 

L 

““20+”) 
ეს უკანასკნელი ჩავსვათ (1.12.18)-ის მეორე ფორმულაში: 

  

,. თუ #>0 და M>0, მაშინ “> 0. მაშასადამე, (1.12.24)-ის 

გათვალისწინებით 30– 2) >0. საიდანაც ან 1–2V >0, 1+X»7>0, ე»«. 
2(1+V) 

-1<V<+ ან I-–2VX<0,1+VX<0, ეი. „>> და V<-I!I. ეს 

1 
უკანასკნელი კი შეუძლებელია. ამდენად – 1 < V < 2 აქედან თუ მხედველო- 

ბაში მივიღებთ (1.12.24)-ის მეორე ან მესამე ფორმულას, დავასკვნით, რომ 

>0, ზხოლო, თუ გავითვალისწინებთ (1.12.24)-ის პირველ ფორმულას, 

ცხადია, 4> 0, როცა VC>0; 4<0, როცა #<0; 4=0, როცა ”=0. 
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2 “_ _ 220+») 
  V = = , 
2 1+ # 2|I24(0+V) + #) 

2(1+V) 

საიდანაც 

2V(1+V)#+ ს» = 4(1+ჰX»), 

ე-ი. 

8V = #(1I+VX1-–-2V). 

აქედან მივიღებთ (1.12.24)-ის პირველ ფორმულას 

_ #V 

(1+VX1<–-2M) 
(112.24)-ის პირველი და მეორე ფორმულის (1.12.23)-ში ჩასმა 

კი მოგვცემს (1.12.24)-ის მესამე ფორმულას. 

რადგანაც # > 0, (1.12.21) და (1.12.24)ვ-დან ცხადია, რომ 

0<X< >. (1.12.25) 

ეი. 4>0, /#>0. 

(112.12) ფორმულები, (1.12.24)-ის მეორე ფორმულისა და 

(1.12.18)-ის გამო, შეიძ ჩა ოთ შ ი სახით: გ ეიძლ ვ ეგ 
1+V V 

0, = 2 2, – +942,. (1.12.26) 

შენიშვნა 1.12.1. უწყვეტ გარემოში ძაბვების წარმოქმნის ერთ- 

ერთ მიზეზს წარმოადგენს არათანაბარი გათბობა. ტემპერატურის 

ზრდასთან ერთად ფართოვდებიან გარემოს ელემენტებიც. ჩვეუ- 

ლებრივ ასეთი გაფართოება არ შეიძლება თავისუფლად მოხდეს, 

გარემო მას ეწინააღმდეგება და, ამდენად, გათბობის შედეგად 

წარმოიშვებიან ძაბვები რომელთაც, მათი წარმოშობის ბუნები- 

დან გამომდინარე, ტემპერატურული ძაბვები ეწოდება (იხ. |35|), 

გვ. 73 და (53), გვ. 92). ჩავთვალოთ, რომ ტემპერატურა ისეთ 

ფარგლებში იცვლება, რომ გავლენას არ ახდენს ე.ოწ. დრეკად 
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მუდმივებზე. მაშინ როგორც ეს დაკვირვებებიდანაა ცნობილი, 

წაგრძელებები ტემპერატურის 1 ცვლილების (იხ. შენიშვნა 
1.18.1) პროპორციულია, და ერთნაირია ყველა მიმართულებით 

(ეი. ტემპერატურის ცვლილების მიზეზით ძვრის დეფორმაციას 

ადგილი არ აქვს). ამდენად, ჰუკის (1.12.26) კანონის ნაცვლად 

გვექნება 
I+V V თი =- -X, -+6ბ, „77 = 1,2,3, (1.12.27)            

დამოკიდებულებები სადაც C წრფივი ტემპერატურული 
(სითბური) გაფართოების კოეფიციენტია, რომელიც თითოეული 

მასალისათვის ექსპერიმენტულად დგინდება, ხოლო C 7” ფარდო- 

ბითი ტემპერატურული გაფართოებას. (1.12.27) დამოკიდებულე- 

ბებს დიუპამელ ?-ნოიმანის 2? კანონი ეწოდება. 

თუ ამოვხსნით (1.12.27) განტოლებებს XX „ “ს მიმართ და გა- 

ვითვალისწინებთ (1.12.18)-ს, მივიღებთ 

  

  

  

სადაც 

#98 :=(34# + 2/!)თ = C# 
1-2” 

მართლაც, (1.12.27)-დან, როცა /) = / , გვექნება 

0=1+Mჩწ8 3Mჩთ+3თ”, 
L 

საიდანაც 

C = (0 – 3თ7). (1.12.29) 
–2V 

(112.27)-დან გამოვთვალოთ X,;,, მიღებულში ჩავსვათ (1.12.29) 

  

„უმკ. დიუჰამელი (1797-1872). 

ფე. ნოიმანი (1798-1895). 
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და გავითვალისწინოთ (1.12.24)2, (1.12.24)I, მაშინ 

L ” L V M რდ.. -- იტ. – –. 3თ7%7,. – :; |= IV + ს 1-2V წ # 1-2» იყ თმ | 
  

  

” 1+V» 

  

# | V L _ 3V/ . #თ » _ ჩ#XL> _ 

I+7 7? 1+V 1-2 7? 14 1-2,» 1+V 7”. 
წXX24 3#1+1-2V, = 2//6,; +#06, –  = 

““” 1-2» 1+»” წ 

  
    

(1.12.18)-ის თანახმად, 

L 
1-2) 34+2//. 

თუ სხეული ძაბვებისგან თავისუფალია, მაშინ (1.12.27) -დან 
გამომდინარეობს 

C;; = თ10ე/. 

იუნგის მოდული L და პუასონის კოეფიციენტი XV 

ზოგიერთი მასალისათვის 

  

  

      
  

მასალა #M(CI/>0 = 10'' ნ/მ”) 4 
ალუმინი 69-72 0,34 

ბეტონი 48 0,20 
მინა 70 0,23 

პოლიეთილენი (ILILXILL) 0,7 0.42 

ფოლადი 180-210 0,29 

ნ/მ” = 10“ '6/სმ“ 
ცხრილი 1.12.4 
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§1.13. იდეალური და ბლანტი სითხეები. ჰიდრომექანიკის 
ძირითადი კანონი – ნიუტონის განზოგადებული კანონი 

როგორც ეს უკვე შესავალში იყო აღნიშნული, ჰიდრომექანი კა 

ეწოდება მექანიკის იმ ნაწილს, რომელიც შეისწავლის ბუნებაში 

არსებული სითხეებისა და გაზების მოძრაობას (იხ., მაგალითად, 

(43)). შემდგომში საერთო ტერმინის ქვეშ ,„,სითხეები“ ვიგულის- 
ხმებთ როგორც საკუთრივ სითხეებს, ასევე გაზებსაც. თუ სითხე 

ისეთია, რომ არ ეწინააღმდეგება თავისი ერთი ფენის მეორეზე 

სრიალს, მას იდეალური სითხე ეწოდება. ცხადია, იდეალური 

სითხის ცნება ისეთივე აბსტრაქტულია, როგორც აბსოლუტურად 

მყარი სხეულის ცნება თუმცა გარკვეული აზრით წყალი და 

ჰაერი შეიძლება განხილულ იქნენ როგორც იდეალური სითხეე- 

ბი. იდეალური სითხის განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ 

სითხის ნაწილები ერთმანეთზე მხოლოდ ნორმალური ძაბვით 

(წნევით) მოქმედებენ, ე.ი. მხები ძაბვები ნულის ტოლია: 

X,=თCთ,M, თ, #0, », =0. (1.13.1) 
კერძოდ, 

X, =0, 1#/, #7 =12,3. 013.2) 
(113.2)-ის გათვალისწინებით კოშის (1.21) ფორმულებიდან გა- 

მომდინარეობს, რომ ერთი მხრივ, 

X, =X,M, 1=12,3. (113.3) 
მეორე მხრივ, (1.13.1)-ის X,-ზე დაგეგმილებით მივიღებთ, რომ 

X, =Cთ,#7, 1= 1.2.3. (1.13.4) 

თუ შევადარებთ (1.13.3)-სა და (1.13.4)-ს”), დავასკვნით, რომ 

  

 '·ვათი სხვაობის განხილვით მივიღებთ, რომ 

0=(X, – თ,)”,, 7=I,2,3, 
საიდანაც გამომდინარეობს (1.13.5ე),| რადგან ეს სამი განტოლება უნდა 
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X, =C, =-მ, 1=1.2,3. (1.13.5) 

ჩ-ს იდეალურ სითხეში წნევას ეწოდება და, როგორც ვხედავთ, 

ის ფართის ორიენტაციაზე, ე.ი. ნორმალზე დამოკიდებული არ 

არის. 7 მხოლოდ წერტილზეა დამოკიდებული. ამრიგად, იდეა– 

ლურ სითხეში 

X „ყლ-/ჩ/ჩ. 

ი ვექტორს სპიდროდინაშიკური წნევის ვექტორს უწოდებენ. 

მინუსი #-ს წინ განპირობებულია სურვილით ფწნევა შემოვიღოთ, 

როგორც დადებითი სიდიდე, რამდენადაც ისეთ სითხეებზე ჩა- 

ტარებული ექსპერიმენტი, რომელთათვისაც მისაღებია იდეალური 

სითხის მოდელი, გვიჩვენებს რომ ტიპურ შემთხვევაში სითხე 

შეკუმშულ მდგომარეობაშია, ეი. ჩ/ >0 და Xჯ „ მიმართულია 

მოცულობის შიგნით, ე.ი. მოცულობის გარე ნორმალის საწი- 

ნააღმდეგო მიმართულებით. 

რეალურ სითხეებში მისი ერთი ფენის მეორე ფენის მიმართ 

ფარდობითი მოძრაობისას ფენებს შორის წარმოიშობა ძალები, 

რომლებიც ამ მოძრაობას ეწინააღმდეგებიან. ასეთ ძალებს ხახუ- 

ნის ძალებს უწოდებენ და ისინი მხებ ძაბვებს წარმოადგენენ. თუ 

ხახუნის ძალების სიდიდე უმნიშვნელოა, მაშინ ისინი შეიძლება 

უგულებელვყოთ და მივიღებთ იდეალური სითხის შემთხვევას. 
მაგრამ ხშირ შემთხვევაში ხახუნის ძალების უგულებელყოფა არ 

შეიძლება. თუ სითხის მოძრაობისას გათვალისწინებულია ხახუ- 

ნის ძალები, მას ბლანტი სითხე ეწოდება. 

ნიუტონის ექსპერიმენტული კანონის თანახმად, ბლანტი სით- 

ხის X, ლერძის გასწვრივ V,( X,,X2,X3,L) სიჩქარით (ე.ი. სიჩ- 

ქარის » ვექტორის (იხ. აგრეთვე §I.22) დანარჩენი კომპონენ- 

  

შესრულდეს მოცემულ წერტილში გამავლ ნებისმერ 7 ნორმალიან 
ზედაპირის უსასრულოდ მცირე ელემენტისათვის. 
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ტები: V,(X,,X2;X3,!) = 0, #/=23) მოძრაობის დროს X, 

მიმართულების ნორმალის მქონე ზედაპირის უსასრულოდ მცირე 

ელემენტზე მოქმედი X, სჯ მხები ძაბვა განისაზღვრება (იხ. ნახ. 

1.13.1) 

XI = /#(V. (1.13.6) 

ტოლობით, სადაც /#/-ს ეწოდება ბიბლანტის კოეფიციენტი, რომე- 

ლიც ექსპერიმენტულად დგინდება. ის მუდმივი მნიშვნელობის მქო- 

ნეა გარკვეული სითხისთვის გარკვეული ტემპერატურის დროს. 

    

4 
X2 

_ _ _ _ _ –> 

_ _ _____ _–_ _–_ _ –> 

2) = #V%3 

ავის კული ი” X 
––_–__+-+-+---..-.-<<---__” „ეა > 

XI 
ნახ.1.13.1 

დავუშვათ, რომ სითხე იზოტროპულია და ზღვრულ შემ- 

თხვევაში, როცა სიბლანტე არ გვაქვს, სრულდება იდეალური 

სითხის დამახასიათებელი (1.13.5) და (1.13.2) პირობები. მაშინ, 

(1.13.6)-ის თანახმად, სამართლიანია ნიუტონის შემდეგი განზო- 

გადებული კანონი: 
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სადაც 

6,(V) =<=CV, +V,,). 

2 
#=#'-––=/, ვ“ 

#'-ს ეწოდება სიბლანტის მეორე კოეფიციენტი. (1.13.7) ტო- 

ლობებს ეწოდებათ ჰიდროდინამიკის კონსტიტუციური დამოკიდე- 

ბულებები. ცხადია, თუ სითხე მდორედ მოძრაობს (გადაადგილე- 

ბები მცირე სიდიდეებია), 06, (»”წ) წარმოადგენს დეფორმაციის სიჩ- 

ქარის ტენზორს და მის არგუმენტებად შეიძლება მივიღოთ დე- 

ფორმაციამდე წერტილის კოორდინატები. 

სითხეებს, რომელთათვისაც სამართლიანია (1.13.7), ეწოდება 

ნიუტონისეული სითხეები (ფლუიდები). 

კონსტიტუციურ დამოკიდებულებებს არაკუმშვადი (იხ. §1.23) 

არაწრფივი ბლანტი სითხისთვის აქვს (იხ. აგრეთვე §1.22) 

ნწ) = ინ, +2ი0C)) «,6), - #7 =123, 
სახე, სადაც დ არის სიბლანტის ფუნქცია, 

ICV):=4, CV) 6, (V) 
ასეთ სითხეებს არანიუტონისეული სითხეები (ფლუიდები) ეწო- 

დება. 

  

ცხადია, X, = –ცბ, + #6) (7)ბყმე + 2/! CI (V)მ,,ტ,, 

=-ჯმე +(40კმე +2#0,0,XVCV). 
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თავი IV. ღრეკაღდღობის თეორიის სტადტიპისა და 
დინამიპის ამოცანები 

§1.14. ბეტის ჟ იგივეობა 

გთქვათ, რაიმე დრეკადი სხეულის ორ სხვადასხვა დაძაბულ 

მდგომარეობას ახასიათებენ X,„ ყ; 6, ღა X სა 0” სიდიდეები. 

მაშინ ჰუკის განზოგადებული კანონის თანახმად: 

X, = Cყ რს), (1.14.1) 

X; =Cქ9%. 01.14.2) 

ჩავსვათ +X კნ. -ში (1.14.1), გავითვალისწინოთ Cე = CV 

და (1I1.14.2), მაშინ 

X)6) =CM6ყმე =C# 20, = Xი6ც. (1.14.3) 

ამ უკანასკნელ ტოლობას პეტის იგივეობა ეწოდება. იგი გა- 

მოხატავს იმას, რომ ერთი დაძაბული მდგომარეობის შუშაობა 

შეორე დაძაბული მდგომარეობის დეფორმაციაზე, შეორე დაძაბუ- 

ლი მდგომსრეობის პირველი დაძაბული მდგომარეობის დეფორმს- 

ციაზე შუშაობის ტოლია. 

§1.15. დრეკადი სხეულის სტატიკის ძირითადი სასაზღვრო 

ამოცანები 

ამრიგად, დრეკადი წონასწორობის განსასაზლვრავად ჩვენ მი- 

ვიღეთ შემდეგი დამოკიდებულებანი: 

X,,+თდ,=0, 1=1,2,3, 0151) 
  

ე. ბეტი (1823–1892)., 
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X, =424%,,06, +#M(ი,, +M,, #7=12,3. (115.2) 

(1.15.1)-სა და (1.15.2)-ში დამოუკიდებელ განტოლებათა რიცხვი 

შეადგენს 9-ს ძაბვის „ტენზორის სიმეტრიულობის გამო, 

ამდენივეა 
MX, ჩს/=123, (11533) 

უცნობთა რიცხვიც. 

(1.15.1), (1.15.2) განტოლებათა სისტემას ეწოდება დრეკადო- 

ბის თეორიის ძირითადი განტოლებათა სისტემა, რამდენადაც ის 

იძლევა სხეულის დრეკადი წონასწორობის განსაზლვრის საშუა- 

ლებას. დრეკადი წონასწორობის განსაზღვრა გულისხმობს სხეუ- 

ლის ყოველ წერტილში გადაადგილების ვექტორის, ძაბვისა და 
დეფორმაციის ტენზორების მნიშვნელობათა პოვნას. 

შევნიშნოთ, რომ (1.15.1),| (1.15.2) განტოლებები წრფივია 

X, და ?, უცნობების მიმართ. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ 

”', X ; და ”", X , 

ფუნქციები (1.15.1), (1.15.2) სისტემის ამონახსნებია შესაბამისად 

დ! და დ” მოცულობითი ძალების შემთხვევაში, მაშინ 

|, =1 +, +ს)=CXაე+X/ (1.15.4) 

იქნება აღნიშნული სისტემის ამონახსნი 

დ, =«თ! +9” 

მოცულობითი ძალის შემთხვევაში. 

(1.15.4)-ს ეწოდება ორი ამონახსნის ზედდების შედეგად მილღე- 

ბული ამონახსნი. 

ამ შემთხვევაში, (1.21) ფორმულების თანახმად, (1.15.4) ამო– 

ნახსნის შესაბამისი ზედაპირული ძალები განისაზღვრება მოცე- 

მული ამონახსნების შესაბამისი ზედაპირული ძალების ჯამის სა- 

ხით. 
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ვიგულისხმოთ, რომ მოცულობითი ძალები ცნობილია და გან- 

ვიხილოთ შემდეგი სასაზღვრო ამოცანები: 

I დრეკადობის თეორიის პირველი ძირითადი სასაზღვრო 

ამოცანა; განვსაზღვროთ სხეულის დრეკადი წონასწორობა, თუ 

მოცემულია სხეულის ზედაპირზე მოქმედი გარე ძაბვები, ე.ი. უნ- 

და ვიპოვოთ ისეთი MV, +, კ ფუნქციები რომლებიც აკმა- 

ყოფილებენ (1.15.1), (1.15.2) განტოლებათა სისტემას ” არეში, 

რომელიც სხეულს უკავია დეფორმაციამდე და 

X,, IC = /,, 1 = 1.2,3, 5=2VMV"), (1.15.5) 

ან რაც იგივეა 

X,,(V)I-= (4,0, + /(V(V,, +V,,))”, |§= 7 1= 1,2,3, 

სასაზღვრო პირობებს, სადაც # გარე ნორმალია, ხოლო /,ზე- 

დაპირზე მოცემული ფუნქციებია. 
I. დრეკადობის თეორიის მეორე ძირითადი სასაზღვრო 

ამოცანა: განვსაზღვროთ სხეულის დრეკადი წონასწორობა, თუ 

მოცემულია მისი საზღვრის წერტილების გადაადგილებები. ფი- 
ზიკურად ზემოთქმული აღნიშნავს იმას, რომ ზედაპირზე მოდე- 

ბული გარკვეული ძალების მოქმედების შედეგად მისი წერტილე- 
ბი იღებენ მოცემულ გადაადგილებებს, რის შემდეგაც ხდება საზ- 

ღვრის ჩამაგრება. ე.ი. უნდა ვიპოვოთ ისეთი #,, X „ შფუნ- 

ქციები, რომლებიც აკმაყოფილებენ (1.15.1), (1.15.2) განტოლე- 

ბათა სისტემას ” არეში, და 

M,I= 89, 7=1.2,3, (1.15.6) 
სასაზღვრო პირობებს, სადაც #«, ზედაპირზე მოცემული ფუნქციე- 

ბია. 

II. დრეკადობის თეორიის მესამე ძირითადი სასაზღვრო ამო- 

ცანა: განვსაზღვროთ სხეულის დრეკადი წონასწორობა, თუ მისი 

საზღვრის წერტილებში მოცემულია ძაბვის ვექტორის ნორ- 

''ვგულისხმობთ, რომ 5. გლუვი ზედაპირია. 
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მალური მდგენელი და გადაადგილების ვექტორის მხები მდგე- 
ნელები. 

IV. დრეკადობის თეორიის მეოთხე ძირითადი სასაზღვრო 
ამოცანა: განვსაზღვროთ სხეულის დრეკადი წონასწორობა, თუ 

მისი საზღვრის წერტილებში მოცემულია გადაადგილების ვექ- 
ტორის ნორმალური მდგენელი და ძაბვის მექტორის მხები მდგე- 

ნელები. 

ძირითადი შერეული სასაზღვრო ამოცანა მდგომარეობს სხეუ- 

ლის დრეკადი წონასწორობის განგსაზღვრაში, როცა მისი საზ- 

ღვრის სხვადასხვა ნაწილში სხვადასხვა სასაზღვრო პირობებია 

მოცემული. 
როგორც ადრე აღვნიშნეთ (იხ. §/.10), თუ საწინააღმდეგო არ 

იქნა თქმული, ვიგულისხმებთ, რომ II, ცალსახა ფუნქციებია, რომ- 

ლებსაც არის შიგნით აქვთ მესამე რიგამდე უწყვეტი წარმოე- 

ბულები. ამ პირობებში ძაბვის, და დეფორმაციის ტენზორის 

კომპონენტები იქნებიან ცალსახა ფუნქციები, რომელთა წარმოე- 

ბულები მეორე რიგამდე ჩათვლით არის შიგნით უწყვეტი იქხება. 

§1.16. ძირითადი განტოლებები გადაადგილებებში 

ჩავსვათ (1.15.2) გამოსახულება (1.15.1)-ში, მივიღებთ: 

#0 ,0; + /V,; +#M,, +დC; = 0. 1= 1,2,3 , 

აქედან 
/#( ს IV, +C4 +/7!)0,,+დ, =0, 1=1I,2,3, (1.16.1) 

40=0,. 
(1.16.1) სისტემას ეწოდება ლაშეს განტოლებები. იმ შემთხვევა- 

ში, როცა # = //, ის მიღებული იყო ნავიეს მიერ. 

სადაც 
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ვთქვათ, სხეულზე მოცულობითი ძალები არ მოქმედებენ. მა- 

შინ (1.16.1)-იის X,-ის მიმართ გაწარმოების და 1-ს მიმართ 

აჯამვის შემდეგ გვექნება 
(4 +2//)40 =0, ეი. #09=0, (1.16.2) 

რადგან 

4+2/>0. 

თუ ახლა დავუშვებთ, რომ გადაადგილების ვექტორის კომ- 
პონენტებს მეოთხე რიგამდე ჩათვლით უწყვეტი წარმოებულები 
აქვთ და (1.16.1)-ზე ვიმოქმედებთ # ოპერატორით, (1.16.2)-ის 

გათვალისწინების შემდეგ მივიღებთ 

//რირ რტ V, + (# +/!X#60), =/,0%6 4 V, =0. 

ამრიგად, თუ სხეულზე მხოლოდ ზედაპირული ძალები მოქმე- 
დებენ, მაშინ მოცულობითი გაფართოება 0 „პარმონიული ფუნ- 

ექციასს, ხოლო გადაადგილების ვექტორის I, კომპონენტები ბი- 

ჰარმონიული ფუნქციებია. 

§1.17. ძირითადი განტოლებები ძაბვებში 

ძაბვებში ძირითადი განტოლებების მისაღებად საჭიროა, წო- 

ნასწორობის (1.15.1) განტოლებებს დავუმატოთ ძაბვებში ჩაწერი- 

ლი სენ-ვენანის (1.11.5) პირობები. ამისათვის (1.12.26) უნდა 

ჩავსვათ (1.11.5)-ში. ვიგულისხმოთ, რომ სხეული იზოტროპული 

და ერთგვაროვანია. მაშინ /Iი = 2233, 1123 შემთხვევებში, 

მარტივი გარდაქმნების შემდეგ შესაბამისად მივიღებთ 

  

ა2+2#/#= #V + L _ MX+ჩM-2ჩხV _ #(CI –”) 
1 ((+VXI-2"წ) 1+” (I+VXI-2”) (1+VXI –2V) 
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M : 

– » (C,;+0,,კ ) = 2X:,3.» (1-17.1) 

V 
.. 

223“ 1+ =0, = C–%2,1+X)3,ე+2%ეს3X) ” (117.2) 

და კიდევ ოთხ მსგავს ტოლობას. 

(1.17.1) და (1.17.2) ფორმულები რამდენადმე გამარტივდება, 

თუ გამოვიყენებთ (1.15.1)-ს. ამ უკანასკნელში მეორე განტოლება 

გავაწარმოოთ X; -ით, ხოლო მესამე – X_კ-ით და მიღებული შე- 

დეგები შევკრიბოთ: 

2-+-:;ე3+X ::,5: +-X კვ:ვ3+(2%2:,,ე +Xვ) კ ).| 

= -–-(დ,..+Cდ,... ბ). 

მაგრამ (1.15.1)-ის პირველი განტოლების თანახმად, თუ მას X,- 

ით გავაწარმოებთ 

CC 2+24კე.კ ), = დ,,, – ს.) 

და შევიტანთ (1.17.3)-ში,  მვილებთ: 

(1.17.3) 

  

= +V ” 1+V 1+»” ” 
    

    

  
  

რაკ =- -– 2X2ე -+0C, რეკ = 2-3, 63 = +%M-3 “<0. 

რა: 33 – 6უჯ ევ = 623 23 – 6კვეე <> 62 ვ +წკვეე = 26:323. 

ამდენად, 
1+V»V »” LI+V ” 1+V 

X –-რთ- + X% –--–-რთაე =2--–-# 6 “22233 + 233 1--– -4ქვე 222 6 “23.23 - 

“ა 0) 23 –რ6)2)ვ =6)ვიე1 “63211. 

1+V 1+» 1+V 1+V 
XX “რ. 11Mწჯ =-X# – -VVვ 11. წ “II23 7.23“ > 41213 6 “)32 “> 25321 

2%II.23 ----0, =2I2Iვ + XIგ2) – ვე).



22%Xვ::23 = XIIIII – XM2::2: –-Xკვ,13-((,,, +დე:,ე+Cთ,,კ ) + 2(, 32) 

ამ უკანასკნელის (1.17.1)-ში შეტანა მარტივი გარდაქმნების შემ- 

დეგ მოგვცემს: 

1 +-(0,„+0,)+(X; + X3ვ3+(X-; + 2-კ M>» –2? ეის) 
  

=-Cდ,,.,+2C, ო. 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ 

X.+2X3=0-7X,, 
მარტივად დავასკვნით, რომ 

1 1 
–– 00-ე – --0,,=-თდთდთ,,,+2დ,,,. (1.17.4) 
1+V 1+V»7 

თუ მას დავუმატებთ ორი მსგავსი (რომლებიც მიიღება (1.17.4)- 

ის ანალოგიურად, თუ განვიხილავთ სენ-ვენანის თავსებადობის 

პირობებს, როცა /IV =1I22და II33 -ს) 

  

1 1 . 
_ ,რ8-22,, “–.8,,, = -დ,,+2Cთ,,, ა #= 2.3, 

ტოლობის ჯამს, მივიღებთ 

ი8=-რდ,, 11%, 017.5 
1-V 

(1.17.5)-ის (1.17.4)-ში შეტანის შემდეგ კი გვექნება: 

აX+- 6,,=--"” რ, -2რთ,,. (1.17.6) 
1+V»7 1-–V» 

ანალოგიურად მივიღებთ კიდევ ორ განტოლებას: 

1 V 
სა2X..ა+-–--60.=- დ,,,-2Cთ..., 1.17.7 

2? 1. V 72 1-V “ 272 ს ) 

1 V 
  დ,,,-2დ,,. (117.8) 

1” 
ტXაც+-–60..=- 

პა ევე, 23 1-–V 

116



თუ (1.15.1)-ში მეორე განტოლებას გავაწარმოებთ Xკ-ით, 

მესამეს – X; -ით და შედეგებს შევკრებთ, მივიღებთ 

XV. 213 +X;ე 923 +Xე 233 +Xა 212 +-X-კ 922 +233 LVII 

= –(Cთ,., +Cთე 3) 

ეს უკანასკნელი წევრ-წევრად დავუმატოთ (1.17.2)-ს, მაშინ 

1 
4X,+---8 == –(Cდ, ,:+Cთდ;ე,ც). (1.17.9) 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 

1 
#იXვ+--–-0, დ,,,+Cთც, 13 1+ ” 31.“ –( 173 ,, 

| (1.17.10) 

# X,, + წეოობას, =-(თდ;,,+C,,; ). 

(1.17.6)-–(1.17.10) განტოლებებს ეწოდებათ პელტრამი-შიჩე- 

ლის? თავსებადობის პირობები. მოკლედ ისინი შეიძლება შემდე- 

გი სახით ჩავწეროთ 

1 

1+V 
ტ#.X, + რტ 

” 
  

    
' 1+V „-(0,, +C,,) 1,7 = 1,2.3. 

§1.18. დინამიკის ამოცანები. დინამიკისა და სტატიკის ძირითადი 

ამოცანების ამონახსნის ერთადერთობა 

დალამბერის პრინციპის თანახმად, დინამიკის ძირითადი გან- 

ტოლებების მისაღებად საჭიროა, სტატიკის ძირითად განტოლე- 

ბებში მოცულობით ძალებს დავამატოთ ინერციის ძალები. ამას- 

  

შე, ბელტრამი (1835-1900), ჯ.ჰ. მიჩელი (1863-1940). 
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თან გადაადგილების ვექტორის, ძაბვისა და დეფორმაციის ჯტენ- 

ზორების კომპონენტები, გარდა სივრცითი წერტილის კოორ- 

დინატებისა, დამოკიდებული იქნება აგრეთვე დროზე. 

დეფორმაციამდე (X,,X:,Xვ) სივრცით წერტილში მყოფი მა- 

ტერიალური წერტილის აჩქარების ვექტორის კომპონენტებია 

2?V,(X,,X,,X§.!) 

რ! 
მ” მოცულობაში მოთავსებულ რთ» მასაზე მოქმედი ინერციის 

ძალის კომპონენტებია 

ძ,(X.X.,Xვ,I)= L 1=1.2,3. 

827 
–-ძ,ძი=- “ძი. 

2?! 

მაგრამ, რადგანაც თ 1 = /L, XX 1)” V, მოცულობის 

ერთეულზე მოქმედი ინერციის ძალის კომპონენტებია 

  

  

იი, = „2 M 

! 6/? 
თუ მას დავამატებთ მოცულობით ძალას (1.15.1)-ში, მივიღებთ 

თ“, 
  უეუეუეუოოX 

ცხადია, (1.18.1) სამართლიანია ნებისმიერი უწყვეტი გარემოსათ- 

ვის. 

ამ განტოლებებს უნდა დაემატოს ჰუკის განზოგადოებული 

კანონი, რომელიც უცვლელი რჩება, რადგან იგი არ შეიცავს მო- 

ცულობით ძალებს. 

ლამეს (1.16.1) განტოლებები შემდეგ სახეს მიიღებენ: 

თ“, 
/#!/"!!, + (4 + /!)0,,+დ, = #0 2/2.   (1.18.2) 
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მყარი დეფორმადი გარემოსათვის, ისევე როგორც ნებისმიერი 

უწყვეტი გარემოსათვის, მასის შენახვის კანონიდან გამომდინარე, 

ადგილი აქვს უწყვეტობის შემდეგ განტოლებას (იხ. ქვემოთ 
81.23, ფორმულა (1.23.10)): 

2/0 – 
––+შძIV(20V)=0. 2; (6V) 

მისი გაწრფივების ( /2V = (% +/2)V= 202აV, 2:=/0-/ი, 

/# << #0) (იხ. (I3), ტომი 1, გვ. 30), #ეა-ზე გაყოფისა და 1ე- 

დან (-მდე ინტეგრების შემდეგ, მივილებთ 

C ჩი 
/”0ი 

სადაც #0 და /2 ე შესაბამისად აღნიშნავენ სიმკვრივეს დეფორ- 

მირებულ და არადეფორმირებულ (/ =7”0) მდგომარეობაში; ამას- 

თან ვგულისხმობთ, რომ არადეფორმირებულ მდგომარეობაში გა- 

დაადგილებები ნულის ტოლია"). 0? ა პრინციპში ცნობილია და 

უკანასკნელი ტოლობა გამოიყენება მხოლოდ დროის ნებისმიერ 1 

მომენტში სიმკვრივის გამოსათვლელად, როცა გადაადგილების 

? ვექტორი განსაზღვრულია სხვა დამოკიდებულებებიდან. ფაქ- 
ტობრივად, მცირე შეშფოთებათა ჰიპოთეზიდან გამომდინარე, 

ი VI მცირეა ერთეულთან შედარებით, აქედან გამომდინარე შე- 

დეგით / = #09 2. ამ მიზეზით მცირე შეშფოთებათა ჰიპოთეზის 

=-ძVს VXCC, 71>/), (118.3) 

  

.ა(- - 0IICX.X::X3)1) 
პა I V(X..X-.Xკ,I!)მ ==). "თ, 12X2»Xვ 2, 
(«ი I 

= 1((X,,X:,X3,1) – 1I/(X,,X;,X3,10) = /(X,,X:,X3,1) 

“ა(I.183)=>-”-=1- ძ»V=5--C1. 
#0 (4) 
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პირობებში (1.18.3) დამოკიდებულება არ არის ჩართული დრეკა- 
დობის თეორიის განტოლებათა სრულ სისტემაში. 

დინამიკის პირველი ძირითადი ამოცანა. ვიპოვოთ 

#7 (X,,X:,X,,!) ფუნქციები, რომლებიც აკმაყოფილებენ (I.18.2) 

განტოლებებს (ან 1/, და X , ფუნქციები, რომლებიც აკმაყოფი- 

ლებენ (1.18.1) განტოლებებს და ჰუკის განზოგადებულ კანონს) 

” არეში, რომელიც სხეულს უკავია დეფორმაციამდე, 

X,,,-= /,ც 1=123 ა§=20”ბა (118.4) 
სასაზღვრო პირობებს დროის ყოველ 7 > (ე მომენტში და 

LL = ზ, –-=V, L = 1,2,3, 

საწყის პირობებს ” არეში, დროის / =/ე მომენტში. აქ /, 

ფუნქციები – ზედაპირზე მოცემული ფუნქციებია, რომლებიც 

ზოგადად /-ზე არის დამოკიდებული, ხოლო V,, V) ფუნქციები 
(>,,X,,X,) სივრცითი წერტილის (მოცემული) ფუნქციებია. 

დინამიკის სხვა ამოცანები პირველი ამოცანისაგან იმით გან- 

სხვავდებიან რომ (1.18.4) სასაზღვრო პირობები შეცვლილია 

სტატიკის სხვა შესაბამისი სასაზღვრო პირობებით (იხ. §1.15), 

სადაც მოცემული ფუნქციები ზოგადად დროზეა დამოკიდებული. 
განვიხილოთ დრეკადი სხეულის რაიმე კონკრეტული მოძრაო- 

ბა და საწყის ?ე მომენტად მივიღოთ ის მომენტი, როცა სხეუ- 

ლი „ბუნებრივ“ წონასწორობის მდგომარეობაშია, ე.ი. მასზე არ 

მოქმედებენ არც მოცულობითი და არც ზედაპირული გარე 

ძალები და დეფორმაციასაც არ განიცდის. /#?1(/)-თი აღვნიშნოთ 

მუშაობა“), რომელსაც ასრულებს გარე ძალები დროის (/ი,!) 

  

ა ვგულისხმობთ, რომ 5 გლუვი ზედაპირია. 

M დროის ერთეულში მუშაობა დროის ერთეულში გადაადგილების და მისი 

გამომწვევი ძალის სკალარულ ნამრავლს ეწოდება. 
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შუალედში. გამოვთვალოთ აღნიშნული ძალების ძ# მუშაობა 

დროის (/.( +ძ!) შუალედში, როცა ი უსასრულოდ მცირეა. 

დეფორმაციამდე სივრცით (X,,X;,X:) წერტილში მდებარე 

მატერიალური წერტილი ! მომენტში იმყოფება სივრცის წერ- 

ტილში X, +V/, (X,,X:,X,,') კოორდინატებით. (/,, +9ძ!) შუა- 

ლედში ამ წერტილის გადაადგილების ვექტორის კომპონენტებია 

X, + V,(X,,X2„,X3,( + ძI) – IX, + V,(X,,X2,X3,!)1 

=2 
–-ძ! =:V,0ძI. 

C! 

ძა ელემენტზე მოდებული გარე X,, ია ზედაპირული ძალე- 

ბის შუშსობა(I,( +ძი!) შუალედში 

X,,1, ძI(:ძ5 –ის 

ტოლია, ხოლო ძი” მოცულობაზე მოდებული CთC, ი” მოცულო- 

ბითი ძალების შუშსობა კი 

დ, V,ძძ! -ს 

ტოლია. 

ამრიგად, 5 ზედაპირზე მოქმედი გარე ზედაპირული და V 

მოცულობაზე მოქმედი მოცულობითი გარე ძალების მუშაობა 

(I,,+ი9!) შუალედში 

= ( | X„ი,ძ§ +I|| C,V, «4 - (118.5) 
ა V” 

აქედან, (1.2.1)-ის და (1.18.1)-ის თანახმად, 

4“ (X,თ,ი,ძ5+IIIC,ა,ძ7 
ჯ ” 

II X,V,), ,97 +| |დ,+,4” 
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– IIIV,, + დ,IM, ძ”+ (IX, “,,9V7 
„” 

” 

=|| | 2V,2,ძV + ||| X,2,ძV, (118.6) 
” 

” 

რადგანაც 

. 1 · 1 · 1 . 1 
XX MI =- X.I,,+-- X,.»M – XV +-X 

წ 2 ყხ ') 2 I!) “2 MV IM 2 #“/ 

1... . 
=2 (4) +V,,)= X,6 ს? 

რადგან X, =X„. 

  

მაგრამ 

= ყოუ·7>ლია, 
III2 ?/, V, 47 = |II>/ 27 ძმ = 7” 

სადაც 

7=1 I | I 09,M,ძV7/ >0 0.18.7) 

განსახილველი სხეულის კინეტიკური ენერგიაა, ე.ი. მისი ცალ- 

ჰეული ელეშენტების ცოცხალი ძალების (110/6/IMIM) ან რაც 
იგივეს, იმპულსების ჯამია. მართლაც, 0) მასის ცოცხალი ძალა 

განმარტების თანახმად 

1 –_---._. 
2 2 

ტოლია. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

2V := X,6,.') (1.18.8) 

  

I ტოლობას ბ.ე. კლაპეირონის (1799-1864) ფორმულა ეწოდება. 
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თუ სხეული იზოტროპულია ((1.18.6) ფორმულის მისაღებად 

იზოტროპულობის მოთხოვნა არ იყო საჭირო), მაშინ (1.18.8) 

მიილებს შემდეგ სახეს: 

2I” = X,6, = #0ბ,06, +2/6,6, = 20 ”+2/(/0,6, 
(1.18.9) 

= 2(0,)? +2/6,6, >=0. 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშენები: 

> 6; 2 := 26,,, ე-ი. მ,,: = (2 – ბ,,)მ,,') » 7 # /,(1.18.10) 

მაშინ, (1.18.9)-ის თანახმად, ცხადია, 

XI, = -9V +») 
მი, 

და 

  

კ-ის დეფორმაციის “ინჟინრული” კომპონენტები ეწოდება. ის არ წარმოად- 
გენს ტენზორს, მაგრამ 6ც = წყ, როცა / % /. ეი. გამოხატავს მართი კუთ- 
ხის (ვლილებას დეფორმაციის დროს (იხ. §).8). გარდა ამისა, დაგვეხმარა 

(1.18.11)-ის გამოყვანისას. 

“ა ამ ტოლობას ე;. გრინის (1793-1841) ფორმულა ეწოდება და სამართლიანია 
ზოგად ანისოტროპულ შემთხვევაშიც. მართლაც, რადგან 

I I 
# =54)9, =-0 Mხ.ცნი, 

2 ყ“ “ყ9ძ 

ამიტომ 

ი” ! 1 
მი, =ც რნ 15 +> 2 0,ჩა! = ჩაყნყე =XIს 

2M. = XI. I = 1,2.3; 
00, · 

მ 
  

1 I 
= –(ჩ- + ხ-ს) VCყ+>-6) (წ, + ჩ8,.)= 

მწ. 2 2 

= ჩააცნხ0 +6, ჩ.2 =2X, 

მ” _ მ 
მ(26რ%/ მი,, 

  = '” 17, ,/ = 1,2,3. 
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II XბეძV = II=> ა ნმ 

= 1 I XX ა 9 + 2” 2 99%, ძV 

  

1,)1= =1 (21) 

1(<I 

-. მV/ მ2, ჯმ მი, 90 მხი. 
V” (=1 წ CII 

% 

– II არალი III V/ძV, (01.18.11) 
V 

რადგანაც, 01810)-ის გამო, 

მ”. მVმი,.. 
–-ი,=------, 1 = 1,2,3; 
მი, 27 მL 

მ”. მV. -–ქებებები”” 
ლვ 60,, ნ ვლ-0;, =2---6ც = => “მჯ , ! # ), L = 1,2,3. 
მი,, მი,, მძ,, მმ, L 

მაშასადამე, (1.18.7)-ისა და (1.18.11)-ის თანახმად, (1.18.6) მიი–- 

ღებს შემდეგ. სახეს: 
ძI _ 9. ძ 

M/ძI . 1.18.12 
ძ/ ო # #I | ( ) 

გაინტეგროთ (1.18.12)-ის წ მხარე /(ე-დან 1 -მდე და გა- 

ვითვალისწინოთ, რომ საწყის მომენტში I =7'=M =0; მაშინ 

მივიღებთ გარე ზედაპირული ძალებისა და მოცულობითი ძალე- 

ბის მუშაობას დროის (I1ე,1), შუალედში: 

M#=7+VCV, (1.18.13) 

სადაც 
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ხ = IIII- I. >0. (1.18.14) 
I4 

(118.9) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ IM დამოკიდებულია მხო- 

ლოდ მოცემულ მომენტში, მოცემულ წერტილში დეფორმირე- 
ბულ მდგომარეობაზე. ამდენად, CV დამოკიდებულია სხეულის 

დეფორმირებულ მდგომარეობაზე დროის მოცემულ I მომენტში. 

V-ს ეწოდება სხეულის დეფორმაციის პოტენციალური ენერგია, 
იგი იმ მუშაობის ტოლია, რომელიც უნდა შეასრულონ შოცუ- 

ლობითმა ძალებმა და გარე ზედაპირულმა ძალებმა, რომ გამოიწ'-” 

ვიონ დეფორმირებული (მოცემული) მდგომარეობა. მართლაც, თუ 

სხეული ამ ძალებით ზემოქმედების შედეგად ,,ბუნებრივი“ (არადე- 

ფორმირებული) უძრავი (მოსვენებული) მდგომარეობიდან გადავა 

ახალ დეფორმირებულ უძრავ (მოსვენებულ) მდგომარეობაში, მა- 

შინ, (1.18.13) ფორმულის თანახმად, 

Mჯ=VC, (1.18.15) 

რადგანაც უძრავ (მოსვენებულ) მდგომარეობაში 7 =0. 

(1.18.13) ფორმულა გამოხატავს ენერგიის შენახვის კანონს. 

მოცულობითი ძალებისა და გარე ზედაპირული ძალების მუშაობა 

იხარჯება 1 კინეტიკური ენერგიისა და C დეფორმაციის პო- 

ტენციალური ენერგიის შექმნაზე- 

(7.186.9) ფორმულით განსაზღვრული სიდიდე მოცულობის ერ- 

თეულზე გათვლილი დეფორმაციის პოტენციალური ენერგიაა. 
მართლაც, (1.18.14) ფორმულიდან ცხადია, რომ ძ” მოცულობა- 

ზე გაანგარიშებული პოტენციალური ენერგია M2I-ს ტოლია და 

აქედან ზემოთქმული ცხადია. (1.18.9)-დან ნათელია, რომ ის 

არაგადაგვარებული კვადრატული ფორმაა, რადგან 4>0 და 

//>0 (იხ. §1.12). 

ახლა განვიხილოთ დინამიკის ძირითადი ამოცანების ამოხსნი- 

სა და ერთადერთობის საკითხი. ვთქვათ, რომელიმე მათგანი უშ- 

ვებს ორ ამონახსნს ერთი და იმავე მოცულობითი ძალების, საწ- 

ყის და სასაზღვრო პირობებში. მაშინ, თუ განვიხილავთ მათ 
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სხვაობას ძირითად განტოლებათა სიწრფივისა და ერთგვაროვნე- 

ბის გამო” “ა Xჯ ” ფუნქციების მიმართ, იგი დააკმაყოფილებს 

იმავე განტოლებებს მოცულობითი ძალების გარეშე და ერთგვა- 

როვან საწყის და სასაზღვრო პირობებს, ე.ი. 

თX, 
"ა-ს “>, =0 (1.18.16) 

და 

XX, ,I,-=C0, როცა 71>7/5, (1.18.17) 

რამდენადაც საზღვრის წერტილებში ან 

"”,,=0, როცა #(=750 

ან 

X ,-C0, როცა 7>/ა. 

აქედან გამომდინარე პირველ შემთხვევაში 

#,,=0, 

და ორივე შემთხვევში სრულდება (1.18.17)) რადგანაც 

ამონახსნთა სხვაობისათვის მოცულობითი ძალები და (1.18.17) 

ნამრავლები ნულის ტოლია, ამიტომ მოცულობითი ძალებისა და 

გარე ზედაპირული ძალების მიერ შესრულებული მუშაობა 

I =0,, 

ძ” 
რადგან (1.18.5)-ის თანახმად, # =0 და აქედან 

I = 0095! =0, გინაიდან X I- =0, რამდენადაც ,,ბუნებრივი“ 

წონასწორობის მდგომარეობაში სხეულზე არც მოცულობითი და 

არც ზედაპირული ძალები არ მოქმედებენ. ამიტომ, (1.18.13) ტო- 

ლობის თანახმად, 

  

რადგან სხვაობაში მოცულობითი ძალები არ გვექნება და განტოლებათა 

მარცხენა მხარეები იქნებ M,, X # -ს მიმართ ერთგვაროვანი ფუნქციები. 
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1 +CV =0. 

ეს უკანასკნელი კი, (1.18.7)-ისა და (1.18.14)-ის გამო, სრულდე- 

ბა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

7.=0, CV =0. 

რადგან (1.18.7) -სა და (1.18.14) –ში ინტეგრალქვეშა 

გამოსახულებები არაუარყოფითია, ე.ი. (1.18.7)-ის, (1.18.14)-ისა 

და (1.18.9)-ის ძალით, დროის ყოველ I! > 7: მომენტში 

#, = 0, 0,, = 0. (1.18.18) 

(11818) „გოლობათს პირველი ჯგუფი გვიჩვენებს რომ 

გადაადგილების ვექტორი დროზე არ არის დამოკიდებული, ე.-ი. 

უნდა გვქონდეს სტატიკური შემთხვევა. (1.18.18) ჟტოლობათა 

მეორე ჯგუფი კი გგიჩვენებს, რომ სხეული შეიძლება მხოლოდ 
ხისტად გადაადგილდეს. რადგან მისი ზოგადი ამონახსნია (იხ. 

აI.6) 

?7/, = 0, +ხეXკ – ხეXე,, IM =0კე +ხაX, -–ხ,Xკ3, 

/კ = ძკ +0,Xც – ხ.X, 

ან, მოკლედ, ვექტორულად – 
#=0+I|ხ.XI, X:=(X,,X2.X3), 

სადაც მ =(ძ,,თ,,თ.) ხისტი გადატანის ვექტორია, ხოლო 

ხ =(ჩ8,,ხ. ,ხ,) კი უსასრულოდ მცირე ბრუნვის ვექტორია (ხ, 

არის X, ლერძის გარშემო შემობრუნების უსასრულოდ მცირე 

კუთხე). მაგრამ რადგანაც საწყის მომენტში გადაადგილება არ 

გვაქვს, ამიტომ არც ხისტ გადაადგილებას ექნება ადგილი. 

ამრიგად, დინამიკის ძირითად ამოცანებს არ გააჩნიათ ერთზე 

მეტი ამონახსნი. 

რადგანაც სტატიკის ამოცანების შემთხვევაში ადგილი აქვს 

(1.18.15) ტოლობას, გვექნება რომ მხოლოდ 6, =0. ცხადია, 

თუ სასაზღვრო პირობებში მონაწილეობენ გადაადგილებები, ე.ი. 
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მეორე, მესამე, მეოთხე") და შერეულ ამოცანებს ექნება ერთა- 

დერთი ამონახსნი, ხოლო პირველი ძირითადი სასაზლვრო ამო- 

ცანის ამონახსნი განისაზღვრება ზისტი გადაადგილების სიზუს- 

ტით. 

დრეკადობის თეორიის ძირითადი ამოცანების ამონახსნის არ- 

სებობის თეორემები დამტკიცებულია, მაგალითად, |12), (48), 

(591-ში (იხ. აგრეთვე § 1.21). 

შენიშვნა 118.1. ადვილი სანახავია, რომ ტემპერატურული ძაბვე- 

ბის გათვალისწინებით, შენიშვნა 1.12.1-ის თანახმად (იხ. (1.12.28)), 

ლამეს (1.18.2) განტოლებები შეიცვლება (იხ. (48), გვ. 47) 

რ“, 

ი/?'. (1.18.179) 

7 =1,2,3, 

განტოლებებით, რომლებსაც დიუპჰამელ-ნოიმსნის თერმო-დრეკა- 

დობის განტოლებები ეწოდება. 
(1.18.19) განტოლებებს უნდა დაემატოს ბსითბოგამტარობის 

(რომელიც მიიღება სითბოს ნაკადის განტოლებებიდან დეფორმა- 

ციის ტენზორის დროით წარმოებულის შესაბამისი წევრის 

უკუგდებით, რაც ხშირ შემთხვევაში დასაშვებია, როგორც ამას 

ექსპერიმენტი გვიჩვენებს (იხ. |53), გვ. 92; (35), გვ. 79)) 

21 _ ჯ ე? + # (1.18.20) 
თ! C0 

//ბV, +C#+ #)0, ლ +%, = 0 ' _2#/ 

  

თუ ზა ბრუნვითი ზედაპირი არაა. თუ ა ბრუნვითი ზედაპირია, მეოთხე ამოცა- 

ნას გააჩნია არატრივიალური ამონახსნები (იხ. (48), გვ. 88). 

' გ. ავალიშვილი, მ. ავალიშვილი. მათემატიკური მოდელირების საფუძვლები, 
თბილისის უნივერსიტეტის გამომცემლობა, თბილისი 2017 (იხ. გვ. 48). 

ზოგად შემთხვევაში განტოლებას შემდეგი სახე აქვს (იხ. (48), გვ. 38): 

მჯ L”L·-ა-.-ა.+..“ 
–- => 4 - ––- –-–ძშI+- 
ნI (I –2V)Cი მ! C0 

128



'4 
განტოლება, სადაც ჯჯ – ტემპერატურული გამტარობის 

C/ 

კჰრეფიციენტია, MM – მსქსველის სითბოგამტარობის კლღეფიციენ- 

ტი (ეი. სითბოს! ის რაოდენობა, რომელიც დროის ერთეულში 

გატარდება ერთეულის ტოლ სისქის ფენაში, როცა ზედაპირებზე 

ტემპერატურებს შორის სხვაობა 1 -ის, ხოლო ზედაპირის ფარ- 

თობი ერთეულის ტოლია), C – ხვედრითი სითბოტევადობა (ე.ი. 

სითბოს ის რაოდენობა, რომელიც საჭიროა მასის ერთეულის 

ტემპერატურის 1“ -ით გაზრდისათვის), / – სიმკვრივე, IV – 

ძ/”/ ელემენტარულ მოცულობაში მოთავსებული სითბური 

წყაროს მიერ დროის ერთეულში მოცულობის ერთეულში 

გამოყოფილი სითბოს რაოდენობა. 

(118.20) განტოლება განიხილება სხეულის მიერ დაკავებულ 

#/(2 არეზე, არის 042 საზღვარზე სხვადასხვა დამატებით 

პირობებში. კერძოდ, სამეცნიერო ლიტერატურაში ძირითადად 

შემდეგი სახის სასაზღვრო პირობები გვხვდება სხეულის 0(2 

ზედაპირზე: 

  

საღაც 7ე სზეულის აბსოლუტური ტემპერატურაა ბუნებრივ (მოსვენებულ) 

მდგომარეობაში. ტემპერატურის 1 ცვლილება აითვლება 7ე -დან. დეფორმი- 
რებული სხეულის აბსოლუტური ტემპერატურა (70 + 71”) -ს ტოლია. 

)· სითბო (სითბოს რაოდენობა) განისაზღვრება ენერგიის რაოდენობით, 
რომელსაც გასცემს (იღებს) სხეული სითბური გაცვლის პროცესში. სითბოს 

C 
ელემენტარული რაოდენობა #70 = Cძ7 . სადღაც C (C = –-. I სხეუ- 

7 

ლის მასაა) სხეულის სითბოტევადობაა განსახილველ პროცესში, C1” სხეუ- 
ლის ტემპერატურის მცირე ცვლილებაა. სითბური ნაკადი სითბოს ის რაოდე- 

ნობაა, რომელიც დროის ერთეულში გაივლის ნებისმიერ იზოთერმულ ზედა- 

პირს (ე.ი. ზედაპირის ტემპერატურა 10 “ის (7 = 0) ტოლია). 
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– დროის ყოველ მომენტში სხეულის 0(2 ზედაპირზე 

მოცემულია 
_ უმ 71 =7 

ტემპერატურა; 
– დროის ყოველ მომენტში მოცემულია სითბური ნაკადი, 

21_ ი 
ხ--–-=ძ, 

მიი ?' 

სადღაც იარის სითბოს რაოდენობა რომელიც სხეულის 
ზედაპირის ფართის ერთეულზე გაივლის დროის ერთეულში; 

– ზედაპირზე გამავალი სითბური ნაკადი (გარე) გარემოს 7” 

ტემპერატურისა და 1. ტემპერატურის სხვაობის პროპორ- 
ციულია, ე.ი. 

#97, ხნ“ _ჯ9)-0, 
2M 

სადაც ” "სითბოს გაცემის კოეფიციენტია (ასეთ შემთხვევაში 

ამბობენ, რომ ხდება ზედაპირიდან გამოსხივება); 

– თუ სხეულის ზედაპირი ორი სხვადასხვა სითბოგამტარობის 

M.) და ტემპერატურის (7, და 7) ფენის (61 ს) ლა 

საერთო ზედაპირია, მაშინ 

„მი, მს. 
მM 0 

გარდა ამისა, თუ სხეულის საზღვარზე მოცემულია ძაბვები, 

მაშინ (1.18.179) სისტემისათვის, (1.12.28)-ის თანახმად, გვექნება 

შემდეგი სასაზღვრო პირობები: 

V,,C(II) := => + (I, + /,,)– 29% 10, I2 = /,.   

/ =1.2.3,



სადაც 7, სხეულის ზედაპირზე დროის ნებისმიერ მომენტში 

მოცემული ფუნქციებია. 
სასაზღვრო პირობებს უნდა დაემატოს აგრეთვე 

7(XX;,Xგ,/(ი)= 2(X,X;,X,), XC%4, 

",(X,,X:.Xვ,(/ე)= თ,(X,,X:,X,). 

თ! 

საწყისი პირობები, სადაც #, რ, და V, მოცემული ფუნ- 
ქციებია. 

როგორც ვხედავთ იზოტროპული სხეულის შემთხვევაში 

საწყის-სასაზღვრო ამოცანები ჯ ტემპერატურისა და 1, გა- 

დაადგილებისათვის იხლიჩება ორ დამოუკიდებელ ამოცანად იმ 

თვალსაზრისით, რომ ჯერ დამოუკიდებლად ვპოულობთ 1 -ს 

შესაბამისი საწყის-სასაზღდლვრო ამოცანის ამოხსნით, ხოლო შემ- 

დეგ ცნობილი 7 -ს საშუალებით ვპოულობთ ?/-ს იმ ტიპის 

საწყის-სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნით, რომელსაც იმ შემთხვე- 

ვაში ვიკვლევთ, როცა ტემპერატურულ ძაბვებს (ან რაც იგივეა, 

ტემპერატურას) არ ვითვალისწინებთ. 

§1.19. კლაპეირონის თეორემა 

ვთქვათ, დრეკადი სხეული მოცულობითი ძალებისა და გარე 

ზედაპირული ძალების მოქმედების შედეგად იმყოფება წონასწო- 

რობის მდგომარეობაში. მაშინ აღნიშნული ძალების 4 მუშაობა 

მ“, გადაადგილებაზე გამოითვლება შემდეგი ფორმულით 

4 = I X,,I,ძა + III თ,,ძX 

ჯ V” 

=V/,(X,,X:,Xვ), 1 =1.2.3, 41-89» 
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“IX. ს, „,45+| | თა ძ” 

თ» '+6რ,)V,ძMV + II», “,,ძV 

=  M4 -ძ” 3) = 2 =2)ს. (119.1) 
” 

ეს უკანასკნელი ტოლობა გამოხატავს კლაპეირონის თეორე- 

მასს: დეფორმირებული სხეულის პოტენციალური ენერგია სხეუ- 
ლზე სტატიკურად მოდებული მოცულობითი და გარე ზედაპი- 
რული ძალების გადაადგილებებზე შუშაობის ნახევრის ტოლია, 

იმ პირობით, რომ მათ თავიდანვე ჰქონოდათ ის მნიშვნელობები, 

რასაც ისინი ფაქტობრივად იღებენ დრეკადი წონასწორობის 

დამყარების მომენტისათვის (სინამდვილეში მათი საწყისი მნიშ- 

ვნელობები ნულის ტოლია). 

§1.20. სენ-ვენანის პრინციპი 

დრეკადობის თეორიის ამოცანების პრაქტიკულად ამოხსნას 

ამარტივებს სენ-ვენანის პრინციპი, რომელიც შემდეგში მდგომა- 

რეობს: თუ ზედაპირის მცირე უბანზე მოქმედი ძალები ბსტატი- 

კურად ნულის ეკვივალენტურია (სტატიკურად ნულის ეკვივა- 
ლენტურ სისტემის ქვეშ გვესმის აბსოლუტურად მყარი სხეუ- 

ლის სტატიკის თვალსაზრისით ნულის ეკვივალენტური სისტემა, 

ეი. სისტემა, რომლის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი 

ნულის ტოლია), მაშინ ეს სისტემასა მნიშვნელოვან გავლენას არ 

  

· 1 1 1 1 
'XეV,; = 2 2Vყ%, + 49%. =2 24” L,,+>2/ „M, 

1 
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ახდენს სხეულის იმ ნაწილის დეფორმირებულ (დაძაბულ) მდგო- 

მარეობაზე რომელიც აღნიშნულ უბანთან ახლოს არ მდება- 

რეობს. 

სენ-ვენანის პრინციპი შეიძლება სხვაგვარადაც ჩამოვაყალი- 

ბოთ: თუ სხეულის ზედაპირის შცირე უბანზე მოქმედი ზედაპი- 

რული ძალების სისტემას შევცვლით მისი ეკვივალენტური სხვა 

სისტემით ? , ეს გარემოებას გავლენას არ მოახდენს სხეულის იმ 

ნაწილის დეფორმირებულ (დაძაბულ) მდგომარეობაზე, რომელიც 

აღნიშნულ უბანთან ახლოს არ მდებარეობს. 

ცხადია, ორივე ფორმულირება ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 

§1.21. დრეკადობის თეორიის ამოცანების ამოხსნის მეთოდები. 

ამონახსნის არსებობის თეორემები 

დრეკადობის თეორიის ამოცანების ამოხსნის სამ ძირითად მე- 

თოდს განასხვავებენ: 

). პირდაპირი შეთოდი გულისხმობს სასაზღვრო ამოცანების 

ამოხსნას უშუალო ინტეგრებით; 

2. შებრუნებული შეთოდის შემთხვევაში წინასწარ მოცემულია 

გადაადგილებები და ძაბვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ ძირითად 
განტოლებებს და მათი საშუალებით ხდება შესაბამისი გარე ძა- 

ლების განსაზღვრა; 

3. სენ-ვენანის ნახევრადშებრუნებული შეთოდით ამოცანების 

ამოხსნისას წინასწარ უშვებენ, რომ გადაადგილების ვექტორისა 

და ძაბვის ტენზორის ზოგიერთი კომპონენტის სახე ცნობილია, 

  

"კერძოდ, ის შეიცვლება მათი ნაკრები ვექტორით – შეყურსული ძალით და 
ნაკრები მომენტით – შეყურსული მოშენტით. ცხადია, შეყურსული ძალის და 

მომენტის მოდების წერტილში ძაბვა უსასრულოა. დატვირთვის მოდების მცირე 

ფართებს მასალათა გამძლეობა არ ითვალისწინებს. ადგილობრივ, ე.ი. მცირე 

მოცულობაში, ძაბვებისა და დეფორმაციების განაწილებას, გამოწვეულს მცირე 

ფართზე მოქმედი დატვირთვებით, შეისწავლის დრეკადობის თეორია. 
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რაც დანარჩენი კომპონენტების განსაზღვრისას ამარტივებს ძი- 

რითად განტოლებათა სისტემას. 

სამგანზომილებიანი დრეკადობის თეორიის კონკრეტული ამო- 

ცანების ამონახსნები მოცემულია, მაგალითად, |50), (481)-ში. 

ვთქვათ, დრეკად სხეულს უკავია 2? -ის რაიმე თ არე, რომ- 

ლის 26) საზღვარი ლიპშიცურია (54) (იხ. აგრეთვე დამატება 

1, განსაზღვრა 40). ამასთან დავუშვათ, რომ LI _–-C6Cბ2 არის 

დადებითი ზომის და 5:= 26)VIL.. 

განვიხილოთ შემდეგი სასაზღვრო ამოცანა (იხ. § 1.16): 

#4 = ///MI +(2+ //)ლ-იძიIVI =თდ §2პ-ში (1.21.1) 
7#7=% X5-ზე, (1.21.2) 

#=0 I-ზე, (1.21.3) 

სადაც დ := (დ,,დ,,Cდ.); 1V := (CV), ,(7V):,(7%)კ). 

(7V), := Xა ()”,, # = 1,2,3. 

ჩვენ ვეძებთ (1.21.1)-(1.21.3) სასახლვრო ამოცანის ამონახსნს 
1 

სობოლევის IV (6) სივრცეში (იხ. დამატება 1, განსაზღვრე- 

ბები 53-54 და შენიშვნა 13). დავუშვათ, რომ 
1 

დ, CM '(C) და 9, CM 2(59), #=12ქ3. (121.4) 
(1.21.1) განტოლება გვესმის განაწილების აზრით. (1.21.3) პი- 

1 

რობა გვესმის კვალის აზრით. (1.21.2) პირობა გვესმის II ?(5) 

აზრით, რადგან თუ # C |//'(C)|” და #4V C |ჩ/“(C)|”, მაშინ 
1 

1M CI 2(5) ფუნქციონალი განიმარტება 

(IV,V"),, = | X,(ი)მ,(V")ძი+(თდ,VC), VI" C #MI'(C)) 
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გრინის იგივეობით, სადაც CL ; ა გი აღნიშნავს #; -დუალობას 

IM -/2(მC))|" -სა და IV ”?(მC)!” -ს შორის, ხოლო CL , ა ი კი 

–- 3 
– Lე -დუალობას წე (CC) –-სა (VVI(CC)|. -ს შორის (იხ. და- 

მატება 1, თეორემა 24). 

შემოვიღოთ 

#I'(C00,L):= (თ C/II(C0):თდ=0 L” -ზე) 
აღნიშვნა. 

თუ დ, C#/''(C6)), §>->, მაშინ (1.21.1)-(1.21.3) “სასაზ–- 

ღვრო ამოცანა ეკვივალენტურია შემდეგი ვარიაციული ამოცანის: 

ვიპოვოთ “ C IV! (C), ო ისეთი, რომ 

80,095) = LV.) VV#CIVI(CC,ო|',  (0.21.5) 
სადაც 

80V/.V"”) -= თ, თოწობი3 
ო 

#C6I%) = =CX ი +(8,V)., 

აქ CL,» „ ბარის დუალობა (I C6ი) და IM” CM) სივ- 

1 
რცეებს შორის, სადაც ”=). თუ #=L6ბ2 და ”=2) თუ 

M=5. 

თუ დ, CMV '(CC)), § <-1, მაშინ 7V ცალსახად არ განისაზ- 

ღვრება (იხ (271)). 
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ორივე ზემოხსენებული ამოცანა ეკვივალენტურია მინიმიზა- 

ციის შემდეგი ამოცანის: 

ვიპოვოთ #7 C |//'(C,L)|” ისეთი, რომ 

505) > წ) VV"CIM'(C,ო|',  (.216) 
სადაც 

5071) = : 8Cთ,95 – ცო. (1.21.7) 

სამართლიანია არსებობისა და ერთადერთობის შემდეგი (იხ., 

მაგალითად, (59), (27)) 
თეორემა 1.211. თუ §,) არის არე ლიპშიცის საზლვრით, 

L # CV და სრულდება (1.21.4) პირობები, მაშინ (1.21.1)-(1.21.3) 

სასაზდტვრო ამოცანას და ამდენად (1.215) ამოცანასა და 

(1.2166), (1.217) მინიმიზაციის ამოცანას აქვს ერთადერთი 

” CI//'(C,))" ამონახსნი და 

IM იი)! 5C ოა +) „+-.)' ) 7 

სადაც C არის დადებითი მუდმივი, რომელიც არ არის დამოკი- 

დებული #, იდ და 2 -ზე. 
თეორემის დამტკიცება ემყარება ლაქს 2?–მილგრამის ? თეორე- 

მას (იხ. დამატება 1 თეორემა 25), რამდენადაც 

– # წრფივი შემოსაზღვრული ფუნქციონალია; 

–8C,.) ორადწრფივი ფორმა, კორნის“) უტოლობის თანახ- 

მად, კოერციტიულია 
–– 2 – 1 8(V,V) > 0, | ა» VI C77'(C),I) 

  

"ა პ. ლაქსი (1926). 
”) ან. მილგრამი (1911-1961). 
"ა. კორნი (1870-1945). 
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და შემოსაზღვრული 
.– –-I2 = 

8(V.V) <9, IV 'იაოI IV “I იო)? 

სადაც 2, და რე დადებითი მუდმივებია. 

შენიშვნა 1211. თუ #C|//?(9)), ძ.CIM”(დ)!”, 
LI. 5C C” , სადაც 7” > 0 მთელი რიცხვია, მაშინ 

# C |/I”'?(CXM)|”, 
სადაც CX# არის §2-ს ისეთი ნებისმიერი ქვესიმრავლე, რომ 

ო”) (5 LIL) = C. უფრო მეტიც, არსებობს ისეთი 

C = C(Cა%) > 0 მუდმივი, რომ 

M-ის <0(10 ე + 6 საა). 
თუ დამატებით, § C(C'“(უ), დ C(C?“(5)),, 5CC?” მაშინ 7# 

CIC”“( C2 X#)13, სადაც 0<#<1 არის ჰიოლდერის? მაჩვენებელი. 

  

ჩა ო-ლ. ჰიოლდერი (1859-1937). 

137



თავი V. ჰიღროდინამიპის სტაციონარული და 
არასტაციონარული ამოცანები 

§1.22. ლაგრანჟის და ეილერის ცვლადები 

უწყვეტი გარემოს მოძრაობის შესწავლის დროს არსებობს 

ორი მიდგომა. თუ უწყვეტი გარემოს ნაწილაკს განვიხილავთ, 

როგორც მოძრავ მატერიალურ წერტილს, მაშინ მთელი სხეუ- 

ლის მოძრაობის დასახასიათებლად აუცილებელია შემოვიღოთ 

გარკვეული პარამეტრები, რომლებიც სხეულის ამა თუ იმ წერ- 

ტილს დაახასიათებენ. 

გთქვათ, ასეთი პარამეტრები იყოს მატერიალური წერტილის 

თ,, 1=1,2,3, კოორდინატები დროის რაღაც (ვთქვათ, საწყის) 

მომენტში. მაშინ სხეულის მოძრაობის განტოლებები შემდეგი სა- 

ხით ჩაიწერება: 

X, =Cდ,(,6,6,!) 1 =1.2.3, (1.22.1) 
სადაც X,,1 = 1.2,3, რომელიც დამოკიდებულია C 16 3.63. -ზე, 

არის დროის ! მომენტში იმ მატერიალური წერტილის კო- 

ორდინატები, რომლის კოორდინატებიც საწყის მომენტში იყო 

თ, 1=1,2.3; ვიგულისხმოთ რომ არსებობსს რდ, და V/, 

ასახვები X1-ში ისეთი, რომ 

#6, =V/,(X,,X::Xვ)I), 1=1,2,3. (1.22.2) 

(1.22.2) გვაძლევს იმ მატერიალური წერტილის კოორდინატებს 

საწყის მომენტში „ რომელსაც ! მომენტში უკავია სივრცის 

(X,.X:,Xკ) წერტილი. 

ცხადია, სიჩქარის და აჩქარების კომპონენტებს ექნება 
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V,(8C,5,,ფ.()=X, == 2, = დ, (C,.6:,653,!) 

  

  

? მ! (1.22.3) 

– თ!/,(თ,,თ.,.,!) ·_ 
აო“ 

-__.. თ! 

და 

მ, · მ: «ფწა6.6,0-=9,6,5,5,0=> == 9» 
2 მ/ (1.22.4) 

მ'თ,(ფდ.=,5.,!) _ 2“ ,(C,C,8,!) – 
· 7 =1.2,3, 

მ/“ დ/? 
სახე, თუ გავითვალისწინებთ (1.6.2)-ს, სადაც X,-ს და ჯ” -ს 

შევცვლით შესაბამისად თ , -თი და X,-თი, ე.ი. 

X, =06, +1,(Cფ.თ.6.!), 1 =1,2.3, (1.22.5) 

ტოლობებს. ასეთ მიდგომას ეწოდება ლაგრანჟის შეთოდი, ხოლო 

თსხესნგ პარამეტრებს – ”ლაგრანჟის ცვლადები. ამრიგად, 
სხეულის მოძრაობის ლაგრანჟის ცვლადებში შესწავლა გულის- 

ხმობს მისი ცალკეული მატერიალური წერტილების მოძრაობის 

შესწავლას და აქედან გამომდინარე მთელი სხეულის (უწყვეტი 
გარემოს) მოძრაობის შესწავლას. 

არსებობს მეორე მიდგომაც, როცა სხეულის მოძრაობის შეს- 

წავლა ხდება საკოორდინატო სისტემის სხვადასხვა წერტილში 

სხეულის ნაწილაკების მოძრაობის მახასიათებლების (სიჩქარე, 

აჩქარება, ძაბვები და სხვ.) დროის განმავლობაში ცვლილებების 

განხილვით. სხვა სიტყვებით, დამკვირვებელი სივრცის მოცემულ 

წერტილში შეისწავლის დროის სხვადასხვა მომენტში მყოფ, 

ზოგადად სხვადასხვა, ნაწილაკის მოძრაობის მახასიათებლებს და 

ამდენად, ახდენს რა დაკვირვებას უწყვეტი გარემოს მიერ დაკა– 

ვებულ ყველა წერტილში, შეისწავლის მთელი უწყვეტი გარე- 
მოს მოძრაობას. ასეთ მიდგომას ეწოდება კილერის შეთოდი. 
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ეილერის შეთოდის გამოყენებისას დრო, სიჩქარე, აჩქარება, ძაბ–- 

ვები და სხვა სიდიდეები განიხილება, როგორც X,, X:, Xკვ.! 

ცვლადების, რომელთაც ქილერის ცვლადები (კოორდინატები) 
ეწოდება, ფუნქციები. ცხადია, X,, Xე და Xკ არის დამოკიდებუ- 
ლი /-ზე, ხოლო #6), 6 და თკ არ არის დამოკიდებული (-ზე. 

შევნიშნოთ, რომ სხეულის ცალკეული ნაწილაკების გადაადგი- 

ლება შეიძლება შესწავლილ იქნას მხოლოდ ლაგრანჟის ცვლა- 

დებში. ამ შემთხვევაში ეილერის ცვლადების გამოყენება შეუძ- 

ლებელია და მათზე გადასვლა მხოლოდ ფორმალური ხასიათის 

მქონე ოპერაციაა, რომელიც არ ცვლის მიდგომის თვალსაზრისს. 

თუ სიჩქარე V(X, = 29% 27), , 71=1.2,3, მოცემულია ეილერის 

ცვლადებში, მაშინ აჩქარების გამოსათვლელად იმავე წერტილში 

საჭიროა გადავიდეთ ლაგრანჟის ცვლადებზე 
V, (X,,X.,X.,/ 

= V,,(C,6ე, ,'MX:(C,6ე,5კ,/),X3(,,6,,53,/)/) 
და გამოვიყენოთ რთული ფუნქციის გაწარმოების წესი: 

  

თიV, CV CV, 0CX, 

რ რბ ნიი რ ი - +, მ 
# 

=2Mს კ), 2M. ჯ1=1,2,3.– (1.22.6) 
თ! 2X, 

აღსანიშნავია, რომ 

  

· ძV, 
ამ “სახთ განსაზღვრულ ს ეილერს  სუპსტანციური« ან 

/ 
“მატერიალური” წარმოებული ეწოდება. ის ეილერმა შემოიღო 1752 წელს. ამ 
ცნებასთა–ნ და უწყვეტობის განტოლებასთან დაკავშირებთ "საინტერესო 

მოსაზრებაა გამოთქმული შემდეგ სტატიაში: 5იICი0V-სიძე IL.. 15 1იC6 CI2551Cმ! 
სინი 0 II6Iძ5 C0ი19ICI6 მიძ C00ი515(6ი( თე1ი6თეICმIIV? Iი CჩსხVX0I0C, ტიძ”სVV 
(0ძ) CL 81., LI25 LIC I25( Vი”Iძ ხტტი §მ!ძ 0ი CIმ255IC0) CIC6Cს0ძVიმიXIC5§? – M6V 

ჩი2იი§. ნწოიC010ი, M)1: MIი!0ი IX655 (2004), 448-457. 
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მ V,(X,,X:,X3.!) 

0L 

სივრცის ფიქსირებულ (X,,X2+1X3) წერტილში სიჩქარის (ზოგა- 

დად, სხვადასხვა მატერიალური წერტილის) ცვლილებაა. კერ- 

ძოდ, 

0V,(X,. X:X.) _ 

მ! ს 
ნიშნავს იმას, რომ ფიქსირებულ (X,,X;,X3) წერტილში სითხის 

დინების სიჩქარე არ იცვლება. 

თუ გადაადგილებები მცირე სიდიდეებია და გამოვრიცხავთ 
ფლუქტუაციებს, მაშინ სხეულის ცალკეული წერტილების სიჩ- 
ქარეებიც მცირე სიდიდეები იქნება. თუ დავუშვებთ, რომ მათი 

CთX, 

0 

  წარმოებულებიც იმავე რიგის მცირე სიდიდეებია (იხ. 

  

2 V 
(13), ტ. 1, გვ. 168), მაშინ V, 

'2 

რიგის მცირე სიდიდეები: მათი უგულვებელყოფის შემდეგ 
(1.22.6)-დან მივიღებთ, რომ 

სიდიდეები იქნება მეორე 

.·.. მს, 
ძ, =V, =–--. 

C! 
ეს უკანასკნელი კი ემთხვევა (1.22.4)-ს. საერთოდ, ეს შემთხვევა 

მეტად მნიშვნელოვანია, რადგან მცირე გადაადგილებები დამახა–- 

სიათებელია დრეკადი სხეულებისათვის. ვიპოვოთ კავშირი 

თ", (თ),თ5,6Cკ)!) წ თC!! (C),6ე,63.) 

რ, . 2X, | 
სიდიდეებს შორის. ცხადია, 

1,# = 1,2.3. 
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მV(ა,ი--,,) 2M 0 . კავ.   

    

მX, “06, მX, ” 
მაგრამ 

თ, =X, – V,, (1.22.7) 
ამიტომ 

295, _ ,_ 9V, 295 _ _ 02%; 29 _ _ 216 

=2 20X, ' 0X CX.' CX», მX, 
და 

2 ლდ" CV, 0", 

მ», 29, 0, მX, 
მეორე რიგის მცირე სიდიდეების უგულვებელყოფით მივიღებთ, 
რომ 

კ. 1=1.2,3. 

CM, _ CV, 

თX, 009, 
ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ 

2 0V, 2V, _ CV, 
        

0 მი “ მ» 20%, 
წირს, რომლის ყოველ წერტილში მხები ემთხვევა სიჩქარის 

ვექტორის მიმართულებას დენის წირი ეწოდება. სტაციონალური 

მოძრაობის (იხ. ქვემოთ § 1.23) დროს დენის წირები ემთხვევა 

მატერიალური წერტილების მოძრაობის ტრაექტორიებს. 
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§1.23. ნავიე-სტოქსის განტოლებები. სტოქსის და ოზეენის 

მოდელები. ეილერის განტოლებები 

თუ საწინააღმდეგო არ იქნება თქმული, ჩავთვალოთ, რომ 

(ა) არე, რომელიც უკავია სითხეს დროის ! მომენტში, არ 

არის დროზე დამოკიდებული (მაგალითად, წყალი მიედინება არ- 

ხში ისე, რომ წყლის დონე არ იცვლება), ე-ი. CX)() =Cა C/2? 

(იხ. (32)). 

როგორც ვიცით, (1.18.1) განტოლებები სამართლიანია ნების- 

მიერი (გაზი, სითხე, დეფორმადი მყარი სხეული) უწყვეტი გა– 

რემოსათვის. მას”, (1.22.6)-ის თანახმად, ეილერის ცვლადებში 
ექნება შემდეგი სახე: 

X,, +C, =ი“ I. ეღელ / =1.2,3. (L23.1) 

ბლანტი სითხის მოძრაობისს განტოლებების მისაღებად 

(1.23.1)-ში შევიტანოთ ნიუტონის განზოგადებული (1.13.7) კანო- 

ნით განსაზღვრული X ,: 

იL, + V.V,,)= /(MV, +(4+ /!)V, –იი,+9,, 

ჯ1= 
(1.23.2) 

ვ<3= 

თუ #=/=0, ე-ი. სითხე არ არის ბლანტი, (1.23.2)-დან 

მივიღებთ იდეალური სითხის მოძრაობის შემდეგ განტოლებებს: 

0(V, +V,V,,)+ი0,=Cთ,, 7=1.2,3, (1.23.3) 

  

'ბშევნიშნოთ, რომ წონასწორობის განტოლებები და ძაბვის ტენზორის 

სიმეტრიულობა დამტკიცებული გვქონდა ეილერის ცვლადებში ჰუკის 
განზოგადებული კანონის ჩამოყალიბებისას მცირე დეფორმაციების (ეი. მცირე 
გადაადგილებების ზხისტი გადაადგილებების სიზუსტით) დროს მძაბვების 

არგუმენტებად ეილერის ცვლადები შევცვალეთ ლაგრანჟის ცვლადებით (იხ. 
აგრეთვე §1.22-ის ბოლო ნაწილი). 
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რომლებიც ეილერის განტოლებების სახელს ატარებს. 

ნავიე-სტოქსის (1.23.2) განტოლებები და, კერძოდ, ეილერის 

(1.23.3) განტოლებები, როგორც ვხედავთ, არაწრფივი განტოლე- 

ბებია. უნდა შევნიშნოთ, რომ მათი არაწრფივობა გამომდინა- 

რეობს არა ფიზიკური მოდელირებიდან, არამედ მათემატიკური 

მოსაზრებებიდან (იხ. (1.22.6)-ის გამოყვანა). 

თუ, სიმცირის მოსაზრებიდან გამომდინარე, (1.23.2) განტო- 

ლებებში V,V,, სიდიდეებს უგულებელვყოფთ, მოხდება ნავიე- 
სტოქსის განტოლებების გაწრფივება და მივიღებთ ბტოქსის სა- 

ხელით ცნობილ შემდეგ განტოლებებს. 
/V, – /(4V, – (4 + //)V,კ+ 9,=Cთთ,, 1=1,2,3. (1.23.4) 

ოზეენის') სახით გაწრფივების შემთხვევაში უშვებენ; რომ 

სითხის დინება მცირედ განსხვავდება რაიმე მიმართულების მუდ- 

მივ V; სიჩქარიან დინებისგან, ე.ი. 

V, (X,1) = V7 +VI(X,1), 7=1,2,3, 

და შემდეგ (1.23.2) განტოლებებში, სიმცირის მოსაზრებიდან 

გამომდინარე, უკუაგდებენ არაწრფივ წევრებს: 
·.· 0.42 · · 

V, +V,V,, )= //(ყV, +(4+ //IჩV, ცკ – 9,+თ., 
#0 ჯ L ·) # !' (C #!) XV #X, ჯ (1.23.5) 

1 = 1.2,3. 

ჰიდრომექანიკაში მოძრაობას ეწოდება სტაციონარული (დამ- 

დგარი), თუ მოძრაობის დამახასიათებელი სიდიდეები (სიჩქარე, 

წნევა და სხვ.), დამოკიდებულია ეილერის ცვლადებზე (რომლე- 
ბიც, ზოგადად, დროის ფუნქციებია), ხოლო უშუალოდ დროზე 
დამოკიდებული არაა. ეს იმას ნიშნავს, რომ მოძრაობის დამახა- 

სიათებელი სიდიდეები სხვადასხვა წერტილში, ზოგადად, სხვა- 

დასხვაა, მაგრამ ფიქსირებულ წერტილში არ იცვლება დროის 

  

''პკვ. ოზეენი (1879 -19 44). 
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ცვლილებასთან ერთად. ამის შესაბამისად (2.23.4) განტოლებები 

მიიღებენ 

#/0#V, + C(4+ /)V,.,ც – 0,+Cთ, =0, 71=1,2,3, (1.23.6) 

სახეს. 

ნიუტონის მექანიკის ფუნდამენტურ კანონს წარმოადგენს მა- 

სის შენახვის კანონი. ის სამართლიანია ნებისმიერი უწყვეტი გა- 

რემოსათვის და მდგომარეობს იმაში, რომ სხეულიდან აზრობრი- 

ვად გამოყოფილ ნებისმიერ დროში ცვალებად §I(/) მოცულობა- 

ში, რომელიც გარემოს ერთი და იმავე ნაწილაკებისაგან შედგე- 

ბა, მოთავსებული მასა არ იცვლება დროთა განმავლობაში. ეს 

კანონი ექსპერიმენტულად დადგენილად უნდა ჩაითვალოს (იხ., 

მაგალითად, |57,ს გვ. 120-123). მათემატიკურად ეს იმას 

ნიშნავს, რომ 

VI 

  

  

+ | 2(»+,.=,=,/)ძი =0. (1.23.7) 
CM) 

წარმოებულის განმარტების თანახმად, 

ძ 
ძ# | 2(=,-,,X-,/)ძდი 

(9168) 

I იC, :X:,Xვ,I + #I)ძი – | 2C „X-,X3,1)ძC2 
– სკო C(I+4ტ!) (XI) 

0530 #ტ! 

| იC, .X,,X3.,+ 4I)ძC2 
= Iცი #2(ჯ++)/ )MX2(,) 

- 4-0 “4 
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IIIILC3 .X:,Xვ)I + #I)– იLC, ,X:,X3,/)| ძC) 

ო + () 
  

/ 

= | 2>,=,=,/),(%,X,X ,7)ძ5 
2XMX/I) 

+ I 00(=,=.X.,/) ი. ოა (1.23.8) 
თი 2/ 

  

ლა
) 

  

ნახ. 1.23.1 

  

"რადგან “ ნაზრდი I -სე არ არის დამოკიდებული, ის შეიძლება შევიტა- 

ნოთ ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ. 
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რადგან «2(/ + 47) V42(/) მოცულობა შედგება ელემენტარული 
ძCა = V, თ5 /M ცილინდრებისაგან (იხ. ნახ. 1.23.1 და დამატება 3, 

სადაც მოცემულია (1.23.8) ფორმულის მკაცრი დამტკიცება) და, 

როცა #/!->0, 265: +/17) ზედაპირი მიისწრაფის 2 §X!) 

ზედაპირისაკენ (§პ(/ + //) VCXV) გვარდება მ6+(,) ზედაპირად), 

ხოლო /# (X,,X, :Xვ,(+4 1) სიმკვრივე – /(X,,X:,X3)!) -სკენ. 

მაგრამ, გაუს-ოსტროგრადსკის ფორმულის თანახმად, 

| 2V,ძ§ = I2 V,M,05 = IC2 V,),ძCა. (1.23.9) 
იი() პით) CX) 

(1.23.7)-(1.23.9)-დან როგორც მთელი მოძრავი გარემოსათვის, 

ასევე მისგან აზრობრივად გამოყოფილი ნებისმიერი ნაწილისათ–- 

ვის, გამომდინარეობს 

2? 
I 42-C #), 4ი.-ი. 
ით დ! 

ამდენად, არეში რომელიც სხეულს უკავია, 

40 „IV V)=0 ) VXC+«20), როცა 7>71ა, (1.23.10) 
/ 

სადაც ძIV V:= V,,. (1.23.10) განტოლებას ეწოდება უწყვეტობის 

განტოლება ეილერის ცვლადებში. ცხადია, რადგან 

  

თუ #7 = 1, მაშინ (1.23.7)-ის და (1.23.10)-ის გათვალისწინებით, შესაბამი- 

სად, გვექნება, რომ 

4 | ძი =0 დღა #09IVV=0, 
( «2(!) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ, თუ მოცულობითი გაფართოების სიჩქარე ნულის ტო- 

ლია, მაშინ ძI/VV =0. 
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ძIV(/0V) = (2V,), = 0V,, +/0,V, = 0V,, + 0,X,, 

ამიტომ (1.23.10) შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახითაც 

% + 00IVV =0. (1.23.11) 

განტოლებათა სრული სისტემის მისაღებად (1.23.2)-ს უნდა 

დაემატოს უწყვეტობის (1.23.10) და მდგომარეობის (პაროტრო- 

პული სითხის შემთხვევაში) 

ი = /(7) (1.23.12) 
განტოლება, სადაც / გარკვეული ფუნქციაა. 

(1.23.2), (1.23.10) და (1.23.12) განტოლებათა სისტემა შეი- 
ცავს ხუთ V,, V., Vკ, 7 და 0 უცნობს, რომლებსაც ვეძებთ 

V(X,I0ე) = V0(X), X C §X(/0), (1.23.13) 

საწყის) და 

V = §(X,I) 06(,)-ზე, 1>16, (1.23.14) 

სასაზღვრო პირობებში, სადაც V-0(X) და §(X,/) მოცემული 

ვექტორ-ფუნქციებია. 
როცა #=0, თ6Cა(,)) საზღვარი უძრავი და მყარია და შეე- 

საბამება იმ შემთხვევას, როცა საზლვარზე სითხე არ სრიალებს 

და ეკვრის მას; ხოლო როცა #0, საზღვარი მოძრაობს 

დასახელებული # სიჩქარით. 

  

ა" სტაციონარული მოძრაობის შემთხვევაში (1.23.73) პირობები ზედმეტია, 

რადგან ერთი მხრივ განტოლებებში არ გვექნება დროით კერძო წარმოებულე- 
ბი, ხოლო მეორე მხრივ V = VCX) უშუალოდ დროზე არ არის დამოკიდებუ- 
ლი და მისი მოცემა საწყის მომენტში ამოცანის ამოხსნის ტოლფასი იქნებოდა. 

ამ შემთხვევაში (I.23.14) პირობა მიიღებს შემდეგ სახეს: V = 9(X) C64 -ზე. 
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(2.23.14) სასაზღვრო პირობა შეიძლება შეიცვალოს 

V, := C(V,7) =V,M,=0, >X,., =0 2Cა(V)-ზე (1.23.15) 

სასაზღვრო პირობებით, სადაც X „, არის Xჯ „“ის მხები კომპო- 

ნენტი. (1.23.15) შეესაბამება იმ შემთხვევას, როცა საზღვარზე 

სიჩქარის V,„ ნორმალური მდგენელი და ძაბვის ვექტორის X ი, 

მხები მდგენელი ნულია (ე.ი. სითხეს საზღვრის გასწვრივ სრია- 

ლი შეუძლია). ცხადია, (1.23..:5) პირობები შეიძლება არაერ- 

თგვაროვანიც იყოს. 

სითხეს ეწოდება არაკუმშვადი, თუ მისი ნებისმიერი ნაწილის 

მოცულობა უცვლელი რჩება (მუდმივია) მოძრაობის დროს) (მო- 

ცულობითი გაფართოების სიჩქარე ნულის ტოლია) “ი ე.ი, 

ძIV V=0, (1.23.16) 

რაც მეორე მხრივ მოცულობითი გაფართოების (იხ. (1.9.10)) 

დროით წარმოებულია 

მი. _ ( ძII(X,,X2,X3,1 ქ... 
ჯ IV 1(X,,X2,X3,1) = ტა 7 აამ) =0") 

I თ 

  

ი) იხ, LხVXCM0II IL., IIC0301M292MხIMსMხII IMVIნC (0ნ03IIM0CX29IMსM0#” 1#6X3XVVMIM 
ლCო/0IIIMC0# Cე000სI, MI30210X6CX80 „M#0”, M0CIL8მ2, 1975, გვ. 168. 

ა იხ, 2XC006MCI II, M0X29MX23 დი I0MითხLX C000, II3უმX6ხოფლ „MI9ი”, 

M0CX#გ, 1965, გვ. 63. 
"'') შევნიშნოთ, რომ თუ გადაადგილების 77 ვექტორს განვიხილავთ ლაგრან- 

ჟის C)6:,63ე/ ფცვლადებში 

მM(Cთ,9:,5კ.1) 
მ! ? 

მაშინ როდესაც ეილერის XXXI ცვლადებში 1 -ს განხილვის დროს 

თ1?((X,.X,.X.,!) 

ლ #9.“ 

VCX,.X-,X3.,) = 

VCX,.X5,X3,1) = 
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ამდენად, თუ სითხე არაკუმშვადია, მასის შენახვის (1.23.11) კა- 

ნონიდან მივიღებთ, რომ 

ძი _ 
ძ/ 

ე.ი, / მუდმივია სითხის მოძრაობის ტრაექტორიების გასწვრივ. 

აქედან გამომდინარე, როცა სითხე ერთგვაროვანია რაიმე 

მომენტში, რაც «იმას ნიშნავს რომ /ტ/ არ არის სივრცის 

წერტილის ფუნქციაა დავასკვნნით რომ /#5=00)”/!, დროის 

ნებისმიერ მომენტში. 

ამიტომ ლიტერატურაში ასეთი განმარტებაც გვხვდება: 

სითხე არაკუმშვადია, თუ #/ სიმკვრივე არც X-ზე და არც 1- 

ზე არ არის დამოკიდებული (იხ. (13), ტ. IL). ამდენად, როცა 

(1.23.12)- ში /(»)=იი”წ სითხე არაკუმშვადია.ა როცა 

#Mდ)=C2 სითხეს ეწოდება იზოთერმული, ხოლო როცა 

7(0)=C?” სითხეს ეწოდება პოლიტროპული, სადაც C და 
7 მუდმივებია. 

ვთქვათ, / = C0#M5/, მაშინ (1.23.11)-ის თანახმად, სრულდება 

(1.23.16). 

გავაწარმოოთ ნავიე-სტოქსის (1.23.2) განტოლება X,-ის მი- 

მართ, ავჯამოთ 1-ს მიმართ I-დან 3-მდე, გამოვიყენოთ შვარცის 

თეორემა და გავითვალისწინოთ (1.23.16); მაშინ გვექნება, რომ 

#ი =ძIV რ – /0V,.,V,+· (1.23.17) 

3 

– 

V და ”» უცნობი სიდიდეები სხვადასხვა როლს თამაშობენ. 

დროის ყოველ I მომენტში, საწყისი მომენტის ჩათვლით, # ყწნე- 

ვა შეიძლება განსაზღვრულ იქნას, როგორც (1.23.17) განტოლე- 

ბისათვის ნოიმანის ამოცანის ამონახსნი. მართლაც, (1.23.16)-ის 

ძალით, (1.23.2) მიიღებს 

V, + V,V,,)= //0ტV, – 5,+თდ,, 1=1,2,3, (1.23.18) 
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სახეს. თუ ახლა (1.23.18)-ს გავამრავლებთ 77, -ზე, ავჯამავთ I-ს 

მიმართ და გავითვალისწინებთ ერთგვაროვან (1.23.14) პირობას 

(ე.ი. 

V=020C -ზე, როცა ! >1ე), (1.23.19) 

მივიღებთ 

ი –“-- =Cდ,/, + //0V, ·#I, 2 §) -ზე 
2M 

ნოიმანის პირობას. ეს უკანასკნელი გამოსახულება იდეალური 

სითხის შემთხვევაში მიიღებს 

%- დ,/, 

სახეს, ხოლო (1.23.17) განტოლების გაწრფივებით მივიღებთ 

/Mი = ძIV თ 

განტოლებას, ამდენად, ამ შემთხვევაში მივიღებთ ნოიმანის 

ამოცანს წზწნევისათვი–ს (ცნობილი მარჯვენა მხარით. და 

სასაზღვრო პირობით. რაც იმას ნიშნავს, რომ გვექნება დამოუკი– 

დებელი ამოცანები /# -სა და V -სთვის. 

დასმული ამოცანები გამოკვლეულია, მაგალითად, (|321-ში (იხ. 

აგრეთვე I15)). ნავიე-სტოქსის განტოლებების ბსუბტი (ვარიაციუ- 
ლი) ფორმულირება შემოლებული იყო ჟ. ლერეს') მიერ. (1.23.18) 

განტოლება ჩავწეროთ ვექტორული ფორმით: 

2 "დ.ა “ინ. ფი=1C, 01.23.20) 
თ! ი ი ი 

სადაც 

თიძ=V= ? ,2- C | ა.თ =V,-C, 
თ2X) თXა C2X3 თ”X; 

  

"ჟ. ლერე (1906-1998). 
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თუ გამოვიყენებთ 

2 

(V, თIძძ)V = თიძ-- –IV,-0IV, V” =(V,V), 

იგივეობას, (1.23.20)-დან მივიღებთ ლამბ-გრომეკის”) 

= 2 
2". აძ V ანი V. V) “რ = თ! თიძ ნ 
მ 2 ი ი ი 

განტოლებას. 

/:/4(9). -თი აღვნიშნოთ C#ი (§ბ) -ს ჩაკეტვა #'(C)) -ს ნორ- 

მით. (1.23.20) განტოლება გავამრავლოთ სატესტო 

წ#CV = > C M(C)|”, ძIV V" = 0), 0.23.2) 

ვექტორზე და მიღებული გამოსახულება Cა არეზე ვაინტეგროთ. 

ნაწილობითი ინტეგრების შემდეგ მივიღებთ, რომ 

7V0,7)+4 #C,თ,V,)+C,„V,)= +(6,V) 0.23.22) 
რადგან V%არ არის დამოკიდებული /-ზე, ხოლო | #,(C2)|” -ში 
სკალარული 

(VV),V ”) = || V, (X,I)V, (X)ძC 
ო 

ნამრავლი სივრცით ცვლადებზე არ არის დამოკიდებული”) და, 

(1.23.21)-ის გამო, 

  

''ჰ, ლამბი (ლემბი) (1849-1934). 
შუ” ამიტომ _ 

(თაუ-4და- 
0 
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|(წ6-V-)ძი = | 6V;ი,ძ5 – | იძIV X"ძთ =0. 
C თა თ 

შემოვიღოთ ზოგიერთი ცნება. ვთქვათ, –90 <ძ<ხ<+ი და 

X რაიმე ბანახის სივრცეა. მოცემული §-სთვის, 1<5<+Cთ, 

L.(1ი,ხL X) აღნიშნავს I2.ხ| -ხზე განსაზღვრულ #, ინტეგრე- 

ბად ფუნქციათა სიმრავლეს მნიშვნელობებით X-ში, რომელიც ბა- 

ნახის სივრცეა 

1 

ხ § MVთ4 
ნორმით #. (Iთ ,01|: X ) აღნიშნავს Iით,ხ-ლზე განსაზღვრულ 

არსებითად შემოსაზღვრულ ფუნქციებს 

0555ს0 I/ (/)I„ 
)ის( 

ნორმით, სადაც 65550 (არსებითი ზედა ზლვარი) აღნიშნავს 

ნული ზომის სიმრავლემდე სიზუსტით 5V0 -ს )1თ,ხIL -ზე. სხვა 

სიტყვებით, /(/)-ს ეწოდება არბებითად შემოსაზღვრული, თუ 

არსებობს ისეთი C = C0M5! , რომ თითქმის ყველგან |Iძ,V| -ზე 

I/0)I, <9. 
ასეთი C რიცხვების ქვედა ზღვარს | /(/)| ს.-ის არსებითი ზედა 

ზღვარი ეწოდება. 

ჩვენ ვეძებთ ისეთ V(I) C” ვექტორ-ფუნქციას თითქმის ყვე- 

ლა L> 0 -სთვის, რომლისთვისაც (1.23.22), (1.23.13) სრულდება 

განაწილების აზრით. შევნიშნოთ, რომ (1.23.19) სასაზღვრო პი- 

რობა გათვალისწინებულია V(C/) C IM ICC)!” მოთხოვნაში. 

#L- -თეორიაში (1.23.21), (1.23.13) ვარიაციული ამოცანის (იხ. 

L32), გვ. 343) ბუსტ ამონახსნს ვუწოდებთ ამონახსნს, რომელიც 
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ეკუთვნის L,(10,7 (:7)-ს და L.C)0,7M)-ს VX” >0, ხო- 
ლო ძლიერ ამონახსნს კი ისეთს, რომელიც ეკუთვნის 

ჩ(10.7L# იIV:დ))') და L.I0,IL7)-ს V7->0, 
სადაც 

_ 3 . == M =VCII,(C)),, ძVV=0, V-MI, =0|. 
CC XX -ისთვის ფორმულირებები ანალოგიურია. 

დღევანდლამდე მიღებული შედეგების შეჯამებით შეიძლება 
დავასკვნათ შემდეგი (იხ. (32), გვ. 344): 0) ვთქვათ, CC #7, 

მაშინ ამოცანა კორექტულია ადღამარის) აზრით: როგორც სუსტი, 
ასევე ძლიერი ამონახსნი არსებობს და ერთადერთია; თუ მონაცე- 

მები საკმარისად რეგულარულია, მაშინ ამონახსნები შესაბამის 

სივრცეებში უწყვეტადაა დამოკიდებული მონაცემებზე. (01) ვთქვათ, 
(-C #., მაშინ ძლიერი ამონახსნი არსებობს და ერთადერთია 
რაიმე 10,7-%( ინტერვალზე, სადაც 11% დამოკიდებულია მონა- 

ცემებზე (ფაქტობრივად შედეგი ლოკალურია); სუსტი ამონახსნი 

არსებობს 10,+) ინტერვალზე. სუსტი ამონახსნის ერთადერ- 

თობის საკითხი ლია პრობლემაა, ისევე, როგორც ძლიერი ამო- 

ნახსნის არსებობის საკითხი დროის ნებისმიერი ინტერვალის- 

თვის (ე.ი. გლობალური ამონახსნის). ცხადია, ისევე, როგორც 

X? -ში, როცა ძლიერი ამონახსნი არსებობს, ის იმდენად გლუ- 
ვია, რამდენადაც ამის საშუალებას მონაცემები და არის გეო- 

მეტრია იძლევა, C” რეგულარობისა და ანალიზურობის ჩათ- 

ვლით. 
აღსანიშნავია, რომ კლეის მათემატიკის ინსტიტუტის (CIგV 

Mმ'იითმV6§ Iი5(IIIსC, I5ტ) ათასწლეულის პრობლემათა ნუსხაში 

შეტანილია ნავიე-სტოქსის სისტემის ამონახსნის რეგულარობის 

პრობლემა ერთი მილიონი აშშ დოლარის ტოლი პრემიით. 

  

"ბე. ადამარი (1865-1963). 
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თავი VI პლასტიკურობის თეორია 

§1.24. დრეკად-პლასტიკური და პლასტიკური სხეულები 

დრეკადობის თეორიისაგან განსხვავებით პლასტიკჯ/ურობის თეო- 

რია შეისწავლის ისეთ სხეულებს, რომლებიც თავიანთი ბუნებით 

არ ექვემდებარებიან დრეკადობის კანონებს სახელდობრ, თუ 

სხეულს მთლიანად მოვხსნით გარე დატვირთვას, ის არ დაიბ- 

რუნებს თავის საწყის ფორმას, ე.ი. ექნება ნარჩენი დეფორმაცია 

(იხ. §1.12 და აგრეთვე (|55)). 

თუ სხეულს თავიდანვე არ აქვს დრეკადი თვისებები (იხ. ნახ. 

1.24.1), მაშინ მას პლასტიკური სხეული ეწოდება. თუ სხეულს 

დატვირთვის პირველ სტადიაზე აქვს დრეკადი თვისებები (იხ. 

ნახ. 1.24.2), ხოლო დატვირთვის შემდეგ სტადიაზე მას უჩნდება 

ნარჩენი დეფორმაციები, მაშინ სხეულს ლდრეკად-პლასტიკური 

სხეული ეწოდება. 

XX 

X, ' 

  

      
0 6 0: 6. 

§ 
ნახ. 1.24.1 ნახ. 1.24.2 

პლასტიკურობის მათემატიკური თეორია შეისწავლის სხეუ- 

ლის დეფორმირების მთელ პროცესს, ხოლო პლასტიკურობის 

გამოყენებითი თეორია შეისწავლის სხეულის მხოლოდ ზღვრულ 
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მდგომარეობას დეფორმაციის საშუალედო ეტაპების გამოკვლევის 

გარეშე. 

§1.25. ძაბვებისა და დეფორმაციების ინტენსივობა 

ისევე როგორც დრეკადობის თეორიაში, პლასტიკურობის 

თეორიაშიკც თ, 7 =1,2,3, მოცულობითი ძალებისა და 7, 

7 = 1,2.3, ზედაპირული ძალების მოქმედების შედეგად გამოწ- 

ვეული დაძაბული მდგომარეობა ხასიათდება ძაბვის X, სიმეტ- 

რიული ტენზორით. ისინი ერთმანეთთან არიან დაკავშირებული 

წონასწორობის (სტატიკის ამოცანების განხილვის დროს) (1.3.5) 

განტოლებებით, ხოლო სხეულის ზედაპირზე (1.2.1) დამოკიდე- 

ბულებებით. დაძაბული მდგომარეობის დასახასიათებლად (1.5.7) 

ან (1.55) ინვარიანტებთან ერთად პლასტიკურობის თეორიაში 

გამოიყენება აგრეთვე შემდეგი ინვარიანტული სიდიდე 

1 
(დ) =-5( (X,, – XX.) +(X> ==” 

(1.25.1) 
' 

2 2 2 2 5 

+(X, – XI) +6(X2 +X> +X2) | 2, 

რომელსაც მხები ძაბვების ინტენსივობა ეწოდება. 

(1.25.1)-ის ნაცვლად ხშირად იყენებენ მის ეკვივალენტურ 

Cთი =-––7? (1.25.2) ი V#2 ი 

სიდიდეს, რომელსაც ძაბვების ინტენსივობას ეწოდება. (1.25.1)-ში 

კოეფიციენტი ისეა შერჩეული, რომ მარტივი გაჭიმვის დროს 

(იხ. § 1.12) ძაბვების ინტენსივობა დაემთხვეს გამჭიმავ ძაბვას. 

მართლაც, X, მიმართულებით მარტივი გაჭიმვის დროს 

X)> 0, XII %0, X2=X33=0: X)5=0, თუ | # #· 

თუ ამ სიდიდეეს ჩავსვამთ (1.25.1)-ში„ ხოლო მიღებულს 

(1.25.2)-ში, მივიღებთ 
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1 
–ი =52+424ი +Xე = XV. 

პლასტიკურობის თეორიაში ძალაშია აგრეთვე დრეკადობის 

თეორიის გეომეტრიული დამოკიდებულებები. დაძაბული სხეუ- 

ლის დეფორმირებულ მდგომარეობას ახასიათებს დეფორმაციის 

6,, I./ =1,2.3, ტენზორი, რომელიც გეომეტრიულად წრფივ 

შემთხვევაში V,, 1 = 1,2.3, გადაადგილებებთან დაკავშირებულია 

(1.6.23) ფორმულებით. მ, 1,/ =1,2,3, უნდა აკმაყოფილებდნენ 

სენ-ვენანის თავსებადობის (1.11.5) პირობებს. 

(199.7) ან (1.9.90ე)1 ინვარიანტებთან ერთად პლასტიკურობის 

თეორიაში გამოიყენება აგრეთვე შემდეგი ინვარიანტული სიდიდე: 

+#2 : : 
%ი =2X4I1C, – 0.) +(4., – მკ) 

3 (1.25.3) 
1 

2 2 2 2VV02 
+(9კ –0,,) +6(92 +02, +013) | : 

რომელსაც დეფორმაციების ინტენსივობას ეწოდება. (1.25.3)-ში 

კოეფიციენტი ისეა შერჩეული, რომ მარტივი გაჭიმვის დროს 

დეფორმაციის ინტენსივობა დაემთხვეს ფარდობით წაგრძელებას 

გაჭიმვის მიმართულებით. მართლაც, თუ პუასონის კოეფიციენტი 

1 
V = 2? მაშინ X, მიმართულებით მარტივი გაჭიმვის დროს 

0,,> 0, 0,) #0. დაა“ რვ“ > 0): 0-9, თუ 17% 7. 

თუ ამ სიდიდეებს ჩავსვამთ (1.25.3)-ში, მივიღებთ, რომ 

X”#2 1. I 7 
იი – ვ 0, + 69% “ამს 9 =C))- 
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პლასტიკური დეფორმაციის კანონები იმაზეა დამოკიდებული, 

იზრდება თუ მცირდება დატვირთვა. ამის შესაბამისად არსებობს 

ორი სახის დეფორმაცია: აქტიური და პასიური. 

მარტივი გაჭიმვის ან სუფთა ძვრის შემთხვევაში ეს ცნებები 

ადვილი განსასხვავებელია. აქტიური ეწოდება დეფორმაციას, რო- 

ცა ძაბვის აბსოლუტური სიდიდე იზრდება, ხოლო პასიური – 

როცა ძაბვის აბსოლუტური სიდიდე მცირდება. 

რთული დამაბული მდგომარეობის დროს პლასტიკური დე- 

ფორმაცია შეიძლება მოხდეს ძაბვების სხვადასხვა თანაფარდობის 

დროს. ასეთ შემთხვევაში სხეულის ელემენტის დეფორმაციას 

დროის მოცემულ მომენტში ეწოდება აქტიური, თუ ძაბვების თი 

ინტენსივობის მნიშვნელობა მეტია ყველა მის წინა მნიშვნელობა- 

ზე, ხოლო პასიური – თუ ძაბვების თე ინტენსივობის მნიშვნე- 

ლობა ნაკლებია ერთზე მაინც მის წინა მნიშვნელობებს შორის. 

აქტიური დეფორმაციის დროს პლასტიკური (ე.ი. ნარჩენი) დე- 

ფორმაცია იზრდება ხოლო პასიური დეფორმაციის დროს – 

მცირდება. აქტიურ დეფორმაციას ეწოდება დატვირთვის პროცე- 

სი, ხოლო პასიურს – განტვირთვის პროცესი. 

პლასტიკური დეფორმაციის კანონებზე არსებით გავლენას ახ- 

დენს სხეულის დატვირთვის ხასიათიც. ამის შესაბამისად ანსხვა- 

გვებენ დატვირთვის ორ სახეს: მარტივს და რთულს. მარტივი 

დატვირთვა ეწოდება დატვირთვის ისეთ პროცესს, როცა გარე 

ძალები მათი მოდების საწყისი მომენტიდანვე ისე იზრდებიან, 

რომ ინარჩუნებენ მუდმივ თანაფარდობას ერთმანეთს შორის, ე.ი. 

იცვლებიან საერთო პარამეტრის პროპორციულად. დატვირთვის 

ასეთი ცვლილება უზრუნველყოფს ნებისმიერი ფორმის მქონე 

სხეულის ნებისმიერ წერტილში მთავარი ძაბვებისა და მთავარი 

დეფორმაციების ღერძების უცვლელობას ნებისმიერი სიდიდისა 

და მიმართულების დატვირთვების პირობებში. რთული დატვირთვა 

ეწოდება დატვირთვის ისეთ პროცესს, როცა თუნდაც ერთი გარე 
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ძალის ზრდის დროს დანარჩენი ძალები ამ ძალის პროპორციუ- 

ლად არ იზრდებიან. 

§1.26. ჰუკის გარდაქმნილი კანონი 

ჰუკის (1.12.9) კანონში ჯ, -ს შემცველი 

Xჯ, = #0+2/ 6, (1.26.1) 

ტოლობების ორივე მხარეს გამოვაკლოთ 

X, 

Cთა:= 53. (1.26.2) 

საშუალო მნიშვნელობა. მაშინ 

X, – თე =#0+2/6, – თი, ! =1.2,3. (1.26.3) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

6ე:=--=-. (1.26.4) 

(1.26.1) ავჯამოთ I-ს მიმართ 1-დან 3-მდე, მიღებული შედეგი 

გავყოთ 3-ზე და გავითვალისწინოთ (1.26.2), (1.12.23), (1.12.24) 

და (1.26.4): 

# ჯL 2/(1+ 0= ი, =2#0+M), ცენ 
31–2V) 1-2V 1-2V 

(1.12.24)-ის თანახმად, 

  თა =M9= 

_ 2/V 

1-2V. 
ჩავსვათ (1.26.3)-ის მარჯვენა მხარეში (1.26.5) და (1.26.6) 

გამოსახულებები და გავითვალისწინოთ (1.26.4): 

6//” 2, _ 2401+V) 

იი თ” 1 ე, 91%4% 1-2, 2 

  ქტ.26.6) 
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4/(V – 2/ ; 
01? =2//0. + 

/“" 1-2” 
საიდანაც 

X, – თი = 2/!(ი, – 6 I, 71 =1,.2,3. (1.26.7) 

ამ სამ დამოკიდებულებას დავამატოთ დარჩენილი სამი დამოკი- 

დებულება ჰუკის (1.12.9) კანონიდან: 

X, = 2/6,, 1%/, ,1= I,2,3. (1.26.8) 

(1.26.7), (1226.ე89) ფორმულები ერთმანეთთან აკავშირებენ ძაბვის 

X',:= Xჯ, – თი, X', = XV), 1%/, 1,/ = I,2,3, (1.26.9) 

ტენზორსა და დეფორმაციის 

6 ,:=6, – ნე, 6,„=6,, 7%/, 1/= I,233,  (1.26.10) 

ტენზორს, რომელიც შეესაბამება (1.26.ე90) ფორმულებით მოცე- 

მულ ძაბვის X ” ტენზორის მოქმედებით გამოწვეულ სხეულის 

ფორმის ცვლილებას. (I1.26.10)-ისა და (1.26.4)-ის თანახმად, 

0':=(6',=06, – 36: =0. 

ამდენად, (1.26.7), (1.26.8) დამოკიდებულებებით აღწერილი დე- 

ფორმაცია ხდება მოცულობის ცვლილების გარეშე. 

თუ (1.26.7) ტოლობებს I-ს სხვადასხვა მნიშვნელობებისათვის 

წყვილ-წყვილად ერთმანეთს გამოვაკლებთ, მივიღებთ, რომ 

––... 2//(9,, – 0), 

XL. – Xკ =2/46-ე – 6), (1.26.11) 

2Xკვ – X,, = 2/49., – 0, ) 
(1.26.8) და (1.26.11)-დან ცხადია, რომ 

XI, – X-ე 2-5: – Xვკ _ Xვვ – XI 

„–_. > C:ე “633 Cვ3 “CI 

    

(1.26.12) 
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თუ საკოორდინატო ღერძებად მთავარ მიმართულებებს ავიღებთ, 

მაშინ (1.26.12) მიიღებს 

CC, –C Cავ “თ C3 –C 
ეღდღეედეეაეგბტ– !__...» (1.26.13) 

0, – 6, 6. – 0 0, – 0, 
  

სახეს. 

თუ (1.25.3)-ში ჩავსვმთ დეფორმაციების მნიშვნელობებს, 

განსაზღვრულს (1.26.12)-დან და გავითვალისწინებთ (1.25.1), 

(1.25.2)-ს, მაშინ მივიღებთ, რომ 

წე=<0, ეი, #=-9., (L26.14) 
3/! 355 

(1.26.7), (1.26.8) და (1.26.13) დამოკიდებულებებში (1.26.14)- 

ის ჩასმის შემდეგ გვექნება, რომ 

2 2 
X, თ =<--%(., – წ), X, = –ი, (> /, 

35) 35, (1.26.15) 
1, / = 1.2,3, 

თ-თე თა -თ თ-ით 2ძთ5 
= = = · (1.26.16) 

0, – 6) 6. – 6. 6-0 35 

  

  

§1.27. პლასტიკურობის პირობები 

პლასტიკურობის თეორიის ამოცანების ამოხსნის დროს ხში- 

რად აუცილებელია იმის ცოდნა, თუ რა პირობებში გადადის 

სხეული განსახილველ წერტილში დრეკადი მდგომარეობიდან 

პლასტიკურ მდგომარეობაში. ამ პირობებს პლასტიკურობის პი- 

რობები ეწოდებათ. 

წრფივი დაძაბული მდგომარეობის დროს (იხ. § 1.12) პლას– 

ტიკურობის პირობა ექსპერიმენტის საშუალებით დგინდება. ამ 

შემთხვევაში, მაგალითად, თ, მთავარი ძაბვა განსხვავებულია 

161



ნულისაგან, ხოლო დანარჩენი ორი Cთ,ე =Cკვ =0 და პლასტი- 

კური დეფორმაციები მაშინ წარმოიშვება, როცა (იხ. ნახ. 1.24.2) 

თ, =Cდ, (1.27.1) 

სადაკ Cღ არის დენადობის ზღვარი, რომელიც მასალაზეა და- 

მოკიდებული და მუდმივი სიდიდეა თითოეული მასალისათვის. 

სუფთა ძვრის დროს (იხ. § 1.12) პლასტიკურობის პირობა 

კვლავ ექსპერიმენტის საშუალებით დგინდება და 

Xვ =1დ, 

სადაც %დ დენადობის ზღვარის სუფთა ძვრის დროს. ეს სიდი- 

დეც მასალაზეა დამოკიდებული და მუდმივი სიდიდეა თითოეული 
მასალისათვის. 

ბრტყელი (იხ. ქვემოთ §2.2) და მოცულობითი (ე.რი., როცა 

ძაბვის ტენზორის არცერთი კომპონენტი არ არის იგივურად ნუ- 

ლის ტოლი) დაძაბული მდგომარეობის ზოგად შემთხვევაში პლას- 

ტიკურობის პირობების დადგენა ექსპერიმენტის საშუალებით 

შეუძლებელია. ამიტომ ეს პირობები დგინდება ჰიპოთეტურად, 

შემდგომი ექსპერიმენტული შემოწმებით. 

სენ-ვენანის პლასტიკურობის პირობის თანახმად, სხეულში 

პლასტიკური დეფორმაცია წარმოიშობა მაშინ, როცა მაქსიმალუ- 

რი მხები ძაბვა მიაღწევს სუფთა ძვრის დროს დენადობის 

ზღვარს, ე.ი. როცა (იხ. (1.5.23)) 

თ, – –3 >. = ==. თა. 

თუ (1.27.1)-ს (აქ იმასაც ვითვალისწინებთ, რომ ამ შემთხვევაში 

თკ =0) ჩაგსვამთ (1.27.2)-ში, მაშინ 

  (1.27.2) 

C 
ჯ.კ, = – = წდ. (1.27.3) 

(127.2) და (1.27.3)-დან გამომდინარეობს, რომ 
თ, – თ =თდ. (1.27.4) 
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(1.27.4) გახლავთ სწორედ სენ-ვენანის პლასტიკურობის პირობა, 

რომელსაც მასალათა გამძლეობაში სიმტკიცის შესაშე თეორია- 

საც უწოდებენ. 

ჰუბერ)-მიზეს )-ჰენყის "– პლასტიკურობის პირობის თანახ- 
მად სხეულში პლასტიკური დეფორმაცია აღიძვრება მაშინ, როცა 

მხები ძაბვების ინტენსივობა მიაღწევს რალაც მნიშვნელობას, 
რომელიც სხეულის გვარობაზეა დამოკიდებული და მუდმივია 

თითოეული მასალისათვის: 

ჯ. =C. (1.27.5) 
განვსაზღვროთ ეს მუდმივი მარტივი გაჭიმვის ექსპერიმენტზე 

დაყრდნობით. (1.27.1)-ის თანახმად 

თ,=Cთ., Cე =0Cკ =0. 

თუ ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (1.25.1)-ში, მივიღებთ მხები და– 

ძაბულობების ინტენსივობის შემდეგ მნიშვნელობას გაჭიმვისას 

პლასტიკური დეფორმაციების აღძვრის მომენტში: 

| “#2 ხი =3 თ.+თ: =- თ. (1.27.6) 

(1.27.5)-ისა და (I1.27.6)-ის შედარებით ვასკვნით, რომ 

V2 
C =-ვ თ (1.27.7) 

(1.25.1)-ისა და (1.27.7)-ის (1.27.5)-ში ჩასმის შემდეგ მივიღებთ 

ჰუბერ-მიზეს-ჰენკის პლასტიკურობის პირობას შემდეგი სახით: 

1 2 
-–-( (X, – X,;) +(X., –X ვ) 
#2 (1.27.8) 

+(X, – X,,)?+6(X2+X2+X2) |? =თ.. დ 
  

მ. ტ. ჰუბერი (1872-19 50). 
არ. მიზესი (1883-19 53). 
""ჰ. ჰენკი (1885-19 51). 
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(1.27.6), თუ გავითვალისწინებთ (1.25.2)-ს, შეიძლება ჩავწეროთ 
თე =თ,. 

სახითაც. 

მასალათა გამძლეობაში (1.27.3) პლასტიკურობის პირობას 

სიმტკიცის შეოთხე თეორიასაც უწოდებენ. 

პლასტიკურობის ორივე ეს პირობა დაახლოებით ერთნაირ 

შედეგს გვაძლევს. 

§1.28. მცირე დრეკად-პლასტიკური დეფორმაციების თეორია 

დღეისათვის არსებობს სხვადასხვა ავტორის მიერ სხვადასხვა 

დროს შემოთავაზებული პლასტიკურობის მრავალი თეორია. ეს 

თეორიები შეიძლება ორ ჯგუფად დაიყოს. 

პირველ ჯგუფს განეკუთვნებიან დრეკად-პლასტიკური თეო- 
რიები, რომლებიც ეფუძნებიან ძაბვებისა და დეფორმაციების და- 

მაკავშირებელ განტოლებებს. 

მეორე ჯგუფს განეკუთვნებიან პლასტიკური დინების თეორიე- 

ბი, რომლებიც ეფუძნებიან ძაბვებისა და დეფორმაციის სიჩქარეე- 

ბის დამაკავშირებელ განტოლებებს. 

მარტივი დატვირთვისა და მცირე დეფორმაციების პირობებში 

პლასტიკურობის ყველა ცნობილი თეორია წარმოადგენს პლას- 

ტიკურობის ერთი ზოგადი თეორიის – მცირე დრეკად-პლასტი- 

კური დეფორმაციების თეორიის კერძო შემთხვევას. ალნიშნული 

ზოგადი თეორია ემყარება ექსპერიმენტების შედეგების განზოგა- 

დებით მიღებულ შემდეგ სამ კანონს. 

პირველი კანონი – მოცულობის ცვლილების კანონი. მყარი 

სხეულის, როგორც აქტიური, ისე პასიური დრეკად-პლასტიკური 

დეფორმაციების დროს მოცულობითი დეფორმაცია ყოველთვის 

დრეკადია და ექვემდებარება ჰუკის (იხ. (1.26.5)) 

თა =X0 (1.28.1) 

კანონს. 
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პლასტიკურობის თეორიაში ამოცანების გამარტივების მიზნით 

უშვებენ, რომ მასალა არაკუმშვადია, ე.ი. 0=0-ს. რადგან სა- 

შუალო ძაბვა თე არ არის ნული, ამიტომ (1.28.1)-ში უნდა და- 

ვუშვათ, რომ 

(C- ი -თ 
3(1<–2X) 

აქედან კი გამომდინარეობს, რომ არაკუმშვადი მასალისათვის 

1 
V = 2 · (1.28.2) 

თუ (1.28.2)-ს ჩავსვამთ (1.12.24)-ის მეორეში, მაშინ 

- 86 
/ 3? 

შეორე კანონი – ფორმის ცვლილების კანონი. მარტივი დატ- 

ვირთვის პირობებში აღძრული დრეკად-პლასტიკური დეფორმა- 

ციების დროს ძაბვისა და დეფორმაციის მთავარი ღერძები ერთ- 

მანეთს ემთხვევიან და სამართლიანია (1.26.16) თანაფარდობები. 

ასევე სამართლიანია (1.26.15) დამოკიდებულებები. მართალია, ეს 

ექვსი ფორმულა სრულად დამოუკიდებელი არ არიან. მართლაც, 

თუ მათგან პირველ სამს წევრ-წევრად შევკრებთ და გავითვა- 

ლისწინებთ (1.26.2)-სა და (1.26.4)-ს, მივიღებთ, რომ 0 =0-ს. 

ამდენად, გვაქვს ზუთი განტოლებისგან შემდგარი სისტემა ექვსი 

უცნობით. 

შესამე კანონი – აქტიური დეფორმაციის პირობებში ძაბვების 

(იM ინტენსივობა მოცემული მასალისათვის არის დეფორმაციის 

8ე ინტენსივობის სავსებით გარკვეული 

თა = 9X#ა) (1.28.3) 

ფუნქცია. 
მარტივი დატვირთვის პირობებში ჩატარებული მრავალრიც- 

ხოვანი ექსპერიმენტის შედეგების დამუშავებამ გვიჩვენა, რომ 
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თი -სა და 6გ-ს შორის დამოკიდებულებების დიაგრამები მსგავ- 

სია. (1.28.3)-ის თანახმად ეს იმას ნიშნავს, რომ 

X,=8%(ი,). (1.28.4) 
ამრიგად, (1.28.4) დამოკიდებულება ნებისმიერი (წრფივი, ბრჯზყე- 

ლი ან მოცულობითი) დაძაბული მდგომარეობისათვის შეიძლება 

დადგინდეს მარტივი გაჭიმვისათვის ჩატარებული ცდებით. 

§1.29. ილიუშინის თეორემა განტვირთვის შესახებ 

ვთქვათ, რაიმე სხეულისათვის, რომელზეც მოცულობითი და 

გარე ზედაპირული ძალები მოქმედებენ, პლასტიკურობის ამოცანა 

ამოხსნილია. ეს იმას ნიშნავს, რომ სხეულის ყოველ წერტილში 

ნაპოვნია ძაბვები, დეფორმაციები და გადაადგილებები. დრეკადო- 

ბის ზღვარს მიღმა სხეულის დეფორმაციის მნიშვნელოვან თავი- 

სებურებას წარმოადგენს განტვირთვის ხასიათი. 

მთელი სხეულის განტვირთვა ეწოდება გარე ძალების ცვლი- 

ლების ისეთ პროცესს, როცა სხეულის ყველა იმ ნაწილში, სა- 

დაც პლასტიკური დეფორმაცია მოხდა, ძაბვის Cა ინტენსივობა 

ერთდროულად იწყებს შემცირებას. ეს იმას ნიშნავს, რომ სხეუ- 

ლი აქტიური დეფორმაციის სტადიიდან გადადის პასიური 

დეფორმაციის სტადიაში. 

ილიუშინის ა თეორემა განტვირთვის შესახებ. სხეულის წერ- 
ტილის გადაადგილებები განტვირთვის სტადიის რაიმე მომენტში 

განსხვავდებიან მათი მნიშვნელობებისაგან განტვირთვის დაწყების 

მომენტში იმ დრეკადი გადააადგილებების სიდიდით, რომლებიც 

აღიძვრებოდნენ სხეულში, თუ ბუნებრივ მდგომარეობაში მასზე 

მოდებული იქნებოდა აღნიშნულ მომენტებში სხეულზე მოქმედი 

გარე ძალების სხვაობის ტოლი გარე ძალები. იგივე სამართლია- 

ნია ძაბვებისა და დეფორმაციებისათვის. 

  

“ბა. ა. ილიუშინი (1911-1998). 
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აქედან როგორც შედეგი გამომდინარეობს ნარჩენი ძაბვების, 

დეფორმაციების და გადაადგილებების შესახებ თეორემას: თუ 

სხეულისათვის ამოხსნილია პლასტიკურობის ამოცანა და გარე 

ძალების მოცემულ მნიშვნელობებს შეესაბამება ჭეშმარიტი წონას– 

წორობის მდგომარეობა და, გარდა ამისა, ამოხსნილია დრეკა- 

დობის თეორიის ამოცანა, ე.ი. იმავე გარე ძალებს შეესაბამება 

დრეკადი წონასწორობის ფიქტიური მდგომარეობა, მაშინ სხეუ- 

ლის სრული განტვირთვის შემდეგ მასში დარჩებიან ძაბვები, დე- 

ფორმაციები და გადაადგილებები, რომლებიც ჭეშმარიტ და ფიქ- 
ტიურ მდგომარეობებში მათი მნიშვნელობების სხვაობების ტო- 

ლია. ამასთან იგულისხმება, რომ განტვირთვის შემდეგ ნარჩენი 

ძაბვები არ გადიან დრეკადობის ფარგლებიდან. 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს განტვირთვის დროს ძაბვე- 

ბის, დეფორმაციებისა და გადაადგილებების განსაზღვრის შემდე- 

გი სქემა: 

1 პლასტიკურობის თეორიის განტოლებებიდან ვსაზღვრავთ 

ძაბვებს, დეფორმაციებსა და გადაადგილებებს, რომლებიც გან- 

ტვირთვის დაწყებამდე უდიდესი დატვირთვით აღიძვრებიან. 

2. დრეკადობის თეორიის განტოლებების საშუალებით ვსაზ- 

ღვრავთ ძაბვებს, დეფორმაციებსა და გადაადგილებებს, რომლე- 

ბიც განტვირთვამდე უდიდეს დატვირთვასა და განტვირთვის 

შემდეგ დარჩენილ დატვირთვას შორის სხვაობის ტოლი დატ- 

ვირთვით აღიძერებიან. 

3. უდიდესი დატვირთვის პირობებში მილებულ ძაბვებს, დე- 

ფორმაციებსა და გადაადგილებებს ვაკლებთ განტვირთვის სიდი- 

დის ტოლ (ე.ი. რა სიდიდითაც შემცირდა დატვირთვა) დატვირ- 

თვის შესაბამის ძაბვებს, დეფორმაციებსა და გადაადგილებებს. 

სწორედ ეს სხვაობები იქნებიან ძაბვების, დეფორმაციებისა და 

გადაადგილებების მნიშვნელობები განტვირთვის განსახილველ 

მომენტში. 
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§1.30. პლასტიკურობის თეორიის ამოცანების დასმა 

პლასტიკურობის თეორიაში ვეძებთ სამ X,, X:, X ცვლადზე 

დამოკიდებულ შემდეგ 17 უცნობ სიდიდეს: XI), X22; Xვ33; XI2) 

>, -Xვ) მძაბვებს, 6), 6::; 633, 6,:; 6:3; 6, დეფორმაციებს, 7, %, 

კ გადაადგილებებს და ძაბვის თე და დეფორმაციის 68: ინტენ- 

სივობებს. ისინი უნდა განისაზღვრონ 17 განტოლებიდან. ესენია 

წონასწორობის სამი (1.3.5) განტოლება; ძაბვებისა და დეფორ- 

მაციების დამაკავშირებელი ექვსი (1.26.15) ფიზიკური განტოლე- 

ბა, რომელთაგან ხუთია დამოუკიდებელი და ამიტომ მეექვსე გან- 

ცოლებად ვიღებთ (1.28.1)-ს; კოშის ექვსი (1.6.3) გეომეტრიული 

ფორმულა; (1.28.3ვ) დამოკიდებულება ძაბვისა და დეფორმაციის 

ინტენსივობებს შორის და დეფორმაციის ინტენსივობის (1.25.3) 

გამოსახულება. 

გარდა ამისა, უნდა დაკმაყოფილდეს (1.2.1) პირობები სხეუ- 

ლის ზედაპირზე, სადაც 7X,,, | =1.2.3, სიდიდეებია მოცემული. 

პლასტიკურობის თეორიის ამოცანების ამოხსნის დროს გა- 

მოიყენება იგივე ხერხები, რაც დრეკადობის თეორიაში: ამოხსნა 

ძაბვებში, გადაადგილებებში და შერეული ხერხი. 

დრეკადობის თეორიის მსგავსად პლასტიკურობის თეორიის 

ამოცანების ამოსახსნელად გამოიყენება პირდაპირი, შებრუნებუ- 

ლი და ნახევრადშებრუნებული მეთოდები. 
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ნაწილი I. ორგანჭყჭომილებიანი მოდელები 

თავი I ღრეპალობის ორგანჭყჭომილებიანი 
თეორია 

დრეკადობის სამგანზომილებიანი თეორიის ამოცანების ამოხ–- 

სნა დიდ სირთულეებთან არის დაკავშირებული, ამიტომ არსები- 

თი მნიშვნელობა ენიჭება სასაზღვრო ამოცანების კერძო კლასე- 

ბისათვის ამოხსნის მეთოდების შემუშავებას. 

§2.1. ბრტყელი დეფორმაცია 

ვიტყვით, რომ სხეული განიცდის CX IXე სიბრტყის პარალე- 

ლურ ბრტყელ დეფორმაციას რდ!ძ#M6 §ი-იI)), თუ Mკ =0, ხოლო 

" ლდა M2 დამოკიდებულია მხოლოდ X, და X2 -ზე,) ე-ი., 

(1.6.3), (1.9.7) და (1.12.9)-დან მივიღებთ 

1 6 = 2» +%ე» ) თ,/=1,2; 0., = 6კ, = 6ც =0; (2.11) 

  

ა სხეული განიცღის ანტიბრტყელ დეფორმაციას (მიII01მი6 §ხე)ი, გიII01მ2ოC 

50CმI), თუ 1, =Mაე =0, 1/კ =1/1(X,,X5) #90. 
ამ შემთხვევაში დეფორმაციის და ძაბვის ტენზორებს აქვთ შესაბამისად 

0 0 ძ. 0 ბ თკ 0 0 #(%3 

0 0 6.) ლა | 0 0 თ,.ეკ)=|! 90 ბ / ე. 

რიე 6ე 0 თ, თე 0 #/,ვე) /#(%32 0 
ხოლო ლამეს განტოლებებს (გვრჩება მხოლოდ ერთი განტოლება, ამასთან 

თე =0, თ =1.2) 

#, სI/3(X,,X;) + დკ(X,,X,) = 0 

სახე. 
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2 

9:=0 „ =VM..: (2.1.2) 
თრთ 

2 

X„ = 40 ბე +2/6ე, CI,/3 =1,2; 
: (2.1.3) 

Xკც=0 თ=1I2; X-კკ = #0; 

აქედან, რამდენადაც უმ, = მე =2, 

2 

XI. = X ემა = #0 შევმე + 2/(0,ვშე 

2 2 
=24#40+2/!0., = 2(# + /I,)0 

და 

2 1 1 
0 რდ.. (2.1.4) = _-- - ლუე––_–. 

2(2+/) “ >2C2+//) “ 

ამ უკანასკნელის (2.1.23) ტოლობებს შორის ბოლო ტოლობაში 

ჩასმის შემდეგ მივიღებთ 

# 
23 = –-– XI 2C2+/) 

(2.1.3)-ის გათვალისწინებით, წონასწორობის (1I.15.1) 

განტოლებებიდან პირველი ორი მიიღებს შემდეგ სახეს 

%X.გ +დთდ =0, თ =1.2, (2.1.6) 

ხოლო მესამედან გამომდინარეობს, რომ 

დ. =0. 

ეი, ბრტყელი დეფორმაციის შემთხვევაში სხეულზე მოქმედი 

მოცულობითი ძალის გეგმილი დეფორმაციის სიბრტყის პერპენ- 

დიკულარულ მიმართულებაზე ნულის ტოლია. 
(2.1.1)-(2.1.6)-ის თანახმად, დეფორმაციის და ძაბვის ტენზო- 

რების კომპონენტები ღა მოცულობითი ძალის დ_ კომპონენტე- 

=VX., =V8. (21.5) 
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ბი დამოკიდებულია მხოლოდ X, და Xავ -ხე. ამრიგად, არც 

ერთი განსახილველი სიდიდე Xკ-ზე არ არის დამოკიდებული. 

ლამეს (1.16.1) განტოლებები მიიღებს შემდეგ სახეს 

/! ყრა M. +(2+/)0 ,+C, =0 CX=1,.2, 

სადაც 

#4 ;(-):= (-))) +(C) '), 

ეს უკანასკნელი, ცხადია, (2.1.3)-ის, (2.1.1)-ის 

გათვალისწინებით, (2.1.6)-ში ჩასმითაც მიიღება. 

სენ-ვენანის (1.11.5) პირობებიდან ხუთი, (2.1.1)-ის თანახმად, 

იგივურად კმაყოფილდება და გვრჩება მხოლოდ ერთი 

0) +6ე:)| = 26 წ (2.17) 

პირობა იზოტროპული ერთგვაროვანი სხეულისათვის (2.1.7) 

შეიძლება შემდეგი სახითაც ჩავწეროთ 

2C4 + იX_ = 2414“ 
#4+2/ 

მართლაც, (2.1.3)-ის პირველ ტოლობაში (2.1.4)-ის ჩასმისა და 

6აა -ს მიმართ ამოხსნის შემდეგ მივილებთ 

(2.1.8) 
თ.თ 

1 4 
6 =- XIXკ-–>-->-_  ..___ X ი-ს თ,8=12. 2.L.9 ძმ ა ძთ8 2C2+//) »ჯ” · /# ( ა) 

ჩავსვათ ეს უკანასკნელი (2.1I1.7)-ში 

4 
XI + 2%ევ)| ი 201+V)» -–2%Xა 1 =0 (2.1.10) 

თუ (2.1.6)-დან პირველს გავაწარმოებთ X, -ით, ხოლო მეორეს 

– X; -ით და მიღებულ შედეგებს შევკრებთ, გვექნება 
  

ჟჩ რადგან ამ ნაწილში (ნაწილი II) ჩვენ მხოლოდ ლაპლასის ორგანზომილე- 

ბიან ტეგ ოპერატორთან გვექნება საქმე, სიმარტივისათვის შემდეგში მას 

ინდექსად 2-ს არ მივუწერთ. 
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–-2X ე =2X ს) +X72 +Cთე,. 

თუ ამ უკანასკნელს შევიტანთ (2.1.10)-ში, საბოლოოდ მივიღებთ 

(2.1.8)-ს, რომელსაც ლევის განტოლება ეწოდება. 

ბრტყელი დეფორმაციის განმარტებიდან (ცხადია, რომ ის 

გვექნება უსასრულოდ გრძელი წრფივი ღერძის მქონე პრიზმუ- 

ლი (ცილინდრული) სხეულის შემთხვევაში, როცა მასზე მოქმე- 

დი გარე ზედაპირული ძალები დღა მოცულობითი ძალები დე- 

ფორმაციის სიბრტყის (ე.ი. განივი კვეთის) პარალელურია”). თუ 

პრიზმული სხეული სასრულია, მაშინ მასში ბრტყელი დე- 

ფორმაცია აღიძვრება გარკვეული მიახლოებით. ამასთან, რაც 

უფრო გრძელია პრიზმა (ცილინდრი), მით უფრო ახლოა სხეუ- 

ლის დეფორმაცია ბრტყელ დეფორმაციასთან. 

თუ Mს –X-ე აკმაყოფილებენ (2.1.1), (2.1.3), (2.1.6) განტო- 

ლებებს და 
+X.9Mი =X ., CX=L2, (2.1.11) 

სასაზღვრო პირობებს”), სადღაც +X,., თ=1I,2, გარე ძაბვის 

ვექტორის მოცემული კომპონენტებია, მაშინ (2.1.5)-ის თანახმად 

პრიზმის (ცილინდრის) ბოლოებზე (ფუძეებზე) მოქმედებენ შესა- 

ბამისად X-კკ =VCე და – Xკ =-V/6.ე-ის ტოლი ძაბვები (იხ. 

ნახ. 2.11)“. ამ ძაბვების მოდება აუცილებელია იმისათვის, 

რომ გვქონდეს ბრტყელი დეფორმაცია. 

  

ა ე«ი- 0 = Xც3 = X, 7, , რაც, (2.1.3)-ის თანახმად, იგივურად სრულდება, 

რადგან # გვერდითი ზედაპირის ნორმალია, ე.ი. კ = 0. 

.. აქ გათვალისწინებულია '), 
) ნახაზზე მითითებულია ძაბვების, ე.ი. ფუძეებზე მოდებული ძალების, 

რომლებიც ვექტორებითაა აღნიშნული, გეგმილების, მნიშვნელობები: 

X,კ = X (863), = Xვკ(63)ვ = Xჯკ ლ05(0,,X, )= Xვ, 

%C 63 = X„გ(-8კ), = Xკვ(–0კ)კ = -Xკკ C08(– 63,Xგ) = –X-3) 
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§2.2. ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა 

დაძაბულ მდგომარეობას ეწოდება CXX, სიბრტყის პარალე- 

ლური ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა, თუ სხეულის ყოველ 

წერტილში 

Xკც=0 71=1,2,3. (2.2.1) 

ამ შემთხვევაში, ზოგადად, ნულისაგან განსხვავებულია ძაბვის 

ტენზორის შემდეგი სამი კომპონენტი 

X», თ.8=12. 
თუ (2.2.1) დამოკიდებულებას ადგილი აქვს მხოლოდ მოცე- 

მულ წერტილში, მაშინ ამბობენ რომ მოცემულ წერტილში 

გვაქვს ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა. 

ამ შემთხვევაში (1.21) ფორმულებიდან, (2.2.1)-ის გათვალის– 

წინებით, გამომდინარეობს, რომ სხეულის ნებისმიერ წერტილში 

გავლებულ ”? ნორმალის მქონე ზედაპირის უსასრულოდ მცირე 

ელემენტისთვის 

X, =X,.I, = XX, X=1,22 +X,კ = X,7, =0. (2.2.2) ჯთ'') 
ეს უკანასკნელი იმაზე მიგვითითებს, რომ ნებისმიერად ორიენტი- 

რებულ ფართზე მოქმედი ძაბვის ვექტორი CIX,X: სიბრტყის პა- 

რალელურია. 

(2.2.1)-ის თანახმად წონასწორობის განტოლებებს (2.1.6) 

სახე ექნებათ, მხოლოდ განსახილველ შემთხვევაში ძაბვები, ზო–- 

გადად, Xვ-ზეცაა დამოკიდებული. 
რადგან X ვვ = 0, იზოტროპული სხეულისათვის 

X3=4 ",, + 2//16კ3 =0. 

  

აქ C) , აღნიშნავს გეგმილს X , ღერძზე. 
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ნახ. 2.1.1 

აქედან განსაზტვრულ %ვკ -ს 

.... 4 Mა““ 4 0 
4#4+2/ ”' #+2/! 

თუ ჩავსვამთ ჰუკის (1.15.2) კანონში, მივიღებთ 
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(2.2.3)   
 



2 

X»=2006ა+/(., +.) თ/=12, (2.24) 
სადაც 

·_ 24/! 

'” 2+2/: 
ჰუკის კანონში X„,.კ =0-ის (იხ. 2.2.1) ჩასმა კი გვაძლევს 

20;კ = Mევ +Iსვე =0, 20, = V,კც +Iკ) =0, (2.2.5) 
როგორც ვხედავთ, (2.2.4) იმით განსხვავდება (2.1.3)-საგან, რომ 

4 შეცვლილია 2 -ით. 

თუ (2.2.4)-ს ჩავსვამთ წონასწორობის (2.1.6) განტოლებებ- 
ში, რომლებიც, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, სამართლიანია ბრტყე- 

ლი დაძმაბული მდგომარეობის შემთხვევაშიც, მივიღებთ 

2 

/,გV, +L2 +/)მ0 „+თდ, =0, თ=L12. (226) 
ხოლო წონასწორობის (1.15.1) განტოლებათა სისტემის მესამე 

განტოლებიდან, (2.2.1)-ის თანახმად გვექნება 

დკ =0. 

ეი, მოცულობითი ძალაც CX,X, სიბრტყის პარალელურია.) 

უნდა შევნიშნოთ, რომ ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა, 

მიუხედავად არსებითი გამარტივებისა და იმისა, რომ ჰუკის კა- 

ნონსა და ლამეს განტოლებებს შესაბამისად (2.2.4) და (2.2.6) 

სახე აქვთ, რჩება სამგანზომილებიან ამოცანად, რამდენადაც, რო- 

გორც უკვე ავღნიშნეთ, განსახილველი სიდიდეები, ზოგადად, X; 
-ზეა დამოკიდებული. მართალია, (2.2.4)-სა და (2.2.6)-ში Xკ 

მხოლოდ პარამეტრის როლს თამაშობს. 

  

  

') შევნიშნოთ, რომ 7/, და 1/კ -ის განსაზღვრის შემდეგ, (2.2.3) და. (2.2.5)- 

დან გვეცოდინება M-ის ყველა პირველი რიგის კერძო წარმოებული, რაც 

მოგვცემს 7?/კ -ის განსაზღვრის საშუალებას. 

175



§2.3. განზოგადებული ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა 

ფუძეებს ზომებთან შედარებით მცირე სიმაღლის მქონე 

პრიზმას (ცილინდრს) ფირფიტა ეწოდება, ხოლო მის 2#7 სიმაღ- 

ლეს (იხ. ნახ. 2.31) – ფირფიტის სისქე. ვიგულისხმოთ, რომ 

ფირფიტის შუა სიბრტყე (ე.ი. ფუძეების პარალელური და მათ- 

გან თანაბრად დაშორებული სიბრტყე) ემთხვევა CXX,Xე -ს. 

X%3 

  

ნახ. 2.3.1 

ვთქვათ, ფირფიტის ფუძეები თავისუფალია გარე ძაბვებისაგან, 

ხოლო გვერდით ზედაპირზე მოქმედებენ ფუძეების პარალელური 

და შუა სიბრტყისადმი სიმეტრიულად განაწილებული გარე ძაბ- 

ვები (იხ. ნახ. 2.3.2). ასევე ვგულისხმობთ, რომ ფირფიტაზე 

მოქმედი მოცულობითი ძალები ფუძეების პარალელური და შუა 

სიბრტყისადმი სიმეტრიულად განაწილებულია, ე-., 
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„ 24, 
_–-2-     

ფირფიტის გვერდით ზედაპირზე ფირფიტის შიგნით 

ნახ. 2.3.2 

X, 32 =3+ჩ “' 0, 7=1.2.3, (2.3.1) 

X-. =0 გვერდით ზედაპირზე და CV, =0. (2.3.2) 

სენ-ვენანის პრინციპის თანახმად, ორ მსახველს შორის მო- 

თავსებულ მცირე უბანზე მოქმედ ზედაპირულ ძალთა სისტემა 

შეიძლება შეიცვალოს სტატიკურად მისი ეკვივალენტური ძა- 
ლით, რომელიც აღნიშნულ უბანზე მოქმედებს და ფირფიტის 

შუა სიბრტყეში მდებარეობს. 

მოცულობითი და გარე ზედაპირული ძალების შუა სიბრტყი- 

სადმი სიმეტრიული განაწილების გამო, ცხადია, რომ შუა სიბ- 

რტყის წერტილები დეფორმაციის შემდეგაც შუა სიბრტყეზე 

დარჩებიან, ე.ი. გადასდგილების #Vკ კომპონენტი შუა სიბრტყეზე 

ნულია და ფირფიტის სისქის სიმცირის გამო, როცა Xკ #0, ის 

ძალზე მცირეა. ამდენად /3(X, XX) საერთოდ ნულის ტო- 

ლად შეიძლებს ჩავთვალოთ (მაგრამ არა მისი წარმოებული 

3), ხოლო 1. -ს ცვლილება სისქის გასწვრივ უმნიშვნელოა. 

აქედან გამომდინარე, ცხადია, რომ ფირფიტის დრეკად წონასწო- 

რობაზე წარმოდგენა შეიძლება შევიქმნათ წ”, "სიდიდეების სის- 

ს მიმართ 2ასა ი “ მნიშვნელობებით: გ ალებულ ძ9 

+/ც 

?/ც0 (X, 829 = - IM, 6152 ,X3)თX,, X=12. (2.3.3) 
– 
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(2.3.22)-ის თანახმად, წონასწორობის (1.15) განტოლებათა 

სისტემის მესამე განტოლებიდან 

X_3,,ე =0. (2.3.4) 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (2.3.1)-ს, ცხადია, 

2%-ვვკ |==+,= 0, 

რადგან 

25) >>. 0, სრ |-=+,= 0. 

ამრიგად, ფირფიტის ფუძეებზე XX. და მისი წარმოებული 

სისქის გასწვრივ ნულის ტოლია. სისქის სიმცირის გამო დიდი 

სიზუსტით შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ ყველგან სხეულში 

X.3(X,,X:,X3) = 0. (2.3.5) 
დაძაბულ მდგომარეობას, როცა სრულდება (2.3.1), (2.3.2), 

(2.3.5) პირობები და გარე ძალები ფირფიტის შუა სიბრტყის პა- 

რალელური და სიმეტრიულია, ეწოდება განზოგადებული ბრტკყე- 
ლი დაძაბული მდგომარეობა. 

წონასწორობის (1.15) განტოლებათა სისტემის პირველი 

ორი განტოლების Xკ-ის მიმართ –ჩ -დან +ჩ -მდე ინტეგრებისა 

და მისი 2#-ზე გაყოფის შემდეგ, რადგან, (2.3.,)-ის თანახმად, 

1 " 1 X3=+/ 

2:12» 2%, - ო-C> Xვ=-/ 0 ; 

მივიღებთ, რომ 

24% ი :”+Cთეი = 0, Cთ = 1,2 3 (2.3.6) 

სადაც 

+ჩ 
1 

„> (ი,V)=2; I X„»(Cთ=.X,= >, Cთ,/ =L2; 
– 
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+/ 

თ,C,X)=-- | დ,(=,M,%)ძი, % =12. 
–/ 

რაც შეეხება წონასწორობის (2.3.4) განტოლებას, იგი გასა– 

შუალოების შემდეგ იგივურად კმაყოფილდება, რადგან განზოგა- 

დებული დაძაბული მდგომარეობის ფიზიკური შინაარსიდან გა- 

მომდინარე, %ვ C = 1.2, სიდიდეები კენტი ფუნქციებია X3 

ცვლადის მიმართ, ე.ი. ამ უკანასკნელთა საშუალო 

2X,3(X,X;,X3) 

2): (X,1X:;X§) 

" +2)(-.X,,X3) 

–-- უხრბა, = X.:(X.X5,Xკ) 

XI, (X,1Xა,–<X3) = X,, (X,,X;,X3) 

2,3(X,Xე,-X3) = – X,3(X,,X:,X3) 

  
  

ნახ. 2.3.3 

მნიშვნელობები ნულის ცტოლია. შევნიშნოთ, რომ IM. , XX თმ) 

X,/3 = 1,2, სიდიდეები ლუწი ფუნქციებია (იხ. ნახ. 2.3.3). 

ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობის ანალოგიურად, (2.3.5)-ის 

თანახმად, ჩვენს შემთხვევაშიც ექნება ადგილი (2.2.4) ტოლო- 

ბას, რომელიც გასაშუალოების შემდეგ გვაძლევს 

XL. = 4 მე 6, +//V,იე +M-ი „), C./ =1L2. (2.37) 
თუ (2.3.7)-ს ჩავსვამთ (2.3.6)-ში, მივიღებთ 

· 2 

/(MM,ი+(2 +/!)მი„+ დ.) =0, თ,/3 =1.2. 

179



ვთქვათ, ძი§ წირითი ელემენტია CXX,7X სიბრტყეზე. განვიხი- 

ლოთ შუა სიბრტყისადმი პერპენდიკულარული 2” "სიმაღლის 

მქონე მართკუთხა ფართი, რომელიც ფირფიტას ეკუთვნის და 

რომლის კვეთა შუა სიბრტყესთან გვაძლევს ძა ელემენტს. აღნი- 

შნულ ფართზე მოქმედი ძაბვის ვექტორის გეგმილის საშუალო 

მნიშვნელობა 

X..ი = X „გი”ე ს, CX” = 1,2, (2.3.8) 

ტოლია, სადაც ” ფართის დადებითი ნორმალია, რომელიც, ცხა- 

დია, შუა სიბრტყის პარალელურია (ე.ი. 2 = 0). მთელ ფარ- 

თზე მოქმედი ზედაპირული ძალაა 

2X7X ,, „ი ძნ, X=LI.2, 

ხოლო სისქის ერთეულზე გაანგარიშებული ძე ელემენტზე # 

ნორმალის მხრიდან მოქმედი ძალა X ძნ-ის, CX =1.2, ტო- » ძ9 

ლია. 

ბრტყელი დეფორმაციის, ბრტყელი დაძაბული და განზოგადე- 

ბული ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობის ძირითად დამოკიდებუ- 

ლებათა (ლამეს განტოლებები, ჰუკის განზოგადებული კანონი, 

წონასწორობის განტოლებები) შედარება ადვილად დაგვარწმუ- 

ნებს იმაში, რომ ყველა ფორმულა ერთნაირია იმ განსხვავებით, 

რომ იქ, სადაც ბრტყელი დეფორმაციის დროს გვაქვს #, 

ბრტყელი დაძაბული და განზოგადებული დაძაბული მდგომარეო- 

ბის დროს გვაქვს 2. ამრიგად, შეიძლება დავასკვნათ, რომ 

ბრტყელი დეფორმაციის, ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობისა და 

განზოგადებული ბტყელი დაძაბული მდგომარეობის შემთხვევაში 

დრეკადობის თეორიის ამოცანები მათემატიკურად იდენტურია. 

დრეკადობის თეორიის ბრტყელი სასაზღვრო ამოცანები დაის- 

მება სამგანზომილებიანის ანალოგიურად. კონკრეტული ამოცანე- 

ბის ამოხსნის მეთოდები შეიძლება ვნახოთ, მაგალითად, (L52I-სა 

და (501-ში. 
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IV 

CC 
X. 

ნახ. 2.3.4 

ბუსინესკის”) და ფლამანის”) ამოცანები. განვიხილოთ დრეკა- 

დი გარემო (იხ. ნახ. 2.3.4), რომელიც შემოსაზღვრულია #48 

სიბრტყით და მის ქვემოთ უსასრულოდ ვრცელდება. ვთქვათ, 0 

წერტილში მოდებულია 4ხ სიბრტყისადმი პერპენდიკულარული 

# “შეყურსული ძალა. ეს ამოცანა ორ შემთხვევაში იქნება ბრტყე- 

ლი. თუ ნახაზის სიბრტყის პერპენდიკულარული მიმართულებით 

გარემოს ზომა ძალზე მცირეა, გვექნება განზოგადებული 

ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა. თუ აღნიშნული მიმართულე- 

ბით გარემოს ზომა დიღია (კერძოდ, გარემო ავსებს ნახევარსივ- 

რცეს), მაშინ გვექნება ბრტყელი დეფორმირებული მდგომარეობა 

იმ პირობით, რომ # არის ნახაზის სიბრტყის პერპენდიკულარულ 

წრფეზე თანაბრად განაწილებული შეყურსული ძალა. ბრტყელი 

ამოცანის შემთხვევაში განსახილველ გარემოს უწოდებენ დრეკად 

ნახევარსიბრტყეს, ხოლო დასმულ ამოცანას – ფლამანის ამოცა- 

ნას მისი 1892 წელს ამომხსნელი მეცნიერის საპატივსაცემოდ 

(იხ. (50) გვ. 516 და (55), გვ. 94). იმ შემთხვევაში, როცა ნა- 

ზხევარსივრცის საზლვარზე მოქმედებს წერტილში შეყურსული 

ძალა ამოცანას ბუსინესკის ამოცანას უწოდებენ (იხ. (50, გვ. 

224). 

  

აჟ. ვ. ბუსინესკი (1842-1929). 
·ა. ფლამანი (1839-1915). 
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თავი I. ფირფიტების და გარსების თეორია 

§2.4. თხელი ფირფიტების ღუნვის კლასიკური თეორია. 

კირხჰოფ-ლიავის მოდელი 

ჩვენს მიერ ადრე განხილული განზოგადოებული ბრტყელი 

დაძაბული მდგომარეობა (იხ. §2.3) იქმნება ფირფიტების გაჭიმ- 

ვა-კუმშვაზე მუშაობის დროს. მაშინ როგორც მოცულობითი, 

ასევე გარე ზედაპირული ძალების გეგმილები შუა სიბრტყის 

პერპენდიკულარულ მიმართულებაზე ჩვენს მიერ ნულის ტოლად 

იქნა მიღებული. ამდენად, იმ შემთხვევის განსახილველად, როცა 

ფირფიტაზე სწორედ მხოლოდ ზემო აღნიშნული მდგენელები 

მოქმედებენ, განზოგადოებული ბრტყელი დაძაბულობის მდგომა- 

რეობის მოდელი არ გამოდგება. ამ მოთხოვნას პასუხობს თხელი 

ფირფიტების ღუნვის კლასიკური თეორია, რომელიც ეყრდნობა 

კირხ.ჰოფ')-ლიავის'') შემდეგ სამ ძირითად ჰიპოთეზას: 

). წრფივი ნორმალების ჰიპოთეზა: დეფორმაციამდე ფირფი- 

ტის შუა სიბრტყისადმი ნორმალური წრფივი ელემენტი არ 

იცვლის სიგრძეს და წრფივი და შუა ზედაპირის მართობული 

რჩება დეფორმაციის შემდეგაც (იხ. ნახ. 2.4.1). 

მათემატიკურად ეს იმას ნიშნავს, რომ 6კკ =0 და 6,კ =0, 

თ. = 1,2. 

2. შუა სიბრტყის გაუჭიშვადობის ჰიპოთეზა: შუა სიბრტყე არ 

მუშაობს გაჭიმვა-კუმშვაზე, იგი მხოლოდ იღუნება, ე.ი, შუა 

სიბრტყეში არ გვაქვს გაჭიმვის, კუმშვის და ძვრის დეფორმა- 

ციები. 
მათემატიკურად ეს ასე ჩაიწერება: 

X>(X,,X,,0) =0, თ = 1.2. 

ამ თვისების გამო აღნიშნულ სიბრტყეს ნეიტრალურს უწოდებენ. 

  

ა გ.რ. კირხჰოფი (1824-1887). 
2 ო.ე.ჰ. ლიავი (1863-1940). 
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3. შუს სიბრტყისადმი პარალელურ ფენებს შორის წნევის 

არარსებობის ჰიპოთეზა: აღნიშნული წნევის სიმცირის გამო 

ფირფიტის ფენები ერთმანეთზე გავლენას არ ახდენენ. 

მათემატიკურად ეს იმას ნიშნავს, რომ 

Xკვ << XI), X0,X22) X3=0. 

ეს ჰიპოთეზები მისაღებია” ე.წ. თხელი ფირფიტებისათვის. 

ფირფიტას ეწოდება თხელი (იხ. (55), გვ. 112), თუ მისი 
ჩაღუნვა 

2ჩ 
(XXX )<=- 

და დაახლოებით 

1 20. 1 
_–_ <- –_ 

ბი ხ 5 

სადაც 2/ ფირფიტის სისქეა, ხოლო ხ არის ფირფიტის CXX 

სიბრტყეზე გეგმილის უმცირესი მახასიათებელი ზომა. ბ. გ. 

გალიორკინმა აჩვენა რომ თხელი ფირფიტების თეორიის გამო- 

” 
ყენება შეიძლება მაშინაც, როცა 7. =3.' 

შევნიშნოთ, რომ თხელი ფირფიტების თეორია გამოდგე- 

ბა მაშინაც კი, როცა 

2# 
<-–-< 

ხ (ეი
 

უე
ლ 

ს
ა
 

| 
– 

2790. 1 
თუ +. > 37 მაშინ ფირფიტა გაითვლება სჯლი ფირფიტე- 

2# 
ბის თეორიის საფუძველზე. თუ ჩაღუნვა 7/3 >. ფირფიტა 

გაითვლება მოქნილი ფირფიტების თეორიის საფუძველზე. სქელი 

და მოქნილი (ან რაც იგივეა, დიდი ჩაღუნვების მქონე) ფირფი- 

ტების თეორიებს (იხ. მაგ., (58)) ჩვენ არ შევეხებით. 
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LX Xჯ,       

    

ბ“ 

X3 

    

  

  IV) 

ნახ. 2.4.1) 

  

· · – _ 0 
) IV, (X:X. ) = X, 510 კ) = X-ს). Xვ =V3(X,,X;)-ის დახრა 

ICC = M3,) =C, რადგან მცირე დეფორმაციებს ვიხილავთ და 

ი (28 = სთ 44 ; I» = III ––““– =7/, =1?Cთ. ამასთან შირებ ხ. აგრ 
რა 39 § ტი -ა0 /MX, ვ 5 თან დაკავშიოებით, იზ. აგრეთვე 

ქI090XV 7L LI, 02 IC, III 3CXV03XI 14 0607ICMIV, M., II8X#X2, 1982, გვ. 209-232. 
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2.4.1. გადაადგილებები და დეფორმაციები ფირფიტებში 

კირხჰოფ-ლიავის პირველი ჰიპოთეზის თანახმად, (1.6.3)-ის 

გათვალისწინებით გვექნება, რომ რC6-_კ = %3ვ = 0. თუ ვაინტეგ- 

რებთ ამ ტოლობას, მივიღებთ, რომ ?/კ = 7 (X,,X:). გარდა ამი- 

სა, იმავე ჰიპოთეზის თანახმად: 

0 კ = 1 (%ა + რ) =0, 

საიდანაც 

= –Mვ ცე. (2.4.1) 

თუ ვაინტეგრებთ მას Xკ-ის მიმართ, მივიღებთ 

M/, = –Xვ I, + /.(X,,X:), თ =1,2. 

მაგრამ მეორე ჰიპოთეზის თანახმად შუა სიბრტყეზე ამ ტოლო- 

ბების მარცხენა მხარე ნულის „ტოლია. მარჯვენა მხარეში კი 

პირველი შესაკრები, როცა Xკ = 0, ცხადია, ნულის ტოლია. 

ამდენად, 

1C(X,,X:)C=0, თ =1,2. 
ამრიგად, 

?/> (X, .X5 ,X3) =-X-1ცა: CX=1.2, (2.4.2) 

ხოლო 

1 X3 _ 
0, = 2 > +%Mც ) =-- > +7Lვც ) = –Xვ?ვ ემა (2:43) 

C = 1,2, 

და ისინი განისაზლვრებიან 1/- -ის საშუალებით. 
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2.4.2. ძაბვები ფირფიტაში 

კირხჰოფ-ლიავს მესამე ჰიპოთეზის თანახმად, ჰუკის 

(1.12.26) კანონიდან ვიღებთ 

I" 728, თჩმ8=12, (244   

  

  

  

0 . = 

. # 
სადაც 

6.:= X., + X.. 

აქედან 

1+V» 2» 
Cით =00ევ = = L 6, “> 9% ? 

ე-იი., (2.4.3)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ 

# 
C; =– XვM3აეთ ' 

I-V 

ამ უკანასკნელის (2.4.4)-ში ჩასმა გვაძლევს 

_ 1+V 
6 –_–- Xგ?-–--Xვ მმ თმ“ L 1– V 3 ”3ე:;“ თმ 

კერძოდ, თუ /3= C -ს, 
1+V V 

6. = L +. სოს. Mვე»- 

საიდანაც, რადგან ვ. = .. . (თ > #0), (2.4.3)-ის 

თანახმად, 

_ #V 
თთ 14+V X3 3, თთ = 1– გ? X3 ე, 

“XI = “თ X3I(1 – V)?/,,„ + VI, + VM3გე |. 

Cთ # /#,, Cთ,. /2 =1.2, 

და 
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LX 
X.»=- 5 > +V% ი) X%/, თ./3 =1,2. (2.4.5) 

(2.4.4) და (2.4.3)-დან ცხაღია 

#X 
XI = –ე სუ რნა. (2.4.6) 

პირველი ჰიპოთეზის გამო, ჰუკის (1.12.26) კანონიდან გამომდი- 

ნარეობს აგრეთვე 

  

  = 2 06 -=0 (2.4.7) «3 1+% თ3 · .". 

მესამე პიპოთეზის თანახმად კი ჩვენ დავუშვით, რომ 

X-23=0. (2.4.8) 

უგულებელვყოთ მოცულობითი ძალები. მაშინ წონასწორობის 

(1.15.1) განტოლებები მიიღებენ 

X,, =0 7=1.2.3, 

სახეს. (2.4.7) და (2.4.8), ერთის მხრივ, ეწინააღმდეგება წონას–- 

წორობის ამ განტოლებებს, რამდენადაც თუ თვით წონასწორო- 

ბის განტოლებებს ამოვხსნით X კ-ის, 1=1,2,3 მიმართ, გავითვა- 

ლისწინებთ (2.4.5)-ს, (2.4.6)-ს და იმას, რომ 

(ჯ) 

  

  

. = 0, „ X=+ჩ =1 9, 

მივიღებთ (იხ. (55), გვ. 116-118) 

L 2 2 
>»Xცვ - -––უ|ჩ –- Xვ | სვ), თძთ=1,2, (2.4.9) 3 1-7)! 3 L 1). 

ხოლო 

თ » ' 
ძ-ძ 2 %3_I,2 

XX = +---–- – | ჩX- - –  M7V, 2.4.10 
2 2 0 უნ| : >) კ (2410) 
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სადაც 4 და MM შესაბამისად ფირფიტის ზედა და ქვედა ზე- 

დაპირებზე მოდებულ ძალებს აღნიშნავს; თუმცა, მეორე მხრივ, 

(2.4.99) და (2.4.10)-დან გამომდინარეობს, რომ X,კ, CC =LI1.2, 

მეორე რიგის მცირე სიდიდეა /#-ის მიმართ, ხოლო X-ჯვ კი გა- 

ნივი დატვირთვის ინტენსივობის რიგისაა და შეადგენს +X. თთ ა 

CX=1,2, ძაბვების უმნიშვნელო ნაწილს (იხ. 2.4.3 ქვეპარაგრა- 

ფი), თუ შესაბამისად M-ის მესამე და მეოთხე რიგის წარმოე- 

ბულები X, და X-ის მიმართ შემოსაზღვრულია. მართლაც, 

წონასწორობის პირველი ორი განტოლებიდან 

X ვ =-1 ფია. CX=1,2. 

ჩავსვათ აქ (2.4.5) და (2.4.6): 

X..ც =- შერი –_ თ # #8. თ, /8 = I,2. 

გამარტივების შემდეგ მივიღებთ 

M X.ც5- ი (M,),, თ =1,2. 
, 1 – V , 

Xკ-ით ინტეგრების შემდეგ გვექნება 

_ % (MV.) + / (+,X.), თრ =1,2 თ3 201 –V?) 37.თ ! (9272 3“. 

თუ აქედან, გავითვალისწინებთ რა იმას, რომ 

23, =0, 

განვსაზღვრავთ /, (X,, X3 ) -ს: 

XM" 
#(X,.X,) = 20-12 Cწ = 1.2. 

საბოლოოდ, მივილებთ (2.4.9)-ს. 

წონასწორობის მესამე განტოლებიდან 
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2%კვკ = –-2%Xა3> · 

აქ ჩავსვათ (2.4.9), მაშინ 

  

L 33 = 20-ე – X1)/V?/კ. 

Xკგ-ით ინტეგრების შემდეგ გვექნება 

L 2 Xვ 2 
X, = 20-=»2) %3 “34 Mვ + /:(X,,X:). 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ 
(+) 

X-ვ X=1+C = + 9. 

დავასკვნით 

(+) LI3 
ძ = 30-ე + /0(X,,X.), 

(ლ) #3 
– ძ= ფი ფეი + /ე(X,,X). 

საიდანაც, შეკრების შემდეგ მივიღებთ 

(+) (–) 

ძ- 9 =24#(X,X)). 
ამრიგად, დამტკიცდა (2.4.10) ფორმულაც. 

2.4.3. ძალვები ფირფიტებში 

განვიხილოთ გამჭიმავი ძალვები 

+/ 

MV, = | „ძი, თ=12. 
– 

რადგანაც (2.4.5) Xკ-ის მიმართ კენტი ფუნქციაა, ამიტომ 

M, =0. 
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იმავე (2.4.5)-ის თანახმად, მღუნავი მომენტი 
+ 

M, =M,, = | X„ ათი, =- სს» +XMი) 
–ჩ 

C # /#, თ, /3 = 1.2, 

(2.4.11) 

სადაც 
2V” 

1I – »?) 

ე.წ. ცილინდრული სიხისტე). 
თუ გავითვალისწინებთ (2.4.9)-ს, მივიღებთ ე.წ. გადამჯრელი 

0, ძალვების შემდეგ გამოსახულებას: 

#= 

+/ 

0,:= | X,.ზთ, = –Xტ%,),, თ=ს2.  (2.412) 
–” 

რადგანაც (2.4.6) X--ის მიმართ კენტი ფუნქციაა, ამიტომ 

+/ს 

5:= | X,,ძ, =0 
–/ 

და ე.წ. მგრეხავი მომენტი: 

+/ 

MI:= M,, = Mც = | >„X თი, = –00 – »)M,,, . (2.413) 
–/ 

C0., M,კ და #7 სიდიდეები გათვლილია შუა სიბრტყისა და 

მისი პერპენდიკულარული სიბრტყის თანაკვეთის სიგრძის ერთე- 

ულზე. ცხადია, მათი საშუალებით ადვილად მივიღებთ ძაბვის 

ტენზორის კომპონენტების გამოსახულებებს. მართლაც, (2.4.5)- 

ის და (2.4.11)-ის შედარებით დავასკვნით 
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3M/სX. = 
ითი“ 23: C =1,2, 

– 2#ჩ 
ხოლო (2.4.6)-ის (2.4.13)-თან, (2.4.9)-ისა და (2.4.10)-ის 

(2.4.12)-თან შედარებით კი შესაბამისად დავასკვნით 

_ 311, _ 3C» („? –X2) 
12 23 L თ3 4ც3 3 / 

(+) (–) 

ძ-ი 3C., X X,=- 9-9 - =5<4«4 ც2ჯ, 2) 
2 4/ 3 

თუ ფირფიტის შუა სიბრტყეში მდებარე წირის გარე ნორმა- 

ლი #-ია, ხოლო | მხები, მაშინ, ანალოგიურად, (1.4.4), 

(1.2.1), (2.4.11)-(2.4.13)–ის თანახმად, 

  

  

+/ +/ + ჩ 

IX, M, 71, X3 ძXვ = | Xაც /,ცX3 თC) 
–” ” 

M,:= | X,, X, ძი, = 
–ჩ 

= M,/:? +2MV,M, + Mი# 
: 

  

ა თუ MVM თ!) #M” და C, სიდიდეები შემოსაზღვრულია, მაშინ როცა 

M –>0+ გვექნება, რომ X.ც =CX# ”) და 

თ) () 
X.= ძ · ძ 
  + 0Cთ) = C(ი I) „ საიდანაც ცხადია, რომ X> ერთი 

რიგით უფრო უსასრულოდ დიღი სიდიდეა ვიდრე -X ვ : 

  #9 ით.) #->0+. 
X.ვ 
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+8 +ჩ +/ჩ 

M,,= | X„+თი, = | X,#I,/,X,თი = | X »”ა”,X, თი 
–, –ს –, 

= M,7I, + IM! +Mე!,)+ Mე9M315, 
+ +/ +/ 

C, .= IX, %, = IX. “ თ, = I X.. “> თკ = დაჩ. 

–/ –ჩ –, 

სადაც 

7, = C05(/7,X,), ;, =C008(/,X,), 1=1.,2,3, 

და, ცხადია, 7 =0, (კ =0. 

2.4.4. გაღუნული შუა ზედაპირის განტოლება 

აზრობრივად ამოვჭრათ შუა სიბრტყიდან უსასრულოდ მცირე 

ელემენტი CთX, და თX, (იხ. ნახ 2.4.2) გვერდებით. მასზე მოქ- 

მედი ძალვები მოცემულია ნახაზზე. ამასთან იმ წირით ელემენ- 

ტებთანნ რომელთა ნორმალების მიმართულება ემთხვევა სა- 

კოორდინატო ღერძების მიმართულებებს, მითითებულია ძალვების 

(საკუთრივ გადამჭრელი ძალებისა და მომენტების მოქმედებით 

გამოწვეული მობრუნების კუთხეების) დადებითი მიმართულებები, 

ეი. ის მიმართულებები რა მიმართულებებითაც შესაბამისი 

სიდიდეები დადებით მნიშვნელობებს იღებენ. მომენტებისა და მათ 

მიერ გამოწვეული ბრუნვის დადებითი მიმართულებების გასარ- 

კვევად გავიხსენოთ მომენტის განმარტება. მარჯვენა სისტემაში 

რაიმე 0, წერტილის მიმართ C, წერტილში მოდებული ჯL 

ძალის მომენტი განიმარტება, როგორც CC, და ” ვექტორე- 

  

ბის ისეთი ვექტორული ნამრავლი, რომ CC. , ” და 

C,0,,XI ვექტორებმა შექმნან მარჯვენა სისტემა. ამასთან მო- 
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მენტის დადებითი მიმართულების გარშემო მის მიერ გამოწ- 

გეული ბრუნვის დადებით მიმართულებად (ე-. მობრუნების 

კუთხის დადებით მიმართულებად) მიღებულია საათის ისრის სა- 

წინააღმდეგო მიმართულება. ამრიგად, (=,X ),M) სამეულის 

დადებითი მნიშვნელობების შესაბამისმა მიმართულებებმა უნდა 

შექმნან მარჯვენა სისტემა. აქედან გამომდინარე #M/, მომენტის 

დადებითი მიმართულების გარშემო მის მიერ გამოწვეული ბრუნ- 

ვის დადებითი მიმართულება (ე.ი. მობრუნების კუთხის დადებითი 

მიმართულება) ემთხვევა ნახ. 2.4.2-ზე მითითებულს. ანალოგიუ- 

რად, (=,X..,M.) სამეულიდან ვასკვნით, რომ ##/, -ის დადე- 

ბითი მიმართულება ემთხვევა X, ღერძის “უარყოფით მიმართუ- 

ლებას; (X1,X,.II) სამეულიდან ვასკვნით, რომ #-ის დადები- 

თი მიმართულება ემთხვევა X, ღერძის უარყოფით მიმართულე- 

ბას; (X1,X.,,I) სამეულიდან ვასკვნით, რომ #Iის დადებითი 

მიმართულება ემთხვევა X»ჯ- ლღერძის დადებით მიმართულებას; 

ხოლო მათ დადებით მიმართულებათა გარშემო მათ მიერვე გა- 

მოწვეულ ბრუნვათა დადებითი მიმართულებები ემთხვევა ნახაზზე 

მითითებულს. ელემენტი წონასწორობაშია, ამიტომ მასზე მოქ- 

მედი ძალების Xკ ლერძზე გეგმილების ალგებრული ჯამის ნულ–- 

თან ტოლობის პირობიდან მივიღებთ 

- C,ძ-ი, – Cეთი, +, + 06; რ |2 
X2 

  

2 
+, + 22 2.3 (რ. + 9თX,თ, = 0, 

!! 

  

(+) (C–) 

სადაც იძ:=ძ9+4ძ9 (იხ. 2.42 ქვეპარაგრაფი) შუა სიბრტყეზე 

ნორმალურად მოქმედი ზედაპირული დატვირთვის ინტენსივობაა. 
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აქედან მსგავსი წევრების შეერთებისა და თX,თX5 -ზე გაყოფის 

შემდეგ მივიღებთ 
0,, =-ძ. (2.414) 

თუ ახლა Xკ-, /2=1I,2, ღერძების მიმართ მომენტებს ნულს 

გავუტოლებთ, მივიღებთ 
2/”7 

M, +“ ძი, თ-ვ – M.ეძიგ+ +-–-ძXე |ძ», 
2X - 2Xგ, “– 
  

თ 

თX 
თ” ძ« თ C რ, რთ, +0,2, 2 – #0ძX, – + =>     

თ 

ძX, 
    –(0, +244. - დმი,“ ე“ =0, 

X#/ Cთ,/3 = 1.2. 

საიდანაც მესამე რიგის უსასრულო მცირეების (ისინი ხაზგას- 

მულია) უგულებელყოფით ანალოგიურად გამომდინარეობს 

Mა» +Iცა=C,, თX/, Cთ,/0=)1),02. (2.4.15) 

თუ (2.4.15)-ს ჩავსვამთ (2.4.14)-ში, მივიღებთ 

(M,, + MI), +(M,- + MM), =-ძ. (2.4:16) 

ხოლო ამ უკანასკნელში M/, -სა და V-ის (2.4.11) და (2.4.13) 

მნიშვნელობების ჩასმა გვაძლევს 

# ი, = + (2.417) 
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განტოლებას, რომელსაც სოფი ჟერმენ-ლაგრანჟის განტოლება 

ეწოდება. 

  

  

  

      
      

C; 

M? 
LI 

ლ, I 
, გ. 9) 

M, | 14 | #92, 5 

- ი | L | 
· >, ბჩ+ შარ ძხ #. ++ჩჩი, 

'. სერ |29.“ ძლ, 
Xჯ 2 C <> --ძი 

2 ჯ, 
ძX, თხო 

პლ, I 
C,+ 2, “1 X3 

ნახ. 2.4.2 

შევნიშნოთ, რომ (2.4.14) და (2.4.:5) ფორმულები შეიძლება 

მივიღოთ წონასწორობის (1.15.1)) განტოლებების ინტეგრებითაც 

(იხ. ქვემოთ (2.5.3) და (2.5.4)). 

(2.4.16) განტოლება გამოიყენება ცვლადი სისქის ფირფიტის, 

რომელიც სიმეტრიულ პრიზმულ გარსს წარმოადგენს (იხ. ქვე- 

მოთ §2.6.), შემთხვევაშიც, თუ სისქე 2/ მკვეთრად არ იცვლება 

(იხ. (58). გვ. 199). 

თუ (2.4.11)-სა და (2.4.13)-ს, რომლებიც ასევე სამართლიანია 

არამკვეთრად ცვლადი სისქის ფირფიტებისათვის (ე.ი. IXX,,X,) 

ფუნქციაა) ჩავსვამთ (2.4.16)-ში, მივიღებთ ცვლადი სიხისტის, 

რომელიც შეიძლება დრეკადი მუდმივების ცვალებადობითაც იყოს 

გამოწვეული, შემთხვევაში ღუნვის შემდეგ განტოლებას: 
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წ, მ/31) ),, + (ნ %3 22 )» + V/ %3 22 )., 

+VX#X,,,)., +210 –») 0, IL, 

ღუნვის დინამიკის განტოლების მისაღებად დალამბერის 

პრინციპის თანახმად, # დატვირთვას უნდა დაემატოს ინერციის 

(2.4.18) 

ძალის გეგმილი Xკვ ღერძზე. ეს იმით აიხსნება რომ ერთი 

მხრივ, მოცულობითი ძალის Xკ ღერძზე გეგმილი რომ არ 

უგულვებელგვეყო, ის სწორედ #-ს დაემატებოდა, ხოლო მეორე 
მხრივ, ინერციის ძალა მოცულობით ძალებს განეკუთვნება (იხ. 

აგრეთვე ქვემოთ (2.6.4)). წამახვილებული ფირფიტები, ე.ი. როცა 

სXCX.,.X.) საზღვარზე ნული ხდება, განხილულია |231|-ში. 

2.4.5. ძირითადი ამოცანები ფირფიტისათვის 

ფირფიტების თეორიაში ჩვენ ვეძებთ (2.44.8ზ) (კერძოდ, 

2.4.17) განტოლების ამონახსნს (ე.ი. %3 CC“), რომელიც შემ- 

დეგი სამი ძირითადი სასაზღვრო პირობიდან ერთ-ერთს აკმაყო- 

ფილებს: 
1. საზღვარზე მოცემულია 1?(/ ჩაღუნვა და შუა სიბრტყის 

შემობრუნების კუთხე (დირიხლეს ამოცანა). ეს არის გეომეტ- 

რიული სასაზღვრო პირობა როცა სასაზლვრო პირობები 

ერთგვაროვანია (ნულოვანია), საზღვარს ჩამსგრებულს უწოდებენ. 

2. საზღვარზე მოცემულია ჩაღუნვა და მღუნავი შოშენტი. აწ 

ეს არის ფიზიკური სასაზღვრო პირობა. როცა სასაზღვრო პი- 

რობები ერთგვაროვანია, ამბობენ, რომ საზღვარი სახსრულადაა 

დაყრდნობილი. 

3. საზღვარზე მოცემულია გადამჯრელი ძალა, მღუნავი და 

მგრეხავი მოშენტები (ნოიმანის ამოცანა). ეს სასაზლვრო პირო- 
  

"ამ ამოცანას შეიძლება რიკიეს (შ. რიკიე, 1853-1929) ამოცანა ეწოდოს. 
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ბაც ფიზიკურია. როცა სასაზღვრო პირობები ერთგვაროვანია, 

ამბობენ, რომ საზღვარი თავისუფალია. 

თუ სიცხადისათვის ვიგულისხმებთ, რომ საზღვრის ნორმა- 

ლის მიმართულება »- ღერძს ემთხვევა, ზემოთ ჩამოთვლილი 

ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობები მათემატიკურად შესაბამი- 

სად ასე ჩაიწერება: 

1. 1 =0, #/,=0 (ამ შემთხვევაში, (2.4.13)-ის ძალით 

# =0); 

2. /2=0 #Mე =0; 

3. CღCე =0, M,=0 /#=0. 

სამგანზომილებიან მოდელში მათ (ერთგვაროვანი პირობების 

შემთხვევაში) შესაბამისად ეთანადება შემდეგი სასაზღვრო პირო- 

ბები: 

1. /, =0, 7=1.2.3; 

2. I/,=0 V=0, X.ე =0; 

3. X,, =0, X,, =0, X,, =0. 
მესამე ამოცანის შემთხვევაში მეოთხე რიგის (2.4.18) (კერ- 

ძოდ. 2.4.17) ელიფსური განტოლებისათვის გვაქვს სამი სასაზ- 

ღვრო პირობა, რაც სასაზღვრო ამოცანას არაკორექტულს ხდის. 

ამიტომ გარკვეულ მოსაზრებებზე დაყრდნობით (იხ. ნახ. 2.4.3), 

C. -სა და #/-ის ნაცვლად საზღვარზე სახელდება ე.წ. განზოგა- CL 

დებული გადამჭრელი ძალა 
– CM 
C.:= C. + 

CX, 

და ამ უკანასკნელ შემთხვევაში გვექნება ორი სასაზღვრო პირო- 

ბა. 

დასასრულს შევნიშნავთ, რომ ფირფიტების ღუნვის კლასი- 

კურ თეორიაში არ სრულდება ჰუკის კანონი Xკ ღერძის გას- 

წვრივ და სასაზღვრო პირობები კმაყოფილდება ინტეგრალურად. 
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მართლაც, ჩვენს შემთხვევაში პირველი ჰიპოთეზის თანახმად 

0. = 0 და ამდენად Xვ ღერძის გასწვრივ ჰუკის კანონი იღებს 

"+, =0 სახეს. საიდანაც, (2.4.2)-ის თანახმად გამომდინა- 

რეობს, რომ #7 =0, რაც, ზოგადად, არ სრულდება, რადგან 

/ვ აკმაყოფილებს (2.4.17) განტოლებას და ამდენად, ზოგადად, 

ის ჰარმონიული ფუნქცია არაა. 

უფრო დეტალურად ფირფიტების ღუნვის კლასიკურ თეო- 
რიას შეიძლება გავეცნოთ |55)-სა და |581)-ში. 

ზოგად შემთხვევაში, როცა საზღვრის ნორმალი 71?-ია, კირ- 

ხჰოფ-ლიავის მოდელის ერთგვაროვან სასაზღვრო პირობებს 

აქვთ შემდეგი სახე: 

თ", 

თM 
2. #V=0, #M/, =0; 

  1. ვ =0, =0:; 

3. M 0 0 0 2M,, 
· =V, “CC, + ? ” თ! 

რომელთაც სამგანზომილებიანი მოდელის შემდეგი სასაზღვრო 

პირობები შეესაბამება: 

IL. V,=0, 7=1,2,3; 

2. X,=0, 1,=0, 2? =0; 

3. X.=0, X.=0, X.,=0. 
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  ()
 

()
 

(0)
 

(0
 

(0)
 

(0)
 

      

    

  

  

      

        

  

  

                      

  
ნახ. 2.4.3 

კირხჰოფ-ლიავის მოდელში განიხილავენ აგრეთვე ე-წ-. სრიალა 

ჩამაგრების 

4 თ? 

წინ/) 
  =0, 0, =0, 
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სასაზღვრო პირობებს, რომლებსაც სამგანზომილებიან მოდელში 

შეესაბამება 

4 #=0, X,=0, X,=0 
სასაზღვრო პირობები. 

განვიხილოთ პირველი სასაზლვრო პირობები ვთქვათ, 

V, =0, 1=1.2,3, C, ,X:) CCV, 'X <V#ჩ, მაშინ თუ გავიხსე- 

ნებთ იმას, რომ I, -ით და 7/,-თი აღნიშნულია გადაადგილების 

ვექტორის მდგენელები (კომპონენტები) თხ) -ზე გამავალი ცი- 

ლინდრული ზედაპირისადმი (საზღვრისადმი01) ”? ნორმალისა და 

0XX,. სიბრტყის პარალელური ! მხების მიმართულებებით, 

დავასკვნით, რომ ერთი მხრივ, (2.4.2)-ის და MM =0, #კ =0-ის 

თანახმად, 

  

  

  

თ 
“, =შ%ია/მ = “–X3%3:, > = –X3 ? 

2#M 

2” 
“, =%კI! = –X3%30:> 1. =–X3 დ! ვ 

და, ამდენად, 
2”/ 2V 

27 თ! 

62 52 C20X, IX:| <7. 

საიდანაც იმის გათვალისწინებით, რომ კირხჰოფ-ლიავის მო- 

დელში 17 არ არის დამოკიდებული Xკ-ზე“), მივიღებთ 

  

ა” CV. 
რადგან მ. =0, როცა Xკ # 0, გამომდინარეობს გვერდით ზედაპირზე



  

  

  

თ". =0 

2M I, 

მეორე მხრივ კი 

#3) გ, =90 

ორივე მოდელში, ცხადია, 

2IM –0 

?! I.   
მეორე, მესამე და მეოთხე სასაზღვრო პირობების შემთხვე- 

ვა ნათელია, რადგან იქიდან, რომ 

X,=0, X,,=0 და X,კ3=0, როცა (X,,X:) Cრთ , 

<7, 
  X3 

შესაბამისად სამომლინარეობს 

M,=0, MV,,=0 და 0, =0, როცა (X,.X,) CCVთ, 

ხოლო, როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ, 

“,=0, როცა (X,,X:) Cრთ , IXI|<#, 

ტოლობიდან გამომდინარეობს 

თ”?! 
- 

2” 

დინამიკის ამოცანების განხილვისას, სასაზღვრო პირობებს 

საწყისი პირობებიც უნდა დაემატოს. 

  =0, როცა (X,,X,) CრC. 

2.4.6. ფირფიტის ღუნვა დრეკად ფუძეზე 

დრეკადი ფუძე ეწოდება დრეკად დეფორმირებად სხეულს, 
რომელსაც მთელი თავისი ქვედა პირითი ზედაპირით ეყრდნობა 

ფირფიტა ან ღერო (იხ. ქვემოთ ნაწ. III). 
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ვინ, კლერის ) ექსპერიმენტული ჰიპოთეზის თანახმად დრეკად 

ფუძეზე ფირფიტის ან ღეროს დაწოლით გამოწვეული დრეკადი 
ფუშის რეაქციის M# ინტენსივობა ქვედა ფუძის ჩაღუნვის (ე.ი. 

კირხჰოფ-ლიავის მოდელის შემთხვევაში შუა სიბრტყის #V, ჩა- 

ღუნვის, რადგან ის Xკ-ზე არ არის დამოკიდებული) პროპორ- 

ციულია 
#=%ც, 

სადაც X დრეკადი ფუძის მოდულია, გათვლილი ფართის ერ- 

თეულზე, როცა ჩაღუნვა სიგრძის ერთეულის ტოლია. L, რომ- 

ნიუტონი 
ლის ერთეულია სე3 

კიდებული და დგინდება ექსპერიმენტით (იხ. (58), გვ. 290). 

თუ 9 ფირფიტის დატვირთვის ინტენსივობაა, მაშინ, ცხადია, 

დრეკადი ფუძის რეაქციის გათვალისწინებით ფირფიტაზე მოქ- 

მედი მთლიანი დატვირთვის ინტენსივობა 

(9 – იც) -ის (2.4.19) 

ტოლია. ამდენად დრეკად ფუძეზე მდებარე ფირფიტის ღუნვის 
განტოლების მისაღებად (2.4.17) და (2.4.18) განტოლებებში 4 

უნდა შევცვალოთ (2.4.19)-ით: 

, დრეკადი ფუძის მასალაზეა დამო- 

–# ტბ, =9-%4 

და 

(იM..),, + (ჩ", » )» + M#M.., )» + M#ნV. ) 

+ 2I(0 – IM.) = 9 – XM-. 

  

"ე. ვინკლერი (1835-1888). 
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§2.5. რაისნერ-მინდლინის ტიპის მოდელი 

მოკლედ შევეხოთ რაისნერ 2-მინდლინის ? მოდელს (III, (291, 
(31. კირხჰოფ-ლიავის მოდელისგან განსხვავებით ეს მოდელი 

საშუალებას იძლევა, ფირფიტის საზლვარზე დასახელდეს სამივე 

X3 

  

  

      

      
ნახ. 2.5.1 

  

" ე, რაისნერი (1913-1996). 
“რ, დ. მინდლინი (1906-1987). 
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ფიზიკური სიდიდე: C, გადამჭრელი ძალა, M, მღუნავი მო- 

მენტი და M/,, მგრეხავი მომენტი. რაისნერ-მინდლინის მოდელი 

ემყარება შემდეგ სამ ძირითად ჰიპოთეზას: 

1. წრფივი ნორმსლების პიპოთეზა: დეფორმაციამდე ფირფი- 

ტის შუა სიბრტყისადმი ნორმალური წრფივი ელემენტი არ იც- 

ვლის სიგრძეს და წრფივი რჩება (იხ. ნახ. 2.5.1). 

მათემატიკურად ეს იმას ნიშნავს, რომ #კა = 0. 

2. შუა სიბრტყის გაუყჯიშვადობის ჰიპოთეზა: შუა სიბრტყე არ 

მუშაობს გაჭიმვა-კუმშვაზე, იგი მხოლოდ იღუნება, ე.ი. შუა სიბ- 

რტყეში არ გვაქვს გაჭიმვის, კუმშვის და ძვრის დეფორმაციები. 

მათემატიკურად ეს ასე ჩაიწერება: 

V.(X,,X:,0)=0, თ =1,2. 

3. შუა სიბრტყისადმი პარალელურ ფენებს შორის წნევის 

არარსებობის ჰიპოთეზა: აღნიშნული წნევის სიმცირის გამო 

ფირფიტის ფენებს შორის წნევა უგულებელყოფილია. 
მათემატიკურად ეს იმას ნიშნავს, რომ X.კ =0. 

როგორც ვხედავთ, განსხვავება რაისნერ-მინდლინის ტიპის 

განსახილველი მოდელისა და კირხჰოფ-ლიავის ჰიპოთეზებს შო- 

რის მხოლოდ პირველ ჰიპოთეზებშია და იმაში გამოიხატება, 

რომ თუ კირხჰოფ-ლიავის მოდელის შემთხვევაში დეფორმაციამდე 

შუა სიბრტყისადმი ნორმალური ელემენტი დეფორმაციის შემდეგ 

შუა ზედაპირისადმი ნორმალური რჩება, რაისნერ-მინდლინის ტი- 

პის მოდელში ეს ზოგადად ასე არაა, ე.ი. ეს უკანასკნელი მოდე- 

ლი უშვებს განივი ძვრის დეფორმაციას. ამიტომ ზოგჯერ რაის- 

ნერ-მინდლინის მოდელს უწოდებენ ფირფიტას განივი ძვრის დე- 

ფორმაციით. 

ახლა ისე მოვიქცეთ, როგორც (2.4.2) ფორმულის გამოყვა- 

ნის დროს, იმის გათვალისწინებით, რომ ახლა 

1 1 
6-3 =2(4-,+%»-)= ურ (ი, X,)X 0,- თ =1.2, 
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სადაც ი. უცნობი ფუნქციებია, რომლებიც ძვრის კუთხეების 

ტოლია (იხ. §1.8-ის ბოლო ნაწილი). მაშინ მივიღებთ 

I. =-X 0, (X,,Xე), თ=1,2,) (2.51) 
სადაც 

0. (ი.X,)=%,„-თ, (X,>.), თ =).2, 

წარმოადგენს CXX.„Xკ, რთ =1.2, სიბრტყეში შემობრუნების კუ- 

თხეს (როტაციას), რომელიც ფირფიტის ღუნვითაა გამოწვეული 

(ი.ა ნახ 2.5.)  რაისნერ-მინდლინს ტიპის მოდელში 

0:= (0.0, ” როტაცია, ზოგადად, არ არის დამოკიდებული #3 

ჩაღუნვაზე. კირხჰოფ-ლიავის მოდელში კი (შეადარე (2.4.2)-ს) 

თ. =0 და, ამდენად, 
0, =1კ,: CX=1.2. 

(1.6.3) კინემატიკური ფორმულები, (2.5.1)-ის ძალით, მიიღე– 

ბენ შემდეგ სახეს: 

თ,თ? 0 ვ = 1(-4, +Mვ, I თ = 1.2, 
2 (2.5.2) 

02 =- (0, +0;,), მჯკ = 9. 

  

–· თუ ამას დავამატებთ 143(X,,X:,X3) =13(X,.X:) (ეი. 6) =0) 
პირობას, მაშინ მივიღებთ განივი ძვრის დეფორმაციის (სმ0ი5VC5C 50%6მ+ 

ძბა(ილიმI0ი) მოდელის დაშვებებს (იხ. (11, გვ. 2). თუ უარს ვიტყვით შუა 

სიბრტყის გაუჭიშვადობის ჰიპოთეზაზე მაშინ ღუნვის მოდელის ნაცვლად 

მივიღებთ რაისნერ-მინდლინის ტიპის მოდელს, რომელიც ღუნვასთან ერთად 

დაახასიათებს გაჭიმვა-კუმშვასაც: 

მ = 1 CX,X2) – Xკ0, (XX), C =1.2; 

კ = /3(X,,·X2). 
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(2.52) ფორმულებს რაიხნერ-მინდლინის კინემატიკური ფორმუ- 

ლები ეწოდება. 
(115.1) განტოლებებიდან პირველი ორი გავამრავლოთ Xვ-ზე, 

ვაინტეგროთ სამივე განტოლება –#M-დან +#/-მდე Xკ-ის მიმართ, 

გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრება და გავითვალისწინოთ 

(2.4.11)-(2.4.13) აღნიშვნები, მაშინ მივიღებთ 

Mუვე -0ი0.+ძა =0, თ=I2, (2.5.3) 

C.„ +0ვკ =0, (2.5.4) 

სადაც 
+ჩ 

ში -– |თდ,ძი + MIX ,ა(+,,X,7) – X.(X,,X, ,–”)I, CX =1,2, 
–ჩ 

+ 

ძკ:= | დ,თი, + X.(X,,X:,#) – %.3(X,,X- ,–ჩ). 
–ჩ 

როგორც “უკვე აღვნიშნეთ, აღვილი მისახვედრია, რომ ამავე 

გზით შეიძლებოდა მიგვეღო (2.4.15) და (2.4.14). მართლაც, თუ 

დ ე =0 და ძე, =0, თ=1,2, ისინი გამომდინარეობენ შესაბა- 

მისად (2.5.3) და (2.5.4)-დან. პირიქით, ზემოაღნიშნულ პირო- 

ბებში (2.53) და (2.5. 4) შეიძლება მივილოთ ისე როგორც 

(2.4.15) და (2.4.14) მივიღეთ §2.4-ში. 

თუ (2.5.3)-დან განვსაზღვრავთ C-ს და ჩავსვამთ (2.5.4)- 

ში, მივილებთ 

M»ი31+9ძ.,,+9ძ =0. 

თუ 27 სისქე მკვეთრად არ იცვლება,') უკანასკნელი განტოლება 

და (2.5.1)-C62.5.4) დამოკიდებულებები როცა დ-ც=0 და 

  

) თუ მკვეთრი ცვლილებაც დასაშვებია, მაშინ (2.5.3), (2.5.4) 

დამოკიდებულებები უნდა შევცვალოთ იმ დამოკიდებულებებით, რომლებიც 
მიიღება (2.5.3), (2.5.4) ფორმულების მსგავსად, იმის გათვალისწინებით, რომ 
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ძ, =0, გამოყვანილი §2.4-ში გამოყენებული მეთოდით, გამოდ- 

გება ცვლადი სისქის ფირფიტებისთვისაც. შევნიშნოთ, რომ 

ცვლადი სისქის ფირფიტის შემთხვევაში (1.15.1) წონასწორობის 

განტოლებებიდან ინტეგრების მეთოდით (2.5.3), (2.5.4) არ მიი- 

ღება, რაც ცხადია ი.ვეკუას მეთოდით ცვლადი სისქის ფირფი- 

ტებისთვის აგებული იერარქიული მოდელებიდან (იხ. ქვემოთ 

§2.6), რომლებიც სამართლიანია ნებისმიერად ცვლადი სისქის 

მქონე ფირფიტებისთვის. 

რამდენადაც კირხჰოფ-ლიავისა და რაისნერ-მინდლინის მესამე 

ჰიპოთეზები ერთმანეთს ემთხვევა, ამიტომ რაისნერ-მინდლინის 

ტიპის განსახილველი მოდელის შემთხვევაშიც სამართლიანია 

(2.4.4). თუ (2.4.4)-ში შევიტანთ (2.5.1)-ს, მივიღებთ 

  

1-V 
-Xვწი = 6 = რუელ =--6,, 

ე-ირ. 

/ 2 
ფლ, =- Xკრწი 

1–-V” 
და 

1+V »” 
68 აა – +. ა %ვ0,,0ი. 

საიდანაც 

1+V V 
6. =––26- +. აXან,,. 

აქედან რადგანაც თ, , = რ... +შიც (ო# 8), (2.5.1)-ის 

გათვალისწინებით მივიღებთ 

  

#/ დამოკიდებულია X),X.-ზე ამასთან “შეიძლება არასიმეტრიული 
C) C) 

შემთხვევის Xკ C > )» #რათ)) განხილვაც. 
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L MV ი 
2 “3 “ ჯ»,/ 

    

ჯL 

1–V”? 
  23 (I – V)რ, + #0, „ +'რიც |, 

ე·ი· 

L X,=--%,» (0,, +V0,,, თX/, თ,8=L2. (255 თთ -” 

(2.4.4) და (2.5.2)-დან ცხადია, რომ 

# 
X. ააააროოი >> +0,,). (2.5.6) 

ჰუკის (1.12.26) კანონიდან და (2.5.2)-დან კი გამომდი- 

ნარეობს 

2X-ვ = # 
2(1+VX) 

თუ (2.4.11)-(2.4.13)-ის უკანასკნელის წინა ჟგოლობებში შე- 

საბამისად ჩავსვამთ (2.5.5), (2.5.7), (2.5.6)-ს, მივიღებთ 

M, = M,, =-00,, +VM0,,კ,, თ+/, თ=12, (2.58) 
_ 

1+X»” 

I 
M= M, = M, =-20- ”X0, კ +0,,). (2.510) 

  (-0, +.) თ=1,2. (2.5.7) 

  

თ“ (-0, +.) თ=1)2, (2.5.9) 

ზოგჯერ (2.5.9)-ის მარჯვენა მხარე გამრავლებულია ე.წ. 
– 

ძვრის კორექტურის '4 მამრავლზე.  –ს ძვრის კოეფიციენტსაც



უწოდებენ.) ამ შემთხვევაში ძირითადად თვლიან, რომ ; = 

2 

  

ან 3 = 72_ · 
12 

ამოვხსნათ (2.5.9) რწ,კ-ს მიმართ 

0. =V. - 1+ 4 

' # 

მიღებული სიდიდე ჩავსვათ (2.5.8)-ში და (2.5.10)-ში, მაშინ Cთ 

არეში 

M, = -ჩ06.. +Vგიც) 

1+V 1+V (2.5.11) 
+I|---=2950 –- = 

( Lი ი, |, +M ხჩ თ),) 2+/, C=L2, 
#1 = – 120 – 7)M, ე 

1 1+V 1+V (2.5.12) 

22 2) (> 2). (02) 
ვიგულისხმოთ, რომ #), #, ” და # მუდმივებია. (2.5.3)-ში 

ჩავსვთ (2.5.11), (2.52) და მიღებული გამოსახულებიდან, 

(2.5.4)-ისა და 

  

  

V” 
– 1I==----ს გათვალისწინებით, განვსაზ- 1 1 – ს. გათვალისწინებით, განვ 

ღვროთ ლ, თ არეში: 

2“ 
ლ, = - ნ(, + I/1/32 )I, 130 - ურ. + ”,.), 

  

ა # ნ-55510. #9VI0I0II5Cხ6 ნიVVICMIსიდნი IIC ძსიირ II2160 102 I2ხთნი ძი 

სიბმლლი სIმ59105(8IIL. M2გწიბი1მMI5Cლ66§ 1Iი59IIIII #. სIიIVCI5IIმL 5(სL9მIL 1999 

(დისერტაცია, გვ. 31) 
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ც? 

–IXI – V)ვ)» +" ” (0 +C, ). +9, =-IX4V,), +<3 ტლ, 

გ? ყ“ _ 2ჩ? _ 
'30-» ”) VC,), + 31- 30- ვ). აო? 30–-V) „) »0,,+”- =ო” 

იამტისთშ ბმა ” “ე.ი ი+ ” ჩ+9ი ა, 

  

3(1 – V) 3 – 

#”(1+ ” 
=-IX#V.), #9 “ალ - რე“ უშთა +შე. (2.5.13) 

ანალოგიურად, 

ჯც“ M”(1+V 
0. =-MX4:V)). +-- ტ0, – ' 7. +შძე · (2.5.14) 

3 30 -–VXV) 

(2.5.13)-ის და (2.5.14)-ის (2.5.4)-ში ჩასმის შემდეგ მივიღებთ, 

რომ 

ს? M?(1+ #7) 
–I//სM –- ––-/სძვ -  ---–-–-/ტმა+ =0. მპ L) 3 93 301 – ”) (6) 9/თ 

საიდანაც, (1.12.18)-ის თანახმად, 

024640", = ძა _ #» „V, +9ში 
301 –V) ” 

4M”C2+/#4 , 

3(2+2/ი 
აქედან, თუ დავუშვებთ, რომ ფირფიტაზე მოქმედებს მხოლოდ 

ნორმალური, ამასთან ჰარმონიული დატვირთვა, ე.ი. ძ,. = 0, 

კ 3+მშმ,აი· IV (2.5.15) 

  

1 
L ეს განტოლება ემთხვევა რაისნერის განტოლებას, როცა V = 3 და 

ძე =0, თ =1,2. 
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CX=1.2, და #იძკ =0, მივიღებთ ს. ჟერმენ-ლაგრანუის (2.4.17) 

განტოლებას. 

(2.5.3), (2.5.4), (2.5.8)-(2.510) დამოკიდებულებები შეიცავენ 

შემდეგ რვა უცნობ სიდიდეს: #2, 0., C,, X= 1,2; M ; 

თ,/32=1,2. ჩავსვათ (2.5.8)-(2.5.10) გამოსახულებები (2.5.3), 

(2.5.4)-–ში: 

1 I6(0,, +V0,.)I, + 2 (00 –V)(9,, +0,,),. 

MM 
  

  

  

IC, , ++0,,)I, +- 190 –+X6.,,+0,, ), 
/2//, 

- 1+# (0, -Mვ)-9, =0, 

#7 - - -(მ, => 1. – ძ, =0. (2.5.17) 

(2.5.16), (2.5.17) წარმოადგენენ რ) არეში მეექვსე რიგის) 

ელიფსურ სიტემას 0,, 0; და MV.კ უცნობების მიმართ. 

შევნიშნოთ, რომ (2.53), (2.5.4), (2.5.8)-(2.510) და 

(2.5.16), (2.5. 17) დამოკიდებულებები გამოყვანილია, ზოგადად, 

ცვლადი, ე.ი. (X,,X,) -ზე დამოკიდებული #, #, V და #-სთვის. 

(112.9) ჰუკის განზოგადებული კანონის ორივე მხარე, როცა 

1=CX, / = /9, გავამრავლოთ X-ვ-ზე, მიღებული ტოლობები და 

(112.9), როცა 1=C, / =3, ვაინტეგროთ –/-დან +#-მდე Xკ- 

ის მიმართ და გავითვალისწინოთ (2.5.2), მივიღებთ შემდეგ 

კონსტიტუციურ დამოკიდებულებებს: 
  

ა ე.ი. მეორე რიგის სამი განტოლებისაგან შემდგარ ელიფსურ სისტემას, 
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+/(0,„+0,„)I, თ./მ =12, M =-3 2,310 
“ (0 (2.5.18) 7.7 0ც+ 

მ, >. – 0.) , თ =L2. 
(2.5.18)-ის (2.5.3)-სა და (2.5.4)-ში ჩასმის შემდეგ მი- 

ვიღებთ 

3 L20,,6., +/4(0,, +0, ,)! , +2//MVა„-0,)– 4, =0, 

C =1.2. 

|2/MV „ – 0, )I , + ძვ =0. 

(112.18)-ის ძალით, ეს სისტემა ემთხვევა (2.5.16), (2.5.17) სის- 
ტემას. თუ #4, / და V მუდმივებია, მაშინ ეს სისტემა შეიძლე- 

ბა შემდეგი სახით ჩაიწეროს (იხ. (11), გვ. 3): 

(4VXX,,X-) = «(X, 2) 63 2 C0თC), (2.5.19) 

სადაც Cთ ფირფიტის პროექციაა Xკ =0 სიბრტყეზე, 4 მატრი- 

ცული დიფერენციალური „ მრატორია შემდეგი ელემენტებით 

  

  

4. = ==. -5 2 (+ + 0 _ 2, თ=12, 

2 რ? 

4. := -2//)ე, /#:= +-––, 
ცკ “/ რ» მX? 

2,კ 2 4. = 4,:=-+“/MI+V)--2-, I2 2I 3 ( /!) 2X 0X, 

4, = - ტა = 2/ხ0., Cთ=1,2, 

7 ჯ 

V:=(0,,0,.V) · ძ:=(9ძ,,ძა.0კ) · 

კირხჰოფ-ლიავის მოდელისაგან განსხვავებით უკვე არ არის 

საჭირო განზოგადებული გადამჭრელი ძალის ხელოვნური ცნე- 
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ბის შემოლება და საზღვარზე შეიძლება სამი ბუნებრივი პირობის 

დასმა, რამდენადაც (2.5.19) ელიფსური სისტემა მე-6 რიგისაა. 

I. ხისტად ჩამაგრებული ნაპირი ანუ დირიხლეს ამოცანა. ამ 

ნაპირს არც გადაადგილება და არც მობრუნება არ შეუძლია: 

M=0 60, =0, 0, =0. (2.5.20) 

სამგანზომილებიან მოდელში (2.5.20) შეესაბამება ერთგვაროვან 

(1.15.6) პირობებს. 

2. რბილად ჩამაგრებული ნაპირი. ხისტად ჩამაგრებული ნაპი- 
რისაგან განსხვავებით ნაპირს შეუძლია ტანგენციალური (მხები) 

მიმართულებით (ე.ი. ნორმალის გარშემო) მობრუნება. ამდენად, 

მგრეხავი მომენტი უნდა იღებდეს ნულოვან მნიშვნელობებს: 

/ =0 0.=0 V/,, =0. (2.5.21) 

სამგანზომილებიან მოდელში (2.5.21) პირობები შეესაბამება 

M=0, I.=0, #X,, =0, 

სასახლვრო პირობებს. 

3. ხისტად დაყრდნობილი ნაპირი. ამ ნაპირს შეუძლია ნორმა- 

ლური მიმართულებით (ე.ი. მხების გარშემო) მობრუნება. ამდე- 

ნად, მღუნავი მომენტი უნდა იღებდეს ნულოვან მნიშვნელობებს: 

/”1=0 #/ =0, 0, =0. (2.5.22) 

სამგანზომილებიან მოდელში (2.5.22) პირობები შეესაბამება 

M=0, X,, =0, 1, =0, 

სასაზღვრო პირობებს. 

4. რბილად დაყრდნობილი ნაპირი. ამ ნაპირს შეუძლია ნების- 

მიერად მობრუნება, მაგრამ არ შეუძლია გადაადგილება (რადგან 

ამ მოდელში 1?/„, = 0, >»X=1.2, ყოველთვის): 

/=0 #M,.=0 MM, =0. (2.5.23) 

სამგანზომილებიან მოდელში (2.5.23) პირობები შეესაბამება 

/=0, XX, =0, X,,=0, 

სასაზღვრო პირობებს. 

5. თავისუფალი ნაპირი ანუ ნოიმანის ამოცანა: 
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M,. =0 M,,=0, 0, =90. (2.5.24) 

სამგანზომილებიან მოდელში (2.5.24) პირობები შეესაბამება 

X =0, X.=0, X,.=0, 
სასაზღვრო პირობებს. 

ისე როგორც ეს ვაჩვენეთ ქვეპარაგრაფ 2.4.5-ში, 

ცხადია მე-4 და მე-5 სასაზღვრო პირობების შესაბამისობა 

მითითებულ სამგანზომილებიან სასაზღვრო პირობებთან. 

იქიდან, რომ #–V/,=0 ლდა ?კ =0 ფირფიტის გვერდით ცი- 

ლინდრულ ზედაპირზე, გამომდინარეობს, რომ ცილინდრული ზე- 

დაპირის მხებ სიბრტყეში შემობრუნებას ადგილი არ ექნება, 

რადგან ცილინდრულ ზედაპირსე არც ვერტიკალურად (Xჯ-ის 

პარალელურად) და არც მხები მიმართულებით ცილინდრული 

ზედაპირის წერტილები არ გადაადგილდება, ე.ი. 0, =0. აქედან 

გამომდინარეობს მე-3 სასაზღვრო პირობების შესაბამისობა მითი- 

თებულ სამგანზომილებიან სასაზღვრო პირობებთან. ანალოგიუ- 

რად, მე-2 სასაზღვრო პირობების შემთხვევაში „=0 და 

„კ = 0 პირობების ფირფიტის გვერდით ცილინდრულ ზედაპირ- 

ზე შესრულებიდან გამომდინარეობს, რომ 7 ნორმალზე და Xკ 

ღერძზე გამავალი სიბრტყით ცილინდრული ზედაპირის კვეთაზე 

მდებარე წერტილები არ გადაადგილდებიან აღნიშნულ სიბრტყე- 

ში. ამიტომ ამ სიბრტყეში საზღვარი ვერ მობრუნდება, ე.ი. 

0. =0. 

ერთგვაროვანი პირველი სასაზღვრო პირობების შემთხვევაში 

(115.6) სასაზღვრო პირობებიდან გამომდინარეობს (იხ. ქვეპარაგ- 

რაფი 2.4.5), რომ V.=0 და MV,=0 სრულდება ფირფიტის 

ცილინდრულ საზღვარზე. ეს კი, იმის გათვალისწინებით, რომ 

”კ =0 ცილინდრულ საზღვარზე, გვაძლევს იმის საშუალებას, 

რომ მე-2 და მე-3 სასაზღვრო პირობების შემთხვევის მსგავსად 

დავასკვნათ, რომ 06, =0 და 0, =0. 
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ცხადია შეიძლება განხილულ იქნას არაერთგვაროვანი 

(2.5.20)-(2.5.24) სასაზლვრო პირობებიც (ე.ი. სასაზღვრო პირო–- 

ბებში შემავალი სიდიდეები წინასწარ დასახელებულ, ზოგადად, 

არაიგივურად ნულოვანი ფუნქციების მნიშვნელობებს ემთხვე- 

იან). 

: დინამიკის განტოლებების მისაღებად, სტატიკის განტოლებებ- 

ში 09,-ის, 1 =1,2.3, უნდა დაემატოს ინერციის ძალის შესაბა- 

მისი კომპონენტები, ხოლო დინამიკის ამოცანების განხილვისას 

სასაზღვრო პირობებს საწყისი პირობებიც უნდა დაემატოს. 

შენიშვნა 2.51. რაისნერ-მინდლინის ტიპის მოდელისათვის 
განვიხილოთ ამოცანა ხისტად ჩამაგრებული საზღვრით: 

#კ =0, 0, =0, 0, =0. (2.5.25) 

აქედან, საზღვარზე 

C"” 

მ. ” 

+... =% _ ,  =0, 
მ 

73 –-“ თ! =0. მ, რა!“ 

ამდენად, თ,I. =0, I--ს (თ =1,2) წრფივად დამოუკიდებლობის 

გამო, თ, =0, C =1.2, და 

0, =0.!, =1მკვია,, დეა! = 

CV. 

  

– = 0. (2.5.26) 

თუ ძ. =0, >=12 _ 2 „ი =0, მაშინ (2515) უ ძ. =ს. ა“. დღა 93 3(1–-V) 3 ? 

ფორმულიდან მივიღებთ 

L2#V"/კ = 0. 
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ამ განტოლებას (2.5.25)-ის პირველ და (2.5.26) პირობებში 

მხოლოდ ტრივიალური ამონახსნი აქვს, ამიტომ 

MV3(X,.X>) = 0. 

ამრიგად, ჩაღუნვა არ გვაქვს მიუხედავდ იმისა, რომ 

ძვ #0. მაგრამ წინააღმდეგობა არ გვაქვს, რადგან ამ შემთხვე- 

ვაში, (2.5.18)-ის გამო, 

1+V 
0 =- _ #0, C =1,2, 

ჯL# 2 
რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში (2.5.4)-დან მივიღებთ 

(#6. =–- თ.თ = 0. 

§2.6. პრიზმული გარსების ი.ვეკუას იერარქიული მოდელები 

კირხჰოფ-ლიავისს ჰიპოთეზებზბაე დაფუძნებულ ფირფიტების 

თეორიას, როგორც ეს §2.4-ში ვნახეთ, აქვს ის შინაგანი წი- 

ნააღმდეგობა, რომ ძირითად განტოლებათა სისტემა არ არის 

თავსებადი ფიზიკურ სასაზღვრო პირობებთან. ამ წინააღმდეგო- 

ბის თავიდან აცილების ერთი ვარიანტი წინა პარაგრაფში განვი- 

ხილეთ. ახლა გავეცნობით კიდევ ერთ ვარიანტს, რომელიც შე- 

მოგვთავაზა ი.ვეკუამ |34), (38-40). ამასთან განვიხილავთ პრი%ზ- 

მულ გარსებს, რომლებიც ცვლადი სისქის ფირფიტებს, როგორც 

კერძო შემთხვევას, მოიცავენ. 

სხეულს, რომელიც ზემოდან და ქვემოდან შემოსაზღვრულია 

2= M(X,X,) და 2= M(X,X.) ზედაპირებით, ხოლო გვერ- 
დიდან – | ცილინდრული ზედაპირით (იხ. ნახ. 2.6.1), რომ- 

ლის მსახველი ვერტიკალური CX, ღერძის პარალელურია, 

ეწოდება პრიზმული გარსი. სიმეტრიულ შემთხვევაში, ე.ი. როცა 
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(C–) (+) 
#) (X,.X2) = – M# (X,,X:) პრიზმული გარსი წარმოადგენს ცვლა- 

(+) (–) 

დი სისქის ფირფიტას. 2//(X, ,X;) = M(X,,X) – # (X,,X1) > 0 

სიდიდეს ეწოდება პრიზმული გარსის სისქე. 

(+) 

  

ნახ. 2.6.1 

პრიზმული გარსის გეგმილი CX,Xც სიბრტყეზე აღვნიშნოთ 

C -თი, მის საზღვარს გარსის საზღვარი ეწოდება. 
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ჯერ კიდევ კოშიმ”) და პუასონმა”) გამოიყენეს ფირფიტების 

შესწავლის დროს გადაადგილების, დეფორმაციების და ძაბვების 

ხარისხოვან მწკრივად გაშლის მეთოდი. ეს მიდგომა აქვთ სხვა 

ავტორებსაც. ერთ-ერთი ვარიანტი, რომელიც ლეჟანდრის პოლი- 

ნომების მიმართ მწკრივად გაშლას ეყრდნობა და რომელზეც 

ჩვენ შევჩერდებით, ი. ვეკუას ეკუთვნის. 

ცნობილია, რომ ნებისმიერი /(X) CC?(L-1I,+1)) ფუნქცია 

შეიძლება გაიშალოს მწკრივად ლეჟანდრის პოლინომების მიმართ 

(იხ. დამატება 2, § 7): 

ა.ი) /C0=2)-+1I/ თ, 
ს აღაც „=0 

| 2-1” 
2”! ძX” 

ლეჟანდრის პოლინომია, ხოლო 

/.:= | / თ) თ)% 

# (X):=   

  

ა CგსCჩX 0.L., 5სI L”ძძს!!Iხ!6 C( IC ი10სVIიტლი! ძ”სიC დიIეისC 50IIძ6. XCICIC05 ძა 
თმ(ჩიომVძც65, 3, 1828, 328-355. 

? ჩი|ა5იი §.0., M600(C 5ს” I760ს!IIხ”ბ C( ძს ია0VCთCი! ძია§ C0105 CIმ5VI0ს6, 
Mი08IXM0IL65 ძა: | 4Cმძ606 ძ0§ 5CI6ი6C65 ძი I2>5, 8, 1829, 357-570. 

1 
2 

ი C +) #,(X) ორთონორმირებული სისტემაა (იხ. დამატება 2, §5), 

1 V2 
ხოლო „+2 #, ფურიე-ლეჟანდრის კოეფიციენტებია (იხ. დამატება 1, 

განსაზღვრა 23). 
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და მას ეწოდება /-ის » რიგის მომენტი ლეჟანდრის პოლინომე- 

ბის მიმართ. 

(–) (+) 
როცა L-1,+1)-ის ნაცვლად გვაქვს ” · #| და / (X, -2 82) -ს 

ფიქსირებული (X, „X; ) -სთვის X-ის მიმართ აქვს მეორე რიგამ- 

(–) (1) 

დე უწყვეტი წარმოებულები, ე.ი. /. CC (7, #I. ცხადია 
თ 

#(X,,X:,X3) = 2 ძ +1|/ C.2)6( –ხ) „) 
#7=0 

C) (1) 
სადაც მწკრივი თანაბრად კრებადია 7, „/ სეგმენტზე და 

  

2. 1 

ა C + 1I თ? ს (თXკ – ს) ორთონორმირებული სისტემაა (იხ. აგრეთვე 

1 V2 
(3.2.3)), ხოლო >) 

ბია. 
თ - 

2X -(»- ”) თ 

–--. რ“ თუ X, =#. მაში 

1 

ძ? /,(X,,X;) ფურიე-ლეჟანდრის კოეფიციენტე- 

ო,=თ., -ხ= 

  

2ჩ 
(+) (–) 

(ლ) (0) (ს – #–,/) 
20-– 9M5–7# ( | (1) 

ჯL= = = –I: თუ Xვ = #, მაშინ 

27 
0) (C) («) («) C) 

20–#ჩ– ჩ–- 7 -I 

- 27 - 2ჩ | 
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ჩ 
> (2.6.1) 

#.(%, >. ):= I#(X,X, X)I (თ, – ხ)ძX,; 

” 

თ“ 0, #=V7: 

| L(თც – ხ)0 (თ, – ხ)ძი, 5922 1 
(–) –, LI/. 

2L+1 ძ 

„წ ოო 
თუ ვექტორი (I,,X,,%) CC( #7 |, მაშინ ის შეიძ- 

C–) (+) 
ლება "ი, #) სეგმენტზე თანაბრად კრებად შემდეგ მწკრივად 

გავშალოთ 

(V,X,,9) = 2,4 ++. X,. ,.)/ (თ, –ხ) · (2.6.2) 
ჯ=0 

ვაიერშტრა სის ? თეორემის თანახმად ჯ-ის ნებისმიერ 

უწყვეტ ფუნქციას შეიძლება ნებისმიერი სიზუსტით მიგუახლოვ- 

დეთ X-ის მიმართ პოლინომებით. ამიტომ M-ის შერჩევით 

(I. X „,ნ,)-ს შეიძლება ნებისმიერი სიზუსტით მივუახლოვდეთ 

X-ის მიმართ ლეჟანდრის პოლინომების შემდეგი ჯამით: 

(«.X,.4,) = 2.ძ( ++, X„.%)# (რს –ხ). 
ჯ#ჯ=0 

  

ა კ-თ.ვ. ვაიერშტრასი (1815-1897). 
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თუ (I1.12:9) დამოკიდებულებების ორივე შდ გავამრავ– 

C–) 
ლებთ # (თი – –ხ) -ზე და ვაინტეგრებთ ჩ -დან ჩ -მდე X3 -ის 

მიმართ, მივიღებთ, რომ 

X,,(X,X,)= 20,(X,.X,)9, +2//6,,(X,X), 7 =0,1,..., (2.6.3) 

რაც წარმოადგენს ჰუკის კანონს, გადაწერილს მომენტებისათვის. 

ანალოგიურად შეიძლება მივიღოთ წონასწორობის შემდეგი 

განტოლებები მომენტებისათვის (იხ. (381) 2 

  
”".” ” რ2“/ 

+ ბ ძ.X,+X, = 2 „+2,ი2X,ც+2, =0–--> (2.6.4) 
” = 0.1...., / =1,2,3, 

სადაც 

(+) 

( -0+0#4-C 0 #.+. § 267; 

2/ 

  

· აქ ვიყენებთ, ლეჟანდრის პოლინომების გარკვეულ რეკურენტულ ფორმულებს 
(იხ. დამატება 2, პარაგრაფი 2, შენიშვნა) და შემდეგ ფორმულებს: 

MC „X) 

7#3(X,,X, X3,1)0Xკ 

” (X, 828) 

() (C-) 

– 70: X., M(%,X,), ,)– 7 (%. -X,, #(X ,X,), () =: #7-/. 

V (X,.X;) (+) (+) –) C) 

I/ თ,=,=,იძი = = /,„(X,,X,,,) – #· ჩ.+/“ # თ. 
(–) 
M (%,X,) 
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( ს წ , | ლ 

2 ”“ -0§+)1-Cს 
27 

, 

მია, მშვ. 
2# 

, (+) (+) (+) (–) (ლ) (––) 

X,=X,-X, Mჩ „+CIIV –X,,+X.I #> |+დ, 

აქ თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ 

(3) +1 (63, +ჩ. 
“თ... , ჩ– 

ფე MX /() X2 
I+(V.| +(7>| 

, (ფე ს? /() M2 
X,=Cი» (+ '| + ») 

ი) 

(ლ M”“. /5 MV 
+(–1)”0.. (+(#. | +V+I +Cდ,, 

./ 

დო, ; Cს შესაბამისად ზედა და ქვედა პირით ზედაპირებზე 
I ი) 

  

მაშინ 

(+) (–) 

მოქმედი ზედაპირული ძალებია. ” და ” შესაბამისად ზედა 

დღა ქვედა პირითი ზედაპირების გარე (გარსის მიმართ) ნორმა- 

ლებია. თ ” მოცულობითი ძალის კომპონენტების 7” რიგის მო- 

მენტებია. 

დეფორმაციის ტენზორის / რიგის მომენტები ასე ჩაიწერება: 

1-7 LI<-7”7 ” 
6 =-» ხი, +-–- "ხი. +%., 
# 22 » 2 2-0) · (2.6.5) 

” =0,L.2,.., 71, / =1.2,3, 

სადაც 
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L 1 ; # თ– M “ ჩი => V,,+#,,) ხ“ =-C+0-%““, 

” , 0, § <7, 
ხ., =0, ხ,. = , 

–ძ/:, 5 >7/. 

(2.6.5) ჩავსვათ (2.6.3)-ში, ხოლო მიღებული – (2.6.4)-ში. მა- 

შინ მივიღებთ, რომ 

,” 

    

თხ ” ” 2“V. 
/!რI!,, + (#+ /!) 2; M,CI,,„)+X, =7#0 22 , სადაც 

” 
” =0,1,..., / = 1,2,3, (2.6.6) 

ჩხ = წ. 

M, წრფივი ოპერატორები დამოკიდებულია ფირფიტის სისქეზე 

და შეიცავენ ?,„-ის მხოლოდ პირველი რიგის წარმოებულებს. 

(2.6.6) ფაქტობრივად წარმოადგენს ლამეს განტოლებებს, ჩა- 

წერილს მომენტებისათვის. 

ვიგულისხმოთ, რომ 

V/, =0, როცა #” > M (2.6.7) 

და (2.6.6) სისტემაში ყოველი 7 -სთვის (7 =1,2,3) დავტოვოთ 

მხოლოდ პირველი M+) განტოლება. მიღებულ განტოლებათა 

სისტემაში M,, ზოგადად, უკვე არ წარმოადგენს 7” ) -ს 7ურ 

მომენტს, განსაზღვრულს (2.6.1) ტოლობით. მიღებული სისტემა 

შეესაბამება M#-ურ მიახლოებას. 

თუ გარსის გვერდით ზედაპირზე მოცემულია ან X,, = /, 

ძაბვები ან ?/,, = 7, გადაადგილებები, ცხადია, მათი 
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(–) (+) 

(თ. – ხ)ზე გამრავლებითა და #7 -დან V# -მდე ინტეგრებით 

ადვილად ვიპოვით შესაბამის მომენტებს: 

X,=V/#, 1=1.2,3, ”7=0,V, (2.6.8) 

“«, = /,, 1= 1,2,3, (უ= 0, V , (2.6.9) 

სადაც 7” გვერდითი ზედაპირის გარე ნორმალია, ხოლო 

M ”# 

X,,= X,,M, = = (22,(2-ს. V– + MM | 

§=/ 

M 

+421, “, „+ნ, .> + გ. 

დინამიკის ძირითადი სასაზლვრო ამოცანები შემდეგნაირად ის- 

მება. ვიპოვოთ %, C C?(თ), 7” =0,...MV, 7=1,2,3, რომ- 

ლებიც აკმაყოფილებენ (2.6.6) განტოლებას C-ში, დროის ნე- 

ბისმიერ (2=>71ე მომენტში (2.6.8) ან (2.6.9) პირობებს გარსის 

საზღვარზე და 

« „> = თ,(X,,X,), =V,(X,,X,). რ! რ), 

(X,,X:)C CV, XI=0,M, / =1,2.3, 

საწყის პირობებს. 

ამ გზით მიღებული სისტემის ღირსშესანიშნავი თვისება იმა- 

ში მდგომარეობს, რომ იგი განტოლებათა ორ ჯგუფად იყოფა. 

ერთი ჯგუფის მთავარი წევრები ემთხვევა ბრტყელი დრეკადობის 

თეორიის ძირითად განტოლებათა სისტემის ოპერატორს, ხოლო 

მეორე ჯგუფის მთავარი წევრები – ლაპლასის ოპერატორს. ეს 

იმის საშუალებას იძლევა, რომ პრიზმული გარსების გათვლი- 

სათვის გამოვიყენოთ დრეკადობის ბრტყელი თეორიისათვის და 

ლაპლასის ოპერატორისათვის არსებული მათემატიკური აპა- 
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რატი. ცხადია, ამონახსნის სიზუსტე იზრდება M-ის ზრდასთან 
ერთად. თუმცა ამასთან ერთად იზრდება სისტემაში შემავალ 

განტოლებათა რიცხვიც, რაც ართულებს მის ამოხსნას, მაგრამ 

პრაქტიკული მოსაზრებიდან გამომდინარე შეიძლება დავკმაყო- 

ფილდეთ ნულოვანი (V =0) და პირველი (MV =1) მიახლოებით. 

დამტკიცებულია ძირითადი ამოცანების ამონახსნის ერთადერ- 

თობა და გარკვეულ პირობებში არსებობაც (34), (38-40), (16), 

(I7, (33) (28), (5), (6) როცა 2#>0. შემთხვევა, როცა 2#/ 
გარსის საზლვარზე ან მის ნაწილზე შეიძლება ნული გახდეს, 

ასეთ გარსებს წამახვილებული გარსები”) ეწოდება, განხილულია 

(44), (19-25)-ში. ეს და ამ მიმართულებით შემდეგში მიღებული 

შედეგები მიმოხილულია მონოგრაფიაში (241). ი. ვეკუას ზემოალ- 

წერილი რედუქციის მეთოდი განზოგადებულია ანიზოტროპული 

ფირფიტებისა |33) და გეომეტრიულად და ფიზიკურად არაწრფი- 

ვი არადამრეცი გარსებისათვის (281. 

შენიშენა 2.6.1. M# “ური მიახლოების სასაზღვრო პირობებში 

მოცემული გვაქვს ძაბვის ვექტორის ან გადაადგილების ვექტო- 
რის მომენტები. საძიებელი სიდიდეების აღსანიშნავად ვიყენებთ 

გადაადგილების ვექტორის მომენტების აღნიშვნებს, თუმცა ეს 

საძიებელი სიდიდეები, ზოგადად, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, არ 

არიან გადაადგილების ვექტორის მომენტები, მაგრამ მათკენ 

მიისწრაფვიან, როცა M ->+Cთ. ამას იმასაც თუ დავუმატებთ, 

რომ რეგულარულ (არაწამახვილებულ) შემთხვევაში V –ურ 

მიახლოებაში დასმული ამოცანების ამონახსნები მიისწრაფიან 

შესაბამისი სამგანზომილებიანი ამოცანების ზუსტი ამონახსნები- 

  

  

'· ამ შემთხვევაში (2.6.89) პირობა საზღვრის წამახვილებულ ნაწილზე უნდა 

I-ი ჩ'X,, = /, 1=1,2.3, 7=0,MV შეიცვალოს თXX 2.) ალ ამ)Cმთ „ =/,, უ2:3, „IV, 

პირობით, სადაც 7, 7 =0,V, საზღვარზე მოცემული შეყურსული 
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საკენ |I16), 117, (5), (6, ნათელი გახდება, რომ IM –ურ მიახ– 

ლოებაში ასეთი დასმა სავსებით მისაღებია. წამახვილებული 

გარსების შემთხვევაში საძიებელი ფუნქციების ვიწრო კლასები- 

სათვის იგივე ფაქტს აქვს ადგილი (25), ხოლო ამოცანების ბუ- 

ნებრივ წონიან სივრცეებში განხილვისას M->+თ დროს შესა- 

ბამისი სამგანზომილებიანი ამოცანების დასმა სცილდება კლასი- 

კურის ფარგლებს, რადგან ან არე არ არის ლიპშიცის, ან წერ- 

ტილებში და ან წირების გასწვრივ შეყურსული ძალები იჩენს 

თავს (22), (24). 

ნულოვან მიახლოებაში (2.6.6) სისტემა მიიღებს შემ- 

დეგ სახეს (38) 

„ა „)+(2+/ი(M“ი,ი),,+20ი7#),, (# '«,ი),, 
0 

+//0ი#),, (M "იი ), გ+//(ი 7), , (ჩი). +2# 

მი! M-0 
= ” ი · /3 =1,2, 

0 

X _ 0 რი ' 2. Mი. 5, 
ტი Mა)+0ი ს, (# 'Mი),„++» = / C/“ 

  

· თუ განვიხილავთ სტატიკის შემთხვევას და ჩავთვლით, რო“ X. 35 0, 

M3ე = 0, მაშინ ამ სისტემაში მესამე იგივურად დაკმაყოფილდება, ხოლო 

ორი განტოლებისაგან შემდგარი დარჩენილი სისტემა დაემთხვევა ბრტყელი 

დეფორმაციის განტოლებებს, თუ 2#) = C0715! (იხ. § 2.1). მაგრამ საძიებელი 

“ 

”” 8=12 2#M” #8 =!. ე: ფუნქციები ზოგადად (გარდა იმ “შემთხვევისა, როცა 

?/(X, 1X2 X3) = ?/(X, : X2:) ), გასაშუალოებულია მსგავსად განზოგადებული 
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სადაც 

0 (+) V2 /”) M?2 
VX,=0C., .-|1+| #,, +7,) +0.,, 

ი.) ი) 

(+) (+) 
ლდ. =X, XX: MM, |C05 | M,X, |, 

// 

C) C) 

C., = X,(X,5, ჩა! |თია ყვ 

"/ 

შევნიშნოთ, რომ ამ შემთხვევაში გადაადგილების ვექტორი 

(იხ. |39 I) 

    

_ 1 _ 
IM#(X,,X2.Xვ,,)= 2, (=.X,.!). 

  

ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობისს (იხ (2.3.ვ3), სადღაც 74 თ0 “ითაა 

?/ 0 
აღნიშნული ვეკუას მოდელში ფე ი აღნიშნული სიდიდე). ამ უკანასკნელ 

შემთხვევაში კი როგორც ვიცით (იხ. § 2.3) #-ს როლს 2 თამაშობს, თუ 

Xკკ = 0. მოკლედ, CX,X; სიბრტყეში გადაადგილებების მიმართ სისტემას 
მუდმივი სისქის შემთხვევაში ბრტყელი დეფორმაციის განტოლებების სახე 

აქვს, რადგან საძიებელი ფუნქციები Xკ -ზე არ არის დამოკიდებული, განსხვა- 

ვება ბრტყელი დეფორმაციისაგან და მსგავსება განზოგადებულ ბრტველ დაძა- 
ბულ დეფორმაციას შორის მდგომარეობს იმაში, რომ უცნობებად, მეორე შემ- 

თხვევის მსგავსად, საძიებელი ფუნქციები გასაშუალოებულია (ინტეგრალურად) 
X3 ის მიმართ. ნულოვანი მიახლოება სავსებით მისაღებია იმ შემთხვევაში, 

როცა პრიზმული გარსის განივ კვეთებში ფიზიკური მომენტები ნულთან 

ახლოსაა. 
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(+) (–) 

პირველ მიახლოებაში, თუ ს'საა““-“” გადაადგილების 

ვექტორი (39) 
- 1 _ 3 _ 
VC,X,,Xი,)= 2940, =C,/)+> XVCC-X,/), 

სადაც 

V.(X%,X,,I/1)=#M '%,ი(X,X-,/), V.(X,X,,/)=/ ე (X,,X,,/), 

კ =/M ი(X.X.,/)– 1, Vკ =/M '/,(X,,X:,/)=:V. 

ამ მიახლოებაში (2.6.6) სისტემა სტატიკის შემთხვევაში 

მიიღებს შემდეგ სახეს (391 

2 თ! 2 
4,––-,სნ–-–“ ,+22+/)––(ჩი0 
> 2) (4+/0>:(ჩ6) 

  

(2.6.10) 

+615 X, = 0, 
22 

2) 2(,2+ I, 2 (,2« 
2?L 27 22. 22 

+3 CV. 1 9VV. + X =0, 
2-2 თ72 

(2.6.11) 

  

2 | ,კCV 2 4/---| )1--–- |+2(2+/)--–() “ს 2 | (4+/0ე–=C #) 
(2.6.12) 

2)" 3/, + I, =0, 
22 

24 > 20 2) 
22 22 272 22 (2.6.13) 

– 2#0–3(2+2/იMV+7 =0, 
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სადაც 

7, =M +IMIა, V, =V, +IV, 

თ", 1 2%. 

22 C2 

2 12 ,2 2 -1I 2 ,,?| 
22 2ს0ჯ მ»)! 02 2L0მX მ»). 

X და X დამოკიდებულია მოცულობითი ძალების ნულოვან 

მომენტებზე და პირით ზედაპირზე მოქმედ გარე ზედაპირულ 

ძალებზე, ხოლო I, და – მოცულობითი ძალების პირველ 

მომენტებზე და პირით ზედაპირზე მოქმედ გარე ზედაპირული 

ძალებზე. 

(2.6.10)-(2.6.13) განტოლებათა სისტემა ორ ჯგუფად იყოფა: 

(2.6.10) და (2.6.123) დამოკიდებულია მხოლოდ V, -ზე და V-ზე 

და ამდენად ახასიათებს გარსის გაჭიმვა-კუმშვას, ხოლო (2.6.11) 

და (2.6.12) დამოკიდებულია მხოლოდ V-ზე და V_ -ზე და ამდე- 

ნად ახასიათებს გარსის ღუწნვას. 

+ 

0 =     

თ 

  

(+) C) 
შენიშვნა 2.6.2. სიმეტრიული წ (X,,X,) =-7იჩ (X,,X,) > ი) 

პრიზმული გარსის ფორმის მქონე სამგანზომილებიანი სხეულის 

?/, (X,,X;,X3), 1 = 1,2,3, 

გადაადგილებები შეიძლება დავშალოთ ორ-ორ შესაკრებად 

?/, C, :X2 X3 „/) =  (X,,X; > წ)) +" (X,,X, .X3 7), 1 = 1,2.3, 

რომელთაგან 

თ 1 MC (X,„Xე,X3,/):= 2“ (X,,X,,Xვ,,)+V,(X,,X; ,-X,I)I, 

თ = 1,2, 

რომელიც X-ვ -ის მიმართ ლუწი ფუნქციაა და 
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1 
#I(X,,X, X,,) := 210 X,>,X,ი0– #(X,,X;,-X,,!)I, 

(X,,X;,X3) C 62, 

რომელიც Xჯის მიმართ კენტი ფუნქციაა, შეესაბამება გაჭიმვა- 

კუმშვას (მართლაც, შუა სიბრტყე იჭიმება ან იკუმშება, რადგან 

#5 (X,,X;,0,/)=V„(X,,X ,0,/)%0, (X,,X:)Cთ, 

და არ იღუნება, რადგან 

2 (X,,X,,0,!) =0, (62%128) CC), 

ხოლო 

1 ტტ .-- - 
#ს(X,,X,,X,,!) == 2MMC,>,X,ი- %V (XX, ,-X:,!)I, 

Cთ =1,2, 

რომელიც Xკ-ის მიმართ კენტი ფუნქციაა და 

I 
#1 (X,,X:,X,,!) =უIი(X,X,X,,/)+ M#(X,,X;,–X,,)I, 

(X,,X.,X.) C 6), 

რომელიც Xკ-ის მიმართ ლუწი ფუნქციაა, შეესაბამება ლღუნვას 

(მართლაც, შუა სიბრტყე არც იჭიმება და არც იკუმშება, რად- 

გან 

#9(X,,X1,0,,/)=0, (X,,X1) Cთ), 

მაგრამ იღუნება, რადგან 

#5 (X,,X;,0,7) =7.(X,,X-.0,/)#+0, (X,,X5) CC). 

(2.6.2)-ის შესაბამისად, 

”,(X,, X, X,%I,I)= 2, ”„+-– “IM, 5,062) 1=1,2.3, 
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მაშინ, იმის გათვალისწინებით, რომ X3-ის მიმართ », კენტი 

ფუნქციაა კენტი ,-სათვის და ლუწი ფუნქციაა ლუწი #”=> 0- 

სათვის, დავასკვნით, რომ 

V„, ' ლუწია, #3, , 7 კენტია, (2.6.14) 

შეესაბამება გაჭიშვა-კუმშვას. მართლაც, 

? -(X,1.X,,X-,I)= 2 4,+) ს რასენ 5 | Cთ =1.2, 
#=0 

(თ, ლუწია) 
ლუწია X3-ის მიმართ, 

Mრ,ზი0-2:4-+) სრა #92 3 
(” კენტია) 

კი კენტია. ხოლო 

"V », ” კენტია; #ვ,, 7 ლუწია, (2.6.15) 

შეესაბამება ღუნვას. მართლაც, 

M-2 2 -+2 სრ. ა,ე6 5 3 თ =12, 

('” კენტია) 

კენტია Xკვ -ის მიმართ, 

(X,,X,,X,,1)= 2 ი + ს I რ, თ-8 > | 
(- ლუწია) 

კი ლუწია. 
(26.6) სისტემა შეიძლება გადავწეროთ დივერგენტული 

ფორმით ცხადი სახით ამოწერილი უმცროსი კოეფიციენტებით 

L20). V-ურ მიახლოებაში მას შემდეგი სახე აქვს: 
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ა 2. დ /|#M, V,,  +#M” V,, 

29 M M , + MV 

+მ, 5 + 2, (2. წ“ V+) 
+=/7+) 

- . V M M M M 
#+5+1 #+§+1 #+I+1 

+202 V.,+ / (+ ს) 2.8» ჩ %) 
§=0 

MM 
” რ?“ V, _ 

+” X, = ”#”–>–=, # =1.2,3, „” =0.V, (2.6.16) 

სადაც 
MV 

V “V, 

"ცი 

M 

M ნიშნაკი აღნიშნავს M-ურ მიახლოებას. V„ -ს ეწოდება წონი- 

თი მომენტი M-ურ მიახლოებაში. შევნიშნოთ, რომ (2.6.6) სის- 

ტემის შესაბამის უსასრულო სისტემას იგივე (2.6.16) სახე 

აქვს, მხოლოდ ჯამებში M უსასრულობით უნდა შევცვალოთ და 

უცნობ სიდიდეებს V ნიშნაკი მოვაშოროთ; ე.ი. მივიღებთ სისტე- 

მას V, -ების, ან, რაც იგივეა, IV, -ების, / =1,2,3, ”=0.I1,-··, მი- 

5 41 I 2 – 

მართ. შევნიშნოთ, რომ L +1| ცი? V, არის ?/-ს ფურიე-ლეჟან- 

დრის კოეფიციენტები. 
რადგან სიმეტრიულ პრიზმულ გარსს ვიხილავთ, ამიტომ 

#(X,,X,) + M(X,,X.) = 0, (X,,X,) Cთ. (2.6.17) 

(2.6.17)-ის თანახმად, ადვილი სანახავია, რომ 
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ხ. = (2.618) 

0, თუ ან §</:: ან #=Cთ, #+§ კენტია, §>7; 

ან M#=3, 7+ ლუწია, §>/; ან #=3, #=2; 

–(25+1)ჩ.ა#, თუ #=Cთ, ”#+5 ლუწია, §>7; 

(2§+1)/', თუ #=3, #+§ კენტია, §>7: 

–(CთC+1)ჩაჩ', თუ #=0C, #=56; 
, 

ძა = (2.6.19) 

0, თუ ან 71=C, #+§ კენტია, §>77; ან 71=3, 

+ა ლუწია; 

(2§+1)ჩ,ჩ', თუ 1=Cთ, #+§ ლუწია, §>»7; 

–(2§+1)#M, თუ 7=3, #+§ კენტია; 

„ჩ.ჩM“!, თუ /1/=C, /#”=39:; 

მაი» = 20, ხს»„+/06,,ხი+/0,ხი (2.6.20) 
0 თუ ან §</”; ან #7+§ კენტია, §>7; 

–C +1)#-|20 სჩ, +//0„ჩ. +/06,ცჩის თუ ”#=; 

I –(29+1)#ჩ“'|26 »#, +//0,ჩ. +/ნ,ჩე) თუ #+5 

ლუწია, §>7; 
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0, თუ ან §<7; 

; , ან #+§ ლუწია, §>7; 

8223: = 40ც ხკ. = 
_ 

#(2§9 +1)# 0, თუ #+5 

კენტია, §+>7; 

(2.6.21) 

0, თუ ან §<7;, 

8.» = #6, ხა, = ან. 7 " ლუწია, §>X; 

(2§+1)/(M 'ბც, თუ #+§ 

კენტია, წ9>7; 

(2.6.22) 

0, თუ ან §<7; 

ან #7+§ კენტია, §>”', 

8. = (ხთ =4- Cდ+))/ს'ჩ,, თუ #=5; (2.6.23) 

–(2§+1)/!# 'ჩ,, თუ #+§ 

ლუწია, +§+>7; 

0, თუ ან §<7; 

ან 7#+§ ლუწია, §=7, 
838» = #/(0,უ ხვ: = (2.6.24) 

(295+1)/,M '6,„, თუ #+§ 

კენტია, + > 71: 
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0 თუ ან §<7: 

ან #+§ კენტია, §>7; 

ჩაი. = /ხი =4–2-(+ 1)//M''ჩი, თუ 7 =5; (2.6.25) 

–(2§ +1)/(M 'ჩე, თუ #+§ 

ლუწია, §9>7; 

0 თუ ან §<7: 

ან #+§ კენტია, §>7; 

ჩა» = ქხ» =4-(-+1)#4/ 'ჩ,, თუ ”#=5; (2.6.26) 

–(25+1)2#ჩ“'ჩ,, თუ 7#+§ 

ლუწია, §>7; 

ჩა. = 2ხა.+//ხ.+//ხა. =(4+ 2/ენ., 

I თუ ან §<7: ან #”+5 ლუწია, §>7; 

(2§ +1)C(2+2/,)'', თუ #+§ კენტია, §>7. 

(2.6.27) 

თუ გავითვალისწინებთ (2.6.18)-(2.6.27)-ს, ადვილი მისახვედ- 

რია, რომ (2.6.16) სისტემა დაიშლება ორ დამოუკიდებელ სის- 

ტემად (2.6.I4) და (2.6.15) უცნობი ფუნქციების მიმართ. მარ- 

თლაც, თუ 7” =0,2,4;>:-, ”<V, / = #8, / = 1,2, მაშინ 

235



M 
4) MI. +” „| I1- M») 

M” 

V 

M , M » | M 
”ჯ§+ #+59+ + 2, C ნ, მ „I. + 2(ჩ.». ” M) 

„7 §=/+2 §=/+1 

(+ ლუწია) (§ კენტია) 
„ ,» M 

+ 2.9 –_ V;,, »+ გლც V..ე+ MI) 
§=0 

(§ ლუწია) 
M „- „ 

+ » 8, ” V,+ 28. /" %. · ური” ცა V3.,8 
1=5+2 1=§+I ჯ=I 

(/ ლუწია) ( კემტია (+ კენტია) 

+ 58 – V, + 5.8, 17 ყც” წ + 3 X, 

/(=51) აჩ” ” |=»+2 

(/ ლუწია) (/ კენტია) 
M 

” 2" M, (2.6.28) =7#70 რ/? 2 .0. 

» = 0,2.4..., ” < V, 7=3, მაშინ თუ 
წ) V/„, M V „ M”M 

2#7+1 #+5+) #+§+I 

4, ს) + 2(ჩ.. ჩი 2 + ბ, „” # VI 
თით §=I+I „ §=/+2 თ” 

(§ კენტია) (+ ლუწია) 
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ლ” +5§+1 „” > მჯ +I1+| „ ი, ვ +I1+1 M „”+§ , , + 2,0. / ს V,.+ 2, 8.,,M'V,„+ 2, 8... MM” V., 
§=0 (=5+1 1=5+2 

(წ ლუწია) (7 კენტია) (/ ლუწია) 

დ” +X9+| ” დ, ა ++) „” დ, +I!I+| „ 

+ 2,0, #M” V,,,+ 2,8.» ” V,,+ 2,8: ”  V,, 
§=1 1=§5+2 (=§+1 

(+ კენტია) (/ კენტია) (/ ლუწია) 

» 2? V 
+ ს” X>3 = 0” ––“, (2.6.29) 

თუ / = 1,3..... ”7<V, 7=/, /#= 1,2, მაშინ 

ჯე2” 1) V + ჟუ? » + 26 გ?“ ” 

/ V=- 8 Vი-“ თჩ V,,-, 

2 , #წ+§+|1 „” ბ დ ჯ+§+I „ 

+ 2, 8.ი,. V,.,) + 2, 8.ი. Vვ» 
წ) §=712 §=I”+| თ 

(«+ კენტია) (+ ლუწია) 
#-I „ M M M 

+ 2,0.  22,,გლო V., + ცს, M+ი) 

§=1 

(+ კენტია) 
M 1 M M ვ M I... M 

+ 2,8 თ/)I ცა V,, + 2,8 თ/3! „ 2. 2ან, /ტლი V3+ #8 
1=§+2 (=5+1 §=0 

(7 კენტია) (7 ლუწია) (§ ლუწია) 

>». + M 2. + +/+I ” , I + 2,8. V,,+ 2, მა, V, |+#M X/ 
1=X+1 1=5+2 

(7 კენტია) (7 ლუწია) 
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=იჩ---“-”, (2.6.30) 

თუ 7 = 1,3,..., / <M, 7=3, მაშინ 

” 
2749 „» » #/+§4+ » . · #+5+! » 

4” M ) + 2». V. | + 2, ჟ> · VI) 

§=74 §>”+2 

(§ ლუწია) (+ კენტია) 

დღ” #”+§+ ” ა ”+1+I ” ლ? #7+/+I ” 

+2.ძ. / ' Vვი+ 2.8ა/ /” V,+ 2,8.» ” V., 
§= 1=§+I 1=§+2 

(§ კენტია) (/ ლუწია) (7 კენტია) 

7 #++! „” ბ 1 ჩ7+I+) V უე. #+I+! » +2,0,.| 2” მV,,,+ 2, ზა” V, + 2, მავ, M V,, 
§=0 #1=§5+2 1=X+I 

(+ ლუწია) (I, ლუწია) (, კენტია) 

M 
; რ2/'“ Vკ, 

+V” X23 =07-–-5 (2.6.31) 

ამრიგად, (2.6.28), (2.6.31) სისტემა რომელიც მხოლოდ 

(2.6.14) უცნობებს შეიცავს, გაჭიმვა-კუმშვას შეესაბამება, ხოლო 

(2.6.30), (2.6.29) სისტემა, რომელიც მხოლოდ (2.6.15) უცნო- 

ბებს შეიცავს, ღუნვას შეესაბამება. 

ძირითადი სისტემის ასეთ გახლეჩას ადგილი არ აქვს არასი- 

მეტრიული პრიზმული გარსების შემთხვევაში, ისევე როგორც 

ზოგადი გარსების შემთხვევაში, თუნდაც ეს უკანასკნელნი სი- 

მეტრიულები იყვნენ. 
(2.6.19)-(2.6.21), (2.6.24), (2.6.25)-ის გათვალისყინებით, 

(2.6.28) და (2.6.30) შეიძლება ჩავწეროთ შესაბამისად 
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#2?) ) + ყც?'! ' 2 ჯე?” “! ” 
# თ”,ჩ 08792” + V,,, 

,თ “თ #8 

V 

+ 2, L (2§+1)ჩ”''(26,,ჩ., +//0 აჩ, + #0, ჩე IM, | 
=#+ §=7+2 

+“ 

(+ ლუწია) 
M 

+ 2, 20ა+) M | 
წ # §=/7+1 

(§ კენტია) 
„- M M MM 

+2,(2§+1)ჩ.4#”'| 20, V,,„+ 4». ”#”+V/,,« | 
+;=0 

| 

(+ ლუწია) 

+ გ. L. (2/ + 1)“ (2» ჩ, + #0. + //0 ჩი IV, 
#/=5<+-2 

(/ ლუწია) 

M V 

+ 2,4(21+1)ჩ“” წ» 2) 
=§+1 

(, კენტია) 
„ M 

+ 2 (2++ ს“ V3ა.# 
§=| 

(+ კენტია) 

„ -=. V „” 

+ 2 ,(21+1)//M''1V,, – 2 ,(21+1)//ჩ,/ M) 1=§+| 1=5+) 

(7 ლუწია) (I კენტია) 
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C1?ც ” 

 _ - #« 
დC/? 

7 =0,2·-·, ”<V, /=7,2, 

და 

| (ო V | «ო » | . 2“ ” | 

/ თ. 8.თ ”» 

“ წ: ჩ 

+ ჯ I-თ. +1)ჩ”''(26,,M, + //6,კM, + /46,,ჩე IV, | 
§=#+2 

+#ჩ” X, = #0#M" (2.6.32) 
, 

„> 

(§ კენტია) 

MV M 

+ 2, X25 +” | 
§=წ+ .ჩ 

(§ ლუწია) 

L-I . M M M 

+ 2 (2: +1)#,4#' ა V.,+ 4). კ+V ა | 
§=1) 

(§ კენტია) 
M 

M 

+ 2 I-C/ +)» (26„ჩ, + //0„M, +/6,ჩ,)V, 
1=§9+2 

(, კენტია) 

M M 

+ 2 221+1)#””'8., 2) 
1=§+) 

(! ლუწია) 
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”-1 M 

+2, LC (2§ + ს ი” ხით 
§=0 

(+ ლუწია) 

ა 4 ” > #+I-I ” + >,(21+1/!''V,,– 2,(21+1)/4#,ჩ””'%), 
/=ჯ§+1 1=§+2 

(/ კენტია) (/ ლუწია) 
M 

, რ 2“! V 26 33) 

M Xი=0M-–---“, (2.6. + 80=07/0 I? 

”7=1.3-., #<M,ი, /3 =1.2, 

სახით. 

(2.6.1079), (2.6.22), (2.6.23), (2.6.26), (2.6.27)-ის გათვალის– 

წინებით, (2.6.29) და (2.6.31) შეიძლება ჩავწეროთ შესაბამისად 
„” 

4, 2”7+I V3- თ | 

M M M + M . 6 თაარ ობა) – 3 თია 5,) 
§=7+1 §=/+2 

(§ კენტია) (§ ლუწია) 
„- M 

+ 2,(25+1)ჩ, | ს” წა, 
§=0 

(C. კენტია) 

MV M M „- M 

+ 23 (21+1)///“ V, – 2,(2/ +1)/#.-#“ 'V,, 
I=§+1 1=5–2 

(/ კენტია) (/ ლუწია) 
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ჯ-1 M 
= 2,(2; + ს 2” V,., 

»=| 

(§ კენტია) 

ა ”+I-I ” ს #+I-! ” 

– > 0/+ს2ჩM,ჩ””'V, + 2 ,(27+1X2+2/#0#ჩ“ . V., 
I=§+2 1=V+I 

(7 კენტია) (/ ლუწია) 
M 

„ 2”+! 

+ ს” Xკ = /#” 2”, ” =0,2,4,:·, #L<M  (2.6.34) 

და 

: M 
2”+! 

# Vვ, თ 

” 

M M ” M 

+ 20++//(#“ წ | – >, (2§+1)/4 ჩ,” V) 
§=V”+I §=”+2 

(§ ლუწია) (§ კენტია) 

”-1 M 

+ 2,(2§ + ს. V3.,თ 
ს =1 

(§ კენტია) 

M M M MM 

+ 3 (21+1)/#””'V,, – 2,(21+ 1)//ჩ, ს”! 2 
1=§+) 1=§+2 

(I! ლუწია) (7! კენტია) 
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„- 

– 2,(2§+ ხს რი 
§=0 #57 

(+ ლუწია) 
M M M „ 

– 2,(21+1)2ჩ,ჩ”'V,, + 2,(27/+1X2+2/7/)ჩ””' %. 
1=9+2 1=5+1 

(7 ლუწია) (/ კენტია) 

, „. V. 
+7#” X_ = ი”, ” =1,3,-:., 7” < IV, (2.6.35) 

სახით. 

ვთქვათ, M =L1. 

თუ 7 =0, მაშინ (2.6.32) და (2.6.34)-დან ცხადია, რომ შე- 

საბამისად 

1 1 1 

# (I) + ხია | +. ა, | 

წ. “” # 

და 

2 
Vვ30 1. | 0 2?“ 

4(/Mა) +34(/V, | + Xკ =0––. (2.6.37) 

თუ # =1, მაშინ (2.6.33) და (2.6.35)-დან გამომდინარეობს, 

რომ შესაბამისად 
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(2.6.38) 
! 1 2“ MV, 

(MM „+3/Mრი + # X გ = ქ 2? /# =1,2, 

და 

! 1 1 

.C თ – 2MV,ი„-=3(2+2/0#M%ე, 

| (2.6.39) 

MX. ა 2" + –– 
. . 27 

მარტივი გარდაქმნებით დავრწმუნდებით რომ §(2.6.10)- 

(2.6.13) ემთხვევა შესაბამისად (2.6.36)-(2.6.39)-ს სტატიკურ 

შემთხვევაში თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ (2.6.10)- 

(2.6.13)-ში 
I 1 1 1 

"/. =V,ი, V„=V,ც, X=1,2; I/ = Vკი, V=Vკ,. 

კიდევ ერთხელ ხაზი გავუსვათ იმას, რომ (2.6.36), (2.6.39) 

სისტემა შეესაბამება გაჭიმვა-კუმშვას, ხოლო (2.6.37), (2.6.38) 

სისტემა – ღუნვას. 

ვთქვათ, ახლა ფირფიტა მუდმივი სისქისაა, ე.ი. 

თ) C) 

M(X,,X,)=– M(X,,X;) = 7I(X,,X )= C0715/. 

მაშინ (2.6.37), (2.6.38) სისტემა, რომელიც ღუნვას ახასიათებს, 

სტატიკის შემთხვევაში შემდეგ სახეს მიიღებს: 

თ? 

' || 1 0 

/#//# Vვი+ 34% + 911 ჩ'X.=0, (2.6.40)



I ' I 

//4ტ V,,+(4 + ი» (+ - 
1 (2.6.41) 

I I I 
– /M ? Vკი)–3/M ? V,+#M ? X, =0. 

· I I 

/#(4 V,+(C#+ იაა = 
: (2.6.42) 

1 1 I 

–,V ” V30,2““ 07 V;,+# ” X; =0. 
(2.6.41) და (2.6.42) გავაწარმოოთ შესაბამისად X,-ით და 

Xე -ით და შევკრიბოთ: 

I I I 

(6. + 24» 11+ - –,7თ "#Vვი 

(2.6.43) 
I 1 1 I 

- მრ? აა, + >” 96- X,| =0. 

(2.6.40)-დან განვსაზღვროთ 
1 1 I I 0 

V,,)+ V2) 2 = ავტ Vვეა– –-/ #X% 

2/ 

და ჩავსვათ (2.6.43)-ში, სადაც ჩავთვალოთ, რომ დ, =0, 

#7=1,2.3; 0ს, =0, X=1.2; და, ამდენად (იხ. 2.6.4), 

) ი (ა) (–) 
X. =0, X=1.2, X=0C.ს +C =ძ+ძ=ძ, 

ი»3 ი3 

მაშინ 

2+2, . .!, #2+2/! 
ტტ Vვიე– ი 'სი+M 'ძ=0.     

აქედან, თუ 90 დატვირთვა ჰარმონიულია, ე”. #40 = 0, მივიღებთ 
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მ 
/#"/"I/ =–-–, 2.6.44 1“ ”» ( ს, 

სადაც 

1 1 

#. :=-–V 
3 2 30 

ჩაღუნვაა, ხოლო 

2 (1<– თა)“ 
ს =–-(2+2/)სცე=----–“-/ი. 2.6.45 

ვ(4+2/M => (2.6-45) 
როგორც ვხედავთ, (2.6.44) დაემთხვევა ს. ჟერმენ-ლაგრანჟის 

(2.617) განტოლებას, თუ #'"-ს შევცვლით #” ცილინდრული 

სიხისტით. #' და #) (2.6.45)-ის თანახმად ერთმანეთისგან 

(1- თ)“ 
1–-2Cთ 

მამრავლით განსხვავდება. ამრიგად, მუდმივი სისქის ფირფიტის 

შემთხვევაში M# =1 მიახლოებაში ღუნვის (2.6.44) განტოლება 

და მისი შესაბამისი მათემატიკური მოდელი თვისობრივად არ 

განსხვავდება ს. ჟერმენ-ლაგრანჟის (2.6.17) განტოლებისა და 

შესაბამისად ღუნვის კლასიკური თეორიისაგან. მათ შორის გან- 

სხვავება მხოლოდ რაოდენობრივია, ამასთან, გარკვეული აზრით, 

ეს სხვაობა მცირეა. მართლაც, თუ C = 0,3, მაშინ ”#X»= IL,212, 

რაც მეორეს მხრივ იმას ნიშნავს, რომ =I) მოდელით გათ- 

ვლილი ფირფიტები უფრო ხისტია, ვიდრე კირხჰოფ-ლიავის მო- 

დელით, ე.ი. კლასიკური ღუნვის თეორიით გათვლილი ფირფი- 

ტები. ცხადია, იგივე მიმართებაშია MV=I) მიახლოების ღუნვის 

მოდელი რაისნერ-მინდლინის მოდელთან, რადგან ეს უკანასკნე- 

ლი კერძო შემთხვევაში ზუსტად ემთხვევა კირხჰოფ-ლიავის 

მოდელს (იხ. §2.5). 
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ნაწილი II. ერთგანზჭომილებიანი მოდელები 

§3.1. ღეროს ეილერ-ბერნულის მოდელი 

ძელი ეწოდება სხეულს, რომლის ერთი ზომა, სიგრძე, ორ 

დანარჩენთან შედარებით ძალიან დიდია, დაახლოებით ხუთჯერ 

მაინც აღემატება მათ. შედარებით გრძელ ძელს ღერო (ხმX, I0ძ) 

ეწოდება. ძელი შეიძლება წარმოვიდგინოთ, როგორც ბრტყელი 

ფიგურის წრფის ან წირის გასწვრივ მოძრაობით მიღებული 

სხეული ისე, რომ ფიგურის ცენტრი (გეომეტრიული ან სიმძი- 

მის) ყოველთვის ამ წრფეზე ან შესაბამისად წირზე რჩებოდეს, 

ხოლო ფიგურის სიბრტყე მისი პერპენდიკულარული იყოს. ამ 

ფიგურას ძელის განივი კვეთი ეწოდება, ხოლო წირს, რომლის 

გასწვრივაც მოძრაობა ხდება – ძელის ღერძი. ღერძის ფორმის 

მიხედვით ძელი შეიძლება იყოს ბწორი, მრუდი, ბრტყელი, სივ- 

რცითი და სხვა. განივი კვეთის მიხედვით კი ძელი არის მუდ- 

მივ ან ცვლადკვეთიანი. ძელის ღერძის პარალელური წირის 

ნაწილს, მოკვეთილს ორი განივი კვეთით, ბოჭკო ეწოდება (იხ. 

L3), გვ. 16). 

ძელის ღუნვას იწვევენ განივი ძალები და წყვილძალები, 
რომლებიც ძელის ღერძზე გამავალ სიბრტყეში არიან მოთაგსე- 

ბულნი. ძელებს, რომლებიც ლღუნვას განიცდიან, კოჯები (ხ0ლმ-ი) 

ეწოდებათ (იხ. |3), გვ. 160). 

თუ კოჭს აზრობრივად გავკვეთთ მისი ღერძის რაიმე წერ- 

ტილში გამავალი განივკვეთით, მაშინ კვეთაში მოქმედებენ M 

მღუნავი მოშენტი და 0 განივი (გადამჯრელი) ძალა. ამასთან 

მღუნავი მომენტი რიცხობრივად უდრის კვეთის ცალ მხარეს მო- 

დებულ რეაქციის, შეყურსული და უწყვეტად განაწილებული ძა- 
ლების კვეთის ცენტრის მიმართ აღებული მომენტების ალგებ- 

რულ ჯამს, ხოლო განივი ძალა – კვეთის ცალ მხარეს მოდე- 
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ბული ძალების კვეთის სიბრტყეზე გეგმილების ალგებრულ 
ჯამს. 

იმისათვის, რომ კვეთის მიმართ მარცხენა და მარჯვენა ძალე- 

ბით შედგენილი მღუნავი მომენტი ერთი და იგივე აღმოჩნდეს 

არა მარტო სიდიდით, არამედ ნიშნითაც, შემოვიღოთ ასეთი წე- 

სი: მარცხენა ძალის მომენტი მივიჩნიოთ დადებითად, თუ იგი 

კვეთს უვლის საათის ისრის მიმართულებით, მარჯვენა ძალისა 

კი – საწინააღმდეგოდ. ანალოგიური წესი გვექნება განივი ძალი–- 

სათვის: მარცხენა განივი ძალა მივიჩნიოთ დადებითად, თუ იგი 

მიმართულია ზემოთ, მარჯვენა კი – თუ იგი მიმართულია ქვე- 

მოთ (იხ. ნახ 3.11, სადაც დადებითი მიმართულებებია ნაჩვენე- 

== = 
ნახ. 3.1.1 

+ 
  

უღ
ედ

ეი
– 

4/
77
7/
4/
 

>
 

      

ღუნვის ზოგად შემთხვევას, როცა ძელში არსებობენ მღუნავი 

მომენტი და განივი ძალა, განივი ღუნვა ეწოდება, ხოლო კერძო 

შემთხვევას, როცა განივი ძალა ნულია, – სუფთა ღუნვა. 

განვიხილოთ კოჭი, რომლის ღერძი X, ღერძზე მდებარეობს, 

დატვირთული უწყვეტად განაწილებული და შეყურსული ძალე- 
ბით. დატვირთვის ინტენსურობა 94, მივიჩნიოთ დადებითად, როცა 

ის ზემოთაა მიმართული (Xკ ლღერძის დადებითი მიმართულე- 

ბით). შეყურსულ ძალებს შორის დატვირთვის უწყვეტი ცვლი- 

ლების გამო M,(X,) და 0,(X,) აგრეთვე უწყვეტი ფუნქციე- 
ბია. ერთ-ერთ ასეთ უბანში გამოვყოთ კოჭის უსასრულოდ მცი- 
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რე ითX, ელემენტი (იხ. ნახ 3.1.2) და შევადგინოთ მისი წონას- 

წორობის განტოლებები. 

> 

+ 
“
 

ხთ
თთ
თთ
თი
თ 

ვი
თა
. 

  

| 
«+ ა აა
 
ი
ი
 

თ-
--
- 

      ლდ, 

M, +ძM, 

აა
სა
სო
სი
დშ
ლს
რა
 

| 
ა
ა
ა
 

ას
ას
აL
 _

 –)
 

  დ, +ძ0, 

| 8 __     
ნახ. 3.1.2 

ელემენტზე მოქმედებს განაწილებული ტვირთი და კოჭის 
უკუგდებული ნაწილების რეაქციები, ე.ი. შიგა ძალები, რომლე- 
ბიც მღუნავი მომენტითა და განივი ძალით წარმოდგება. რადგა- 

ნაც თX, უსასრულოდ მცირეა, მასზე მოსული დატვირთვა შეიძ- 

ლება თანაბრად განაწილებულად ჩავთვალოთ: ძ/ = #,ძX,. თუ 

X, წერტილში გამავალ განივ კვეთში მღუნავი მომენტი და გა- 

ნივი ძალა M, და C0,-ია, მაშინ X, +ძX, წერტილში გამავალ 

განივ კვეთში მათი მნიშვნელობები იქნებინ #, +ძM, და 
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0, +ძ0,. ძალების ვერტიკალური გეგმილების ჯამი (იხ. (3), 

გვ. 166)” 

ლ –(0, +ძ0,)+ძ,თი, =0, 

საიდანაც 

ძლ, 
– – =ძ. 3.1.1 ძი, 9, (3.1.1) 

ამდენად, განივი ძალის წარმოებული X,-ით სიდიდით და ნიშნით 

უდრის დატვირთვის ინტენსივობას. 

0 წერტილის მიმართ (იხ. ნახ. 3.1.2) მომენტების ჯამი 

M, – (M, +ძM,) +9,ი, რ .04% =0, 

საიდანაც მეორე რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეების უკუგ- 

დების შემდეგ მივიღებთ, რომ 
M,, =C. (3.L.2) 

ამდენად, მღუნავი მომენტის წარმოებული X,-ით სიდიდით და 

ნიშნით უდრის განივ ძალას. 

ჩავსვა თ (3.1.22)-ით განსაზღვრული CIL-ის გამოსახულება 

(3.1.1)-ში, მაშინ 

'– =ძ,. (3.1.3) 

შევნიშნოთ, რომ შეყურსული ძალების და მომენტების მოდების 

წერტილებში M,(X,) და C,(X,) ფუნქციების წყვეტის გამო 
მათი წარმოებულები აზრს კარგავენ და ამ წერტილებში მიღე- 

ბული დიფერენციაელური დამოკიდებულებების გამოყენება არ 
შეიძლება. 

ღუნვის კლასიკურ თეორიას საფუძვლად “უდევს (იაკობ) 

  

· იხ. აგრეთვე გვ. 54-59 წიგნში: ,0!4I6MX. II. LI ., )ნ8XMM#, ILI2CXIMII 1 
060XM09XM, “II2VXX3”, MC0CX82, 1982. 
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პერნულის ? (ანუ ბრტყელი კვეთის) ჰიპოთეზა, რომელიც შემ- 

დეგში მდგომარეობს: ღუნვის დროს ძელში ჩნდება ორი ზონა: 

გაჭიმული და შეკუმშული, რომელთა საზღვარზე მოთავსებულია 

ნეიტრალური შრე, შემდგარი ისეთი ბოჭკოებისაგან, რომლებიც 

სიგრძეს არ იცვლიან; განივი კვეთები ღუნვის პროცესში ბრტყე- 

ლი და ძელის გაღუნული ღერძის პერპენდიკულარულნი რჩე- 

ბიან; ისინი, როგორც ხისტი ფირფიტები, შემობრუნდებიან ნეიტ- 

რალური ღერძის (იხ. ნახ. 3.13) გარშემო, რომელიც ნეიტრა- 

ლური შრისა და განივი კვეთის სიბრტყის გადაკვეთას წარმოად- 

გენს (იხ. |3), გვ. 172). 

ჯ 3 Xვ C 

| „ X, X2 

ძთ ნეიტრალური ღერძი    
   

   

გაღუნული 
ღერძი 
  

ი, 22 
ი 

ლ, 

    
ნახ. 3.1.3 

ორი განივი კვეთით გამოვყოთ უსასრულოდ მცირე თ, სიგრძის 

ელემენტი (იხ. ნახ. 3.1.3). C არის ბოჭკოების სიმრუდის ცენ- 

  

"ი. ბერნული (1654-1705). 
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ტრი, 0,0, ნეიტრალური შრეა, 7 მისი სიმრუდის რადიუსია. 

გაჭიმულ ზონაში აღებული ნებისმიერი C» ბოჭკოს სრული 

წაგრძელება 
# =ICII – ი, =(” +X,)მთ-–/ძთ = X.ძ9თ, 

სადაც ძთ არის ელემენტის ბოლოების ურიერთმობრუნების 

კუთხე. ცხადია, (6/#) ბოჭკოს ფარდობით დეფორმაციას აქვს 

_ #ტ _ თ _ Xვ. 
ზCლ=-–--– =ჯ = (3.1.4) 

| თ, » 

სახე, სადაც 

1 ძ VI), 

> ლალე (3.1.5) 

ნეიტრალური შრის სიმრუდეა, ხოლო V მისი ჩაღუნვაა. 

ნეიტრალური ღერძი 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    
ნახ. 3.1.4 
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ჰუკის 

თ = L§ 
კანონში ჩავსვათ (3.1.4), მაშინ 

თ= #23, (3.16) 
, 

წონასწორობის მოთხოვნიდან გამომდინარე, თუ ნულს გავუ- 

ტოლებთ ყველა ძალის მომენტს ნეიტრალური ღერძის მიმართ 

(იხ. ნახ. 3.1.4), მივიღებთ 

M, – | X,თ ძ-=0. (3.17) 
# 

თუ (3.1.6)-ს ჩავსვამთ (3.1.7)-ში, მაშინ 

1-4. ც18) 
» ჩხ”) 

სადაც 

I, = | X1ძ#- 
# 

წარმოადგენს ე.წ. ინერციის მომენტს X.კ ღერძის მიმართ. 

(31.7) ტოლობის დაწერისას ჩვენ ვგულისხმობდით, რომ 

ღუნვა გამოწვეულია მხოლოდ წყვილძალით. თუ განივი ძალაც 

არსებობს, მაშინ კვეთში აღიძვრება მხები ძაბვები„ რომლებიც 

კოჭის გრძივ სიბრტყეში ძვრას იწვევენ. მაქსიმალურ ძვრას ად– 

გილი აქვს ნეიტრალურ შრესთან, შემდეგ მცირდება და განაპირა 

ბოჭკოებთან ისპობა. ძვრის შედეგად კოჭის ღერძი განივი კვე- 

თის მართობი არ რჩება, თვითონ განივი კვეთი კი ცილინდრული 

ზედაპირის ფორმას მიიღებს, რომლის მსახველი ნეიტრალური 

ღერძის პარალელური იქნება (იხ. ნახ. 3.1.5)ე. როცა აღებულ 

უბანში ლ = 0015! , ყველა კვეთის გამრუდება ერთნაირია, რის 

გამოც 48 ბოჭკო მხოლოდ “ხისტ გადაადგილებას” მიიღებს და 
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დაიკავებს .4,8, მდგომარეობას, ამასთან ძვრის შედეგად ის არ 

დაგრძელდება ცვლადი განივი ძალის შემთხვევაში თუმცა 

დამატებითი წაგრძელება ჩნდება, მაგრამ მეტად უქუმნიშვნელო, 

რაც იმის უფლებას გვაძლევს, რომ ის უგულებელვყოთ და 
ნორმალური ძაბვების გამოსათვლელად გამოვიყენოთ 

MX 

1: 

ფორმულა, რომელიც (3.1.8)-ის (3.1.6)-ში ჩასმით მიიღება. 

ნეიტრალური შრე 

ძ = 

I--–>–-> 
ნახ. 3.1.5 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ ”» ჩაღუნვა და მისი VM,, წარმოე- 

ბული, რომელიც დეფორმაციის შედეგად გაღუნული ღეროს 

ღერძის მიერ X, ლერძთან შედგენილი კუთხის ჯტანგენსია, მცი- 

რე სიდიდეებია, მაშინ M,, აღნიშნული კუთხის ტოლად, ხოლო 

1+(V,, ერთის ტოლად შეიძლება ჩავთვალოთ. ამის გათვა- 

ლისწინებით, (3.1.5)-ის (3.1.8)-ში ჩასმის შემდეგ დავასკვნით 

LIVI,,, = M,. (3.1.9) 

(3.1.9)-ის (3.1.3)-ში ჩასმა გვაძლევს ცვლადი განივი კვეთის 

მქონე ღეროს (ძელის, კოჭის) ღუნვის შემდეგ განტოლებას: 
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(5/.M,,,.,,= 9. (3.1.10) 
თუ ღეროს განივი კვეთა ერთეულის ტოლი სიგანისა და 

27(X,) სიმაღლის (ე.ი. ღეროს სისქის) მქონე მართკუთხედია, 

მაშინ 
+/ 3 

I: = |-:> = 24. 
–/ 3 

(3.110) განტოლებას უნდა დაემატოს სასაზღვრო პირობები 

ღეროს ბოლოებში. ასეთია შემდეგი სამი ძირითადი სასაზღვრო 

პირობა: 

1) ხისტად ჩამაგრებული ბოლო: ამ შემთხვევაში ღეროს ბო– 

ლოს არ შეუძლია ვერტიკალურად მოძრაობა და მობრუნება, 

რაც მათემატიკურად ასე ჩაიწერება: 

#=0 V,,=0; (3.1.11) 

2) სახსრულად დაყრდნობილი ბოლო: ამ შემთხვევაში ღეროს 

ბოლოს არ შეუძლია ვერტიკალური მოძრაობა, მაგრამ შეუძლია 

მობრუნება, რაც მათემატიკურად ასე ჩაიწერება: 

#V#=0 VVM,=0; (3.1.12) 

3) თავისუფალი ბოლო: ამ შემთხვევაში ღეროს ბოლოს 

შეუძლია როგორც ვერტიკალური მოძრაობა, ასევე შემობრუნება, 

რაც მათემატიკურად ასე ჩაიწერება: 

0, =0. #0, =0. (3.1.13) 

დინამიკის ამოცანების განხილვისას, დალამბერის პრინციპის 

თანახმად, დატვირთვას უნდა დაემატოს Xკ ღერძის პარალელუ- 

რი ინერციის 

– 0(X)5(C%) 2MX0 
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ძალა, სადაც /#2((X) ღეროს სიმკვრივეა, ხოლო 5(X) ღეროს 

განივი კვეთის ფართია. ამდენად, ლეროს დინამიკის განტოლებას, 

(3.1.10)-ის ძალით, აქვს 

მ”MMX ,1) IC 07. (% )V,.,, L, = 9, (XI) – 2(»)§C, ა––.5– (31.14) 

სახე. 

ღეროს დინამიკის ამოცანების განხილვისას (3.1.11)-(3.1.13) 

ტიპის სასაზღვრო პირობებს უნდა დაემატოს 

»დ,0ე)=0, 954000 =0 3.1.15 2 1. (3.115) 

საწყისი პირობები. 

(3.1.11)-(3.1.15) პირობები შეიძლება არაერთგვაროვანიც იყოს. 

თუ 45(X)=0 ლღეროს რაიმე წერტილებში, კერძოდ, ბო- 

ლოებში, მაშინ მას წამსხვილებული ღერო ეწოდება. 

წამახვილებული ღეროს სტატიკისა და დინამიკის ძირითადი 

ამოცანების დასმის თავისებურებები და თვით სასაზღვრო და 

საწყის-სასაზღვრო ამოცანები, კერძოდ, არაწამახვილებული ღე- 

როების შემთხვევაშიც, გამოკვლეულია (|231-ში. 

§3.2. ღეროების იერარქიული მოდელები 

ვთქვათ, ღეროს უკავია IX) სივრცის 7” ნაწილი, 

C–) (+) 

I := 41(X,,X.,X): 0 <X, <L, #,(X,) < X, < #7,(X,), 

1= 2.3, L = =>) 

(+) (C–) 

2ჩ,(X,) = M,–M,>0, #, C C((0,))ოC'010,#L,, 7=2,3, 
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სადაც 2/M/კ და 27; მართკუთხა განივი კვეთის მქონე ღეროს, 

შესაბამისად, სისქე და სიგანეა, რომელთა მაქსიმუმები არსები–- 

თად ნაკლებია ლეროს # სიგრძეზე. 

დავუშვათ, რომ 

#C%,X.,X,) C C'(I), 

და X, წერტილში, სადაც არც სისქე და არც სიგანე ნული არ 

ხდება, შემდეგნაირად განვსაზღვროთ ფუნქციისა და მისი # , 

წარმოებულის ორმაგი მომენტი: 

7, „თ, LX) == 

(+) (4) 
ჩვ /) (3.2.1) 

I |#(თ,,>,,X,)#L-,, (თ,X, – ხ,)/,, (თ.X, – ხMX,ი%,, 
(–) (–) 

#2ე #3 

#9. (X,):= 

(+) (+) 
სევ /” / IV, (X,,X.,X,)/,. (0,»; – ხ,)/, (0,X, – ხ, )X,ძ, , (3:2:2) 

(ა “) 
სე ჩვ 

1, =0.I...., ჯ1=213, # =1.2,3, 

სადაც 

–
 – 9 C.... 

ხ:=-“+, 2M =#9+V, 1=2,3, 
ირ.“ #, 

L ,? | =2.3, ლეჟანდრის პოლინომებია. ცნობილია, რომ (იხ. 
” 

ძ, : 

ღი
 

| ლ
ო 

დამატება 2 ან, მაგალითად, (4)): 

180ჩთ0#=--   
19, 
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ეი. თუ 1 =ძ,X, –ხ, „ა ;1= 2.3, 

1. 

V +) VI+I | ”(თ», –ხ,)6(თ,», – ხ,)თ,თი, = 6, (3.2.3) 
2 2 ი 

| = 2,3. 

თუ ერთი მაინც, ღეროს ან სისქე, ან სიგანე ნული ხდება 

რაიმე X, C(0, ს) წერტილში, მაშინ ამ წერტილში ორმაგი მო- 

მენტი განისაზლვრება, როგორც ზღვარი იმ წერტილებიდან, Lსა- 

დაც #, > 0, 1=2.3. 

ამ პარაგრაფის მიზანია აგებული იქნას ი. ვეკუას მიერ პრიზ- 

მული გარსების შემთხვევაში აგებული იერარქიული მოდელების 

ანალოგიური იერარქიული მოდელები მართკუთხა კვეთის მქო- 

ნე ღეროებისათვის (ეს საკითხი დაწვრილებითაა განხილული 

(L21I-ში). 

ამისათვის (1.6.3). (1.12.9) და (1.18.1) დამოკიდებულებების 

ორივე მხარე გავამრავლოთ ჯX, (თ,X, –ხ,)L, (ძX, – ხ,)-ზე 

და შემდეგ ვაინტეგროთ X,-ის მიმართ ჩ., ჩ. 1=2.3, საზ- 

ღვრებში. (1.12.9)-დან უშუალოდ მივიღებთ 

Xჯ = #2. ; + 2/!0,» ი», რ», .= C ყიშ.? (3.2.4) MI5M2 ყ შუა 

წს 
–
 

1, / =1,2,3, I? ,72კ = 0,1...., 

კერძოდ, 
2X,იი = #0,6ციი + 2//6,კიი 

(0) (1) (ლ) () 
I ჩწ– IV, +7#M,+7, 

ა | +ხ, . 
ცხადია, X, = : | = 2,3. 

ძ, 2 
, 
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ხოლო (3.2.2)-ისა და (3.2.3)-ის გამოყენებით, გარკვეული გა- 

მოთვლების შემდეგ, თუ MCC 1), დეფორმაციის ტენზორის 

კომპონენტების ორმაგი მომენტებისათვის მივიღებთ შემდეგ გა- 

მოსახულებებს: 

CV, = “იი, + 

” თ 

ჯ 

+214 სი მიკი, -5 ხი ! V, მ,.M,+0კ, 0,ე5+0,კMე | 

LL 

თ II, 

რია,“ “2, ხ, თ, V, გ, 2:Vკ+0,კ§ 0,:§+0,კ)M:! (7=2,3, 

26 ევ, ვ 3 ს 9 ხ, C, ბ%5., ბ,:M3ვ+0,კ§ 0,ე§+0,)1ვ ? 
(=2 3=/), +I 

20, " 313.1 

X=/IL 

თ 

= 2 ხ,ი,» C,”, 0,M.+0,5 0,,5+0,)Mე 3 

§=I, +I 

1=2,3, 7,7 =0,1,...., 

სადაც 

ს .- 6 IV, 8 1 §+7/, ”, ») 

ყვ... 5 (– ) 

ხ» := “ს +1) –(C 1)", 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

3 (ი = 

+ 2, ". “, 173 _ 5 C„V, გ 0,ეM,+0,,3 0.,5+0, შ 

(3.2.8) 

(3.2.9) 
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” 

MM“, §=7, ' „, I, ს». 3 ”, 0=ხ,,, 4 = 7, 

! 
§ 1(§ ”, 

„”, 

ხ'ძ.. ყ§ #7, ხ.ძ, 57%, ჯ 9, 
ამასთან 

#,(X,X., %) = 

2, რრ(., + თ + I „ (X,)”, (ძ-X, – ხ,) (3.2.10) 
თაი 2 2 3/”'2 შ? 

X 1», (თ.X. - ხ, , 7 = 1,2,3. 

და მწკრივები (3.2.5)–-(3.2.8), (3.2.10)-ში თანაბრად კრებადია 

C) (+) C–) (+) 

#,, ე X » არე -ზე. 

მოძრაობის (1.18.1) განტოლებები კი ორმაგ მომენტებში შემ- 

დეგი სახით ჩაიწერება: 

«I #7: ბ 

2 

21 ,ა. + 2, თ. „ი + თ, X. 

§=0 

2 /)ივ5 

” ჟ ” 

+ ბ, ძა X,,„, +ფ.%ა,», (3.2.11) 
§=0 

ს მ % ი, 
+ X, = ჩრ” ა · 7=1,2,3, 7, 7 =0.1...., 

კერძოდ, 
0,0 

2),იი) +X; =# 
მ //.იი 

მ/? 
? 

260



3.2 
0 X, = 

თა 

3.“ (+) 2 (+) (+ 

2, 1+| #.,, X. , X,,0,2X; +0ც Mე,0ცე M3+0ცX, 
I=2 75_) 

” C) 2 
+(–-1) “' _I1+ ( ჩ.,) | 

(–) C) 

XX), (თ.ბა» +0კც Mე,0, M3+ შცXკ I 
VII 

X #, (თ,», – ხ,) ძი, + X „„,, 7 =1,2,3, MM, =0,1,..–. (3.2.12) 

(>) (+) C) 

XI (=.4, #I, + 0,3კX,; ,0,)Xკ +0,ც MM | =XV.V,, 
·» ) 

1=2.3, / =1,2,3, 
(5) (+) 

XV. ს 0, Mე+0კცX,,0,Xვკ +0„- ') 
17“ )(2 

„·, , 

1= 2,3, / =1,2,3, 
(+) . 

წარმოადგენენ X, = #,(X,), 7 = 2,3, ზედაპირებზე ღეროს გა- 
–_ 

რედან მოქმედ ზედაპირულ ძალთა კომპონენტებს. XV, 1 =2,3, 

შესაბამისი გარე ნორმალებია. 

(3.2.11) შეიძლება გადმოვწეროთ შემდეგი სახითაც: 

3 თ, / , 
MM შეშა, ჯ 

(» 7. 2)... ), +2,ჩM ჩ, ჩ, 2 X., მეMვ+იე> 0,:5+0,ეჩე 
· L=2 §=0 

26!



#3 ე 
MM 93 0 

+ ხ, .+X, ბეფც+წვ. 0,ე§+0,37ს ო” ჩ, IV ჩ7, 

MM IM 2 MI», · 
= /2 /Iე'/1კ' == ” = 1.2.3, #7 3723 = 0,1 ,·· · (3.2.13) 

ახლა დავუშვათ, რომ 

%ი,ი, = 0, 7 = 1,2.3, (3.2.14) 

თუ სრულდება ერთი მაინც შემდეგი ორი პირობიდან 

#7, > MV,, 71=2,3. 

ამ შემთხვევას ვუწოდებთ ( IM. 32 IV. 2 ) მიახლოებას. 

(M, : M,.) მიახლოებაში (3.2.9)-დან მივიღებთ 

“ ,თ 2X2 „%) 

ლ 1 
= =2, ჭი, 63 > 3C + 1 MM, 72, (0თ,X, –ხ,) 

კ =0 »კ =0 

X 9, (0,X, –ხ,) = 221, + 1C> +1| ! 
#22 +II3 ' I 2”? “ბ. 1/1.! M1=07I3=0 

ძ" IC ი) – I" 
ეღდღდ„სგაუასნ 

იძი” (3.2.15) 

ძო I8 -%) -M ” 
X –– V),ი, (62 |) 

სადაც 

M „ი. ახი · 

V ყვე (»)= 7 = 1,2,3,



  

  

  

I -7/) 

  

  

ძ" 
გ? 

= 1 ჩ'' 

2”, ძX,' 

- « ს. - I -M) 
= ––. 1= 2.3. 

2" ”),! წ" ძX" 

(3.2.14), (3.2.15), (3.2.9)-ის გათვალისწინებით (3.2.5)-(3.2.8) 

და (3.2.4)-დან გამომდინარეობს 
_ ემ დ21ე)/3+1 

რი, MM #ვ. VIII 

I, ცმთობარ მ ცმარშშები თ, 3 

– ხ'V ჩ § "1 2,31Mკ+მ,კ5 0,:5+0,3M; 3 
I=2 §=/,+1 , 

5.C.)=0, 
§=/V, +1 

კერძოდ, თუ M#,=0, მაშინ 

000 = 71277 VI00 12 

263



0,3§+0,ვ/ს + ჩ 0M+0ც5+! I, 
2 3 · ” ჩ 

C,,»ი, =- 2, ი ხ, V, 06,Mე+0,კ§ 0,5+ბ3Mე ? 
, 

71 = 2,3, 

კერძოდ, თუ M, = 0, მაშინ 

მიი = 0, 71= 2.3; 

0,,§+ ბე”ა+I ჯე მ,3M3+035“) ”, _ _ ჩ, ; 
26:ჯიი, – >. 2. ჩ ხნ, V5-/ 6,ი,+6ც§ 06,ვ§+6კვიე 2 

I )=2 3=»,+I 

კერძოდ, თუ M, =0, მაშინ 

რუკიი = 0; 
–- #001+1 7,M3+1 

20,,„, = ” ჰმ) ,1 

3 M, ტესა ამერ"! ე მიშვიმცაბ) ჩ, 

3 # 
2, 2, ი ხ, V, მჯე)ვ+მიყცკ”ი” 0#5ე§+0ჯ33 

#M=2 §5=/ს+1 L 

M. 0,ე§+0,378 +! ცერა! ++I თ, 

- ჯ.ბ ჩი ხ, V, 0,1I3+0,35 0,ე5+03I 1? 1= 2.3 7 
§=»/,+1 , 

კერძოდ, თუ M, =0, მაშინ 

20,,იი = M:/3V,00)> 1 = 2,3; 
3 

(1 ივი – (4 + 2//)0,,„,, + #2, C,», 

1=2 

= (4 + 2/0(:" „' 'V,,,, 21 

X 
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1 V, ”, 

0,ე5+0,3M+! ცესსმბით! იც. ჩხ – პ ბპ წ _ _- V 
, 3 (§ "1 მ,ჩა+0,ვ§ 0,ე§+0,3წე 

I=2 5=/!,+I ც.216) 
3 XI, „ 

_ 0,15+0,3M1+! უ10,1MM+0,§+) ჯ.-I 
22, 2, /, ჩ, ხ, V, „ს +ბც+ 0,ე3+0,ციე ? 

)=2 3=II,+1) 

კერძოდ, თუ M, =0, მაშინ 

2,იი =(#4+ 2//)M:#M,V,იი) ; 

2 „აი, = 2(, 17 + C5-,5-/ია. )+ (4+ 2//)6 

= ხოჩა) 

3 M, გ ” 
8 Lე54+რ60ჯ1/11+1) |, რჯევ+0,ა359+! 1 –I 1L# 

2, 2, ”, 7, ხ, V, 
L#=2 §5=/ს+! 

“MI 

ბ,ეჩკა+მაკწა 0Lაე§5+0))3Mე 

M.., M4+, 

– 0:-,15+რ6ეგ_,3Mე +I |,6ვ.,ეMვ +0კ.,39+1 1 –I 

2,# /, #._, ხ._, 
83=Mკ.,+! 

XV.., 0,103 +რ6ყ ,35 0 ,1§5+0+.,3% ) 

I, ” 
_ ბ,:5+0,1Mე+1 | ბ,1Mკ+მ,ვ5+1 L –I XL. 
(+ 2/!) 2, “ /, ხა V, ბ,ეშა+0კ? მ,9+0,M, ? 

§=/,+I 

| = 2,3, (3.2.17) 

კერძოდ, თუ VM, =0, მაშინ 

X„იი = #/:/3VI00|2 7 = 2,3; 

X2კ, 12 = 2/! რვ 3171 (3.2.18) 

3 XV, · _ „, 

= =7 2, ცნებათა! ცმარშშაბი ჩ, ' ხ, V5, 
|I=2 9=V,+1 

კერძოდ, თუ V#M, =0, მაშინ 

ბცოკა+ბეუ§ 0,ე3+0კშე ?



ცო“! 

ოსს 2/46,„», = ცს: 

3 . 
მცუ5+0კკM:+1 კ 2, ეM3+თაუ§+1 1-1 1# 

– 2, ჯ. #; “ 7, 8 V, რეჩ +შ,35 0 C235+6ჯეMე 

#=2 3§=/, +! 

V,ი 112. 

+0,33%! ბ,ეM3+0,3§+1 1 –I 
– სის იე წე IV #, ხ.V 

1 2,M3+0,+X 6,ე5+0,4,) ა» „“ | 23 2,1 2 /.1? (3.2.179ა) 

1 = 2,3, 

», =0,VI,, 1 =2,3, 

კერძოდ, თუ I, =0, მაშინ 

X,იც == ///:M3V,0); 7 = 2,3. 

(3.2.16)-(3.2.19)-ის ჩასმ (3.2.13) სისტემის პირველ 
3(MV, +1)(V, +1) განტოლებაში ფიქსირებული / = 1,2,3 -სათ- 

ვის გვაძლევს შემდეგ 3(XMVკ +1I(MV, +1) განტოლებისაგან შემ- 

დგარ სისტემას 3(/V, +1I(V, +1) 

V,,(X,,), #=0,M,, §=0,M,, 7 =1.2,3, 
უცნობის მიმართ: 

ტგ,ხროგლის,,, ), +222 (800 +585 )აიეიდ ბ 
|=1 7=0 §=0 

ქემ? ჩა 2? სჩ. 'V თ, · 12 3: 

= 07'% მჯ? “7. ი: (3.2.20) 

#, =0,MV,, I! =2,3, 

კერძოდ, თუ M, =0, მაშინ 

  

ი, მ”M1M3V ,იი 
#,(MეMV,C), +7, = ჩ“ > > 
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სადაც 

4+2/7, 7/=1, 
#, := “ 7 

#/, 7 = 2,3, 

MICX), 5XV(X), გამოსახული. 2, /#, #(X), #,(X), 
1=2.3 სიდიდეებით, ამასთან ზოგიერთი მათგანი ნულია, ზო- 

გიერთი კი, ზოგადად, შემოუსაზღვრავია 1)0,LI-ზე. მართლაც, თუ 

#/=L: 
(2+ 2/იV: ბა, 2”, 

VII... ) 1 

3 M, 
მ,ე5+0,ვ30ე +Mე+I , 6,ეM3+6,35+M31+!1 , –I 

> 2, ჩ, I, #, 

|)=2 §=0,+ 

", ი, 
, 

X C 2/!) ხ, V, რ,2M3+0,ე3 0,ე15#+0,): + #4ხ, V, 6,:03+0,კ5 0,:5+8,M3 || 

ი! 

+ 2 ცე) 3:72 მაონმცრა ,მკრომა#ის 

§=0 

”, ”, 

, 

XI (#+ 2//)ხ; V, წაიე+6კ5 8 ე3+6კი. . ხ, V, წ,ეMე+6,5 6,ე5+6,ეშM.. 

3 M, 
8 სხ მ, ე„+6-ა(6,:§+6,ცM: #I ,9:(მ,აა+0,§5)+6ა/+1-I 

2 3 # 

#=2 #„=0რ,:(0,ე5+0,3/5 )+2,ე (ბ,ეM3– ;35#I 

”, ბ.,(6,:§+6,კშა )+4,ე (0,3M3+6,კ5) 

XI (2+ 2//)ხ! ხ' 
, 

XV, ა, :(6,M +0,ე§ )+9, 6,”+8,. (2, ,)5+6კM: ) 
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”, ბ,ე(0,ე§5+9,M იცაბააბით თ, 0.1(0,15+9,3M2 ს», 1(0,ეM3+29,4#%) 
' გხ' ხ, /ხ, ხ. 

X V,5.(4,აი, +8,,5)+6,§”6,ე”+6((6,35+0,M; | 

= 57, მ,:”+0, სჩ”24 არმბე ე“ ხ, „ნ, „V, კ 

#=5+1 

I 4+0, მ,ე”+0,3Mე 

+ ე? I ჯმ = /20, ყი? რო”, 
თ! (32.20) 

”, =0, 9 1 = 2,3. 

VIი 

თუ 7 = 2.3: 

2M3+) Mვ+ 

//V: | ჩM „VI ), 

3 ი თბ,ე5+0(L1/ე ++) 1 4, 8 11. ”, ს25+0(61/2 +M2+ +ეI1+0კე5+/.+) 1 – 

-#M2) 2,ჩ ” ე ხ1 » 
X#=2 §=ML+1 

# მიეM3+0, 35 0კენ+0, ამე 

კ: +0,კ+ 0,ვ5+0,კჩ; 

I, თ, 
მ,.ე5+0,1Mე+ჩM+I კ 0,1I3კ+0,,5+IM,+I ) –| კ:5+0,32+ჩე კ2M3+0,კ5+”M 

+ 2,M, ”, ”, ხ, V, ბ 

§=/M,+1 

3 
Mე-0,ე ევ -9,ე "წს ჩ: 

1I=2 

V, ბ,ეM3+0)5 თ /3:5+0, 31 ,1 

3 
–_-- „ე 3+ ბ,5 4, „ცე 

#=2 #=0,:(0,5+0, 3, 10, 3(0,1M3+0/:5#1 
ზ,,(6,ე§+0,კM;)+6,3(5,,M3+6,§) 

# 
X ხ V 

(ქ # %,:(მ,,ოკ+0,,5)-0,კ”, რ,ე”+6,ა(0,ე5+6,51, ) 
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_ გ» ,7/+6,3(0,15+6, სსცტი, ,1/11+6, აიიი 

»=6,:(6,ე5+6,ეM1#27, 5,ა(5კივ+6 XI 

6,,(6,ე5+8,Mე #6,.(6,კMე+6,ა:) 

X ხ, 

XV, 26,1(0,;Mე+0,კ53)+6,/ რდ ,:/+6,3(0,ე5+6, +; + ”, 

(აწ. თV 2 ' +; XI = 0; ცი 35; 
თ! (3.2.22) 

=0,,, /= 2.3, 

სადაც 
„,-ი 

I,: -= 2ეოინჩ 'ლ” 2,ხ„X Mბ,ეMვ+6კა, რ,ე3+08,3ჩMე ? 7= 2,3, 

ე:ი· 

I I.) „ე ”-!, 

M, =M;' ჩე 2, ხ2 X,,,. +ჩეცუს% ხა, X 25ი, 
§#=0 §=0 

Mე- 9 

= მჩ 2. ხა ჩეს, 

M, 8, :5+60,3Mკ 

– ბჯე”/+ბ,ე§+1I | რკ: M3+0,ევ/+1 | –I L 

ჯ. ს3 /. MI /, ხ, 

#=2 #=0მ,:5+09,)MI+! 
L ბავშ +ბჯავ” რბ,კუწ+0,ე§ 

M, V. 
– 2, ყა: ნ. Vკ. –(2+ 2//) 3 ცეცემ ი;! ჩხ. V,,, , 

7=წ3+) #=§5+-I 

დი 3 ბ 2,ე”+0,303+!) ე 6-5+86 35”+! ”: – : – – (IM, ცი I ზ ხ.. 2. 2,/ს” „31 ცი ,I#/+ ჩ, I 

§=0 ს 7#59=0,ე/ე +0,ვ5%) 

მ,2,ე +0,კ5 

X ხ. V., „” ბ,ე§+იკ, 0,:”+78,Mე ? 
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ჰე – ე ო 

#7. = (ემე ბ, ხ., 2, + #,' #,' ა 2, ხ.. 2», 

§=0 §=0 

ე –173 3 M, გ გ , 

–_ MI –! IM 0,ე”+0,35+) , 2,3 +2,3/+ – =-//ს MI 2,ხ,,2, 2,6” 9 /, 
§=0 ჯ(=2 ”=0,:9+0,3M3 +! 

0,ე5+0, 1 

X .“ 0,უMგ+0,კ. 0,ე'+0,35 

ჩა.-/ა ' 

მუ 1,935 - ჩე+) 1 წ+1 

+ #Mე“ ვ 2, ხ., VI ”, V)თ,. 
§=0 

3 M, 06) +909, 15 
6ნ,ე”+0ჯეM:+1 1,0Lე5+0L3წ+1 1) <1 X ს) ჩ. ჩა ხ. · 1 მ,ე§+0,,” 0, ეწ+0, ვე 

#=2 წ=0, :M3+0|)35+) 

M, , M, ჩ 

- 2,/M; ე ხ,, "- (4+ 2/!) 2,7; MM; ხ 3, ი» 

”=/ე +1 #=5+I 

ადვილი მისახვედრია, რომ იქ, სადაც ღეროს სისქესა და სი- 

განიდან ერთი მაინც ნულის ტოლია, სისტემას აქვს რიგის გა- 

დაგვარება X, -ის შესაბამისი მნიშვნელობებისათვის. 

3.2.1. საწყის-სასაზღვრო ამოცანები 

განვიხილოთ (M,, M,) მიახლოება. დავუშვათ, რომ ღეროს 

(3) 

X, = ჩ, (X,), 1=2,3, ზედაპირებზე მოქმედებენ ზედაპირული 

ძალები (იხ. (3.2.12)), ხოლო ბოლოებზე, რომლებიც X, =0 და 

X, = LL სიბრტყეების მართკუთხა ნაწილებს წარმოადგენენ, მო- 

ცემულია გადაადგილების ან ზედაპირული ძალების კომპონენტე- 

ბი. თუ 2#,(0)> 0 და 2M,C(L) >0, 1 =2,3, მაშინ ღეროს ბო- 
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ლოებზე ორმაგი მომენტებისათვის სასაზღვრო პირობები შეიძ- 

ლება შემდეგნაირად დაისვას. 

1. სასაზლვრო პირობები გადაადგილებებში: 

V,,=/,, 7=12,3, #=0,...,M,, §=0,...,M,, (3.2.23) 
აქ #/ #§ ბოლოებში დასახელებული მუდმივებია. დინამიკურ შემ- 

თხვევაში მათ ემატება 

VI, = თ ,.C, » 2V,, /0/ _ = V/,„(X, » 

X, C)0,Lს 7 =1,2,3, / =0,MVკვ, §=0,#M;ე, 

საწყისი პირობები, სადაც ი,, ? “ „, მოცემული ფუნქციებია, 

ხოლო /,,, ზოგადად, /-ზე დამოკიდებული ფუნქციებია. 
2. სასაზღვრო პირობები ძაბვებში: 

XI. = 8 #/=1I2.3, ”=0,Vვ, §=0,7Vე (3.2.25) 

აქ #5 ბოლოებში დასახელებული მუდმივებია. 

3. შერეული სასაზღვრო პირობები: ამ შემთხვევაში ღეროს 

ერთ-ერთ ბოლოში (3.2.23) პირობებია მოცემული, ხოლო მეორე 

ბოლოში – (3.2.25); ან /-ს რაიმე მნიშვნელობებისათვის მოცე- 

მულია (3.2.23) პირობები, ხოლო დანარჩენისათვის – (3.2.25). 

თუ ღეროს ბოლოში 2/,, 7=2,3, სიდიდეებიდან ერთი 

მაინც ხდება ნული, მაშინ მარცხენა მხარეები (3.2.23)-სა და 

(3.2.25)-ში უნდა გავიგოთ, როგორც ზღვრები |)0,ს#I ინტერვალი- 

დან. ზოგ შემთხვევაში (3.2.23) პირობები იცვლება შესაბამისი 

V,, -ების შემოსაზღვრულობით. 

დასმული ამოცანების გამოსაკვლევად შეიძლება წარმატებით 

იქნას გამოყენებული ცნობილი სამეცნიერო ლიტერატურა ჩვეუ- 

ლებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა (იხ., მაგალითად, (46) 
და ჰიპერბოლურ განტოლებათა (იხ. მაგალითად, (49)) თეორია- 

ში. თუმცა მათი გამოყენება მოითხოვს გარკვეულ დამატებით გა- 

(3.2.24) 
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მოკვლევებსს,ს განსაკუთრებთ წამახვილებულ,დ ეი, როცა 

2M,(X,)> 0, 7=2,3, », C(0,LI1, ღეროს შემთხვევაში. 

როცა 27, (X,)>0, 71=2,3, X, CI0,#|I, იმის გათვალისწი- 

ნებით, რომ (3.2.21), (3.2.22) სისტემა სტატიკურ შემთხვევაში 

შეიძლება დაყვანილ იქნას პირველი რიგის წრფივ ჩვეულებრივ 

დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემაზე, დასმული ამოცანე- 

ბის ამოხსნადობა რეგულარულ (C 2) ფუნქციათა კლასში, ცნო- 

ბილი თეორემის (იხ. (46), გვ. 146) თანახმად, გამომდინარეობს 

მათი ამონახსნების ერთადერთობიდან. ამონახსნის ერთადერთო- 

ბის საკითხი შესწავლილია |211-ში. 

როცა 27! (X,) >0, 1=2.3, X, C (0, #LI , შეიძლება დაისვას 

შემდეგი სასაზღვრო პირობები: 

0 

V,იი, (9) = რ..», კ თუ 

  

7. < +%, , = 12.3. /72,= 0,V,, ჯ = 2.3 : (3.2.26) 

VIII, წ8 – თი», თუ 

I, <+თ, 7=1,2,3 #,=0,MV,, 7=2,3; ც.227) 

V ივი, (X,) = C0XI) თუ 

#13 72 

X, ->0+, 7 =+Cთ, 7 =1.2,3, #,= 0,V,, 7 = 2,3; (3.2.28) 

V ვი, (X,) = 00) თუ 

#13. 

X ->L-,I, =+Cთ, 7 =1,2,3, /,=0,7V,, 7 = 2.3 ; (3.2.29) 
· ჩე I 53 _ 1: 2/1+1 ჯ 2M3+1 

III 7, ჩ, 24%, C,)= სი, )M : ”, V ა.ი 
X.პბ+ 
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3 M, ” 
8 თ.ე 5+(ბ,ვ +1)/I1+! |, 0,15+(6ჯ3+!)ია3+1 1 –I LX 

#, 2, 2, M; /. ”, ხ, V, 0ყეM3-0კვ8 0(25+0ჯ3/M1 
#=2 §=ML+ 

3 », 

- 2,722 მ, (2, + 0, M 2, ცდი (მანრ აც მცხართობიბცო 
ჯI=2 4§=/),+1 

”, 

X ხ, - Vკ ,,))+0,2+0,გ 0,M3+ბიკა 0,ე95+0,3M ” = V/,„ი, ს 

წვ ,/ე 

თუ 7) <+თ, /=1,2,3, #,= 0, V,, 7 = 2,3; (3.2.30) 

სათ Mე: MX 1/3ვ/ ე C, ) = VII». 9 

თუ /, <+Cთ, /=1,2,3, #,= 0, V,, 1= 2,3. (3.2.31) 

0 L 0 I, 
აქ დრ,იი,. რ, V იი, V,ი»». მოცემული მუდმივებია, 

რამა. 

'ი –_" !(ჯ)ძ:, 6=00MV>0, 
0 

:= წყეროფელი '(0)ძ,, §=00MV>0. 
L-6 

(3.2.21), (3.2.22), (3.2.26), (3.2.27); (3.2.21), (3.2.22), 

(32.26), (3.2.31); (3.2.21), (3-2.22), (3.2.27), (3.2.30); 

(3.2.21), (3.2.22), (3.2.26), (3.2.29); (3.2.21), (3.2.22), 

(3.2.27), (3.2.28) სასაზღვრო ამოცანები ცალსახად ამოხსნადია, 

ხოლო (3.2.21), (3.2.22), (3.2.28), (3.2.29) სასაზღვრო ამოცა- 

ნა ამოხსნადია ხისტი გადაადგილების სიზუსტით (იხ. (L21)). ანა- 

ლოგიური დასკვნების გამოტანა შეიძლება უცნობი სიდიდეების 

ინდექსების მიმართ შერეული სასაზლვრო ამოცანების მიმართაც. 
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დინამიკურ შემთხვევაში ზემოხსენებულ სასაზღვრო პირობებს 

ემატება (3.2.24) საწყისი პირობები. საწყისი პირობების დასმა, 

სასაზღვრო პირობებისაგან განსხვავებით, ღეროს წამახვილებაზე 

არ არის დამოკიდებული, რადგან (3.2.21), (3.2.22) სისტემა არ 

არის გადაგვარებული I-ს მიმართ საერთოდ და, კერძოდ, როცა 

/ =0. 

M,ვ. Mუ-ის თითოეული კონკრეტული მნიშვნელობის შემ- 

თხვევაში ვიღებთ კონკრეტულ იერარქიულ მოდელს +– მიახ- 

ლოებას. თითოეული მათგანი წარმოადგენს დამოუკიდებელ მათე- 

მატიკურ მოდელს, რომელსაც დამოუკიდებელი პრაქტიკული 
მნიშვნელობა გააჩნია. მაგალითად, (0,0) მიახლოება შეესაბამება 
ღეროს გაჭიმვა-კუმშვის კლასიკურ მოდელს, ხოლო (1,0) მიახ- 

ლოება – ღეროს კლასიკური ღუნვის მოდელს კოეფიციენტების 
სიზუსტით. 

წამახვილებული ღეროებისა და ფირფიტების კორექტულად 
დასმული სასაზღვრო ამოცანების მიმართების საკითხი სამგან- 

სზომილებიან მოდელის სასაზლვრო ამოცანებთან განხილულია 

L22)-სა და (24|1I-ში. 

3.2.2. (0,0) მიახლოება 

განსახილველ შემთხვევაში (3.2.15)-(3.2.19)-დან გამომდინა- 

რეობს: 

1 . 
M,(X,,X:,X3,1) = 2 ”/თ (X,,7), 7= 1,2,3; 

0))იც => /ე/V)იი)უ 6/„იი = 0, 7 = 2,3; რეკილ = 0; 

26,,იე = MM. V,0012 1 = 2,3; 

Xიი = C4 + 2/7)/1/3V,00 1; 2X-იც = #27 V,იი 1» 1 = 2,3; 

%;ვი =0: X ,,იი = /(M:M3V,იიკ» 1 = 2,3. 
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(0,0) მიახლოებაში (3.2.21), (3.2.22) სისტემა იღებს შემდეგ 

სახეს: 
0.0 თ“V ,CV,.! 

(-,7.V,, (».„/)), + 1, = M/) /2978 2». (3.2.32) 

7 =1,2,3, 
9,0. იი 

; „/). 99 „ბი ი XI 
#V.0=-4 თიმ. _------ .”. 

/. (V, I, 63 ) 4#+ 2/! / 

როგორც ვხედავთ, სისტემა დაიშალა სამ დამოუკიდებელ ერ- 

თი და იმავე ტიპის განტოლებად. ადვილი სანახავია, რომ სტა- 

ტიკურ შემთხვევაში (ე.ი., (3.2.32)-ის მარჯვენა მხარეში ნულია) 
0,0 

(I,ჩ.V,,(X,./)),+ 7, =0, 7=1,23,  (3.2.33) 

და მათ ზოგად ამონახსნს C '00,LV) კლასში აქვს 

0.0 “ · 

(ჩთძა« ოეე“? 

(3.2.34) 

V ,(«)= 
- 5) 

XI = C0#M5I C10.1,, C7 = C0X5I, თ =1,2, / =1,2,3, 

სახე. 

(3.2.26) -(3.2.31) სასაზღვრო პირობები იღებენ 

V, (0) = თ, (დირიხლეს პირობა), 

0.0 (3.2.35) 
თუ I0<+თ, / =1,2.3; 

V, (L) = თ! (დირიხლეს პირობა), 

0,0 (3.2.36) 
თუ 1, <+თ, /=1,2.3; 
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0,0 

V,(V)=00), X->0+, თუ I1=+თ, / =1.2,3; (3.2.37) 
0,0 

V,(»,)=00), X->L-, თუ /,=+თ, 7 =1.2,3 ; (3.2.38) 

2%I,იი (0) = #", #17 V - L ი VI (ნოიმანის წონიანი პირობა), 

0,0 3.2.39 
თუ 7 < +Cთ, / = 1,2,3; ( ) 

X,,% (XL) = #,MMV,,), _, =V/ (ნოიმანის წონიანი პირობა), 
Xჯჯ=. 

0.0 3.2.40 
თუ I, <+C, / =1.2.3, ' ) 

სახეს, სადაც დე, V,, თ), V, მოცემული მუდმივებია. 
ვთქვათ, X, CLLI0, L)), ე-ი. ინტეგრებადია (ჯამებადია) და 

თუ ჩ =4თ (7, =+თ), მაშინ ის ისეთია, რომ (3.2.34)-ში 

იტერირებული ინტეგრალი იყოს შემოსაზღვრული, როცა 

X, > 0+(#-–). 

თუ # ყე, ლოკალურად ჯამებადი· |10,#L -ში,„ მაშინ 

(3.2.34)-დან გამომდინარეობს, რომ რეგულარული ამონახსნისათ- 

ვის (ეი. V, C C7010,M0)) მხოლოდ შემდეგი ამოცანებია კო- 

რექტული (3.2.33) (3.2.35),) (3.2236) (CV, C CCI0,7))); 

(3.2.33), (3.2.37), (3.2.36) CV, C C010,XI)); (3.2.33), (3.2.35), 

(3.2.38) (V, C C(0,#)); (3-2.33), (3.2.37), (3.2.38); (3.2.33), 

(322359, (3.22:40) (V, CC (0,L), #:#V,, C C000,X))); 

(32.33), (3239), (3236) (V, CC0)0,;)),) ##V,, 
C C(0,#I)); შერეული ამოცანები როცა ერთ ბოლოში /-ის 
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ზოგიერთი მნიშვნელობისათვის მოცემულია დირიხლეს პირობა, 

ხოლო /-ის დანარჩენი მნიშვნელობისათვის მოცემულია ან 

ნოიმანის, ან (3.2.37), (3.2.33) „ტიპის პირობა, ხოლო მეორე 

ბოლოში /-ის პირველი მნიშვნელობისათვის მოცემულია ან 

დირიხლეს, ან ნოიმანის, ან (3.2.37), (3.2.33) ტიპის პირობა, 

ხოლო /-ის დანარჩენი მნიშვნელობისათვსს მოცემულია 
დირიხლეს (ნოიმანის და (3.2.37), (3.2233) ტიპის პირობა 

დასაშვები არ არის) პირობა, როცა მეორე ბოლოში ნოიმანის 

პირობაა მოცემული და დირიხლეს ან (3.2.37), (3.2.38) ტიპის 

პირობა (ნოიმანისს პირობა დასაშვები არაა), როცა მეორე 

ბოლოში (3.2.38), (3.2.37) ტიპის პირობაა მოცემული. 

(3.2.33), (3.2.37), (3.2.ქ33) სასაზღვრო ამოცანის ამონახსნი 

განსაზღვრულია ხისტი გადატანის (C7 =0; C/ » # =1,2,3, ნე– 

ბისმიერი მუდმივებია) სიზუსტით. ეს ასეც უნდა იყოს, რადგან 

ამ შემთხვევაში ღეროზე, როგორც "სამგანზომილებიან სხეულზე, 

მოქმედებენ მხოლოდ ზედაპირული ძალები, რომლებიც შეტანი- 

ლია , – 1.2.3, გამოსახულებებში. შევნიშნოთ, რომ ფი- 

ზიკური (მექანიკური) მოსაზრებებიდან გამომდინარე, ბუნებრივია, 

რომ ჩვენ იმ სასაზლვრო ამოცანებს, რომელთა ამონახსნები ხის- 

ტი გადაადგილების სიზუსტით განისაზღვრება, კორექტულად – 

“კარგად” დასმული ვუწოდოთ. 
ადვილი სანახავია, რომ ორივე ბოლოში ნოიმანის პირობის 

დასახელება დასაშვები (შესაძლებელი) არ არის. ის შეიძლება 

მხოლოდ ერთ ბოლოში დასახელდეს და ამასთან ამონახსნი ხის- 

ტი გადატანის სიზუსტით იქნება განსაზღვრული, რაც ბუნებრი- 

ვია, რადგან ღეროზე მოქმედებენ მხოლოდ ზედაპირული ძალები 

ერთი ბოლოს ჩათვლით, ხოლო მეორე ბოლო საერთოდ განთა- 

ვისუფლებულია სასაზღვრო პირობებისაგან. ხაზგასასმელია, რომ 

ეს თავისებურება ღეროს წამახვილებით არ არის გამოწვეული. 

ეს (0,0) მოდელის სიუხეშიდან გამომდინარეობს, ასევე არ 

არიან ამოხსნადი (3.2.33), (3.2.37), (3.22.40) და (3.2.33), 
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(3.2.38), (3.2.239) სასაზღვრო ამოცანები (რომლებიც მხოლოდ 

წამახვილებული ღეროსათვის წარმოიშვებიან), რადგან ამ შემ- 

თხვევებში C/ =0 და შეუძლებელია Cჯ მუდმივით (3.2.40) და 

(3.2.239) პირობების დაკმაყოფილება. 

(0,0) მიახლოებაში დინამიკის ამოცანა დირიხლეს პირობების 

(იმ შემთხვევის ჩათვლით, როცა წამახვილებული ბოლო თავი- 

სუფლდება სასაზღვრო პირობისაგან) შემთხვევაში, როცა ღეროს 

მხოლოდ ერთ ბოლოში აქვს ხარისხოვანი წამახვილება, გამოკ- 

ვლეულია (26|)-ში. დინამიკის ამოცანები დანარჩენი ზემოთ მითი- 

თებული სასაზღვრო პირობების შემთხვევაში შემდგომი კვლევის 

საგანს წარმოადგენს. 

3.2.3. (1,0) მიახლოება 

– 

სიმეტრიული ღეროების შემთხვევაში, ე.ი. როცა 7, =0, 

1=2,3, (1,0) მიახლოებაში (3.2.21), (3.2.22) სისტემა იღებს 

შემდეგ სახეს: 
0.0 

(2+2//(M/MVი, ), +32(0/აVი), + XI =0, (32.4) 

//(M,MVაეი) ), – 3C4+ 2//)/1/3V3)0 
ი (3.2.42) 

– #M,M-3V,იი 1 + #3 X3 =0. 

ი,0 

(I MV.იი ა ), + X; =0, (3.2.43) 

1,0 

/სMIVჯია), – 3//MMV,ი +M X: =0, (32544) 
00 

/(MM.V-იი) ), + 3//(M,M.V,ი ), +2X1 =0, (3.2.45) 
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(4+ 2/0(M.#M2V,ი, ), – /#4/M I. Vვიი, 
10 (3.2.46) 

– 3//M:MV,ი + Mკ XI = 0. 

სასაზღვრო ამოცანები (3.2.43) განტოლებისათვის გამოკ- 

ვლეული იყო 3.2.2 ქვეპარაგრაფში. აქედან გამომდინარე, მაგა- 

ლითად, დირიხლეს პირობები V;იე-სათვის შეიძლება დასმული 
0.0 0.0 

იქნას მხოლოდ მაშინ, როცა 7: <+Cთ, , ჯ <+C%. 

ანალოგიურად შეიძლება გამოკვლეულ იქნას (3.2.44) 

განტოლებაც, რაკ იმ დასკვნამდე მიგვიყვანს, რომ ამ 

განტოლებისათვის და ეი. Vე,ე-სათვის დირიხლეს პირობები 

1.0 

შეიძლება დასმულ იქნას მხოლოდ მაშინ, როცა #7ე <თ, 

1,0 

I, < თ. ამ შემთხვევაში 

1 3X. 
V5 C, 2X22X3 ) 2 4 V200 63 )+ 2 V2)0 C, ), 

საიდანაც 

სმ) 
X,=0(7.) ”   

იი ?/(X,,X..X )=1+V ი ა0+(L-) (342:+X3 გ 200 

1.0 I.0 0,0 0,0 

როცა 1) <+Cთ (7, <+თ), ან როცა 7: <+თ V <+თ), 

1.0 1,0 

მაგრამ V-ა,ე შემოსაზღვრულია, თუ 'ი = +Cთ (C, = +თ| · 

  

” იქ, სადაც წამახვილება გვაქვს, სიმეტრიულ შემთხვევაში Xკ -იც ნული 
ხდება. თუ წამახვილება არ გვაქვს, მაშინ 

1 
ჰი ?/(IX..X..Xს)=–V 

X,-3>0+(#/-–) ( (2.2? ) 4 200 
+ 32% ს 

»X,=0(/.) ტ 2'91450()“ 
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(3.2.45), (3.2.46) და (3.2.41), (3.2.242) სისტემები შეიძლება 

შემდეგი სახით გადავწეროთ: 

% 0,0 

3//V,0 = “-/#(Vვიი) –#M' (X,) ჩ,' (I) I» 62 )ძX, -| 

C =00M5,, XL C10, LL 
0,0 0 

C4+ 2/0(M0MIMათა),, =3X1+ 1” XII 

  

/ 0 

% 

% 0.0 _ 
I "I 

და 

% 00 

34Vჯი = –(4+ 2//)Vი) –#,' («) (5 (>) 15) –Cე | 

C, = 0C0M95/, 

(2+2/0/4(0MIVიი, ),, –12(4+ #0/4(V/M”იია ), 

X) 0,0 

= –//ი MM | | #ე M;' | XC, ი», –C) (8-5 ), 
ჯ” 1 

2 წ-ი 

+12(2+/0/#/ ჯი, 3რ წი, 32 #.X2 | . 
4#4+2/! 4+ 27“ | 

ამ სისტემების უპირატესობა ისაა, რომ მათ შორის მეორე 

განტოლებები მხოლოდ ერთ უცნობს შეიცავენ და მათი ამოხ- 

56) 
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სნის შემდეგ პირველი განტოლებებიდან ადვილად გამოითვლება 
Vყი და Vჯყი· 

ერთი ბოლოთი ხარისხობრივად წამახვილებული ღეროს შემ- 

თხვევაში დინამიკის ამოცანები, როცა სასაზღვრო პირობები დი- 

რიხლეს ტიპისაა, გამოკვლეულია (26|I-ში. სხვა ტიპის სასაზ- 

ღვრო ამოცანებისა და შესაბამისი დინამიკის ამოცანების შესწავ- 

ლა შემდგომი კვლევის საგანია.



ნაწილი IV. დრეკაღ და თხევად გარემოთა 
ურთიერთემეღების ამოცანები 

§4.1. ტრანსმისიის (საკონტაქტო) პირობები 

სითხისა და დრეკადი სხეულის ურთიერთქმედების ამოცანები 

თანამედროვე აქტუალურ სამეცნიერო თემატიკას განეკუთვნებიან. 

მათი მნიშვნელობა განპირობებულია, მაგალითად, ნავთობის ნავ- 

თობსადენებში, სისხლის სისხლძარღვებში მოძრაობის, სანაპირო 

გამაგრების ამოცანების აქტუალობით. დღეისათვის მიმდინარეობს 

ამოცანების ინტენსიური კვლევა ინტერფეისზე (სხეულის თხე- 

ვადი და მყარი ნაწილების გამყოფ საკონტაქტო ზედაპირზე) 

სხვადასხვა ტრანსმისიის ანუ საკონტაქტო პირობების შემთხვე- 

ვაში. ამასთან კვლავ გრძელდება ფიზიკური თვალსაზრისით გა- 

მართლებული საკონტაქტო პირობების დადგენის პროცესი I42), 

(156), (18), I7-101. 

სამგანზომილებიან მოდელებში ჩვეულებრივ იყენებენ 

IV), == V” –V” =0, 

I, ”“ |, = CM) – თC/ I) =Cთ)M +C/ M/ =0, 
M” , 

საკონტაქტო პირობებს, სადღაც "', C. და "V, Cთ/, 
I,/ =1,2,3, არის გადაადგილების ვექტორის და ძაბვის ტენზო- 

რის კომპონენეტები შესაბამისად სხეულის მყარ და თხევად ნა- 

წილებში; M” და M შესაბამისად 2 §ბ” -ის და 2 C” -ის გარე 

ნორმალებია, ხოლო 7 არის ინტერფეისი მყარ და თხევად ნაწი- 

ლებს შორის. 

გამოკვლეულია აგრეთვე ზოგიერთი ამოცანა შემდეგი უნილა- 

ტერალური (ცალმხრივი) საკონტაქტო პირობებით (7): 

V,V,), >0, (4.1.2) 
ს)“ 

(4.1.1) 
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თამ, =CთM,, Cთ/9/ =-თააM,, (413) 
თ <0, (4.1.4) 

და CI, =0, თუ IV,IV,|I, >0. (4.1.5) 

(4.1.3) იმას ნიშნავს, რომ /# ინტერფეისზე მხოლოდ ნორმალური 

ძაბვები მოქმედებენ (მხები კომპონენეტები ნულის ტოლია, Cთ„ 

ნორმალური კომპონენტია, M ინტერფეისის გარე ნორმალია Cა 

-ის მიმართ), რომლებიცკც ერთმანეთს აწონასწორებენ; (4.1.4) 

ნიშნავს იმას, რომ გვაქვს კუმშვა; (4.1.5) კი იმას ნიშნავს, რომ 

თუ მყარი და თხევადი ნაწილები ინტერფეისის რაიმე წერტილ- 

ში ერთმანეთს არ ებჯინება, მაშინ ამ წერტილში ნორმალური 

ძალები ნულის ტოლია. 

განიხილავენ აგრეთვე საკონტაქტო პირობებს სამგანზომილე- 

ბიან სითხესა და დრეკად გარსს ან ფირფიტას შორის. ვთქვათ, 

სითხე იწვევს ფირფიტის ლღუნვას, თუ განვიხილავთ ღუნვას 

კირხჰოფ-ლიავის მოდელის საფუძველზე, მაშინ„ რამდენადაც 

ყველა გეომეტრიული და ფიზიკური სიდიდე გამოისახება ჩაღუნ- 

ვით, საკონტაქტო პირობებად შეიძლება გამოვიყენოთ (4.L.L) ან 

(4.1.2)-(4...5) პირობები. საკონტაქტო პირობების მოდელირება 

შემდეგნაირადაცკც შეიძლება. ვთქვათ, ფირფიტის შუა სიბრტყე 

მდებარეობს CX,X, სიბრტყეზე და სითხის ნაკადი იწვევს ფირ- 

ფიტის ლღუნვას. მაშინ ფირფიტის დატვირთვის ინტენსივობისათ- 

ვის გვექნება 
(+) 

ძ9=ძ3 (C,,X;,,)= თი(»,=, ჩ (X,,X, MI 

თ (4.1.6) 

+ თხ(»,=, ჩ” C, 1+X2 ს 

(დ
) 

C
 
თ



(+) 

ძი (5 ,X, „/)= თია. », 7 C > ს) 

“) 

=ილ ჩ(რ,5)/ |=0, / =1,2, 

გამოსახულებები, ხოლო სითხის (V,.V;,Vკ) სიჩქარის მნიშვნე- 
ლობა ფირფიტის პირით ზედაპირებზე და ფირფიტის VI ჩაღუნვა 

შემდეგი ტოლობებით იქნებიან დაკავშირებული: 

( 0ოთათ.მ _ ი _ MX ,X, )”',(X,,X,,!). X 

(+) (+) 
– M(X,,X;)M2 (X,,X2,1), / (X,,X;) + V/ (X,„X 0.) 

C 
= ი – M(X,,X, , (ი ,X:,/)X, 

-#C, ,X; )M/ ე (X, ,X; „0.#C, „X:) + M(X,,X;,!), ') , (4.17) 

2? MMX,,X, ,!) გ (+) (+) 

2/ 40%; /(C,%/) =– M(C,X,)-– 2, 
(+) 

= «(ა – MI (X,,X,; )/, (XX; ,/)X 

-ჩC, „X; )V/2 (X,, X; ი, #C, ,X:) + XM(X,,X, იფ , (4.18) 

2 ?VI(X,,X,,!) მ C–) –) 
2; 4>(0,,X; #(X,,X:/) =– M(C,X,) მ»ჯ,რ! 

(–) 

= (2 – #M(X,,X, M, (თ,,X;,!),X, 
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(–) (69) 
–/ (X, .X5 ”. C, :X5, /), ჩ (, 1X ) + ML», 1X,, /), | (419) 

თ =1,2, (X,,X.)C თ, 

((4.1.7)-ში მეორე ტოლობა სამართლიანია იმის გამო, რომ 

V =?/ ჩაღუნვა არ არის დამოკიდებული Xკ-ზე), სადღაც რთ 

(5) 
არის ფირფიტის გეგმილი CXX7X» სიბრტყეზე, Xკ = M(X,,X,) 

არის ფირფიტის ზედა და ქვედა პირითი ზედაპირები. როგორც 

ვხედავთ (4.1.6)-(4.1.9) საკონტაქტო პირობებში ყველა ფუნქცია 

დროის ყველა მომენტში დამოკიდებულია (X,,X,)CCთ წერტი- 
ლებზე და ამდენად საკონტაქტო პირობები ფაქტობრივად ჩაწე- 

რილი გვაქვს თ არეში. 

თუ ფირფიტა საკმარისად თხელია, (4.1.6)-(4.1.9) საკონტაქ- 

ტო პირობები შეიძლება კიდევ უფრო გავამარტივოთ შემდეგ 

დაშვებებზე დაყრდნობით: 

1) ჩავთვალოთ, რომ სითხეს უკავია (ი/ LC )"თ არე; 

2) ჩავთვალოთ, რომ დრეკად ნაწილს უკავია რთ) არე (მისი 

გეომეტრია სისქის გასწვრივ გათვალისწინებულია ღუნვის გან- 

ტოლების კოეფიციენტებში); 
3) მცირე სიდიდეებს უკუგდების შემდეგ (4.1.7)-(4.1.9) 

საკონტაქტო პირობები შემდეგნაირად ჩაიწერება 

CVLX,,X.,I) _ _ 
2, = V–(X, :X5 ,0,!), V„ (X,,X. ,0,/) =0, (4110) 

C =1.2, (X,,X-)C თ; 

(>) 

C8) ჩ (X,,X.) -ის უგულებელყოფისა და იმის გათვალისწინე- 

ბით, რომ სიბრტყის თ ნაწილის ნორმალები მიმართულია Xკვ 

და –-Xკ ღერძების პარალელურად, (4.1.6) მიიღებს 

285



ძ(», 2 ,0,!) = თენ, :Xე ,0+,!) – თც (X, .X:,0–, I) (4.11) 

სახეს. 

იდეალური სითხის შემთხვევაში _ 

თ, = –/(X,,X:,Xვ,1)MV , 

სადაც ნ(X,,X;,X,,!) წნევაა. ამიტომ 

თMკ =-ჯჩი 0035 V,X, ) 

და (4.1.6) საკონტაქტო პირობა მიიღებს 

«(C, 222 ) = 

(62) _ (62) 
– 2» „X., MIX, XI), , თია XV XX ,M(X,,X. )) 3 

- _ C) 
– 2» :X2, (=,X, ს» ,X2) (X,.X, )| Xც | (4.1.12) 

C,,X,)CCთ, 
სახეს. 

თუ კუთხე M-სა და Xკ ღერძს შორის მცირეა, მაშინ 
(4.111) შეიძლება შემდეგი სახით ჩავწეროთ 

(+) 

ძC,,X,,!) = -2(2.», 7 C, -X2 "| 

(4.1.13) 
C) 

+9L>.>, M(X,,X, ”!) (=«.X,) C თ, 

ზოგიერთი საკონტაქტო ამოცანა (4.1.10), (4.1.11)1) და 

(4.110), (4.112) საკონტაქტო პირობებში გამოკვლეულია (|8-101- 

ში. 

თუ სითხეში ჩადებულია დრეკადი ფირფიტა ან ღერო, მაშინ 

შესაბამისად V-ური (იხ. §2.6) და (MV-ვ,,) (იხ. §3.2) იერარ- 
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ქიული მოდელების გამოყენების დროს (4.1.1)-(4.1.95) საკონტაქ- 

ტო პირობებში “M” და Cთ , სიდიდეების ნაცვლად უნდა ჩაგსვათ 

მათი M-ური და (V 3, IV 2) მიახლოებითი მნიშვნელობები. 

=0 და (0,0) მიახლოებაში (4.1.1) პირობებს შეიძლება 

სხვა სახეც მიეცეს. 

მაგალითად, M# = 0 მიახლოებაში (4.1.1) პირობები შეიძლება 

შემდეგი სახით ჩაიწეროს: 

(2ჩ) '“V5 =V/ (X,,X-,0+,!) = V/ (>,,X, ,0–,()= // (>,,X, ,0,/), 

1 =1,2,.3, 

და, მუდმივი სისქის შემთხვევაში, 

(+) , C) 

ძე '= თი X,,Xვ, #,/ |– თი X,,X,, #»/ 

C"M# (X,,X,.0.!) 
=270იჩ 

” რI!? 

– (თ), + 2ჩI(4V/ (CV, .X5 ,0,/)+ (C(4+ //)M7 გ C, ,X,,0,/)II, 

/# = 1,2; 

, (+) , C–) 
93 -= C 13 XI X5, #M,! – თა X,.X2; #1 

2 ”V/ (X,.X-.0.!) 

მ!“ 

- (დუ. + 2//MM/ (X „X.,0,/)) ; (X,,X,)C თ, 

ხოლო ცვლადი სისქის შემთხვევაში 

= 2/# 
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(1) (+) 

თMC,X,,, /)C05(#, X,).11 ა | ' ი 

, (» (–) 

+Cთჟე(X,, XI, ა ლ05(I,X M/ | | +| M53 

2“იი (XX X;,ს,! 
C!/ 2 

– (თდ5, +2M(//ტV7 (X,X,,0,/)+C2+/0(/ (= ,X,,0,/))» 
+ 20ი7#) ,(V7), 

+//(010#M) „(%ჟ (X,,X; 0,!)), + #00 #M) „(#7 (X,,X, 0, ')) „I. 

I+( (+) 
თე(X,X., # „ჩ9C0%#,X, 7 თ 'წე) 

, (<8. –) 
+თვ(X,, 2, M, /)ლ09(/7,X ....> 

271 CC.» 
C/? 

0, 
= 2/2/ ა 

– (თ: +2/4M4/ (=,,X,,0,/)+0ი7#),, (/ (+, ,X,.0,7)) | | , 

(X,,X,) C თ. 7 =1.2.3. 

(0,0) მიახლოებაში (4.1.1) პირობები შემდეგი სახით ჩაიწე- 

რება (იხ. (3.2.12)): 

(4ჩ,”, ) ' ი (X, ,/) = %/ (X, ,0,0,/), 7 =1,2,3 ; 

288



ჩ, (X,) , (+) (+) 

X I თა (X,,0. ,ე Mე+0. ,ვ Xე,0.,32 X–-+0, 368) 
(– 

”, (X,) 

(+ , () 2 
XC05(V, ,,X„, )0X, – (–1)”“ „I1+| # 5-,) 

“(.) 

/, (X,) (– C) 
V 

X I თე (X,,0,.,ე Mე+0, ,ვ Xე,0.,ე X+0, 1,3 M3) 
რ 

”, (XI) 

(–) 2" (, ,0,0,/) 
XC05(L, ,,X,)0X, =4/0წ სც“ ” დ 2 (თი 

+4/,I/./7.V7, (X, ,0,0,)I , L, / =1,2.3, X, C10,#L, _ (4.114) 
(+) (+) 

რადგან Mე (X#ვ) პერპენდიკულარულია Xკ-ის (X.>-ის) (იხ. 

(+) (2) 
ნახ. 4.1.11), ე.ი., == =0 (+ X,> ) = 0) მაგრამ 

(+) (+) (3) ”» 
ზოგადად X+I V-,Xე |#0 Vკ:X |#9|I, -”| V.,X, #5 

(+) ”# 
V3.1X, | > 2 · 

(+) 
თუ სისქე მუდმივია, მაშინ Vვ 
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(+) 

  

  

    

ნახ. 4.1.1 

სა
 

| 
3 (1) 

პარალელურია »-კ ღერძის და 4 5 |- ,„ ხოლო თუ 

(+) 

სიგანეა მუდმივი, მაშინ M_ პარალელურია Xა ღერძის და 

(1) ჯ 

... ( 2 I 2 

სტაციონალურ შემთხვევაში 

2” (თ, ,0,0,,) _ მV” (X, .0,0,/) _ 

რ/? ა მ! ა 
და (4.1.14) სამი დიფერენციალური ტოლობის X-ის მიმართ 

ინტეგრებით თითოეულისათვის ორი უცნობი მუდმივის შემცველ 

ინტეგრალურ დამოკიდებულებას მივიღებთ 10, LL -ზე. 

ამოცანები ასეთი საკონტაქტო პირობებით ჯერ-ჯერობით 

სრულად გამოკვლეული არ არის. ამ მიმართულებით მიღებული 

შედეგები 'მიმოხილულია მონოგრაფიის (24I მე-7 პარაგრაფში. 

(4.11)-(4..5) საკონტაქტო პირობები გამოიყენება აგრეთვე 

დრეკადი სხეულების ურთიერთქმედების ინტერფეისზე (იხ. |56|), 

თავი 6). 

0   
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§4.2. დრეკადი და თხევადი ნაწილებისაგან შემდგარი 

სხეულის რხევა 

განვიხილოთ მყარი დრეკადი ნაწილისა და თხევადი ნაწილი- 

საგან შემდგარი სხეულის (კომპოზიციური გარემოს) წერტილე- 

ბის მცირე გადაადგილებები დრეკადობის წრფივი და სითხეების 

მოსვენებული მდგომარეობის მიმართ გაწრფივებული თეორიის 

საფუძველზე. ვთვლით, რომ მყარი და თხევადი ნაწილები სივ- 

რცეში პერიოდულადაა განაწილებული (მცირე პერიოდით). მყა- 

რი ნაწილი (ფაზა) შეიძლება იყოს ბმული, რომელიც შედგება 

ერთი მყარი სხეულისაგან არხებით, სადაც სითხე მოძრაობს, ან 

არაბმული, ე.ი. სითხეში ჩადებულია მყარი ნაწილაკები. დავუშ- 

ვათ, რომ სითხე ბაროტროპულია (56). 
მყარ ნაწილში გვექნება დრეკადობის წრფივი თეორიის შემ- 

დეგი დამოკიდებულებები (იხ. ნაწილი IL, თავი IV): 

ით ! =თC) , + დ   (4.2.1) 

თ, =0"კნკსს') : “CV )=+(4, +M,), (4.2.2) 

სადაც ნიშნაკი § მიუთითებს მყარ ნაწილზე, ძეყ კოღეფიციენ- 

ტებს სიმარტივისათვის ჩავთვლით მუდმივებად, რომლებიც აკმა- 

ყოფილებენ სიმეტრიის 

ძე) =0,) =0,, =0 (4.2.3) 

(ცხადია, პირველი ორი ტოლობიდან გამომდინარეობს მესამე) 

და დადებითად განსაზღვრულობის 

ი,ნ,00ს)>00,6,, 0=00M5(>0, 6, =6, (4.2.4) 
/? ცკ. ი, 

პირობებს, 1/' := წ „V5,M).



თხევად ნაწილში გვექნება სითხეების გაწრფივებული თეო- 

რიის შემდეგი დამოკიდებულებები (იხ. (1.13.7) და ნაწილი I, 

თავი V) 

#. 

–-=თ/,+%/, (4.2.5) 

CVI7/ 
თ7/ =-6,ნ+L26,9, +2/0,0, MX“), (4.2.6) 

ჟ 

სადაც ნიშნაკი / მიუთითებს თხევად ნაწილზე, #4 და /! სიბ- 

ლანტის კოეფიციენტებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

/#/>90, 45 22, 0<ძთ<1, (4.2.7) 
/ 3 

პირობებს, #7“ := (V/ ,V/ ,7 ). 

შევნიშნოთ, რომ სითხის მოძრაობის განტოლებები ჩ3ვეულებ- 

რივ ჩაწერილია სიჩქარის 

2V7/7 

დ! 

ვექტორის მიმართ, მაგრამ აქ ჩვენ, (4.21) განტოლებებთან 

შეთანხმების მიზნით, ისინი ჩავწერეთ 77 -ის მიმართ. 

სითხისა და მყარი სხეულის /0/ და ტე" სიმკვრივეები წო- 

ნასწორობის მდგომარეობაში სიმარტივისათვის ჩავთვალოთ მუდ- 

მიგებად. 
სითხის ბაროტროპულობის კანონს განვიხილავთ 

» = C?// (4.2.9) 
სახით, სადაც C> 0 ბგერის გავრცელების სიჩქარეა, ხოლო 

V/   (4.2.8) 

#2 სითხის სიმკვრივის შეშფოთებაა. გარდა ამისა, რადგანაც 
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20#/7” +/07/ _ 2#X/ 

თ! თ! 

და #27 ძმIV V შეიძლება უგულებელვყოთ წრფივ მიახლოებაში, 

მასის შენახვის (ე.ი. უწყვეტობის) განტოლება მიიღებს 

მ2 „.. 
– -+/0ძIVV=0 

თ! 
სახეს, საიდანაც ინტეგრების შემდეგ, იმის გათვალისწინებით, 

– 

რომ #27 =0, თუ #7 =0, მივილებთ 

#67 + 07 ძ!V #=0. (4.2.10) 
ამდენად (4.2.9) მიიღებს 

ნ = –C”/07 ძIV V (4.211) 
სახეს. 

(4.2.11)-ის (4.2.6)-ში ჩასმის შემდეგ მივდივართ იმ დასკვნამ- 

-/ 
დე, რომ C/ დამოკიდებულია როგორც გადაადგილების 2 

=7 
"“ 
  ვექტორზე, ასევე სიჩქარის ვექტორზე. 

I ინტერფეისზე (იხ. ნახ. 4.2.1) ვიხილავთ გადაადგილებებისა 

და ძაბვების უწყვეტობის 

ნV,1=0, |თ,”,| =0 (4:212) 
"I 

პირობას, სადაც კვადრატული ფრჩხილები, ჩვეულებისამებრ, შე- 

საბამისი სიდიდეების ნახტომს აღნიშნავს.



ნახ. 4.2.1 

ჩვენ განვიხილავთ ერთგვაროვან (თუმცა არაერთგვაროვანი 

პირობების განხილვაც შეიძლებოდა) 

#„, =0, 120 (4.2.13) 

სასაზღვრო და 

თII(X,,X,,Xვ,0) _ 

თ" 

X := (X,,X;,X3) C 62, 

საწყის პირობებს, სადაც §2:= 6) L)C)7/ LI” არე შემოსაზღვრუ- 
ლია. 

(4.2.1), (4.2.5), (4.2.12)-(4.2.14) ამოცანის ვარიაციულ ფორ- 

მულირებას აქვს შემდეგი სახე: 

ვეძებთ # ვექტორს, როგორც I-ს ფუნქციას მნიშვნელობებით 

I (დ). -ში, ისეთს, რომ 

M#(X,,X;,Xგ,0) = 0, მ (4.2.14) 

  

2 

2 

(2 1ით+Iთ,X,,რი = |დერრი VV, C #M1(0), (4.2.15) 

ო ი ი 
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ძV(9) _ 
  (0) = 0, 4.2.16 (9) 7 ( ) 

სადაც 

/,. X6C562“; ?', X C56აბ”; თა, Xჯ CC6პბ'; 
?/, .= 0:= თ, ·.= 

"7, XCC2/, 0”, X6C607/, 7 თ, XCC-», 

დ”, X6C%)ა“; 
,= (4.2.17) 

დ7/, XCC7. 

სობოლევის ? (77 (C)|” სივრცე არის ისეთი §2-ზე განსაზ- 

ღვრული ვექტორ-ფუნქციების სიმრავლე, რომელთა კომპონენ- 

ტები IM, C #7) (2), ე.ი. კვადრატში ჯამებადია, მათი განზოგადე- 

ბული ან განაწილების აზრით წარმოებულებიც ასევე კვადრატში 

ჯამებადია და მათი კვალები 276) -ზე ნულის ტოლია (იხ. დამა- 

ტება IL და §1.21). 

(4.2.15)-ის მისაღებად (4.2.1)) და (4.2.5უ) უნდა ჩავწეროთ, 

(4.2.17)-ის გამოყენებით, ერთიანი სახით §C2--ზე; ამ უკანასკნე- 

ლის ორივე მხარე გავამრავლოთ VI, C #71 (62) -ზე; მიღებული 

ვაინტეგროთ §2-ზე და თ, -ის შემცველ წევრში მოვახდინოთ 

ნაწილობითი ინტეგრება, იმის გათვალისწინებით, რომ V#, ფუნ- 

ქციების კვალი 26) -ზე ნულის ტოლია. 6, -ის სიმეტრიულო- 

ბის გამო ცხადია, რომ 

თ, (7)6, (#) = თ, (#)(V,, +V,,) 
(4.2.18) 

1 _ I _ – 
= 29 (I/)V, , + 39» (V)M,, = C,(V)V,, 

  

''ს.ლ. სობოლევი (1908-1988).



და, ამდენად, (4.2.15)-ში #,,-ის ნაცვლად შეიძლება 0, (#) 

ჩავსვათ. 

თუ (4.2.11)-ს ჩავსვამთ (4.2.6)-ში, მაშინ თ, ცალსახად გა- 

ნისაზღვრება #-სა და მისი წარმოებულების საშუალებით. თუ 
მხედველობაში მივიღებთ (4.2.18)-ს, ადვილი სანახავია, რომ 

IV, '„MV, ,თX = ძ(”, ი. + 6), (4.2.179) 

სადაც == სიჩქარეა და 
/ 

თ(V,X) = | თ,/(X)6,C)4,090%, 
ი 

ხ(V,#) = | ხ,,C09„C(V)V 00), 
ო 

§ §, რ თუ XCC64; 
ძ,)ყ(X) := 
“ ძუ, = 070” ბ,ბ,, თუ XCC4/, 

ხა =0, თუ XCC6ბ“: 
ხ.,)(X) := 
“ ხ/, =2/6,6,+/716,0,,თუ X6CC7/, 

რადგან 

ბ,C”/0/ძIVV =0,C”07/ს,, 

=02ტ,C"0/6Vს(ს) =მ,ბ,C“/07/მ,ც(ს). 

შენიშვნა 4.2.1. ცხადია, ი და ხ არ არიან II1(C2) -ზე კოერ- 
ციტიულები. თუმცა მათი ჯამი კოერციტიულია,„ ე.ი. 

37 = 00M5! > 0 ისეთი, რომ 

თ(V,V) + ხ(V,V) >7IIII თ. · (4.2.20) 

296



მართლაც, (4.2.7) და (4.2.4)-დან გამომდინარეობს, რომ 

თ(M,V)+ხ(%,V) > 6 | 6,(V)6,(C)თ- 
ო 

და ამის შემდეგ (4.2.20) შეიძლება ისე დამტკიცდეს როგორც 

ლემა 1.2 (56)-ის VI თავში. 

შენიშვნა 4.22. (4.2.3), (4.24) და (4.27) პირობებში 

(4.2.15) საწყის-სასაზღვრო ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახ- 

სნი, ისეთი, რომ 

_ მი 01 ოMრ)') V ი 25% 0,7;I//I(C)|” |. 

რაც იმას ნიშნავს, რომ როგორც (|-ს ფუნქციები 

_ რ, რთ“ 3 </ძ 92%. თი» 
რ! დრ/“ IC (0,7) 

და ყოველი მათგანი ფიქსირებული 1 CI0,7 I -სთვის იღებს მნიშ- 

3 

ვნელობებს, რომლებიც |/7) (62)1” -ს. ეკუთვნიან. 

2



ნაწილი V. დამატებები 

დამატება 1. დამხმარე მასალა ფუნქციონალური 
ანალიჭიდან 

განსაზღვრა 1. M სიმრავლეს ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე 

ლინეალი (ან წრფივი, ან კვექტორული სივრცე, ან წრფივი 

სისტემა, ან წრფივი გარსი) ეწოდება, თუ 

ა) VI,V C M -სთვის განსაზღვრულია 1 + V C M/ და MVიძC 

# -სთვის (# ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეა) განსაზღვრულია 

თIV C M/: 
ბ) სრულდება ვექტორული ალგებრის შემდეგი აქსიომები: 

#/+V=V+VსV M+(V+2)=(/+VI)+2, 2CVM/: 

ით((+V)=ძV+იV. (თ+ხ)/ =თV+ხს, ხ6C7: 

თძ(ხსV) = (თხ)“!: 1-1?/ =7/; 

გ) 30 CM ისეთი, რომ #+6C8=”V VVC M -სთვის, მას 

ლინეალის ნულოვანი ელემენტი ეწოდება; 
დ) VI C #M/ -სთვის, 3V C V ისეთი, რომ 1?+V = 06. ასეთ 

V ელემენტს V-ს შებრუნებული ეწოდება. (ის აღინიშნება (–V)- 
თი, ხოლო V/+(-V) აღინიშნება (#-V)-თი). 

ცხადია, 0-I/ = (1 – 1I)/=MI-–V/=6. 

განსაზღვრა 2. M სიმრავლეს (არა აუცილებლად ლინეალს) 

მეტრიკული სივრცე ეწოდება, თუ VMV. VC M -სთვის განსაზ- 

ღვრულია /(/,V) რიცხვი, რომელსაც ეწოდება მანძილი (მეტ- 

რიკა) “” და V-ს შორის, ისე, რომ შესრულდეს მეტრიკის შემ- 

დეგი აქსიომები: 

0(V,V) > 0, 

/2C(V, V) = 0 «> M(X) = V(X), 
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/(V,V) = /XV,V), 
/#2(V/, 2) < /X1?/,V) + /(XV,2) (სამკუთხედის აქსიომა), 

2 C VM/. 

განსაზღვრა 3. M ლინეალს ეწოდება ნორმირებული, თუ 

VII C V/ -სთვის განსაზღვრულია 'შI რიცხვი რომელსაც ”“ 

ელემენტის ნორშს ეწოდება, ისე, რომ შესრულდეს შემდეგი თვი– 

სებები: 

II 20, 
IVVI =042>7I/((X) =0,”) 

IM -IM-M. «<7, 
IV + VI < IIVI +IVI) (სამკუთხედის უტოლობა), V C M. 

შენიშვნა 1. ყოველი ნორმირებული ლინეალი მეტრიკული 

სივრცეა მეტრიკით /X1/.,V) = IV – VI .· მართლაც, IV – 3) = 

= IV –V+V– 2 < IV = VI + IV – 2) .· მეტრიკის დანარჩენი თვი- 

სებები ცხადია. 

შენიშვნა 2. მეტრიკული სივრცე შეიძლება გავხადოთ ნორმი- 

რებული, თუ ის ლინეალია და მეტრიკა ისეა შემოღებული, რომ 

/2(C/ + 2, V + 2) = /#XIV,V), /2(0V,თV) = |ძ,2(V, V). 

ასეთ შემთხვევაში ნორმა შეიძლება განვსაზღვროთ 

II = 200) ტოლობით. მართლაც, პირველი თვისება ცხადია; 
მეორე თვისების დამტკიცება: 0= IX) = 0(X.0) «>2X=0; 

მესამე თვისების დამტკიცება: 

ICI = 2(თ-6)= ი(თიი6)= 960) = I-II 
  

ბათუ ეს თვისება არ სრულდება |I/| -ს ნახევარნორმა. ეწოდება.



მეოთხე თვისების დამტკიცება: 

IX + XI = 2(X+ #,6C) < /XX+ 7, ») + 2C»7,C) 

= 9XCC+”,0+X)+ 0C/6) = /XX,6) + ,>X>»,6) = XI +IVI. 
განსაზღვრა 4. M ლინეალზე განსაზღვრულია სკალარული 

ნამრავლი, თუ ნებისმიერ წყვილს V,V C M რაიმე წესით ეთა- 

ნადება ნამდვილი რიცხვი 

(IMV.V) C #, 

ისე, რომ მას ჰქონდეს შემდეგი თვისებები: 

1. (I,7) > 0, 

2. (,,/)=0 «> V=6 VM/-ზე; 

3. (IM, V) = CV,7): 

4. (ძთ,V, +0;ეM:.V) = თ, (V,,V)+ თუ(Vე,V), რძ,,რა C 71; 

შენიშვნა 3. ვთქვათ, M. ლინეალზე განსაზღვრულია სკალა- 
რული ნამრავლი, მაშინ 

IVI:= -/(«.%) 
ტოლობით შეიძლება შემოვიღოთ I" C M ელემენტის ნორმა, 

ხოლო 

#C(/, V) := | V – VI 

ტოლობით შეიძლება განვსაზღვროთ V,.V C M ელემენტებს შო- 

რის მანძილი (მეტრიკა). 

ჰიოლდერის უტოლობა”: IV, V)| < IVIIIVI . 
დამტკიცება. სკალარული ნამრავლის პირველი თვისების 

თანახმად, V,2LCX -სათვის 

(I/ + #4V,V + 4V) > 0. 

  

  

') მას უწოდებენ აგრეთვე კოშის უტოლობას. 
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საიდანაც, სკალარული ნამრავლის მეოთხე და მესამე თვისებების 

თანახმად 

(V,1/)+ ,2(V, V) + 2(CV, V) + 4“(V,V) 

= (#V,1/) + 2(#, V) 4 + (V, V)47> 0. 
ეს უკანასკნელი სამართლიანია ნებისმიერი ნამდვილი # –სათვის, 

რაც მხოლოდ მაშინ შეიძლება, როცა #-ს მიმართ კვადრატული 

სამწევრის დისკრიმინანტი 

(I/,V)? – (#,I/) · (V,V) < 0. 
ე·ი. 

(0/.V)? < (#,I/) · (V,V) = IVI IV" . 

შენიშვნა 4. ნორმირებულ ლინეალზე შეიძლება შემოვიღოთ 

სკალარული ნამრავლი. ამისათვის აუცილებელი და საკმარისია, 

რომ ნორმა ისე იყოს განმარტებული, რომ სრულდებოდეს ეწ. 

პარალელოგრამის პირობა (თვისება) 

II+VI” +I«- VI” =2! VI” +IV”). (ს 
ამ შემთხვევაში სკალარული ბამრავლი შეიძლება შემოვილოთ 

CM =- IV" ”)=+| ) თ 
ტოლობით. მართლაც, (იხ. (47), გვ. 2 თუ შემოვიღებთ ალღ- 

ნიშვნას 

                                     

დ(I/. V. MI) := 4|(I/ + V, VI) – (I/, V') – (V, M)), (3) 

მაშინ (>) და (3) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

დC, V, M) = III + V + I" –IV+V- M. 

2 2 2 2 (4) 
–V++ +IV-MI –IV+M) +IV-M. 

(1)-დან ცხადია, რომ 

IV + V+ VI“ = -V +VMV- VI .კ 2IVI . (5)               
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(5)-ის გათვალისწინებით, (4)-დან ვღებულობთ 

თ(/,V,M) = –IV +V – VI +2|V + ””“ + 2IVI"” +|V –#– VI“ 

-2I -M –2IVI“ –II+XI“ +I+-MI" –IV+XI“ +IV -#“ 
2 2 2 

=-I+#-VI + -MV- VI +IV +) რ 

-II-MI –IV+XI“ +IV -M/“. 
(4) და (6) ტოლობების წევრ-წევრა ნახევარჯამი გვაძლევს 

დი, V,M) = 5IV +M1+ VI" + IV +V-– V” ) 

(7) 

-1(V-M+VM” +I-#-/) 
–IV+VMI +IV –ML. 

(7) გამოსახულებიდან (1)-ის გათვალისწინებით გვექნება 

დრ =I+MI +M -I-M“ კ 
–MI –IX+MI" +IV-ML" =0. 

(3) და (8)-ის შედარების შემდეგ ვასკვნით 

(I + V, VI) = (7/, "“) + (CV, VI). (9) 

ახლა განვიხილოთ 

თ(C):= (CII, V) – C(V, V). (10) 

(9) და (2)-დან გამომდინარეობს 

1 თდ) =(0,V) =+IVI” –IVI”)=9 ის 
და 
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თ(–1) = (–V,V) + (V, V) = +L- #+VI -|-V- V") 

1 2 2 +1((++V" –I«-V”)=0, 
ე“”-· 

(–//,V) = –(I/, V). (12) 

V/7C7, სადაც 7 მთელ რიცხვთა სიმრავლეა, (12) და (9)-ის 

გათვალისწინებით ვასკვნით 

(II. V) = (§IდMი (თ) 7, V) = 5IდCMI9) («I ?/, V) = §I91ი (#+...+ IM, V) 

|9,–ჯერ 

= §IდM0ი · | (7/, V) +... + (7, V) | = §1თმი IM(CV, V) = 7XVI, V). 
მაა __-- ა „'ა'ა'--<- 

,შ–ჯერ 

ამდენად, ნებისმიერი რაციონალური # რიცხვისათვის გვექნება 
ძ 

წ ?/, ა) = 21» ა) = 9", ა) = #14 „, ა) = # CV). 
ძ ძ (85! ძVLხ49 ძ 

ეი რთ(20)=0 ნებისმიერი რაციონალური C რიცხვისთვის. 

რამდენადაც რCთ ფუნქცია უწყვეტია, ამიტომ თუ ## C, 

9, 

მაშინ ით= უი”) -ი და თდ(0)=0 V2CCX. ამრი- 
# 

გად, (10)-დან ვასკვნით 

(CI/,V) = C(I/,V). (13) 
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(9), (13)-დან გამომდინარეობს, რომ სკალარული ნამრავლის 

მე-4 თვისება სრულდება. სხვა თვისებების სამართლიანობა ცხა- 

დია. 

განსაზღვრა 5. ლინეალს (აღვნიშნოთ ის 5. -ით), რომელზეც 

განსაზღვრულია სკალარული ნამრავლი და ამდენად – შენიშვნა 

3-ში მითითებული მეტრიკა და ნორმა, ეწოდება წინარე ჰილბერ- 

ტის ან უნიტარული სივრცე, ან სივრცე სკალარული ნამრავ- 

ლით, ან სივრცე კვადრატული მეტრიკით, ან ევკლიდეს) სივრცე. 

განსაზღვრა 6. თუ )სი ,/2(V,,V) =0, სადაც #,M, C 45), 

მაშინ ამბობენ, რომ ", კრებადია ჯ?/ -საკენ X§5ე -ში 

სო, =" »ე-ში (CV, – % >). 
აიგ–პთ 

ჩა 
თეორეა 1. თუ %,.V.2ე,,V, C 5. და M–- 2 >”, 

V,–––:->V, მაშინ 

(CI, ,V,) –> CV, V). 

დამტკიცებას გამომდინარეობს ჰიოლდერის უტოლობის გათ- 

ვალისწინებით მიღებული შემდეგი უტოლობიდან 
(V,,V,) – (V, V)I = (CV, – #,V, – V) + (V,V, – V) + CV,V, – V)) 

<IV, – M#,V, – V) +IV,V, – V) +IV,V, – V) 

<IV, – MI ·IV, – VI +IVI:IV, – V +IVI IV, – MI. 
შედეგი ს. თუ %.,V,?/, C45ე და 1?» – “? >”, მაშინ 

(V,,V) –> (V,V). 

  

“ევკლიდე (დაახ. 340-დაახ. 287 ჩვ. წ. ალ.-მდე). 
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შედეგი 2. თუ #?”,/ C5ე და V#V =5C 95CდX ჯ მაშინ ” 

IM | – II , ე“. თ – | “– 0. 

განსაზღვრა 7. “, C 5, -ს ეწოდება ფუნდამენტური მიმდევ- 

რობა 6. -ში, თუ 

1IIი /2(/ კ M,) = 0. 

განსაზღვრა 8. 5. სივრცეს ეწოდება ბრული, თუ მისი 

ყოველი ფუნდამენტური მიმდევრობა მასში კრებადია. 

განსაზღვრა 9. სრულ წინარეჰილბერტის სივრცეს „ჰილბერ- 

ტის) (7) სივრცე ეწოდება, ხოლო სრულ ნორმირებულ სივ- 

რცეს – ბანახის ') სივრცე- 

განსაზღვრა 10. V სიმრავლეს ეწოდება შყვრივი 5ე -ში, თუ 

VI C 51 -სათვის /#/-ში ბმოიძებნებ მისკე ა2.-ში კრებადი 

მიმდევრობა, 

განსაზღვრა 11. 7,V C # -ს ეწოდება ორთოგონალური, თუ 

(I/,V) =0. 

თეორემა 2. თუ MV CM ორთოგონალურია #7-ში მკვრივი #- 

ის ყველა ელემენტისადმი, მაშინ ის //-ის ნულოვანი ელემენტია. 

დამტკიცება ცხადია, რადგან (IM,V,)=0 და “ა” 

დამოკიდებულებებიდან, შედეგი 1-ის თანახმად, გამომდინარეობს, 
რომ (V,IV)=0, ეი. #/=6. 

განსაზლვრა 12. თუ მოცემულია X და XI რაიმე სიმრავლეები 

და წესი, რომელიც ყოველ X C+X ელემენტს უთანადებს ცალ- 
  

დ. ჰილბერტი (1862-1943). 
ბს. ბანახი (1892-1945). 
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სახად განსაზღვრულ გარკვეულ XX C» ელემენტს, მაშინ ვამ- 

ბობთ, რომ მოცემულია # ოპერატორი (7 = 4X) X განსაზ- 

ღვრისა და X- ში მნიშვნელობათა სიმრავლეებით. 

იმ კერძო შემთხვევაში, როცა ოპერატორი იღებს რიცხვით 

მნიშვნელობებს, მას ფუნქციონალი ეწოდება. 

განსაზღვრა 13. ოპერატორს ეწოდება წრფივი, თუ მისი გან- 
საზღვრის #1, არე ლინეალია და 

ა) „#(იV/)= 04 VI CI), და VCთ C7ზ; 

ბ) #C(V, +IM)= 4! +4 VIM,,IX CI),.- 

განსაზღვრა 14. #V/ := (4V,V) – 2(/.V) ფუნქციონალს, სა- 

დაც 4 დადებითი ოპერატორია (იხ. განსაზღვრა 29) #), ლი- 

ნეალზე რომელიც მკვრივია #/ ჰილბერტის სივრცეში და 

7 CI, ეწოდება კვადრატული ფუნქციონალი, რამდენადაც 
Vმ C# ადგილი აქვს 

(4(9M), თ") = ძ”( -4#,1/) 

ტოლობას და ამდენად (4V,V) წარმოადგენს L ფუნქციონალის 

კვადრატულ წევრს. 

თეორემა 3. თუ სივრცეში /X(1/, V) := IV – VI მეტრიკით 

რ => 4, ეთ. IM, –% -> 0, მაშინ III, |= |. 

თეორემა 4. თუ 0/,1 ფუნდამენტური მიმდევრობაა სივრცეში 

0(+,V):=IV – V მეტრიკით, მაშინ ის შემოსაზღვრულია, ე. 
31 = 00M§5!I > 0 ისეთი, რომ 

II, <# Vი. 
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განსაზღვრა 15. ”» მეტრიკულ სივრცეს ეწოდება ხეპარაბე–- 

ლური, თუ არსებობს მის ელემენტთა ქვესიმრავლე არაუმეტეს 

თვლადისა, რომელიც მკვრივია ამ სიგრცეში. 

თეორემა 5. თუ 4 დადებითი ოპერატორია (იხ. განსაზღვრა 

29), #, ენერგეტიკული სივრცის (იხ. |54), გვ. 117) სეპარა- 

ბელურობისთვის საკმარისია # სივრცის სეპარაბელურობა. 

განსაზლვრა 16. // სივრცის თ,,....დ,... ელემენტთა მიმ- 

დევრობას ეწოდება სრული, თუ მისი წრფივი კომბინაციების 

სიმრავლე მკვრივია ამ სივრცეში, ე.ი. V 8 = 00M95! > 0 და 

/ C #/ -სთვის =”.) და ისეთი თ... ცე) რიცხვები, რომ 
LL86%II 

” 

2 +.>-იღი, |<§. 
X=1 

განსაზლვრა 17. V,,...,I, C5,ე ელემენტებს ეწოდებათ წრფი- 

ვად დამოკიდებული, თუ ერთი მათთაგანი მაინც არის დანარ- 

ჩენებსს წრფივი კომბინაცია წინააღმდეგ შემთხვევაში მათ 

წრფივად დამოუკიდებელი ეწოდებათ. 

თეორემა 6. ?/,,...,?, C5ე ელემენტების სიმრავლე წრფივად 

დამოუკიდებელია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათი გრამის”) 

დეტერმინანტი 

(CV, 9 ?/, 2)---, CI, 9 ?/, ) 

(I/, ; (I), -·; C1/, ,?/ ) 

  

„ი.პ. გრამი (1850-1916). 
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განსაზღვრა 18. თუ C, C5ე, 1 =1,2,..., სისტემის ნების- 

მიერი ორი ელემენტი ორთოგონალურია ((თ,,თ ,ა =0,7 ჯ» 7), 

მაშინ მას 5, -ში ორთოგონალური სისტემა ეწოდება, ხოლო თუ 

ამის გარდა ის ნორმირებულიცაა (Iდ,| = 1, 7= 12,...) , მაშინ 

– ორთონორმირებული. 

განსაზღვრა 19. დ, C 45), 1 = 1,2,... სისტემას ეწოდება წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი 5; -ში, თუ მისი ელემენტების ნებისმიერი 

სასრული რაოდენობისგან შემდგარი სისტემა წრფივად დამოუ- 

კიდებელია. 
თეორემა 7. ყოველი ორთონორმირებული სისტემა წრფივად 

დამოუკიდებელია. 
განსაზღვრა 20. #” სივრცეში სრულ და წრფივად დამოუკი- 

დებელ სისტემას მისი ძაზიბი ეწოდება. 

განსაზღვრა 21. თ, C77, # = 1,2,..., მიმდევრობას ეწოდება 

ს-ის პაზისი შაუდერის') აზრით, თუ VI C #M შეიძლება წარ- 

მოდგენილი იქნას ცალსახად 

#= 2,ძ,დ,, თ, C#, 
#=1 

სახით. 

შენიშვნა 5. თუ თ, CI, #M =1,2,..., სისტემა ორთონორმი- 

რებულია, მაშინ ბაზისის განსაზღვრა 20 ლდა განსაზღვრა 21 

ერთმანეთს ემთხვევიან. 

განსაზღვრა 22. ბაზისის ელემენტთა #” რიცხვს ეწოდება #I 

სივრცის განზომილება და აღინიშნება 7? := ძე” სიმბოლოთი. 

  

'%.პ. შაუდერი (1896-1943). 
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განსაზღვრა 23. თუ თ, C5ე, #X =1.2,.... ორთონორმირე- 

ბული სისტემაა 35-ე -ში, IV C5ე და თ,:=(V,თC,), MX =1)2,..., 

მაშინ 2.თ „დრ, მწკრივს ეწოდება V-ს შესაბამისი ფურიეს 
#(=I 

მწკრივი, ხოლო C, -ს – ფურიეს კლეფიციენტები. 

თეორემა 8. თუ თ, CM. # =LI.2,..., მასში ორთონორმირე- 

ბული სისტემაა, მაშინ !?/ C #” ელემენტის შესაბამისი ფურიეს 

მწკრვი #-შძი კრებადია და სამართლიანია ბესელის“? 

2.თ, < IV“ უროლობა. ამასთან აუცილებელი და საკმარისი 
#=1 

პირობა მისი #M-სკენ კრებადობისათვის მდგომარეობს პარხევა- 
ლის“? 

თ ” 2 

2,Cთ1 =I4VI 
#= 

ფტოლობპის შესრულებაში. 

განსაზღვრა 24. ორთონორმირებულ სისტემას ეწოდება /7-ში 

ჩაკეტილი, თუ სისტემის ყველა ელემენტისადმი ორთოგონალუ- 

რი ელემენტი მხოლოდ ნულოვანი ელემენტია. 

განსაზღვრა 25. ორთონორმირებულ სისტემას ეწოდება ბრუ- 

ლი /I-ში„ თუ ყოველი I(/ C # -სთვის შესაბამისი ფურიეს 

მწკრივი //-ში კრებადია V-სკენ, ე.ი. თუ სრულდება პარსევალის 

ტოლობა, 

შენიშვნა 6. ორთონორმირებული სისტემის შემთხვევაში სის- 

რულის განსაზღვრა 16 და განსაზღვრა 25 ერთმანეთს ემთხვევა. 

  

ს ფვ. ბესელი (1784-I846). 

„აგა. პარსევალი (1755-1836). 
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თეორემა 9. ორთონორმირებული სისტემა სრულია #I-ში მა- 

შინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ის ჩაკეტილია მასში. 

თეორემა 10. ყოველ სეპარაბელურ #” სივრცეში არსებობს 
ორთონორმირებული ბაზის, რომლის შესაბამისი ფურიეს 

მწკრივი ”/ C# ელემენტისთვის #V-სკენ კრებადია /#-ში (ცხა- 

დია, თუ #I სეპარაბელურია, მასში ბაზისი არსებობს და პირი- 

ქით, თუ ბაზისი არსებობს, ის სეპარაბელურია, რადგან ბაზისი 

#M-ში მკვრივი სისტემაა, რომელიც თვლადზე მეტი არაა). თუ 

M მკვრივია სეპარაბელურ #/-ში, მაშინ ბაზისი შეიძლება აიგოს 

M-ის ელემენტებისგან. 

განსაზღვრა 26. 8 ბანახის სივრცეში განსაზღვრულ ფუნ- 

ქციონალს ეწოდება შემოსაზღვრული, თუ 

| LM < CIVI, C=009-5>0, VI CM. 

უმცირესს C მუდმივებს შორის ეწოდება # ფუნქციონალის ნორ- 

მა და აღინიშნება | LI სიმბოლოთი. 

თეორემა 11 (რისის) თეორემა). # ჰილბერტის სივრცეში 

ყოველი შემოსაზღვრული წრფივი / ფუნქციონალი შეიძლება 

წარმოვადგინოთ 

I =(I/,V) VMCVV, 

სკალარული ნამრავლის სახით, სადაც VC#/ ფიქსირებული 

ელემენტი ცალსახადაა განსაზღვრული, ამასთან V | =IVI. 

თეორემა 12 (ჰან )-პანახის თეორემა). 8 ბანახის სივრცის 

რაიმე M# წრფივ მრავალსახეობაზე (მაგალითად, ლინეალზე) 

განსაზღვრული ყოველი წრფივი შემოსაზღვრული 7 ფუნქციონა- 

ლი შეიძლება ნორმის შენარჩუნებით განვავრცოთ მთელ 98 სივ- 

რცეზე, ე.ი. შეიძლება ავაგოთ ისეთი # ფუნქციონალი, რომ 

  

ბფ. რისი (1880-19 56). 
“აჰ. ჰანი (1879 -19 54). 
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1) ჩ#(CX)=I(») VX CM; 2)IXLI, =/II ,,. 

განსაზღვრა 27. წრფივ ნორმირებულ # სივრცეზე განსაზ- 

ღვრული /(X)=(/,X) ფუნქციონალები ქმნიან ბანახის #“ 

სივრცეს, რომელსაც ეწოდება # სიგრცის შეუღლებული (დუა- 
ლური) სივრცე. 

განსაზღვრა 28. ვთქვათ, #7 = 4X ოპერატორი ასახავს #, 

წრფივ ნორმირებულ სივრცეს #, წრფივ ნორმირებულ სივ- 

რცეში ხოლო თ (7) =(თ,X») არის ჯ#, -ლზე განსაზღვრული 

წრფივი ფუნქციონალი, მაშინ თ(7/) = თ(-X) = /(X), სადაც 
#(CX) წრფივი ფუნქციონალი #, -ზეა განსაზღვრული. ამრიგად, 

ამ ტოლობით ავაგეთ რალაც „#"”% ოპერატორი 

#/ = 4"დ, 
რომელიც განსაზღვრულია # „ “ის შეუღლებულ L, # სივრცეზე 

და ამ უკანასკნელი სივცის დ ელემენტებს უთანადებს #,-ის 

შეუღლებული #. ” სივრცის ელემენტებს. 4" ოპერატორს 4 

ოპერატორის შეუღლებული ოპერატორი ეწოდება. 

თუ #, =# »= სჩ ჰილბერტის სივრცეა, მაშინ რისის თეო- 

რემის თანახმად მოიძებნება ისეთი X%,XX C/ ელემენტები, 

რომ 

#(CX)=(X,»), დ(»)=(X»%.)), 
ეი. 

(»",») = (XM,X) და (X»",-L:) = (X".X) 
ტოლობა ყოველ V”"-ს უთანადებს ერთადერთ X" ელემენტს, ე«. 

X»ჯ% = 4%/9%, 

ამდენად, #M ჰილბერტის სივრცეში შეუღლებული ოპერატორი 

შეიძლება განიმარტოს უკანასკნელის წინა ტოლობით. 
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კერძოდ, თუ 4 ოპერატორი განსაზღვრულია /#/-ში მკვრივ 

#, ლინეალზე და 3X",7XV CI ისეთი, რომ 

(X#", 4X) =(X”,X), X 6#,, 

მაშინ ვამბობთ, რომ X"-ის სიმრავლე ქმნის შეუღლებული 4" 

ოპერატორის #,. განსაზღვრის არეს და თვით ოპერატორი 

განისაზღვრება ტოლობით 
4%უ/%=ჯ9%. 

#I,. ლინეალია, ხოლო 4" – წრფივი ოპერატორი. #2,. # CI, 

რადგან მას ყოველთვის ეკუთვნის ნულოვანი ელემენტი. 

განსაზღვრა 29. #7 სივრცეში მკვრივ ს, ლინეალზე გან– 

საზღვრულ 4 ოპერატორს ეწოდება სიმეტრიული IL), -ზე, თუ 

ის წრფივია და VIV,V C ს, სრულდება 

(4, V) = (IV, 4V) 
ტოლობა. სიმეტრიულ ოპერატორს ეწოდება დადებითი ოპერა- 

ტორი, თუ 

(44?) > 0, 

(4V,/)=0 = V#V=6 IL), –ში, 

ხოლო თუ 3C = C0M5/ > 0, რომ 

(+417, 7V) > CMI" , 

მაშინ მას #, -ში დადებითად განსაზღვრული ოპერატორი ეწო- 

დება. 

განსაზღვრა 30. თუ 4 სიმეტრიული ოპერატორია, ცხადია, 

X, CMV. და ამდენდ 4"% ოპერატორი 4 ოპერატორის კა- 

ფართოებაა. თუ , =72), ., მაშინ ,4%=,4 და მას თვითშეულ- 

ლებული ოპერატორი ეწოდება. 
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შენიშვნა 7. შემოსაზღვრული ოპერატორებისთვის სიმეტრიუ- 

ლობისა და თვითშეულლებულობის განმარტებები ერთმანეთს 

ემთხვევა. 

თეორემა 13. ყოველი დადებითად განსაზღვრული ოპერატორი 

შეიძლება გავაფართოოთ თვითშეულლებულ ოპერატორობამდე 

(ეწ. ფრიდრიხსის'!" გაფართოება). 

განსაზლვრა 31. ორ #4 და 8 დადებითად განსაზღვრულ ოპე- 

რატორს ეწოდება კონგრუენტული, თუ LX, = Lგ. 

განსაზღვრა 32. ორ კონგრუენტულ ოპერატორს ეწოდება 

მონათესავე, თუ 3C,MX = C015! > 0 ისეთები, რომ 

|( 4V. C8 + M/)V) >9I4M. MVV<#M,=7#,, 
სადაც 7 ერთეულოვანი ოპერატორია. 

განსაზღვრა 33. #4 ოპერატორს ეწოდება შემოსაზღვრული, 

თუ 
| 4XI „. < MIXI... VX C ხ.. (14) 

განსაზლვრა 34. #4 ოპერატორს ეწოდება უწყვეტი, თუ 

IX –XI, >0 = | 4X, – 4X|,, 0. 
” 

თეორემა 14. იმისთვის, რომ წრფივი ოპერატორი იყოს უწ- 

ყვეტი, აუცილებელი და საკმარისია, რომ იგი იყოს შემოსაზ- 

ღვრული. 

განსაზღვრა 35. უმცირესს M-ებს შორის (14)-ში ეწოდება 4 

ოპერატორის ნორმა: ||. 

  

–'კო. ფრიდრიხსი (1901-1982). 3



განსაზღვრა 36. M» ((პ)-თი აღინიშნება ისეთი ჰილბერტის 

სივრცე, რომლის ელემენტები ეკუთვნის L;(C2)-ს და აქვთ # 
რიგამდე ჩათვლით განზოგადებული წარმოებულები §» არეში, 

რომლებიც აგრეთვე ეკუთვნის #;(§ბ) -ს, და სადაც სკალარული 
ნამრავლი მოცემულია 

(«,V)„.ყე = 2)| 0'Cნ'"ძ- 
III<M ი 

ტოლობით. 

განსაზღვრა 37. Cი (§პ)-თი აღინიშნება ისეთ ფინიტურ ფუნ- 

ქციათა (ე.ი. (1 -ში კომპაქტური საყრდენის მქონე) სიმრავლე, 

რომელთაც აქვთ §+ არეზე უწყვეტი ყველა რიგის წარმოებუ- 

ლი. ფუნქციის საყრდენი ეწოდება ფუნქციის განსაზღვრის წერ- 

ტილთა იმ სიმრავლის ჩაკეტვას, სადაც ფუნქცია ნულის ტო- 
ლი არაა. 

თეორემა 15. ვთქვათ, წრფივი ოპერატორი 24:00, > 71 4. 

სადაც M. მისი მნიშვნელობათა არეა. მაშინ შებრუნებული ოპე- 

რატორი არსებობს მაშინ ღა მხოლოდ მაშინ, როცა იქიდან, რომ 

4#=0C, სადაც 4MCM,, => M#V=0, სადაც VC7/,. 

თეორემა 16. წრფივი ოპერატორის შებრუნებული ოპერატორი 

წრფივია. 

განსაზღვრა 38. ვთქვათ, M C# ლინეალია. მასში შემოვი- 

ღოთ /#7-ის მეტრიკა, თუ M ამასთან სრულია, მაშინ მას ეწოდე- 

ბა #, სივრცის წრფივი ქვესივრცე. 

განსაზღვრა 39. ამბობენ, რომ #V C# ელემენტი I ჰილ- 

ბერტის სივრცის M ქვესივრცის ორთოგონალურია VILV, თუ 

“? M-ის ყველა ელემენტის ორთოგონალურია. 
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თეორემა 17. ვთქვათ, 7”V სივრცე /7 -ის წრფივი ქვესიგრცეა. 

მაშინ ნებისმიერი »/ C /#”/ ცალსახად შეიძლება წარმოვადგინოთ 

#=V+"V სახით, სადაც V C IMV და M# LV. V-ს ეწოდება V-ს 

ორთოგონალური პროექცია M-ზე. 

შენიშვნა 8. ცხადია, თუ IV #7, არსებობს ერთი მაინც 

#-L7V ისეთი,დ რომ MV >X7C6. წინააღმდეგ/ შემთხვევაში 

#=V+C=V => IV = 7. 

განსაზღვრა 40. ამბობენ, რომ §2 C #” არეს აქვს ლიპში- 
ცის) საზღვარი, თუ: 

1) §-2 შემოსაზლვრულია (დასაშვებია მრაგლადბმულობა); 

2.) 3 თ, /32 =C0/75! >0, #” ცალი XL)... XII, #”=1,M, 

საკოორდინატო სისტემა და (7 – 1) -განზომილებიან ო კუ- 

ბებზე 

  

  

XI) <თ, 1=1,.V –1, 
    

ი ძ ჯ.....Xა) , # = 1,MVI, ის ნქციები, რომ უწყვეტი თ, (X, M-) ეთი ფუნქც 

ა) ყოველ XC26) წერტილი შეიძლება წარმოდგენილი 
იქნას ერთ-ერთი ზემოხსენებულ კოორდინატთა სისტემაში მაინც 

(7) (C2) (7) X = (XL ),...,XV)) = («ი,...,XC.,, ძ, (XL ),...XIII) 

სახით; 

ბ.) X წერტილები, რომელთათვისაც სრულდება 

ჯოი <თ, 1=1,.MV-1, 
1 

  

  

და 

ძი,(XI),...,XVI,) <XC0 <0ძ,(XI),...,XI-,)+/8 

ან 

  

შმრ.ო.ს. ლიპშიცი (1832-1903). 
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ი (XL),...,X0,)-/8<XV' <ძ,(X1),...,XV), 

პირობები, შესაბამისად მდებარეობენ C2 -ში | ან. C-ს გარეთ; 

, „ს _ » 
გა ყოველი ძ, (XI .,... XI ს = 1,771, ფუნქცია Xო 

კუბზე აკმაყოფილებს ლიპშიცის პირობას, ე.ი. 3L# =00091 >0, 

რომ 

თ, (#0) ....,7V),) – თ, (C 2 834 1, 

,” ,» წე I/2 

<M(ცლი – ლ)? +--+CM0, – »XXI,)?1'”. 
განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. ნახ. 1-ზე მოცემულ შემ- 

თხვევაში 

  

  

      
  

ნახ. 1 ნახ. 2 

Xე ღერძის ყველა შესაძლო მიმართულებისათვის დარღვეულია 

ბ.) პირობა, ე.ი. საზღვარი არ არის ლიპშიცის. 

ნახ. 2-ზე მოცემულ შემთხვევაში, C-ს მიდამოში X,: =IVX,I, 

ამიტომ IX, #X-VX, "| <IX, X%-X, # და სრულდება ყველა პი- 

რობა, ე.ი. ლიპშიცის საზღვარია. 

ნახ. 3-ზე მოცემულ კუთხოვანი წერტილის ორივე შემთხ;ვევა- 

ში დასაშვებია მხოლოდ მითითებული კოორდინატთა სისტემა. 

წინააღმდეგ შემთხვევაში დაირღვევა ბ.). მაგრამ ასეთი სისტემის 
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ძX 
შემთხვევაში აღნიშნულ წერტილებში –2 =/C- =თ, ე«. 

1 I»X,=0+ 2 

დაირღვევა გ.), რადგან არ იარსებებს # # თ. ამრიგად საზღვა- 
რი ლიპშიცის არაა. 

        

  

ნახ. 3 ნახ. 4 

ნახ. 4-ხე მოცემულის სამგანზომილებიანი სხეულის ზედაპი- 

რი ლიპშიცური არაა, რადგან 0 წერტილის მიდამოში შესაბა- 

მისი საკოორდინატო სისტემის შერჩევა ვერ ხერხდება (C, წერ- 

ტილის არცერთ მიდამოში ზედაპირის წარმოდგენა, როგორც 

რაიმე ფუნქციის გრაფიკის, შეუძლებელია). 

განსაზღვრა 41. V(X) C C(C) (მით უფრო, თუ 1/(X) 6 C –(C))) 

ფუნქციის ?1((7), 7 C CC) მნიშვნელობები 2 6§2-ზე ცალსახადაა 

განსაზღვრული. ჯ((”) ფუნქციას ეწოდება I((X) ფუნქციის კვალი 

20-ზე. 
თეორემა 18. თუ ღო ლიპშიცის საზღვრის მქონე არეა, მაშინ 

არსებობს ერთადერთი შემოსაზღვრული წრფივი 7” ოპერატორი, 

რომელიც IV. (§)) სივრცეს ასახავს #,(0%ბ) სივრცეზე: 

IM, ი, <IXIII/ აი. 
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თუ V CC"(C), მაშინ 77(X) = VC7). 

განსაზღვრა 42. წინა თეორემიდან 1X-ს ეწოდება MV(X) ფუნ- 
ქციის კვალი C V#-ზე, 1-ს კი კვალის ოპერატორი. 

შენიშვნა 9. რამდენადაც C” (62) მკვრივია 7: (62) -ში, თუ 

” ეკუთვნის IM/) (62) -ს, მაგრამ არ ეკუთვნის C“(C2)-ს, 7V 

კვალი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც ისეთ ?/,(X) C C”(C) 

ფუნქციათა ",(X7) X CC), კვალების ზღვარი XL,(2C §)) -ში, 
რომელთათვისაც 

IV, (X) – MC, –““– >0. 

შენიშვნა 10. თუ #“ CV (C-ჩ) ფუნქცია უწყვეტია C -ში, მა- 

შინ მისი კვალი 2 62 -ზე ემთხვევა მის შეზღუდვას 2 §) -ზე. 

შენიშვნა 11. თუ |I,(X)- #(X)I, „ი–--->->0, მაგრამ არ 
”-–თ 

არის კრებადი M/) (C2) -ში, მაშინ V, C9 მიმდევრობა შეიძლე- 

ბა არ იყოს კრებადი #L.(2 §ა) -ში (აგებულია მაგალითები (იხ. 

(54), გვ. 341)). 

ფრიდრიხსის უტოლობა. თუ §+C#”" არეა ლიპშიცის საზ- 

ღვრით, მაშინ არსებობს ისეთი C,,Cე: = C0715! > 0, დამოკიდე- 

ბული მხოლოდ არეზე, რომ 

IV” (0%<C 2: IC)? რი+თ| «"ძ5 V/ CC'(C). 
ი #=1იC 
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პუანკარეს”) უტოლობა. თუ §1C#” არეა ლიპშიცის საზ- 

ღვრით, მაშინ არსებობენ ისეთი Cკ.C, = C0M§!>0, დამოკიდე– 

ბულნი მხოლოდ არეზე, რომ 

II (ი%<C2. IC) “99 («თარ VV C C'(0C). 
M=-1C 

ფრიდრიხსის უტოლობა. თუ §1C#” არეა ლიპშიცის საზ- 

ღვრით, მაშინ არსებობენ ისეთი M#,, #. = C0M5( >0 დამოკიდე– 

ბულნი მზოლოდ არეზე, რომ 

(MM, < MX, > IC, ა)? ძX+ («ა VI C MI) (§)), 

= ზჯ 

IMთ <# > |I(6ი 'რ+ (4 VV CI, (0). 
II=2ი 

პირველი უტოლობა ძალაში რჩება, თუ § -ს შევცვლით §,- 

ით, რომელიც 6-ის ლია ნაწილია ლებეგის”) დადებითი ზომით 

(ამ შემთხვევაში #, მუდმივი §, -ზეცაა დამოკიდებული). 

კერძოდ, 

ა 5#        2 II. 77 MVVC #I(დ) 

      2C ა)? V„ CM/I(C) 
ი 'ი >
 
>
 

და 

  

ჟა. პუანკარე (1854- -1912). 

"ა.ლ. ლებეგი (1875-1941). 19



    

    

0 
III <# I(6“=) თ VI CIIV;(C)), 

"ჯ III=2 C 

IV · < L. ICC“ "ა" ძX VI/ C =>. (2), 
»2(0) (I|52 ი 

სადაც 
__ 

თ:= (თ, “თ, ), თ, C 7, :=10.1,2,::-, 7=1,M, 

  

C) 

2 
0,:=> · 20 “:=2ყწ'---2 9, X“:= XI) ..X2ი ; 

X, 

2, და სიმბოლოები აღნიშნავენ აჯამვას ყველა ისეთი C 

| |თ|<# |=L 

-სათვის, რომლებიც შესაბამისად აკმაყოფილებენ |Iთ| <# და 

I)=# პირობებს. 

პუანკარეს უტოლობა. თუ C) არეა ლიპშიცის საზღვრით (ამ 

პირობის შესუსტება შესაძლებელია, იხ. (30)), მაშინ არსებობს 

ისეთი X = C0715, > 0 დამოკიდებული მხოლოდ არეზე, რომ 

M" <1 2 I (0'ი14+2-. I 0 | 
M1(9) III5L ი IIII4%17 

VII/ C M// (C)). 
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განსაზხლვრა 43. თ C C“(I ”) კომპლექსური მნიშვნელობის 

მქონე ფუნქციათა სიმრავლეს ეწოდება შვარცის!) 5(#?”) სივ–- 

რცე, თუ ნებისმიერი მთელი არაუარყოფითი # რიცხვისათვის 

# C §სი (1+X) 2,2 თ(X)| <+Cთ, 
XC#” |თI<#X 

სადაც 

X:= (X,,...,X,) C#”, |XI:= (»; +---+X2)? , 

C := (თ.....CX,) მულტიინდექსია. 

განსაზღვრა 44. / ფუნქციონალს (ფორმას) ეწოდება ანტი- 

წრფივი (სემიწრფივი) რაიმე ლინეალზე, თუ ამ სიმრავლის ნე- 

ბისმიერი რ და " ელემენტებისათვის 

»#(დC+V)= /(თ)+/(V) და /(72დC)=4#/(დ), 
სადაც 4 ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვია. 

განსაზღვრა 45. 8(თ,V) ფუნქციონალს (ფორმას) ეწოდება 
სესქვიწრფივი რაიმე ლინეალზე, თუ ამ სიმრავლის ნებისმიერი 

თ, თ,. რ; VI, VI. VI, ელემენტებისათვის და. ნებისმიერი 
4 კომპლექსური რიცხვისათვის სრულდება შემდეგი ტოლობები: 

8(თ, + თ; .V) = 8(თ,.V) + 8(თ..V) , 

8(თ,V, +V/:) = 8(თ,V,)+ 8(C.V:), 
8(2თCთ,V) = # 8(თ,V). 

8(თ, #V/) = # 8(თ,V/). 

  

"ლ. შვარცი (1915-2002). 
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ამდენად, თ –> 8(თ,V) ასახვა ფიქსირებული V” -სათვის არის 

წრფივი ფუნქციონალი (ფორმა), ხოლო V –> 8(დთ,V/) ასახვა 

ფიქსირებული დ "სათვის არის ანტიწრფივი. თუ 8(თ, V) სეს- 

ქვიწრფივი ფორმა ნამდვილმნიშველობიანი ფორმაა, მაშინ მას 
ორადწრფივი ფორმა ეწოდება. 

განსაზღვრა 46. თუ CC L” რაიმე არეა, მაშინ X45(§6)) 

არის ყველა ისეთი თ C5(#”) ელემენტების ქვესივრცე, რო- 
მელთათვისაც 5სხხნთ CC), ვსიი თ აღნიშნავს ელემენტის საყ- 

რდენს, ე.ი. #” ის იმ ქვესიმრავლის ჩაკეტვას, სადაც “რ გან- 

სხვავებულია ნულისაგან (იხ. აგრეთვე განსაზლვრა 37). 

თეორემა 19. Cი (6–პ) სივრცე მკვრივია 5(62) -ში. 

განსაზღვრა 47. 5(6§1ჰ) -ზე განსაზღვრულ შემოსაზღვრულ 

ანტიწრფივ / ფუნქციონალს ეწოდება განაწილება §2 ჯე, # გა- 
ნაწილების მნიშვნელობას თ C5((ეა) ელემენტზე (/.თ) სიმ- 

ბოლოთი აღვნიშნავთ ხოლო განაწილებათა სიმრავლეს –- 

5'(C)) -თი. ვიტყვით, რომ 'წწრუთ მიმდევრობა 4'(§ბ) -ში კრე- 

ბადია / C5'((2პ) ელემენტებისაკენ, თუ 
Iსი(/,თ)=(/,თ) Vდ C5(C)). 

განსაზღვრა 48. ვთქვათ, / C5'((ა) და თ რაიმე მულ- 

ტიინდექსია. 2 / განისაზღვრება 

(0“/,თ)=(-1)I(/,მ“თ) Vდ C 5(დC) 
ტოლობით. 
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შენიშვნა 12. განსაზლვრა 48-ში 5(C2–) შეიძლება შეიცვალოს 

Cი (60) -თი (რადგან ეს უკანასკნელი მკვრივია პირველში). 

განსაზღვრა 49. თ C5(#” )-ის ფურიეს გარდაქმნა შემდეგი 

ტოლობით განისაზღვრება 

თ (%):=(MCთX#):= | 6'“-5?თ (X)%, 
#” 

სადაც 

(X,Cთ):= X,6, #6. +X თი. 

განსაზღვრა 50. თ C5(#” | -ისა და V C5(L” ) -ის ნახვევი 

განიმარტება 

(თ #VXX):= | თ («– »)VC)4 
“ 

ტოლობით. 

თეორემა 20. # ჰომეომორფიზმია 5(/” ) -დან 5(#” ) -ში; 

მისი შებრუნებული # ! გარდაქმნა განისაზღვრება 

(C-'V)თ = დ)” | ი/ფძნ 

ტოლობით. ” 

თეორემა 21. ყოველი დ,V/ C 5(#” ) აკმაკოფილებს 

(თ (5 )XC<)ძ? =(27)” | თ CიVლიძ- 

პარსევალის ტოლობას. ' 

თეორემა 22. ყოველი Cთ,V C5(#” ) “სათვის 
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#(თ /VX% ) =X(V )V/(დ ). 

თეორემა 23. ყოველი დ C5(#” 1-ის და CX მულტი ინდექ- 

სისათვის 

#(0“თ)I“C )=C/%76C6), 
#M(X”თ IV )=()12 “თ (9). 

განსაზღვრა 51. / C5'(%”) განაწილებას ეწოდება რეგუ- 
ლარული, თუ არსებობს ისეთი ლოკალურად ჯ„ამებადი (ეი. 

LI” ) -დან) ფუნქცია, რომელსაც სიმარტივისათვის აღვნიშ- 

ნავთ / (X) -ით, რომ 

(/,0) = | /(X)დ(X)ი VC C5(#” ). 

რეგულარულ განაწილებათა სიმრავლეს აღვნიშნავთ 5 (7 )- 

ით. განაწილებას ეწოდება ბინგულარული, თუ ის რეგულარული 

არ არის. 

განსაზღვრა 52. ? C§5'(#” ) განაწილებათა სიმრავლეს, რო- 

მელთა ფურიეს გარდაქმნა #V C5., (#” ) და 

2V”I.. 2 

IM „.ცუ'= I (1+I#6 I) IC )” ძ”<+თ, 
” 

სადაც § 6 # (? ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეა), ეწოდება პესბე- 

ლის პოტენციალთა სივრცე, როცა +§ C #. თუ ამასთან §> 0 

მას სობოლევ-სლობოდეცკის სივრცე, ხოლო თუ § ნატურალუ- 

რია სობოლევის სივრცე ეწოდება და აღინიშნება #I”“ (#7”) სიმ- 

ბოლოთი. 
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განსაზღვრა 53. MI (CC) არის /#/'(#” )-ის ქვესივრცე, რო- 

მელიკცკ “შედგება ყველა ისეთი M CI '(» ” ) “საგან, რომ 

ვსინ #/C=C. 

განსაზღვრა 54. #I (6-2) არის ყველა ისეთ I/ C 5”'(§პ) ელე- 

მენტთა სივრცე, რომლებიც შეიძლება C2 -დან გაფართოვდნენ 

# CI '(#?” ) -მდე, ან პირიქით ჩI'(7”) -ის ელემენტების (0) - 

ზე შეზღუდვების სივრცე. #/ C #7” (62) -ს ნორმა განისაზღვრება 

ა.  .. 
ტოლობით, სადაც MM, აღნიშნავს #-ს მნიშვნელობებს C-ზე. 

თუ 7”, =#, მაშინ #-ს ეწოდება #-ს შეზღუდვა 6) -ზე, ხოლო 

M-ს – V-ს გაფართოება C)-დან #” -ზე. 

შენიშვნა 13. თუ §=#, სადღაც # არაუარყოფითი მთელი 
რიცხვია, მაშინ #/" (C2) =I/ (C2) (იხ. განსაზღვრა 36). 

თეორემა 24. #I” (M/”) და # “'(”) დუალური (შეუღლე- 

ბული) სივრცეებია.ა თუ (აჰ “შემოსაზღვრული არეა, მაშინ 

#" (§)) სივრცის შეუღლებული სივრცეა # CC»). 

ლემა 1 (ჟ.-ლ. ლიონსი). ვთქვათ, §“ არის არე, რომელიც 

ეკუთვნის #”-ს და V არის განაწილება §4 -ზე. მაშინ 

V CჩI-“'(C) და მ,V C MI“'(დC), 7=1,V| => VC L"(C). 

განსაზღვრა 55. ვთქვათ, LI არის C” კლასის ჩაკეტილი 

ზედაპირი, რომელიც #” -ს ყოფს შიგა და გარე (ა და «ა. 
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არეებად; II(X) ერთეულოვანი გარე ნორმალია L-ს მიმართ 

X6CI წერტილში. მაშინ (იხ. (13), გვ. 143 და (11), გვ. 212): 

1. არსებობს #” ის ისეთი ლია არეების (0,)”. სიმრავლე, 

რომ 
M 

– (0,|”. ფარავს LI –ს, ე-ი#. LLCLI0C; 
I=I 

M 

– #7(X) ნორმალები არ იკვეთებიან (10 გაერთიანებაში; 
:=1 

– ყოველი 71 C 1, - IM; -სათვის არსებობს X = დ, 0”) C” 

– დიფეომორფიზმი 8, = ს” CM”: I» < 11-დან 

0 ჩII -ში; მის შებრუნებულს აღვნიშნავთ )” == V/,(X)- 
ით, 

– თუ C II0C, III # თ, მაშინ არსებობს 

Vფ:ჯC0ი0,იLI C#I 
სიმრავლიდან 

V,ო0:X1=0ი0,იL) C#- 
სიმრავლეში ჩ, C” – დიფეომორფიზმი დადებითი იაკო- 

ბიანით, ამასთან ისეთი, რომ V”, (ჯ ) = ”, V, ნვ ) · 

(დიფეომორფიზშმი არის დიფერენცირებადი ჰომეომორფიზმი, ზხო- 

ლო ჰომეომორფიზში არის უწყვეტი ბიექციური, ე.ი. ურთიერ- 

თცალსახა ასახვა). 

2. არსებობს ერთეულის ისეთი რეგულარული (ი, (X)1”, 

დაშლა I -ზე, რომ 

– 20(X)CC2(0 IIL), 7=1.....; 
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– 0<40(X)<I1. XC#”, 1=1.---V: 
M 

= 2,9,(X) = 1, ჯ CL. 
1=1 

I -ზე განსაზღვრული ყოველი, მაგალითად, V C #.(L) ფუნ- 

ქციისათვის სამართლიანია 

»C)=3' თაფ, ჯ<L, 
გაშლა. ყოველი 1 C 11... MV)I -სათვის მოვახდინოთ ცვლადთა 

შემდეგი გარდაქმნა 

" (»):= (4 «)(C, (»)) = 4, (თ, (7), (>") = 4, (5)M>) 
და განვავრცოთ (გავაფართოვოთ) 7/, (») ნულით 788; -ის გარეთ 

მთელ I». სივრცეზე. ახლა განვსაზღვროთ /7' (L), §6C#, 

§>0, შემდეგნაირად 
M'0ო =CC#C:V, CM'(7”-1) 7=1,.-. VI. 

ამ სივრცეში ნორმა შეიძლება შემოვიღოთ 

Mჯაილ> 2:IMI და | 
ტოლობით. ერთეულის სხვადასხვა დაყოფას შეესაბამება ეკვივა- 

ლენტური ნორმები. # "(L) ჰილბერტის სივრცეა. 

თუ §<0,მაშინ #7 თ) განისაზღვრება, როგორც MV# “თე 

სივრცის დუალური სივრცე შემდეგი სკალარული ნამრავლით 

(8) II),.(ო <= | §(MCი) ძI. 
L 

თეორემა 25. თუ #(V) არის შემოსაზღვრული ანტიწრფივი 

ფუნქციონალი, განსაზღვრული /7 ჰილბერტის სივრცეზე, ხოლო 
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ძ(V,V) – სესქვიწრფივი ფორმა, რომელიც აკმაყოფილებს შე- 

მოსაზღვრულობის 

9C V)| < MIVI IVI VI. VC#M 

და კოერციტიულობის 

ILCძ(#, V) > 7IVI- VI C I 

პირობებს, სადაც # და ” დადებითი მუდმივებია და II არის 

ნორმა // სივრცეში, მაშინ 

ძ(V,V) = (CV) VVC#/ 

ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახსნი #V C #” ისეთი, რომ 

  II < CIXI., 
სადაც II. არის ნორმა #/-ის დუალურ #I' სივრცეში, ხოლო C 

დადებითი მუდმივია. კერძოდ, შეიძლება ავიღოთ C = M. 

” 

თეორემა 26 (ჩალაგების): 

ა) თუ შემოსაზღვრული არის განზომილება 7 <I/ი2, მაშინ 

/ .· 

”, იC- C, ამასთან IთI <M IთI, , 

ბბ თუ რთ6C 7). M#M>I, მაშინ დCL. ნებისმერ 

განზომილებიან ჰიპერსიბრტყეზე, სადაც §>M”- /ი და 

  

ძ '< ძ.= - > კ ამასთან IთI,. < MI0I,,: 

გ) #/ CM#/, 1 <7; 
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დ) თუ თ CI”V, Iი > I, 0<=ი<1-<, მაშინ თCCC”, 

„” 

მ”თ 
ამასთან |–_"“-_ 

მჯრ ,..მჯ“     
< MI9I,, : 

ეე) თუ თ CV”, M > 0, M>I|- +, §>M-( –-7/1)ჯ», 
წ/4 

მაში ყოველ »” განზომილებიან სიმრავლეზე რCთC L - და 

“ი” 

მ”თ 
22. მათ“ MI0),,· 

    

შევნიშნოთ, რომ ამ დამატებაში გადმოცემული მასალის შედ- 

გენისას ძირითადად გამოყენებული იყო (54), (13) და (111. 
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დამატება 2. ლექანლდრის პოლინომები 

1. ლეჟანდრის პოლინომების წარმომქმნელი ფუნქცია 

კლასიკურ ორთოგონალურ პოლინომთა შორის ყველაზე 

ადრინდელია ლეჟანდრის პოლინომები, რომელთა წარმოშობა და– 

კავშირებულია მათემატიკური ფიზიკის ამოცანებთან, კერძოდ, 

პოტენციალის თეორიასთან. სივრცის ორი 4 და 8 წერტილის 

მიზიდულობის ველის პოტენციალი გამოისახება მათ შორის მან- 

ძილის შებრუნებული (იხ. ნახ. 1) 

1 

4”? – 270008Cთ + /“ 

სიდიდით. 

ნახ. 1 

თუ აქ C05დთ =:X, მაშინ გვექნება, რომ 

1 

”VI-27>X+1? 
წი, 

სადაც 1 = » · როგორც ქვემოთ დავინახავთ, თუ 

1 

1 –2/X +17 
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წილადს გავშლით ხარისხოვან მწკრივად /-ს მიმართ სათავის 

მიდამოში, მაშინ მწ კრივის კოეფიციენტები X-ის პოლინომებია, 

რომლებსაც ყლეჟანდრის პოლინომები ეწოდება (იხ. ქვემოთ (I) 

და (2)). 
გავიხსენოთ ბინომიალური მწკრივი (მაკლორენის მწკრივი 

I) 

#CV/):=(LI –-V) ? ფუნქციისთვის) 

_1 · – 10! 
(1 –V) ? =1+1V+253 ა. (« <1) 

სადაც (2#M – I)!!:=1-3-5---C2M –1) და (–I)!!:=1. 

თუ V= 2IX – 17 , მაშინ გვექნება, რომ 

I 

ნ –2X+/?)? = II – (2 –/?) ? 

=1+1(0C-/)+ 2? 6 -/?) +... 
– 

  

  

ეს მწკრივი აბსოლუტურად კრებადი იქნება, თუ 2/X +! <LI. 

ამ გარემოების გამო უფლება გვაქვს, ფრჩხილების გახსნის შემ- 

დეგ მწკრივი დავალაგოთ I-ს ხარისხებად: 

I+L 12») + 1.3 4X” -1I #6... 
2 2121 2 

  

როგორც ვხედავთ, პირველი სამი კოეფიციენტი წარმოადგენს 

შესაბამისად ნულოვანი, პირველი ღა მეორე ხარისხის პოლი- 

ნომს. დანარჩენიც რომ პოლინომებია, ამაში დავრწმუნდებით, 

როდესაც დავადგენთ რეკურენტულ ფორმულას, რომელიც ერ- 
თმანეთთან აკავშირებს ყოველ ურთიერთმომდევნო სამ პოლი- 

ნომს. აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ ლეჟანდრის პოლინომების წა- 

რმოდგენა ბევრნაირად შეიძლება, რაზედაკც საუბარი ქვემოთ 

გვექნება. ახლა კი დავუბრუნდეთ 

331



1 

“1 – 2/X +I1?2 
= #07 (X)+ 1(X) + (XX? +--.+ ჩ,(XV” 

_ თ 
+... = 2 #,(XM” 

#/=0 

ტოლობას, სადაც, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, #.(X) წარმოად- 

გენს ლეუჟანდრის /I,ური რიგის პოლინომს. ტოლობის მარცხენა 

მხარეში მდგომ გამოსახულებას ეწოდება ლეჟანდრის პოლინომშ- 

თა წარმომქშნელი ფუნქცია, რამდენადაც იგი წარმოშობს ზემო- 

ხსენებული ხარისხოვანი მწკრივის კოეფიციენტთა (+, (X)) 

მიმდევრობას. როგორც ვხედავთ, 

3) 1 
=M(X=I #(X)=X, 6(X)=-X – 2. (2) 

(1) მწკრივიდან ადვილი დასადგენია 

–()=I 8C0=CI". 
მართლაც, თუ ჩავსვამთ X = 1, მაშინ, რადგანაც როცა ( | <1, 

მარცხენა მხარეში გვექნება უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიუ- 

ლი პროგრესიის ჯამი და მივიღებთ, რომ 
1 თ 

1; 1+/+/7 +---+(/” +--·= 2. #,(IMV" . 
– #)=0 

აქედან უშუალოდ ჩანს, რომ #(1))=1. ანალოგიურად, თუ 

X = –1, მაშინ 

1 ი ლ 
–- =1-/+/? –--4+(–-1)”I!” +---= 2 #(–-I" , 
1+1 /=0 

რაც ნიშნავს, რომ #,(–1) = C-1)”. წარმომქმნელი ფუნქციის 
()) წარმოდგენიდან გამომდინარეობს, რომ თუ X=0, მაშინ 

კენტი ხარისხის ლეჟანდრის პოლინომი ნულის ტოლია, ე.-ი., 
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1. ..)(0) =0. მართლაც, თუ X= 0, წარმომქმნელი ფუნქცია 

ბინომიალური შწკირვის სახით ასე ნიის 

–!. ->C ს, 6-ს,» , 
(1 +/?)? 

საიდანაც (1) წარმოდგენასთან შედარების შემდეგ დავასკვნით, 

2 –1)1 
რომ ი (0)=()'(2%-I)) 21 ლის , »,,(01=0 (#=0,I1/2,...). 

2. რეკურენტული ფორმულები 

პირველ რიგში დავამტკიცოთ, რომ ლეჟანდრის პოლინომები- 

სათვის სამართლიანია შემდეგი რეკურენტული ფორმულა 

(M + I)#,,,(X) = (2M +I)XI(X) –M ,(X), M>LI. (3) 

ამისათვის _გავაწარმიოთ (1) ტოლობა. (ს მიმართ: 

–“““  ..– 5 '– იე -2.თ+სჩ ს (X)I” . 

ს – ლ ”! 

თუ ორივე მხარეს გავამრავლებთ (I –2X +/?) -ზე, მივიღებთ 

X-–-I 
–=======(1-2>X+! )>,თ+ს# ს. (X)/”, (4) 
V ყელ 2/X +12 #=0 

ან, (1)-ის თანახმად, 

(X–()2,#,(>” =(1-<2%+/ )>,თ+სჩ ა. (X)/” . 
#M=0 

თუ ორივე მხარეში გამრავლებას შევასრულებთ და 1 ჟ” ტარის- 

ხთან მდგომ კოეფიციენტებს, როცა 7>1, ერთმანეთს გავუტო- 

ლებთ, მივიღებთ 
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X#,(X) – #, , (X) = (01 +1)#V,, (X) – 20XI5 (X) + (ი – 1)#,_, (X), 
9 > 1, 

საიდანაც გამომდინარეობს საძიებელი (3) ტოლობა. მისი არსი 

ისაა, რომ შეგვიძლია თანმიმდევრობით ავაგოთ განსახილავი პო- 

ლინომებ. რადგან უკვე დადგენილია რომ #X(X) =1, 

L(X) = X, ამის შემდეგ (3) ტოლობის გამოყენებით ავაგებთ 

დანარჩენებსაც. ასე, მაგალითად, 

3.) 1 5, 3 
(X)=--X.–- –, #8(CX)C-X –-X, 

? 2 27.“ 2 2 
35 30 3 

ნ (X)=-–-Xჯ“ – –=-X7+-, 
8 8 § 

(2)-ის გათვალისწინებით, (3) რეკურენტული ფორმულებიდან, 

ცხადია, რომ ლუწი რიგის პოლინომი ლუწი ფუნქციაა, ხოლო 

კენტი რიგის კი კენტი ფუნქციაა გარდა (3) ფორმულისა, 

არსებობს კიდევ რამდენიმე რეკურენტული თანაფარდობა, რომ- 

ლებიც პოლინომების წარმოებულებსაც შეიცავენ. ადვილი გამო- 

საყვანია შემდეგი ფორმულა 

Xს,(X)=I ,(X)– 2XI, (X)+ _(X), #>1. (5) 

მართლაც, გავაწარმოოთ (1) ტოლობა X-ით: 
3 დ 

(ს–2X+(/?)?2 =9 ნ, (CXV”, (6) 
»ო»=) 

საიდანაც 
I. თ 

“-“  –(-2-%+/?) 2,L,(XXI” 
“1 – 2IX +12 #=1 

თუ მარცხენა მხარეში ჩავსვამთ (1) მწკრივს, ხოლო მარჯვენა 

მხარეში შევასრულებთ გამრავლებას, მაშინ მივიღებთ 

2,,(»IX”! = >,L', VI” 5 2X>, (X/”' +2#, (X)/”'?, 
M=0 M"=I ))=1 
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ამის შემდეგ თუ I! ,M>I, ზხარისხების წინ მდგომ 
კოეფიციენტებს, როცა / >1, ერთმანეთს გავუტოლებთ, მივი- 

ღებთ (5)')-ს. 
დავუბრუნდეთ ისევ (იხ. (4), სადაც #+I)=:M, M-–>M) 

–_ 

(X- ის -2(%X –/?) ? = 2, #,(X)MI" 

ტოლობას. გავამრავლოთ ორივე მხარე I-ზე და შევადაროთ (6)- 
ს, მივიღებთ 

(X – 2, #', (X)I” = 2, # (XXI, 
#=) M=! 

ან სხვანაირად 

X2,I, (X)I” – 2,X, (XI ”'! = 2>,ML,(XI" . 
„=1 M=! ”=I 

გავუტოლოთ ორივე მხარეში 1 ” ხარისხების წინ მდგომ კოეფი- 

ციენტები, როცა /1>L, მივიღებთ 

XI”, (X)– ”' ,(X)=M(X), M>1. (7) 

ახლა ამ ტოლობიდან განვსაზღვროთ XV”. (X) და შევიტანოთ 

(5) ტოლობაში, ე.ი. (5) და (7) ტოლობიდან გამოვრიცხოთ 

XV”, (X). ეს მოგვცემს კიდევ ერთ რეკურენტულ ფორმულას 
(2/7+!))#,(X)= L .,(X)– ” ,(X), M>21. (8) 

  

ა ზჯ. # (XX ” = + #XICXV" – 233 #X/CჯV" + > X"CXX”? 
#=0 #M=I 

თუ პირველში შემოვიღებთ /? := M–1 და მესამეში /?:= 71+1, მაშინ 

>, ცე!” = 5 MX. (XV/””! –2ჯ9. XI(CჯV"'! + ა”, ცი/”ი, 

/,=0 
ა=I 

#M=0 M'=2 
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თუ (8) ტოლობას გამოვაკლებთ (7)-ს, მივიღებთ 

” ,,(X)– X”'I(X)=(?+1)#,(X). (9) 

მართალია (9) დავამტკიცეთ, როცა 72 =>1, მაგრამ ის სამარ- 

თლიანია მაშინაც, როცა 7? >0, რადგან თუ /? = 0-ს, ცხადია, 

ის სრულდება, რაც უშუალოდ მოწმდება. და ბოლოს, დავამტკი- 

ცოთ 

(»? –1)C', (X) –#>Xჩ,(X) +Mჩ, ,(X) =0, #>1, (10) 
ფორმულა. ჩავსვათ (9)-ში #7-ის ნაცვლად /1 – 1, მაშინ 

X', (X) – X”'„,., (X) = II» ს) (X), #>1. (11) 
ამ უკანასკნელიდან და (7)-დან გამოვრიცხოთ VX' _, (X) ა) რის 

შედეგად სწორედ (10)-ს მივიღებთ. 

თუ (5)-ში 7 –ს შევცვლით (7? – 1)<–ით გვექნება 

#ჩM” ,(X)=# (X)– 2XL", , (X)+ "ცუ (X), #>2. (12) 

(12)-დნნ (7)-ის გამოყენებით გამოვრიცხოთ 2XV/'., (X) 

(ამისათვის (7)-ში 7 შევცვალოთ (7? – 1) -ით, გავამრავლოთ 2- 

ზე და მიღებულ გამოსახულებას წევრ-წევრად დავამატოთ (12)) 

' (X) =(27 – 1), ,(X)+»'  :(X), 7 >2. (13) 

თუ (13) ფორმულის მარჯვენა მხარეში ჩავსვამთ (13) ფორმუ- 

ლიდან M-ის (7-2)-ით შეცვლით მიღებულ #. (X) –ის გამოსა- 

ხულებას და ასეთ ოპერაციებს გავაგრძელებთ ვიდრე მარჯვენა 

მხარეში გვექნება ლეჟანდრის პოლინომის წარმოებულის შემცვე- 

ლი წევრი, მივიღებთ 
#', (X) = (2ი – 1)#,_,(X) + (2 – 5) წ, კ(X) + L'„., (X) 

=(2» –1)#, ,(C)+(2ჩ – 5), (9) +C2# –9)#,,Cი)--. - (14) 

  

ა ამისათვის (7) გავამრავლოთ X –ზე და მიღებულს გამოვაკლოთ (11). 
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2”! -1 

= (2» – 209'+1)/, „(X) 
4«=! 

(9' კენტია) 

25. +I 2 ' 
',I)1-<(=1) = 2 (0M-29+)– –“– M „იი, #>2. 

ინდუქციით დავამტკიცოთ (14) ფორმულის სამართლიანობა. 

როცა #7 =2.3, (14) ფორმულა სამართლიანია. დავუშვათ, რომ 

იგი სამართლიანია (I -2) -სთვის და დავამტკიცოთ ”#”I-სთვის. 

(13)-ისა და ჩვენი დაშვების თანახმად, 

2 5“ I 

”. (X) =(02ი» – 1)”, ,C0) + 1 –2) – 2X'+IIV, , ,„,(X) 

(4' კენტია) 

= (27 –1)#,_,(X) + ჯ (20 –2ძ + 1)”M-, (X) 
ძ=3 

(4 კენტია) 

21” IL 

= 2 (2 -29–+1)X, ,(X), 
ძ=! 

(ი კენტი) 
სადაც უკანასკნელის წინა ჯამში ძ:= 09'+2. 

(7)-ში შევიტანოთ (14), მივიღებთ 
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X#' (X) = M7, (X) + L',_, (X) = M#, (X) 

2 5” 

+ 2, I2» -–2(0'+1) + 1I>, ც+ა (X) 
ყ'=I 

(ი' კენტია) (15) 

2 ”? +2 

=7##,(X) + (27 –<–20 +1)/, ,(X), 
ძ5=2 

(9 ლუწი) 
სადაც ძ:= 9'+1. 

თუ (14)-ში ჩავსვამთ 0ძ0:=#M-ძ '" და გავითვალისწინებთ 

იმას, რომ 

21” – 3. 1 - ე, როცა /! კენტია, 

2 - 2-1, როცა 7 ლუწია, 
  

მივიღებთ 

X' (X) = 2. + ეხოს” ით 

თ»+ (16) 
1-C–ს”“” =2:0+)“- > ჩCთ, 

რადგან #0 =71-ის შესაბამისი წევრი ყოველთვის ნულია, ხოლო 

როცა # =0 და M# ლუწია, მაშინ იძ =0-ის შესაბამისი წევრიც 

ნულია. 

(16)-ის გამოყენებით (15) ((16) ჩავსვათ (15)-ის პირველ 

ტოლობაში) შეიძლება შემდეგნაირად გადავწეროთ 
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»M-2 „+ძ 

X”, 600) =»ჩ,(0 + 5 (24+ ს). ჩი 

„I . ე 1 „+ (17) 

= Mჩ,(X) + 2.0/+ე1+-ა“ (XX, M>I. 

შენიშვნა. ცხადია (იხ. §2.6 და §3.2), 

” (თ, –ხXთ,X, –ხ,) 

=1 6 (თ –ხ)”, (, –ხ) 018) 
ი 

ხ . 
+ თ" -ჩ, IC, (CC2 –ხკ) | 

თ 

= –ჩ,.ჩ' (თ, –ხ)L, (თი -ხ)-ჩ,ჩ '», (თ, –ხ) 

შევცვალოთ Xჯ (ILI7)-სა და (16)-ში (თი, –ხ) -თი და მიღებული 

გამოსახულებები ჩავსვათ (18)-ში, მაშინ მარტივი გარდაქმნების 

შემდეგ მივიღებთ 
ჯL', (თ –ხ)(თ, ენ ახა)= აის, ჩი (თ, –ხ) 

-2.0 „ე49-C0-#. ს” ” –/ (ძX, – ხ) 

= –უჩეჩ“ რი –ხ) 
ს 

- 9 0M-29+1)-”: CI" '.., “ჩი 
4«=I! 2/ : 

სადაც ძ0':=/-ძ. 

(CC, – ხ), 

  

=/რი,; ხ.= (ჩთ) „. 

ა 
ლ
 ' 
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3. დიფერენციალური განტოლება, რომელსაც აკმაყოფილებს 

#,(C(X) პოლინომი 

წინა პარაგრაფში მიღებული რეკურენტული ფორმულების გა- 

მოყენებით ადვილად დავადგენთ, რომ ლეჟანდრის პოლინომები 

აკმაყოფილებენ შემდეგ მეორე რიგის წრფივ ერთგვაროვან დი- 

ფერენციალურ განტოლებას, რომელიც ლეჟანდრის განტოლების 
სახელს ატარებს 

(1 – ჯ? )»"-2X/+იCთ +1)X” = 0. (19) 

ამისათვის გადავწეროთ (10) ფორმულა 

(1- X”)/#”, (X) +#IX#), (X) – Mჩ,, (X) =0 
სახით. ამ უკანასკნელის გაწარმოება მოგვცემს 

(I –Xჯ? )/>, (ე –2X”, 60 +Mჩ,Cი 
+72XI», (X) – 27” „_, (X) = 0. 

(7) ტოლობის #I-ზე გამრავლების შემდეგ ყველა წევრი ტოლო- 
ბის მარცხენა მზარეში გადავიტანოთ 

IXI>, (X) – MI _, (X) – #7 (X») =0. 

თუ (20) ტოლობას ამ უკანასკნელს გამოვაკლებთ, მივიღებთ 

(1 – Xჯ?)/”", CC) –<2X»X#", (X) +MC2+1)#,(X) =0. 
ეს კი სწორედ იმას ნიშნავს, რომ #.(X) პოლინომი აკმაყოფი- 

ლებს (19) განტოლებას. 

(20) 
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4. როდრიგის”) ფორმულა 

დავამტკიცოთ, რომ ლეჟანდრის # (X) პოლინომი წარმოიდ- 

გინება შემდეგი სახით 

  ? (X) = _ 2 (»? – 1), (2) 

რომელსაც როდრიგის ფორმულა ეწოდება. სხვათა შორის, აქე- 

დან ჩანს, რომ თუ ” ლუწია, /# (X) შეიცავს X-ის მხოლოდ 

ლუწ ხარისხებს, ხოლო თუ #” კენტია, – კენტ ხარისხებს. (21) 

ტოლობის სამართლიანობა დავამტკიცოთ (19) განტოლების 

გათვალისწინებით. სახელდობრ, პირველ რიგში ვაჩვენოთ, რომ 

  

ძ” 2 ჩ > (»? –1) (22) 

ფუნქცია, სადაც #M მუდმივია, აკმაყოფილებს (19) განტოლებას. 

მართლაც, თუ 

„ნ.ა ო 
მაშინ გაწარმოების შემდეგ მივიღებთ 

(»” – 1)'= 2/XV. 

ეს ტოლობა თავის მხრივ (/+1)-ჯერ გავაწარმოოთ. ლაიბნი- 

ცის ფორმულის გამოყენებით გვექნება 

LI | ცო2ინი –II“ = XIV '| (თო ციეთ, 
#=0 #=0 

როგორც ვხედავთ, მარცხენა მხარეში მხოლოდ სამი წევრის ჯა- 

მი დაგვრჩება, რადგან ჯ? – 1-ის 2-ზე მაღალი რიგის ყველა 

  

ბო. როდრიგი (1794-1851). 

“) ;,/,=2M(ჯ? –1)”'X. => (X” – 1)” = 2MX(X” – I)”. 
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წარმოებული ნულის ტოლია, ხოლო მარჯვენა მხარეში ორი 

წევრის ჯამი გვექნება, ვინაიდან X-ის ერთზე მალალი რიგის ყვე– 

ლა წარმოებული ნულია. ამდენად მივიღებთ 

ცით (;? –1)+თ+1V“') „24 თ +) .2 .1/'წ) 

= 2,1) -X+(9+ 1)V | . 

თუ შემოვიღებთ 

” 

_ რცე – 2” (IV #7:=V ''”(ჯX) = 7 C; 1) 

აღნიშვნას, მაშინ წინა ტოლობა მიიღებს 

(I – ჯ?)»"–2X7/+იCთ +1)7=0 

სახეს. რადგან ეს განტოლება ერთგვაროვანია, ამიტომ მასვე აკ- 

მაყოფილებს (22) გამოსახულება, როგორიც არ უნდა იყოს #X 

მუდმივი. ვინაიდან (22) გამოსახულება წარმოადგენს # ჩხარის- 

ხის პოლინომს, რომელიც იმავე (19) განტოლებას აკმაყოფი- 

ლებს, რომელსაც აკმაყოფილებს ლეჟანდრის # (X) პოლინომი, 

ამიტომ (22) ფუნქცია #,(X) -სგან შეიძლება განსხვავდებოდეს 

მხოლოდ მუდმივი") მამრავლით. მაშასადამე, ჩვენ დაგვრჩა X -ს 

ისე შერჩევა, რომ (21) ტოლობა სამართლიანი იყოს. ამისათვის 

ჯერ გავარკვიოთ, როგორია #(X) პოლინომის უფროსი კოე- 

ფიციენტი. როგორც ეს ძირითადი რეკურენტული (3) ფორმუ- 

ლიდან ჩანს, თუ #4, აღნიშნავს # (X) პოლინომის უფროს 

კოეფიციენტს და მხედველობაში მივილებთ, რომ (3) ტოლობაში 

  

"' რადგან ლეუანდრის (19) განტოლების ზოგად ამონახსნს აქვს (იხ (45), გვ. 

472) 

C,#, (X) + C5C, (X) 

სახე, სადაც 0, არის ლეჟანდრის მიკავშირებული ფუნქცია, რომელიც არ 

არის პოლინომი. 
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შემავალლი მხოლოდ შემდეგი ორი წევრი (#7+I)#”,,(X) და 

(2M + 1)Xნ,(X) შეიცავს X”' -ს, მაშინ ამ წევრების უფროსი 

კოეფიციენტები ტოლი უნდა იყოს. ამგვარად, გვექნება 
(I + 1) 4,,, =(2M + !1)4,, 

    

საიდანაც 

2M+1 – ება-ა---'----. (23) 
M#+I 7 

(2)-დან, ცხადია, რომ „ა =1I, #4, = I. მაშასადამე, (23) ტო- 

ლობის გამოყენებით მივიღებთ 

– –III!! 
4 =1.3.2,7,..28-1 (2-ს. (24) 

2.3 4 M (/8) 

თუ დავუბრუნდებით (22) გამოსახულებას, დავინახავთ, რომ (3 

-ის კოეფიციენტი იქნება # -2/1(2M –1)·-··ჭCM+I). ამგვარად, 

როდრიგის (21) ფორმულის დასადგენად საჭიროა, რომ 

(2 –1)!! 
=> = X -2/1>:(2/– 1)···.(/+1), 

საიდანაც 

(27 – | )!!1= X - (2/1)!, 

აქედან კი 

_ 1:3-5--·.(2/7–1) _. 1 

_ 1-2-:3-4---2» – 1)-2ი 27 MI 
ამით (21) ტოლობის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

  

5. ლეჟანდრის პოლინომთა სისტემის ორთოგონალობა |–I,1) 

სეგმენტზე 

როგორც (19) დიფერენციალური განტოლებიდან ჩანს, მას 

შეიძლება შემდეგი სახე მიეცეს 
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ძ 
.I(I–» I»I+Mთ+07=0. (25) 

ადვილი დასამტკიცებელია 
1 

| –CC#, (X)იX=0 #72%7#. (26) 
– 

მართლაც, ერთის მხრივ, (25)-დან გვაქვს 

“0 – »”)L, (X) +11(/? + 1)#2,(X) =0. 

თუ ამ უკანასკნელს გავამრავლებთ V#,,(X) -ზე, მივიღებთ 

#. თ+I) –ჯ? )>, 63) +11(79 + 1)#,(X)# (X) =0. 

საიდანაც 

I ი, თ+ II – »ჯ?M”, 6ი| თ 
| (27) 

+ | თ +1)#,(X)/,CCV = 0. 

მეორეს მხრივ, თუ #”!-ისა და M-ის ა»ურთიერთშენაცვლებას 

მოვახდენთ, მივიღებთ 

IX, თ“ –ჯ?) C)| თი 

ე (28) I 

+ | თ +1)#”,Cიჩ,C:)% = 0. 

ნაწილობითი ინტეგრება მოგვცემს 

344



IC ჩ,თ)--I –»”,C)4 

= I, 6ი( – ჯ?)>, დიI' – IC –ჯ?)”. (X), ცით: 

= IC –X” |, (X)L, (C)%. 

ანალოგიურად (ან V”I-ისა და M-ის ურთიერთ შენაცვლებით) და- 

ვადგენთ 

I თ“ – »”)L, (X)|6 = -Iს-X#, (2) L, 6)თი. 

თუ ამ ინტეგრალების მნიშვნელობებს შევიტანთ (27)-სა და 

(28)-ში, მივიღებთ 

-| (1– »?) –'„ (X) -', C)ძი+/თ+ II ნ (X)ნ,(C01#=0, 

–I(1I-»?) -', 0» C)%+თCი+1) | ჩ,(2),C0% =0. 

მათი. სხვაობა კი მოგვცემს ქ) 

(9CI +1) – ICI + III ნ (X)ნ (I)#=0 

და რადგან 7? # 7, ამიტომ ინტეგრალი იქნება ნულის ტოლი, 

რითაც დამტკიცდა (26). 

ახლა დავადგინოთ, რომ / ხარისხის /# (X) პოლინომი ორ- 

თოგონალურია ნებისმიერი პოლინომის, რომლის ხარისხი 7-ზე 

ნაკლებია. ამისთვის გავითვალისწინოთ, რომ X” წარმოიდგინება 

როგორც შემდეგი წრფივი კომბინაცია 
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X” = 90#ი(X) + 0,1) (X)+- · +ძ, #) (X) 
და, მაშასადამე, ყოველი #-ზე დაბალი ხარისხის #XCX) პოლი- 

ნომი, ცხადია, წარმოადგენს #.,. #1» „,, <M-), პოლინო- 

მების წრფივ კომბინაციას მუდმივი კოეფიციენტებით. ამიტომ, 

(26)-ის თანახმად, ვასკვნით, რომ 

| )ნ,0ი%=0. 

იმისათვის, რომ ლეჟანდრის პოლინომთა სისტემა ნორმირე- 

ბული გავხადოთ, საჭიროა გამოვთვალოთ 

1 

ს, = | ”?(X)ძი. 
– 

ზემოთ #,-ით გვქონდა აღნიშნული #,(X) პოლინომის უფ- 

როსი კოეფიციენტი. ამის შესაბამისად „4, , აღნიშნავს #,_,(X) 

-ის სათანადო კოეფიციენტს. ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

«C:= ჩ,Cე – 4 ჯ?, ,C) 
გამოსახულება წარმოადგენს 7-%ზე ნაკლები ხარისხის პოლინომს. 

Xხ, , (X 
მართლაც, იგი არ შეიცავს X»” ზარისხს, რადგან XL) (X) ) 

MV-I 

იწყება X” წევრით და 4,-ზე მისი გამრავლება მოგვცემს სწო- 

რედ #(X) პოლინომის უფროს წევრს „4,X”-ს. განსახილავ 

სხვაობაში 4,X” წევრი გაქრება და ამგვარად #ძ(X) იქნება 

არაუმეტეს #- 1 ხარისხის პოლინომი. 

როგორც უკვე ნაჩვენები იყო, /#(X) ორთოგონალურია 

ძ(X) -ის და, ამგვარად, 

  

I-I 
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I 

|9(0>C)# =0. 
–I 

ამ უკანასკნელის და შემდეგი ტოლობის 

4, 

#,(X) = წ XI, , (X) + (X) 
ი-! 

გათვალისწინებით, გვექნება 

”,= I „(X)თ = I. თ რა 
(ი 

  

”»)(X)+ ირ 

= 24% წ „C6ინ,0იძL 

მაგრამ, რეკურენტული (3) ფორმულის თანახმად, 

7+1 
XI, (X) = 1 (X X2)+2--1 1 ი)(X X). 

თუ ამ გამოსახულებას მიტან წინა ი ტარალის ქვეშ და გა- 

ვითვალისწინებთ იმას, რომ (X) არის # ,(X)-ის ორთო- 

გონალური, მივიღებთ 
1 

» 4, 4, 
” MC X)ძX = = რ · 
“2 +I 4 _ 2231 4, _ 

თუ აქ გამოვიყენებთ თ) ს ტოლობას, რომელიც · და 4, , 

კოეფიციენტებს აკავშირებს, მივიღებთ 
27 –1 
––-ჩ · 

2/7+1 
თუ ამ ტოლობაში ჩავსვამთ M=1, გამოვთვლით #71,-ს, ამის 

შემდეგ გამოვთვლით #: -ს, /#კ -ს და, ზოგადად, #, მანორმირე- 

ბელ მამრავლს, თანმიმდევრობით გვექნება, რომ თუ 7? =1, 

  

I». 

        

(29) ცა = 
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1, “3 
რადგან 

60 =1 
თუ #=2, 

3 32 2 
=–-7ჩ =-:--=-, 

” 51.53 5 

  

  

297 +1 ამრიგად, ლ ს C), M=0,12,..., სისტემა წარმოადგენს 

ორთონორმირებულ სისტემას. 
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6. შმიდტის ორთოგონალიზაციის მეთოდი 

განვიხილოთ (V,1, ე წრფივად დამოუკიდებელ ფუნქციათა 

მიმდევრობა, ს/„ CI?(C2), #=0,თ, სადაც C» ნებისმიერი 
შემოსაზღვრული სიმრავლეა /%” -დან. ავაგოთ შემდეგი სისტემა: 

'რი -= MX, 
დ, == V/, + CIირი, 

რ; := V/; + C;,Cთ, + C;ირი, 

“ (30) 

  
შევარჩიოთ CV მუდმივები ისე, რომ ჯ 1 სისტემა ორთოგო- 

ნალური იყოს. ამისათვის (30)-ის მეორე ტოლობა სკალარულად 

გავამრავლოთ თე -ზე და, ორთოგონალობის პირობის თანახმად, 

გავუტოლოთ 0-ს: 

(თ, „თი) = (V,,თი) + Cი(თი,დი) =0. 

აქედან 
C, = _ (V,,რი) : 

(თა,დთი) 
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ანალოგიურად (30)-ის მესამე ტოლობა გავამრავლოთ და -ზე 

და, ორთოგონალობის პირობის თანახმად, გავუტოლოთ ნულს: 

(თ; ,თი) = (V, ,თი) + C,,(დ, ,თი) + C»ი(თი,თა) 

= (V/;,რი) + C»(თი,დი) =0. 

აქედან C» -- ხი) და ა.შ. დავადგინეთ, რომ 
07-70 

C _ _(V,,და) 

” (თი,თა) 

ახლა (30)-ის მესამე ტოლობა გავამრავლოთ თ, -ზე, გამოვი- 

ყენოთ ორთოგონალობის პირობა და ა.შ. ჩავატაროთ ანალოგიუ- 

რი ოპერაციები, შემდეგ იგივე პროცესი ჩავატაროთ თ. -ზე გამ- 

რავლებით და ა.შ. დ , -ზე გამრავლებით, მაშინ მივიღებთ 

_ (V, ირ ,) 

(თ,,თდ,)” 
ეი. თუ (30)-ში CI კოეფიციენტები განსაზღვრულია (31) ტო- 

„== 71>0, #>1. (30) 

ლობით, მაშინ “თ, “ სისტემა ორთოგონალურია. 

ცხადია, ორთონორმირებისათვის საკმარისია, თითოეული მათ- 

განი გავყოთ თავის ნორმაზე. მაშასადამე, მივილებთ შემდეგ ორ- 

თონორმირებულ სისტემას: 

თ,=.- ”-,. #=0,Cთ. (32) 
28) 

თეორემა 1. პოლინომთა 

V/, =Xჯ, 1 =0,1,.-., (33) 
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სისტემს “შმიდტის მეთოდით ორთონორმირებაა გვაძლევს 

თ, = 2) , #7 =0,1,:-- სისტემას, სადაც #, ლეჟანდრის პო- 

ლინომებია. 

დამტკიცება. საკმარისია, ვაჩვენოთ, რომ (33) სისტემისთვის 

(30) სისტემას აქვს 

დ,=თ,,, #=0,თ, (34) 
სახე, სადაც C, > 0 VI? = 0.1. -··. მართლაც, მაშინ მივიღებ– 

დით, რომ 

      

თ, 2, რთ,» _ # 
თ, = = = = 

Iთ„, Iთ.») თ,.IMI I”, 
ცხადია, #M = 0-სთვის (32) სამართლიანია Cე = 1 -სთვის, რად- 

გან 

  

      

  

      

თი =Vი=#%=!1. 
დავუშვათ, რომ (34) სამართლიანია V#X = 0,» და ვაჩვენოთ, 

რომ იგი სამართლიანია #= M + 1 -სთვის. ეი. ვუშვებთ, რომ 

თ, =Cთ,#I,, თ,>0, VI = 0,» და უნდა დავამტკიცოთ, რომ 

თ,,, =Cთ,) მის თ, >0. 
განვიხილოთ (იხ. (30)) 

დ, =X” +269, (35) 
#=0 

სადაც 

_ (V,.9.) _ _ (CL, თ.ჩ) 

(თ,.თ,) · (თ,- .თ, >.) 
_ თ. (LL, ) _ _ (V”",ჯ,) 

_ თ ნ,ნ) თრჩაჩ) 

CC." = 
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ეი. 

„+ ” (>, ჩი, ) X# ალ" 3 .”თ 
რთა (2 თ. (#,,I) 

2. (36) სა-ჯნრგე 
(6. IM 

»ჯ”) წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 
”+I 

აა... (37) 
#X=0 

სადაც თ, კოეფიციენტები შესაბამისადაა შერჩეული. 

ი, M=0,0+1, კოეფიციენტების საპოვნელად (37) ტო- 

ლობის ორივე მხარე სკალარულად გავამრავლოთ #7: -ზე, მივი- 

ღებთ 

  

  (:”,” )=ი,(ნ,,”,), 9 = 0,7+1, (38) 

რადგან (ნ ) პოლინომთა სისტემა ორთოგონალურია. ”„” 

(38)-დან გამომდინარეობს 

  

(»”',ს.) L ს») 

თ, = (ჩიჩ). ნ)” #1 = 0,/7 +1. (39) 

(37)-დან გამოვთვალოთ მეა ნ,აა 

მიი.) = ჯ”! – 20, #, , 
#=0 

ანუ, (39)-ის გარვალისწიშეით, 

მი = '-2. ს ვსაჩ) წე რგ. 

თუ ამ უკანასკნელს შევადარებთ ტ4)-C დავასკვნით, რომ 

რ.ა, = რაა) 1». . (40) 
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დაგვრჩა იმის დამტკიცება, რომ თ,,, >0. რადგან, როგორც 

უკვე ვაჩვენეთ, #,,, არის Xჯ% –ს, #=0,7/, ორთოგონალური, 

ამიტომ 

(7, 1»+I) = (4. + 4,X” +...+ 4.X+ 40,1,ა)= 
”+I 

= (4,,X · 17 7+I)- 

ამ უკანასკნელის გათვალისწინებით, (39)-დან, ცხადია, რომ 
(»”“ ჯ ) 1 წ ჯL 

292“ )+I/ _ 3“ M+ 
რ, = – 

' (ი, 9 "ი. ) 4» (L., 3 #,) 

1 “V ,.IL,) > I 

- 4, (”,, ? #. ) ს წო +! 

სადაც 4 ლეჟანდრის #,, პოლინომის უფროსი კოეფი- 
#+I 

ციენტია, რომელიც (24)-ის თანახმად დადებითია, ეი. 0ძ,., > 0. 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

7. ფურიე-ლეჟანდრის მწკრივები 

წ
ა
 

| 
= 

განსაზღვრა 1. V +) ძ, რიცხვებს, სადაც 

+! 

ძ, = | /0)#C0)ძ, ეწოდება /(/) ფუნქციის ფურიე-ლეჟან- 
–I 

1 V2 
დრის კოეფიციენტები ორთონორმირებული (++ #,(I!) სის- 

ტემის მიმართ, ხოლო 
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1 1 
თ დ 1 2 2 

>რ(6M+1)8C=2:(++1| «(M+1)”ჩთ 
#=0 2 #=0 2 2 

მწკრივს ეწოდება # (7) ფუნქციის შესაბამიისი ფურიე-ლეჟან- 

დრის მწკრივი, რაც ასე ჩაიწერება 

– 1 
/0-2%(++11ჩთ. 

#=0 

თეორემა 2. თუ L–1,+1) სეგმენტზე უწყვეტი / (/) ფუნქცია 

აკმაყოფილებს ჰიოლდერის პირობას C > _ მაჩვენებლით (ეი. 

I/C)– /C') < იიი§I I – II”), მაშინ ფურიე-ლეჟანდრის მწკრი- 
ვი /(/)-სკენ კრებადია თანაბრად მთელ L-1,+11 სეგმენტზე (ეს 

კრებადობის ერთ-ერთი საკმარისი პირობაა). 

თეორემა 39. ვთქვათ, /(X) უწყვეტია L-I,+1) სეგმენტზე 
გარდა, შესაძლებელია, წყვეტის წერტილთა სასრული რაოდენო- 

ბისა, სადღაც ფუნქციას სასრული ნახტომი გააჩნია, და / (X) 

ფუნქციასს ყოველ წერტილში აქვს როგორც მარცხენა, ისე 

მარჯვენა წარმოებული (ცხადია, სადაც ისინი ტოლია, / (X) 

წარმოებადია) ა). მაშინ შესაბამისი 

  

–ა საშუალოდ კრებადობისათვის (ე.ი. #ე -ში) წარმოებულზე პირობა საჭირო 
არ არის (ის თეორემა, 4 ლდა I|37, გვ. 502). უფრო მეტიც, თუ 

# C L. (–I,1), შესაბამისი ფურიე-ლეჟანდრის მწკრივი კრებადია /-სკენ, 

#2 (-1,1) -ის ნორმით. 

"' შევნიშნოთ, რომ / (X) ფუნქციის მარცხენა (მარჯვენა) წარმოებული თ 

წერტილში ეწოდება 

”აფ= სი #65+40-#C) 
ჩ-–>0-(+) წ 
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თიIი(X) + ძ,1(X)+-···+თ, # (X)+--- 

ფურიე-ლეჟანდრის მწკრივი კრებადია /(X) -სკენ უწყვეტობის 
ყოველ შიგა წერტილზე, ხოლო წყვეტის ყოველ შიგა წერტილ- 

X+0)+7(ჯX–0 /თ+თ0+VC-0 , , 
2 

ჯეკსონის თეორემა. ვთქვათ, # არის ფუნქცია სასრული ვა- 

რიაციით L-1,+1) სეგმენტზე, რომლის შესაბამის ფურიე-ლეჟან- 

დრის მწკრივს აქვს 

ზე კრებადია 

ჩცე – 5 ი,ჩ,Cი 
სახე, სადაც 

ძ, = “ + (6 00%. 
ჩ 
  

რადგან სეგმენტზე კარული ვარიაციით ფუნქცია ამ სეგმენტზე 

შემოსაზღვრულია, თუ ILCX) < M და M აღნიშნავს L(X) -ის 

სრულ ვარიაციას, როცა IXI <1, მაშინ 

  

სიდიდეს ცალმზრივყ წარმოებული არ უნდა ავურიოთ წარმოებულის 
ცალმხრივ ზღვარში 

7'(§+) = IIთ. / (ი). 
ჯაჯა+ 

ცამხრივი წარმოებული შეიძლება არ ემთხვეოდეს წარმოებულის ცალმხრივ 
ზლვარს. შეიძლება, მაგალითად, არსებობდეს მარცხენა წარმოებული, მაგრამ 

არ არსებობს წარმოებულის მარცხენა ზღვარი. შეიძლება რაიმე წერტილში 
ტოლი იყოს მარცხენა და მარჯვენა წარმოებულების ზღვრები, მაგრამ ფუნქცია 

წარმოებადი არ იყოს (მაგ, 510იX ასეთია X=0 წერტილში, უფრო 

მეტიც მას არ აქს X=0 წერტილში მარცხენა და მარჯვენა 
წარმოებული). 
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4-/2(M +V) 
V1-–- #6? 

| _ 81(M +») 
6,”C00<-->--“ , 

თეორემა 4. ლეჟანდრის /#,(X), /2= 0.1,..., პოლინომების 

სისტემა სრულია XL; (–1,I1) -ში. 

თ,#, (X) < , როცა IXI <2 <1, 

როცა IXI <1. 

ლემა. ვთქვათ, C C I” და XC #” არეები შემოსაზღვრუ- 

ლია; V/ ,0/), 7 =0,1,2,..., ფუნქციების სისტემა ორთონორმი- 

რებული და სრულია #:ე(0)-ში და ყოველი /-სთვის, 

7 =0,1,2,..., რ.(X), # =0,1.2,..., სისტემა ორთონორმირებუ- 

ლი და სრულია #:(C)-ში. მაშინ 

#XV(CX,») =და(XX,(X7» #,/ =0,1,2...., 
ფუნქციათა სისტემა ორთონორმირებული და სრულია CX4/#2- 

ში. 

ამ ლემიდან და თეორემა 4-დან გამომდინარეობს 

თეორემა 5.I, (X)#, (»”–), M,7 =0,1,2,..., ფუნქციათა სისტე- 

მა ორთონორმირებული და სრულია I, (I-1,1) X L–1,11) -ში. 
ამ დამატებასთან დაკავშირებით იხ. აგრეთვე 41 და L411). 
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დამატება 3. მოძრავ მოცულობაზე განხილული 

ინტეგრალის ღროის მიმართ გაფწარმოების 

ფორმულაა" 

ვთქვათ, #2), არის მოძრავი მოცულობა (ე. ი. დროზე დამოკი- 

დებული) საკმარისად გლუვი (იხ. ქვემოთ დამტკიცება) 5, საზ- 

ღვრით; 89:= (თ, 1722 „M) ზედაპირის გარე ნორმალია, 

V:=(V,,V,,Vკ) არის X:=(X,,X,,Xკ) C5, წერტილის სიჩქარე; 

V, = (V,7). მაშინ სამართლიანია შემდეგი ფორმულა: 

2 2 
| –#(C00# =-- I #(>0ძ- |»,/ CCიძ§. 

ა, 

დამტკიცება. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: 

MC0) = | /(Cი«%. 

  

  

ცხადია (იხ. ნახ. 1), 

MC) – #9) = I #C>/)ძ«– I #(X,0)ძX 
ი, ჩა 

  

+”) დამტკიცება მოგვაწოდა დ. ნატროშვილმა. =



= |I/( თი – / თ0)IX+ | /Cფ0- | / თი... () 

და 

"(წთ - #C))= |2=5090-72=5),,1იCღ, (2) 

სადაც 

დტ = 17C /)ძ – 1 /(C0%= |/Cდ0ძ%- | /CC0%, 
ჩ,'V აი, 

განვიხილოთ L,-სა და XX -ის სიმეტრიული 

(ნ, IMს))V(ნ) I,) სხვაობის (იხ. გამუქებული არე, ნახ. 1) 

ერთი ელემენტარული ს; ნაწილი, ამოჭრილი ცილინდრული 

ზედაპირით, რომლის ნორმალია (>), 20 C4%% -= 0/X (იხ. 

ნახ. 2), და ავლლღოთ ლოკალური ორთოგონალური საკოორდინა- 

ტო სისტემა ისე, რომ თკ ლღერძი დაემთხვეს IL) -ს, ხოლო 

თე, %: ღერძები მოხვდეს მხებ სიბრტყეში. ვთქვათ, +, := 0#), 
ზედაპირის განტოლებაა 

ჯ#(CX,1) =0. 

მაშინ რა ზედაპირის განტოლება იქნება 

X(X,0) =0 

გგულისხმობთ, რომ” “საკმაოდ გლუვი ფუნქციაა. იგი განსაზ- 

ღვრულია #X X |0,+თ| -ზე (#-ის მაგიერ უნდა იყოს / კუბ- 

ში). მაშინ, ცხადია, ლოკალურ სისტემაში 5ი -ისა და ა; –ს 

განტოლებები იქნება 

რი :93 = თ(C,,6,.0), 5/ :6კ = თ(>თ,,C,,!). 
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– 

X -= გბეგ „ა = გებ გ5, = გები4%9ი., 

LI = L6),#2,63) 6 #” :6კ =0) 

  

  

            

  

4#5, 

„2 8, =Cთ(55ე.!) 

– 1 ულა 

– 
#1 .L- 1.1. 

'.. - 

8 =CX5,,5:.0) 
CC. 7 

ლალი ა ს ნ: 

6, 

ნახ. 2 

(M(CX.1)=0, ცხადია, გარკვეულ პირობებში განსაზღვრავს Xვ 

არაცკხადღ ფუნქციას ანუ ლოკალურ სისტემაში ცალსახა 

ფ =Cთ(6.4:,!) ფუნქციას (2ა-,!) წერტილის მიდამოში). ჯერ 
ვიხილავთ იმ შემთხვევას, როცა M(720)-ის მიმართულებით ჯერ 

გვხვდება 50 და მერე §,. სხვა შემთხვევაში შეიძლება პირიქი- 

თაც იყოს (იხ. ნახ. 1). 

განვიხილოთ 

დ,ი0)= | / "(C,)ძწ 
X 

ინტეგრალი, სადაც 

# ”(«C,1) = /(7ე +0(72- X,!)= /(» 0. 
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აქ ძ ორთოგონალური მატრიცააასა რომლის ბოლო სვეტი 

ემთხვევა 72: = C, :72 3) ნორმალს. 

X = ძ(2ა)« + 70 გარდაქმნას, გადავყავართ ლოკალურ სის- 

ტემაზე მოცულობითი ელემენტის შეუცვლელად, ე.ი, 0X = ძღ. 
ცხადია, 

თ(რ.6:) 

დ,0= I / "(6,/)ძწ = I ძეძ, | /"(.6,,6.'M%, 
თ(5.C.9) 

= | ძეძ6 
% 

თ(<,,26.!) 

MI IV "ფ6.5,5./)– / "ფ,5,6,0)16) 
თ(4,.61.0) 

+ #/ · (C,ფ,9,0)M8|1 

ამასთან 

თ(ი.2 I!) 

IV "ფდ,8,6,ე)- / "6,5,,0)95 =C?), 130, 

თ(8.95,.0) 

რადგან საინტეგრო არეც და ინტეგრალქვეშა ფუნქციაც CXI) 

რიგისაა, როცა 1-–> 0. ამიტომ 71-ზე გაყოფისა და 1–>0 

ზღვარზე გადასვლის შემდეგ იგი ნულად იქცევა. ამდენად, 
1 

Iთ-დ, CI) 
(<01ჯ 

=> |4646,/ "(5,6 ,6,,0)Iთ(5,5,„ი)– თ(5.,.0)) 
ხ§ 
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- (# "(5,605 ,6,,) 5-9, „, (4) 

= (/-C6.6.6.0)%6ა5ა9, „ი, , 

რადგან, საშუალო მნიშვნელობის თეორემის თანახმად, 
დთ(დ, ”2%)) 

I/ "დ6,6,58,0M5 

თ(ფ.25.09) 

= /"(C.2,,C.0)I(I(6,6,0-– ი(5,6..0)1 
სადაც _ 

| თ(დC,«4..0)< #9, < თ(§5,,4.,!). 

აქვე შევნიშნოთ, რომ თუ 7X(2ე) ნორმალის გასწვრივ ჯერ 

იქნებოდა 5,, ხოლო მერე «ე (იხ. ნახ. 1), მაშინ (3)-ში გვექ- 

ნებოდა 

თ(«, .2:.0) 

|ძეძი, | /"C,C,6,!M5 
L% თ(«, „92 წ)) 

= (ძ6ძ5./ "(5,2,,C.0)(0(5,6,,0)– თ(6,6.,/) 
LX 

და (-ზე გაყოფის შემდეგ მივიღებდით, რომ ეს გამოსახულება 

მიისწრაფის 

მის .-C.0 
– IV · (8 „რ, რ) /ნათამ,, იც, 

ზღვრისკენ, როცა 1 –> 0. 

ასე, რომ (4) ტიპის ფორმულაში სიმეტრიული სხვაობის იმ 

წევრებში რომელშიც ინტეგრალი #,-ს ნაწილზე აიღება, 

გვექნება ნიშანი «LC”. ხოლო სიმეტრიული სხვაობის იმ წევრებ- 
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ში, სადაც ინტეგრება XX ის ნაწილზე ხდება, გვექნება ნიშანი 
«» ამიტომ საბოლოოდ ყველა შესაკრებს ექნება ნიშანი “+” 
(იხ. (2)) და გვექნება 

0II _ (2 #C.! 

0! (=0 

  

IX (=0 
(5) 

52) /"C,6,6.0)205:=.9 M. 45, 
აჯამვა ხდება ყველა ასეთი ტიპის ელემენტარული ნაწილების 

მიმართ. 

გარდავქმნათ (5)-ში ზედაპირული ინტეგრალი. რადგან (1 

არის დრო, ამიტომ დ := (,2«,,8) წერტილის დროითი წარ- 

მოებული იქნება « წერტილის სიჩქარე. «კ = თ(თ,,თ,,/)-ს (- 
თი გაწარმოებით მივიღებთ: 

მდ, _ მთ 95 _ მდ 25. _ 90 
თი 20 “თ. 20, 2 

აქედან 

2Cი _ 05კ _ მდ თა, _ რდ CL) (6) 
მი 2, 250 2.09 

5, ზედაპირზე მდებარე # წერტილში 5, ზედაპირის /I(C,7) 

ნორმალის კოორდინატებია 

# = თIმ0(6კ – თC(ფ,9,,!)) 

V(C§ – თ(ფ,4,,!)) 

_ 1 ს- თი _ თი | 
2 2L” 2 1 2-, ადე) რი მა, 29; 
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კერძოდ, 
1 

2.8 
მაშინ, (6)-ის გათვალისწინებით, ცხადია, რომ 

„ვ = 

  
  

  

  

  

29 
მი(რ.თ.!) „ _ მ! 

აა... მი) Lმ5) |. 

- ! (<>X29>V 2995 
(2 | XI თი რ! დიხ დ! CI 

ღო 2 /=0 

რ. 

-(V- =X6C 0760). 
(=0 

სადაც VC,/) წერტილის სიჩქარეა. რადგან 
(X-60),X(C/))= (<0) 

სიჩქარს ნორმალური მდგენელი არ არის დამოკიდებული 

ორთოგონალურ გარდაქმნაზე (ორი ვექტორის სკალარული ნამ- 

რავლი ინვარიანტია ორთოგონალური გარდაქმნის მიმართ), 

გვექნება 

 



(/+დი)26:5:9,,, 4, = | „+ 0M, (6.05, 

= I #(X,0M, (X,0)ძ5ა) 

(ბოლო ტოლობაში გამოყენებულია უკუგარდაქმნა ლოკალური 

სისტემიდან). ამდენად, რადგან ს -ების გაერთიანება იძლევა 

რი -ს, ი მივიღებთ: 

- 2050 ,) 
  

ძX + I #(X,0)”, (X,0M5ა . 

– (= 0-ს. ნაცვლად “შეგვეძლო აგველო ნებისმიერი 

ჯ=10» -შოო გვექნება: 

C. XI /CX>,/)თ; = 1» - 2/ 2 2/(CX0 კ. + | /(=0V»,C, იძ, 

ანუ 

2 2 ბაქ. #I/(00%= |270-0,, + 2 2-ს _ 
ჩ, §, 

სადაც 

რ! 6! ' CI წ დ 
არის X C5, წერტილის ვექტორული სიჩქარე, ხოლო 

V, (X,() = წ3 (X, ი! 

არის X წერტილის ნორმალური სიჩქარე, /” გარე ნორმალია 
5,-ს მიმართ (იხ. ნახ. 3). 

CX (2 2X2 2 
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MI (X,1) 

ნახ. 3 
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დამატება 4. ორი სასარგებლო ფორმულა 
სიბრტქჭეჯე 

მოვიყვანოთ სიბრტყეზე ამოცანების გამოკვლევისას სასარგებ- 

ლო ორი ფორმულა. განვიხილოთ CX/ სიბრტყეზე გლუვი წი- 
რით შემოსაზღვრული (ა არე. საზღვრის გასწვრივ მოძრაობი- 

სას დადებით მიმართულებად მივიღოთ ის მიმართულება, რომე- 

ლიც არეს მარცხენა მხარეს ტოვებს. ” გარე ნორმალია, ( მხე- 
ბის დადებითი მიამრთულებაა. 

»X4 

  

    ·წ
” ი 

ნახ. 1 

თეორემა 1. სამართლიანია შემდეგი ფორმულები: 

#““· /“M /· #/V 

C05(/?, X) = C05(/, )/) = თV , C05(V/2, 7) = –C05(/,X) = _%. 
ძა ძა 

დამტკიცება. კუთხეები 7-სა და X-ს, I-სა და X/-ს შორის 
წა #“ 

აღვნიშნოთ შესაბამისად (#M9M,X) -ით და (7.27) -ით. როგორც ეს 

ნახაზიდან (იხ. ნახ. 1) ჩანს: 

1. რადგან II0I თ = #1, ამიტომ 
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C05(/7, X) = 005 /2 = თ C05C = III ი0§C = = III) –“– 4 _ 9“ 
ტ/–30 #/ _ 7 

C05(/2, 17) = იიი 2 ” = –310/#/ = – თ 5910 თ = –Iი ვით 

ძX 
=- Iს --=---; 

ტ0/-–30 V ძჯ” 

2. რადგან (#7, X) = (/,:/) , ამიტომ C05(”.X) = C05(/, #7); 

3. რადგან (/,X) = 2 –(M,X) და C05(9, 7) = –5Iი # , 

=03 = «22 – ჩ) = 510 /2 = -აი“ XX). 

ამიტომ 
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ღამატება 5. პრიზმული გარსები 

1. ი. ვეკუას იერარქიული მოდელების ძირითადი იდეა 

დრეკადობის წრფივი სამგანზომილებიანი თეორიის ძირითადი 

დამოკიდებულებები შედგება “მოძრაობის” განტოლებებისგან 

X,,+C, = VI,(>.X,,X,!), XC C-C #1, >”, 1=L2.3; 

(1) 
ჰუკის განზოგადებული კანონისგან (იზოტროპული შემთხვევა) 

X,= #00, +2/40,, 1,7 =1,2.3; (2) 

კინემატიკური დამოკიდებულებებისგან 
1 =. ი, =2C., +V,,), // =1.2,3, (3) 

სადაც 

0=0C,. (4) 

შევნიშნოთ, რომ ნაკრები (მთავარი) ფიზიკური მომენტის ნულ- 

თან ტოლობის პირობიდან გამომდინარეობს ძაბვის ტენზორის 

სიმეტრიულობა: 

X,=4%,, I, / = 1,2,3. (5) 

ყველა სიდიდე, გარდა კოეფიციენტებისა, დამოკიდებულია ოთხ 
ცვლადზე (სამ სივრცითზე X,, X:, X3 და! დროზე). 

სხეულს, რომელიც ზემოდან და ქვემოდან შემოსაზღვრულია 

X3 = #C.,X) და X3 = M(CL,,X,) 

ზედაპირებით, ხოლო გვერდიდან ცილინდრული ზედაპირით Xვ 

ღერძის პარალელური მსახველით, პრიზმული გარსი ეწოდება. 
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1 ძ” 2 _ 

CC -) „ 0... (6) 
#,(0)= 2'ხ ძ”;” 

პოლინომებს, კერძოდ, 

M(0=), ჩთ=9, ჩთ==---+, 
ლეჟანდრის პოლინომები ეწოდება ლეჟანდრის პოლინომთა 

სისტემა ორთოგონალურია |–-–I,1) სეგმენტზე: 

  

  

+I 0. # # I, 

|” თფ#8M,თძL=1 2 %, 
7, , MI = #. 

2M+I 
  

(7)-დან ცხადია, რომ პოლინომთა 
! 

1 V2 
(+1) #(X>), 97 =0.I,..., 

სისტემა ორთონორმირებულია. 

(7)-ში მოვახდინოთ ცვლადთა 

ჯ=თX –ხ (8) 
გარდაქმნა, სადაც 

ი–=+, ხ=%, 
ჩ /ჩ 

(+) (C–) – (+) (–) 

208:=ჩ-–7#ჩ პრიზმული გარსის სისქეა, 2ჩ := #+ # . ცხადია, 

(+) (–) 

_ 2 სხ+ 
== 13 C) C) 

ჩ– ჩი ჩ– 9 

და



0, 77 #7, ი («.»-) 

| (თ –ხ) (თი –ხXის =+_2_  _. (9) 
#2) 2M#+1” აა 

ზოგადად, 

თ (L), 7 =0.1,2,..., XC IC,VთI, 

ორთონორმირებული სისტემის მიმართ ფურიეს მწ კრივს აქვს 

#C)=2,თდ0,(C) 
ო»=0 

სახე, სადაც 

ძ 

თ, =| /დ)თ,C)%, » =0,)I,..., 

ფურიეს კოეფიციენტებია. 
თუ დავუშვებთ, რომ Xკ ცვლადის მიმართ XX ცს. 6, 

' C–) +) 
V, CC” კლასს | M(X,,X;) #(X,,X,)| სეგმენტზე, მაშინ 

(X,.4,,V, IX, X..X.,!) 

5XC 14 თC,.X,)(X „,9,,,M„ IX, ,X, ,?)/, (თი, – ხ), 00) 
»=0 

სადაც 
(X„.2„,“, #XX.X, ,!) 

7 (M.»,) 

–, I რნ,“ )ლა5,,%,// (თი – ნ), (11) 

ჩ (=.2) 
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და (10)-ის მარჯვენა მხარე თანაბრდდ კრებადია 

C–) (+) 

#(X,,X,;), /(X,,X;)| სეგმენტზე. 

იერარქიული მოდელების აგების ი. ვეკუას მეთოდი მდგომა- 

რეობს (1)-(3) დამოკიდებულებების # (თX, – ხ)-ზე. გამრავლე- 
(–) (+) 

ბით და ჩნ -დან # -მდე Xკ-ის მიმართ ინტეგრებით Xჯ C ყია “V. 

,, მათემატიკურ მომენტებზე გადასვლაში. (2)-დან უშუალოდ 

გამომდინარეობს, რომ 

X, (X,,X,,,)= #6ყ.0, +2/#%ი,, 

ხოლო მომენტების მიმართ (1) და (3) დამოკიდებულებებიდან 

გამომდინარე დამოკიდებულებების მისაღებად გამოიყენება 

დ ჩ,(>)=Mნ”(.)+#, ,(C), 

(9) =(2M–1)#, ,(C)+ ჩ, ,(=), 2 C(-I+I1, 
(–) (+) 

დამოკიდებულებები, რომლებიც უნდა ჩაიწეროს #, 4 სეგმენ- 

ტისთვის (8მ1 დამოკიდებულებების გათვალისწინებით. შემდგომ, 

თუ ვიმოქმედებთ ისე, როგორც დრეკადობის თეორიაში, მივი- 

ღებთ ლამეს სისტემის ეკვივალენტურ უსასრულო სისტემას 

IC =) 

",(X,%,!):= | «(2,5 %,0ჩ(% –ხ)ძი 

#(» ==) 

მომენტების მიმართ. ამასთან 

',(X,,X2,X3,!) 
თ 

ვსესსბსბსზწს ” 
#=0 
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ამის შემდეგ, M-ური მიახლოების (იერარქიული მოდელის) 
მისაღებად M-ზე მეტი რიგის მომენტს უკუვაგდებთ (ჩავთვლით 
ნულის ტოლად) და განტოლებათა უსასრულო სისტემიდან გან- 

ვიხილავთ მხოლოდ იმ განტოლებებს, რომელთა მთავარი (ე.ი. 

მეორე რიგის წარმოებულების შემცველი წევრებისგან შემდგარი) 

ნაწილები შეიცავენ  თრიგამდე ჩათვლით მომენტებს. 

2. MV =0 მიახლოება. ორი მოდელი 

მოვახდინოთ მეთოდის ილუსტრირება M =0 მიახლოების- 

თვის. (1)-დან ცხადია, 

#C, ე) VI» 29. 

IX» ი(ლ,=,.=,!M9 + (XC ,X%,/)2% 
“ა ლ 
MC,.X) „CV, >) 

#7 „M,) გ? ” (რ. X:) 

+ |Cდ,თ,=,X ,ჯ)%, = მ –კცს2. I“ (XX ,X,,/)ძი ს (13) 

(–) 
ჩ (X,,X-) #” CC, .X,) 

7 = 1,2.3, 

მაგრამ, (11)-ის ძალით, 
(52) 
” C, .X2) 

(M(%. 2, ,/M% = .(X.X,»!) , 

V (=>) 

#C.X,) 

IX. X,,X;,X,,/ IX, = X, . 
(2) 
წ («,,;) 

-X.(» XI, X, M(X- ,X.), ') 

(14) 
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%(» .X:) VI X) მ I.რ2 

X„ი(X9,%,%,/1% =5– IX» თ,.5,X%,!M% (15) 

(> .X2 ) ჩ VI, #) 

“– (63) (+) (–) 
– X,(ა.», ჩ(5.%)M | ჩა + = ჩრ-%VI M- 

აქ გამოვიყენეთ პარამეტრზე დამოკიდებული ინტეგრალის პარა- 

მეტრით გაწარმოების წესი: 

მ ძ(#2) ძ0) 2/(C6. 7) 

(6,7/)07 = ძ” გი, თ4M- 1- > 
+/(6, «C)ვ2-/(C რ) 

თუ გლუვი ზედაპირის განტოლებას აქ>ვს 

#(X,,X,,Xკ)=0 

სახე, მაშინ ნორმალის "V, კომპონენტებს, როგორც ეს კალკუ- 

ლუსის კურსიდანაა ცნობილი, აქვთ შემდეგი სახე: 

, =+ =--- =, 1=I,2,3. 
(რ) +(-.) +(რ) 
  

ჩვენს შემთხვევაში 
(>) 

'ენი2ი-2L X3““ (162 ,X,). 

ამიტომ 
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_–_ 
ც)V·. /(+) X? 
ფ + ჩი) +1 

ჩ (5,X:) 

29 2--- 2) 2 = 2,0 #(X,,X:,!) 
– 
ჩ («,.X:) 

დ) (ფე) M? /დ) V2 (+) 
+Xკ) XX, M(X,,X,),/ ||| #, | +| #ე | +1-Vეც 

(C) ლ MM? /C) V2 C) 
+X X,,X;, M(X,,X; M/ 1) |) +) ჩვ | +1-X%ი. ტ6) 

რადგან 

(C3) () M/, /Cლ) V? 
V, (MI) +) +1 =11, 

თუ ჩავსვამთ (14) – (16) გამოსახულებებს (13)-ში, მივიღებთ, 

რომ 

(X) I 

ამის გათვალისწინებით 
(”) 

X გი (X,,X;,') 

C) C) C) ლ) 
+| X,,) X,,X,, M(X,,X,),! V + +X) X,,X, I (X,,X, L/ | Vჯ 

(ფე M2 /დ) V2 
X (M) +(X | +1 
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C) C) 
+ X.(+X. M(X,,XI).! ,|» „+Xა(X.2,,? M(X,,X,).! '|= · | 

C) M#. (C) M 
#| + ჩ2 +1 

+ დ;ი 62 „X2,!) = /#X;ე (CV, „X2,!) 1 = I,2,3 

მაგრამ კოშის ფორმულების თანახმად 
(+) (+) (+ (63) 

#2», M(X,,X,I).! I» +7, – #რ»”)|ს 

= ლ., (X,,X.,!), I =1,2.3, 

(–) C) (3) 

X,(ი,>. Mრ,=) V (+Xა( XX, #C.ბ)|ს 

=0,, (X,X.,!) 71=1,2,3 
VI 

ამრიგად, MV=0 მიახლოებაში 

ფე) V2. /დ) XV? C) () V? 

Xკვიც+C-. უ +I. | +1+0C-, ს ') +, +1 

+თი = /(XIა(>,;%-!), (17) 

           

ჩ (» >) 

და(=.X,,/)= == |დ,ლ,5.X./) ძა», 

#5) 

XV X,,(X,X,!)= #6სილ, +2//0,ი , (18) 

(12)1-დან გვექნება 
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1 1 
/, (CC .X,/)= => Mი (ი ,X;»!) => Vი (ი »X;,/). (19) 

(19)-ის გამო, (3) მიიღებს შემდეგ სახეს 

  

ჩ 
რი(=,%,0=>Cი, +V,ი,). (20) 

აქედან 

” 
6,გი(X,,X;;!) ს C,ი, +V,ი„), 

0კი =0 ”, 6„,კი = –Vი»: C,/2 =1,2 

მართლაც, 

(MX) 

0,ი(X,,X-,()= |2.(=5,X,,X,,/ MX, 

V(M.2,) 
"+) “) 

1 MI (5.X;) ” (X,,X;) 

=> _ | #.# (0, ,X,,/ MM + IMი,(თფ „XX ,/XX, 

ჩ (თ .X;) ჩ (X, „X,) 

(+) 

1 მ ჩ (X,.X) 

= 2 ი I#, (X,,X;,Xკ,/ MM%, 

ჩ (თ.X;) 

ა" 
ამ უკანასკნელის გათვალისწინებით, (18)-დან, ცხადია, 

230(X%.X:;) = #6,>0ი(X,2,!) 
და 

4 
X.-=---X#ჯX 330 2 C 2 + #4) თთ0 

სადაც V პუასონის კოეფიციენტია. 
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(+) (+) 

__ #რ,MM | ჩგ(X,,X.) 

(–) (–) 

+ #(X.>. # რა) /ა რ.) 

” 
“) 

მ ჩ(%.5) 

მჯ. I M,(=,%,X,/)ძი 

2C MM.2) 

(+) C) 
-Mი >». (2.5) #22) 

C) -) . დ) 
+-4+ %Vე| XX, M(X,%),! | M, (X,X,), 1=0თ, 

C) 
2 / (5) | 

“) 
-M(X,X, # (XI 1=3.   ( 

აქედან, თუ მხედველობაში მივიღებთ (19)-ს, 

0,0(X,,X-,!) 

# ”. 1 1 1 
= 2 Mი,(XX,/)– > -/ #ინიX,/)+2-/ ი(X,X/) 
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(+) –) 

I “ 1 /> · I Mიი.ი (XIX, /)– > ინი» X,,/)+ > #/ი(X,X/, 1 =თ, 

2! | 
57 ინი .-X,1)– რირი, = 0, 7 = 3, 

საიდანაც „ » 

00 -1| ე+V –-+-.ი ს წი 

1 
=> -0სცე1 +(ჩV, ი –ჩ,V თ0 77: იი | 

წ 

– 2 =6 Mიგ + +Vიი სქ); 

ანალოგიურად, 

7 
–6ვცი “ 2 30." 

ცხადია, “– 

/ (X) .X2 ) 

630(X.X2,/ )= | რა(%,XX,/ MMC 

წ (M,თ) 

#C .X2 ) (+) 

= | იც (0, ი ,X (ი –__ # რ. | 

(ი) 

(–) 

_– ჩM (%, X.),1 3 (22) 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (19)-ს, გვექნება 
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1 1 
0ი(X,,X;,/)= 3, რი(ი;X;/)- 2; იი ;X,/)= 0, 

თუ (20)-ს ჩავსვამთ (18)-ში და მიღებულს – (17)-ში, 

გვექნება 

#IIM.,),+ 05 სბ, ჩV,ი„) 

(MX) 
| +I+0 

V» 

+ 0». ჩ. | 

+Cდ,ე = I” , 1= ' · 

LM | (MI) 

ჩ | 

კერძოდ, როცა 1=Cთ, 

/ IM„), ი) LM) “ ა #0. VIV,ი, შ 

(MI) (MI ფ (4) 

| +I+0., ) 

/XVა, უ 

ხოლო, იაა 1=3, 

თ) (თ 
/4(რპი,#)  +0C) MI | +| M2 | +1 

V 3 

(CV /(-) V 
+0C., ფ +(M) +1 + დკე = /V7IVი „ (24) 

V3 . “ , 

მოდელში, როცა პირით ზედაპირებზე ძაბვის ვექტორის ნაც- 

ვლად გადაადგილების ვექტორია მოცემული, მაშინ (15) ფორმუ- 

ლაში პირით ზედაპირებზე ძაბვების მნიშვნელობებად მათი 

M =0 მიახლოების შესაბამისი 
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1 
X,(5.X,,X,(/)= 2; 2/ი(M;X/) 1, / =1,2.3, 

მნიშვნელობები უნდა ჩავსვათ, ე. ი., 

ი (=.»”) 1 

IXავ(რი,ი,X,!)#ი =-- Xკი(X,X;,/) 
– 2ჩ 
” (%,X,) 

1 . 
– – X.ა)(X.X.,1)=0, 1 =1.2.3. 

2ს ვი L 1 2 ) 

ლ 
ჩ (X,.X:) 

XI, 8(X,,X,,Xვ,(MI, = -%,იი ე – (10) # -X,იი (ი,X,,/),. 
ი (5.5) 

1 = 1,2.3. 

ჩავსვათ ეს და (14) გამოსახულება (13)-ში, მივიღებთ 

208 –(I0/M) გ-X,ი +Cთა = /XIი = /XIVი,7 1=1.2,3. (25) 

ახლა გამოვთვალოთ დეფორმაციის ტენზორის ნულოვანი 

მომენტი იმის გათვალისწინებით, რომ პირით ზედაპირებზე 

გადაადგილების ვექტორია მოცემული Lიხ. (21), (22)1 

(+) (+) 

Mცით –-M#ც XX, M ,1 > 

1 ი 
რი (9, ,X;,?) = > იგ +4+Vც X,,X,, M,I |/>.,1=თ0თ, 

(+) C) . 
Mც| X,,Xვ, #.1 | –%ც| X,,X:, 7,7 ტ71=3, 

ა) XC) (0) M(+) 
+%,| X,,X:, #,( (#ც–?/,| XX, #,I IM 

380



1 1 
= 2 “VI, +VMიი, I+ V, = 2-> ), + (MV,ი ), + MM, 

1=1,2,3 /3 =1.2, 

(62) (2. 
0.3ი(X,.X2,()= > ჩ /|-«(»,, ჩV| 

=; V/3(X,,X1 I), 

სადაც 

“ლ, V-) “ს V(+) 
2Vყ/.,(X,X·,1)=V, XX, MM, |Mც-V,| XX, M,! IჩMა 

(26) 

(27) 

თ) XC) ლ ზი 
– => #– ე #1, + MX, >, V > როცა 1=თ, 

+ 

(+) (8. 
> ჩ #|-%(>.=. ჩ ”) · როცა 71=3. 

თუ (26)-სა და (27)-ს ჩავსვამთ (18)-ში, მივიღებთ 

XC .X,,/) = 40,I(ჩV, ა), ,+V/კ (XX ,„/)| 
+ //L(MV,ი),„+(MV„ი),, |+ 2// 9, (X,%,/), (28) 

ჯ=1,2,3; / =1,2, 
2კკი(X,,X2:() = #6,0ი(X,,X:,1) + C# + 2/!) M,ვ(X,, X:.!) 

= „(/?V,0),„+#9 „(CX,1X:,1) +(# + 2/!)/3(X,, X;,1). 

ახლა (28) ჩავსვათ (25)-ში, მივიღებთ შემდეგ საძიებელ სისტე–- 

მას: 
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//(რია), +(MMიი)» | „ + #0 IC#V,«)., | # 

– 0იM) # (26, (MM,ა) , + // (MX), +(#M-ი),, | | 
+2/! %გი(X,,X,,/)+ #0, LV, ი (X,,X;,1) 

– 0ი#)„|26,MM (X,,X1,1) + 2// M,„» (X,,X,,/)| 

+Cთ,(X,,X,,1) = /#Vი, 7 =1,2,3. 

კერძოდ, როცა 1=0თ, 

/ი,.),,+0» იი); |, + 2(#V,ა),, | „« 

–00იM) „(06 (MV,ა), + //(#Mი), +(ჩMი)„, | ) 
+2/! მე ც(X,, X:,1)+ # მ. (X,, X.,1) 

–0ი0ი#M), 22,MVC%,X,,/) + 2// VI» (%,X,,/)| 
+ Cდა(X,, X:,,) = #/”V თ02 C = 1,2. 

ხოლო, როცა 1 = 3, 

#/(MVკი).გი –/(0ი7#), (ჩV Vვე);ც+2/! ჰი ი(X, X,,!) 

–2//00ი#),ც ჰეც(%,.X,,1) + თ,-(%,%,!) = /XIV,ე 

(29) 

(30) 

3. პრიზმული გარსი ხარისხოვანი წამახვილებით 

ახლა განვიხილოთ 

2# = MეXე , M0:1M =00051> 0, (31) 

სისქის მქონე წამახვილებული პრიზმული გარსი. სტატიკის 

შემთხვევაში, თუ მოცულობით ძალებს და ზედა და ქვედა ზედა- 

პირებზე მოქმედ ზედაპირულ ძალებს ნულის ტოლად ჩავთვლით, 

(24)-დან მივიღებთ 

(MM-ი >»), =0. 
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აქედან, თუ ჩავთვლით, რომ Vვე მხოლოდ Xვ -ზეა დამოკიდებუ- 

ლი (ე. ი., განვიხილავთ ცილინდრულ დეფორმაციას), მივიღებთ 

შემდეგ. განტოლებას 
X;V>ი 22 + MVვივ = 0. (32) 

მის ზოგად ამონახსნს აქვს 
I-#ჯ CX +0ე, M%I 

Vვი = C,,Cე =C600ი5%L, (33) 
0, IC Xე +0კ, X=1, 

სახე. საიდანაც ადვილად დავასკვნით, რომ X =0 საზღვარზე, 

გადაადგილების შემოსაზღვრულობის პირობებში, გადაადგილების 

დასახელება შეიძლება მხოლოდ მაშინ, როცა #<I (ამ შემ- 

თხვევაში ვამბობთ, რომ გვაქვს ბლაგვი წამახვილება), ე. ი., 

როცა # > (ამ შემთხვევაში ვამბობთ, რომ გვაქვს მახვილი 

წამახვილება), Xე = 0 საზღვარი სასაზღვრო პირობისგან თავი- 

სუფლდება. წამახვილებული პრიზმული გარსების (23), (24) 

სისტემისა და /-ური მიახლოების ზოგადი სისტემისათვის სა- 

საზლვრო და საწყის-სასაზღვრო ამოცანები საკმარისად კარგადაა 

შესწავლილი (იხ. (24), §4.4). წამახვილებული პრიზმული გარ- 

სებისათვის (29), (30) სისტემა ჯერ-ჯერობით არ არის შეს- 

წავლილი. თუ განვიხილავთ (31) შემთხვევას (30) განტოლების 

მაგალითზე ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (23), (24) და (29), 

(30) სისტემები თვისობრივად განსხვავდება ერთმანეთისაგან. 

თუ ასეც =0, ა 8 =1I,2. და დ.ა =0, მაშინ სტატიკურ 

შემთხვევაში (30)-დან, ცხადია, 

  

ა) 
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//(MMვი აგი –/!ი /),ც C#7Vვი '> =0, (34) 

ე·ი- 

/IVვი, ჩი + 27ი გVვი.ე + 7 ჩ0V3ი – (1ი #). მ (#/V3ი, ი1+ #7. ჩმV>ი ) = 0. 

აქედან 

MMაი გე + MეVი ი + IM, - (IM) „#/ 1 », =0. _ (35) 

თუ ჩავთვლით, რომ Vსკე მხოლოდ X;-ზეა დამოკიდებული, გა- 

ვითვალისწინებთ (31)-ს და გავყოფთ XI 2, (35)-დან მივიღებთ 

  

(აბო (+,V(1) 
(3) X,აX-, #/ | /,6–13| X,ე,X-, # | #.# 

(62. C 
+Mაი.>, 1>-“– , |= 0. 

კერძოდ, ეს უკანასკნელი სრულდება, თუ 
(1) (+) 

,(X,)X:,#)=0, 1=1I,2,3ვ, ან 1/(X,,X-,M/)=0, /#8=)I)2, და, 

ლლ _, სრ (ი, 
73(X,,X:, #1 )MMეXე –M3CX,,X:, 1 )MჩMეX: =0, როცაX, >0. ეს 
უკანასკნელი, კი შესრულდება, თუ 

(+) 
( MM (+) 

1(ვ (X,,X2; // ) = +-7%3(X,)X2; #), როცა X; > 0. 

Mი 

თუ X5 -ას მივასწრაფებთ ნულისკენ (ეი. წამახვილებული ნაპირისკენ), 

მივიღებთ 
(+) 
ჩ 

73 CX, ,0,0) = =%V, ,0.0), 

ჩი 

ი () 
რაც მხოლოდ მაშინ შესრულდება, როცა 1/(3(X, ,0,0) = 0 , რადგან /1ც # #1. 
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2 
X2V30 2: + # X-Vკი ე – M Vკიე = 0. (36) 

ეს უკანასკნელი ეილერის განტოლების, რომლის ამოხსნის მე- 

თოდი ცნობილია, კერძო შემთხვევაა და მის ზოგად ამონახსნს 
აქვს 

Vკი = CIXე +6:X– (37) 

სახე, სადაც C,და C. ნებისმიერი მუდმივებია. 

იგივე შედეგამდე მივალთ, თუ (34)-ს ჩავწერთ 16ე-ის 

მიმართ და გავითვალისწინებთ (31)-ს, მივიღებთ 

# 

?/30,22 –“ –– ეე =0, 
% 

მის ზოგად ამონახსნს აქვს 

_ I+X 8 კვი =0Cთ)X, +0ე, ძ,,ძთ, =00/15/, 

სახე. აქედან, ცხადია (იხ. (19)), 

M0 _ 20, 2ძ. 
X- + 

ჩ # ჩე 7 ჩიე 
2 2 

და თ, -სა და თ. -ის ნებისმიერობის გამო მივიღეთ იგივე (37) 

გამოსახულება Mკე–ისთვის. 

-/ 

2 
    

Vვი = 

V3ი ამონახსნის ზოგადი წარმოდგენის გამოყენებით 

1 

(0, L) 2 2 გავაანალიზოთ ყ ინტერვალზე ჩაღუნვისათვის ამო– 

ცანების დასმის საკითხი. თუ ჩავთვლით, რომ პირით ზედაპი- 

რებზე გადაადგილებები ნულის ტოლია, ბუნებრივია Xე = 0 ნა– 

პირზე დაისვას 

»,. (0) =0 = 
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სასაზღვრო პირობა. 

(3311) სასაზღვრო პირობის დაკმაყოფილებისათვის, როცა 

M > 0 აუცილებელია 0 = 0. Xე = I ნაპირზე შეიძლება 

V30 LL) = V, = 00715! (39) 

სასაზღვრო პირობის დაკმაყოფილება. მართლაც, 

Vე(L) =0C,L =V,. 

საიდანაც 

XL 
L 

ამდენად, (36), (38), (39) სასახლვრო ამოცანის ერთადერთი 

ამონახსნია 

C, = 

V 
Vვი(X,) =--%. 

ეს ამონახსნი მდგრადია (39) სასაზღვრო პირობის მიმართ, 

მაგრამ არამდგრადია (38) სასაზღვრო პირობის მიმართ, რამდე- 

ნადაც სასაზღვრო ამოცანა არაერთგვაროვანი (33) სასაზღვრო 

პირობით არაა ამოხსნადი. თუ უარს ვიტყვით X; =0 წამახვი- 

ლებულ ნაპირზე სასაზღვრო პირობის დაკმაყოფილებაზე და სა- 

საზღვრო პირობას ამონახსნის შემოსაზღვრულობით შევცვლით, 

სასაზღვრო ამოცანა ერთი (39) სასაზღვრო პირობით კორექტუ- 

ლი გახდება. ანალოგიურად ამოიხსნება ჩაღუნვისათვის ამოცანა 

(38), (39) სასახლვრო პირობებში, როცა პირით ზედაპირებზე 

მოცემულია არანულოვანი %3 გადაადგილებები, რომლებიც ნუ- 

ლი ხდება წამახვილებულ ნაპირზე. სასახლვრო ამოცანა არ 

იქნება ამოხსნადი, თუ წამახვილებულ ნაპირზე, პირით ზედაპი- 

რებზე მოცემული გადაადგილებები ნული არ ხდება, რადგან შე- 

მოსაზღვრულობის პირობით ზოგადი ამონახსნი ნული ხდება, 

როცა %2 =0. მაგრამ კვლავ კორექტული იქნება სასაზღვრო 
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ამოცანა ერთი (39) სასაზლვრო პირობით. ამრიგად, იმ მოდელი- 

სათვის, როცა პირით ზედაპირზე გადაადგილებებია მოცემული 

ნებისმიერი X>0 -სთვის კორექტულია ამოცანა, როცა წამახვი- 

ლებული ნაპირი განთავისუფლებულია სასაზღვრო პირობისაგან 

(ის იცვლება ამონახსნის შემოსაზღვრულობის პირობით), ხოლო 
არაწამახვილებულ ნაპირზე გადააადგილებებია მოცემული. ჩაღუნ- 

ვისათვისს ანალოგიური ამოცანა (32) განტოლებისათვის 

(მოდელი, როცა პირით ზედაპირებზე ძაბვებია მოცემული), რო- 

გორც ეს მისი ზოგადი (33) ამონახსნიდან გამომდინარეობს, თუ 

0<%<! ცალსახად ამოხსნადია მაშინაც როცა წყამახ- 
გილებულ ნაპირზე, არაერთგვაროვანი (38) სასაზღვრო პირობაა 

მოცემული, ამასთან ამონახსნი მდგრადია ორივე სასაზღვრო 

მონაცემის მიმართ (ე.ი., უწყვეტადაა დამოკიდებული მათზე), 

განსხვავებით წინა (იხ. (36)) მოდელისაგან. როცა X>0, შემო- 

საზღვრულობის პირობით Mკე-ს მხოლოდ ერთი სასაზღვრო 

პირობის დაკმაყოფილება შეუძლია. 

ახლა ორივე მოდელისათვის გავაანალიზოთ საზღვარზე 

(პრიზმული გარსის ნაპირზე) ძაბვის ნულოვანი მომენტის, ე.ი. 

ძალვის დასახელების საკითხი. 

(36) განტოლებისათვის (38) სასაზღვრო პირობასთან ერთად 

დავსვათ 

+%-ე(L) = X, = C0M5! (40) 

სასაზლვრო პირობა, ე.ი. X- = L ნაპირზე დავასახელოთ ძალვა. 

მაშინ, (37)-ის და (28)-ის თანახმად, გვექნება 

+Xვ:ი(X) = /((MM») :21„,=, “ XI. 

საიდანაც, (37)-ის გათვალისწინებით, მივიღებთ 

ა/რ ნ. )» 

  

=>X,, 

X:=L  



ე·ი. 

1 
3“ MეC,(- +1)L” = X, 

და 
2 = 2X, 

" # M(C+1)/" 
ამდენად, (36), (38), (40) სასაზღვრო ამოცანის ერთადერთი 

ამონახსნია 

2X, 
/თრა(C+1/" ?“. 

შევნიშნოთ, რომ განხილული სასაზღვრო ამოცანა კვლავ 

არამდგრადია (38) სასაზღვრო პირობის მონაცემის მიმართ და 

ამოცანა კორექტული გახდება, თუ (38) სასაზლვრო პირობა Vჯი 

ამონახსნის შემოსაზღვრულობით შევცვლით. (37) ამონახსნით 

მხოლოდ ერთგვაროვანი წონიანი 

Vკი (X; ) = 

._ 1 · 
2%-:ი = „ი 2“ ი (X; Vკი ) = 0 

სასაზღლვრო პირობის დაკმაყოფილება შეიძლება წამახვილებულ 

ნაპირზე. ამრიგად, ამ მოდელში წამახვილებულ ნაპირზე არც 

გადაადგილების და არც ძალვის ნებისმიერად დასახელება არ 

შეიძლება. რაც, ფაქტიურად, იმას ნიშნავს, რომ წამახვილებული 

ნაპირი უნდა განთავისუფლდეს სასაზღვრო პირობისაგან. (33)- 

დან ადვილად დავასკვნით, რომ ანალოგიური სასაზღვრო ამოცა- 

ნა ორივე ნაპირზე, ზოგადად არაერთგვაროვანი, (38) და (40) 

სასაზღვრო პირობებით კორექტულია (32) მოდელის შემთხვევა- 

შიც. მხოლოდ კვლავ აუცილებელია 0<X<1 პირობის შესრუ- 

ლება. შემოუსაზლვრავ ფუნქციათა კლასში მუდმივი შესაკრების 
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სიზუსტით განისაზღვრება V,ე ერთი: ან (40) ან წამახვილებულ 

ნაპირზე წონიანი 

23-(0) = თ // MVი = Xი 

სასაზღვრო პირობით. ამ შემთხვევაში მხოლოდ ერთ ნაპირზე 
სასაზღვრო პირობის დაკმაყოფილების შესაძლებლობა გამოწვეუ- 
ლია ამ მოდელში ცილინდრული დეფორმაციის სპეციფიკით და 

არა წამახვილებით. 

4. ძაბვის ფუნქცია. თავსებადობის განტოლება 

განვიხილოთ სტატიკური მდგომარეობა. უგულებელვყოთ მო- 

ცულობითი ძალები და ვიგულისხმოთ, რომ პირით ზედაპირებზე 

მოქმედი ზედაპირული ძალები ნულის ტოლია. მაშინ წონასწო- 

რობის (17) განტოლებები გაშლილი სახით ჩაიწერება შემდეგი 

სახით 

2%იიე =“–- XI) (41) 

– ეი) = 2:32 · (42) 

(41) და (42) პირობებიდან შესაბამისად გამომდინარეობს, რომ 

არსებობენ ისეთი „#4 და 8 ფუნქციები, რომ 

და 

რამდენადაც (41) და (42) იმის აუცილებელ და საკმარის პირო- 

ბას წარმოადგენენ, რომ შესაბამისად (43) და (44) ტოლობების 

მარჯვენა მხარეები 4 და 8 ფუნქციების სრულ დიფერენცია- 

ლებს წარმოადგენდნენ. ამდენად, 
4, =-2%0ს 45 = XI. 8, = -Xეეი, 8. =-XIი (45) 
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აქედან 

4, = ე 

ეს უკანასკნელი კი იმის აუცილებელი და საკმარისი პირობაა, 
რომ არსებობდეს ისეთი (რ ფუნქცია, რომ 

ძთ = თ,0X, +თ ეძ», = 8ძX, + 4ძC, 

  

საიდანაც 

დთდ,=8, დ; =4. (46) 
(45) და (46)-დან პირდაპირ გამომდინარეობს, რომ 

Xი =Cთ7, X ი = –დ)2, 2Xეი = რ). (47) 

ჰუკის განზოგადებული 

> ი = #0კცში + 2//6,ცი (48) 

კანონიდან, სადაც 

“ 
0,კი = -> +%ც ), 0 = /IIVI ს, /, := ი» , (49) 

გვექნება 
X 

რა = _ იი 

2(4 +/!) 
მაშინ (48)-დან, (49)-ის გათვალისწინებით, გამომდინარეობს 

42% = 2014)“ 90 +4/V",), (50) 

2 
42ე:ი = 26014)“ 2 + 4/V7%; ე , (51) 

420 = 2/VV, 12, ). (52) 

(50) და (51)-დან ცხადია, 

X X 2 / – 110 –” თთ0 , 

რი“ 2" 2 
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Xი X7X თ>თ0 2/M(ეე=-“- –-#/-9%.. 
7722“ 2, 2ჩ 

საიდანაც ინტეგრებით 

2/”/, = I5ჯ-» 2 > +8,(>). 

  

2 2ჩ 
(53) 

2# 2# 
__ _- 

(53) ჩავსვათ (52)-ში, 

_ %X +I ტრ - ბეთ). ძი + + 52 220 –/ტდი | ძი 

ჩ 9 2ჩ 2#ჩ 2#ჩ 1 · 

= –9I(X)– 9:(%) 

აქედან X,-ითა და Xვ -ით გაწარმოების შემდეგ მივიღებთ თავსე– 

ბადობის 

ყე +(2X | -22C | - MX. .- 0 (54) 
/ „22 ჩ „I ” 8 C. ” 

განტოლებას. 

(54)-დან, (47)-ის თანახმად გამომდინარეობს შემდეგი განტო- 

ლება ძაბვის ფუნქციისთვის 

(V“'თ., I» +( თ. ), + 2თ- თ. ), –(M“'#თ)= 0.



5. V =0 მიახლოების შედარება ბრტყელ დეფორმაციასთან, 

ბრტყელ დაძაბულ და განზოგადებულ ბრტყელ დაძაბულ 
მდგომარეობასთან 

ა) ბრტყელი დეფორმაცია. 

ჰიპოთეზები: 

M3(X,,X:,X3) = 0, M.(X.,,X-.X) =%,(X,,X,), თ =LI.2. 

ძირითადი დამოკიდებულებები: 

1 
0» (რ.X,,9)= > IM, (ლ ი )+%,, («,,X,)I, თ./3 =1.2, 

60კ =0, 1=1,2,3, 

X ვ = 4M, „ლევ +2/4 ე, 
7.7 თმ 

+ კ =0, Cლ = 1.2, 243 =VXა, 

„თ +დ,(C,,X,)=0, თ =1,2, %ც =0, 

//სI, +(2+/!M, ,„ +დ, =0, თ =1,2. (55) 

ბ) ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა. 

ჰიპოთეზები: 

Xკც =0. 

ძირითადი დამო კიდებულ ებები: 

X.,(X,X,,X)+ დ,(X,X,X)=0, თ =1,2, თ, =0, 

I 
9 X,X,X)= > X2,X,6ი)+%,. (2 ,X;X,)I, თ,/0 =1,2, 

  

4 
6-3 =0, თ =1,2, 63 “ 7+2/ 77 #0, 

%X.(X,,X,,X,) = # M, „0 + 2//0,ა (ი ,X.,X-), თ./3 = 1,2, 
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//#MI, LX, „,X:,X3)+ CL + /)4,,.(ი,%,X)+ დ,(ი,X,,X)=0 

»=I)2. (56) 

სადაც Xვ პარამეტრის როლს ასრულებს. 

გ) განზოგადებული ბრტყელი დაძაბული მდგომარეობა. 
ჰიპოთეზები: 

2ჩ ძალზე მცირეა ფუძეების განზომილებებთან შედარებით. 

ფირფიტის ფუძეები თავისუფალია გარე მძაბვებისგან ხოლო 

გვერდით ზედაპირებზე მოქმედებენ ფუძეების პარალელური და 

შუა სიბრტყისადმი სიმეტრიულად განაწილებული გარე ძაბვები: 

X,I _.,=0, 1=1,2,33, X,კ =0. 
X3=+#/ - 

გარდა ამისა, ' 

X.3(X,X.,X,)=0, #(X,,X-,Xვ)=0, Mკ(X,X,>)# 0.3 

ყველა ფიზიკური და გეომეტრიული სიდიდე იცვლება მათი 
ინტეგრალური საშუალოთი Xკ -ის მიმართ: 

(X C I თ,)=--(X 6 #,დრ.)”, 1,7 = 2,3, 
ყი? ”ყ0? |0? ყ0? ?ყ0? 

M(% „X:) 

(X,ა,0,ა იდე XX. ):= I (X,,4,,V,,დ,I>,=,X)20, 

-M(»V.X.) 

7, / = 1,2,3. 
ძირითადი დამო კიდებულებები: 

X,+დთე=0, თ=L2, 

  

ამ მოდელში ითვლება, რომ მისი სიმცირის გამო (კ = 0 (თუმცა 

ვთვლით, რომ ?/კკ # 0), დ, =0, Xკ,, C =1,2, კენტი ფუნქციებია 

(ამდენად, კვი =0, თ =1,2). 
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X, ი = # M,ი„0,ე +2//0 ი, C,/3 = 1,2, 

IC X)+C +//)Vა.„ +Cდ,, =0, თ =1,2. (57) 

დ) MVM= 0. მუდმივი სისქის შემთხვევა. 

ძირითადი ჰიპოთეზები: 

(X, 6.,%, –_–-_-_-__ რ, ი,თ,ი)X,X,) IV ე M ე 

და სამგანზომილებიანი დრეკადობის თეორიის დამოკიდებულებე- 

ბის Xკ-ის მიმართ ინტეგრებით – #M -დან + 7 -მდე გადავდივართ 

ნულოვანი მომენტის მიმართ შემდეგ დამოკიდებულებებზე: 

%,ი (=,X,,I)= #6, 00, +2//6,ი = #0, +2/4/6,.ი, 

7. / =1,2,3, 

1 1 
რთი ““ 2 + რაი.) 6ავი ““ 2 30 „ რკვეი =0, თ,/2 =1,2, 

2%ი = MX. აი 

0 

X,იე +X, =0, 1=12,3, 
0 

სადაც X , დამოკიდებულია პირით ზედაპირზე მოცემულ ძა- 

ლებზე და მოცულობითი ძალის ნულოვან მომენტზე, 

0 
//M/ ე +C2+ #Mი +MჩM'X. =0, თ =1.2, (58) 

0 

#4/3ი,ცგ + MX, =0, 

?/,0 
V. · 

(0 ჩი 

დასკვნა თუ Vვი =0, როგორც ვხედავთ (შეადარე (55)- 

(58)-ს),) ერთი მხრივ, მათემატიკურად ყველა მოდელი ერთმა- 
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ნეთს ემთხვევა (4 და # –ის სიზუსტით), თუმცა ა) და ბ) 

შემთხვევაში განსახილველი სიდიდეები სამგანზომილებიანი მო- 

დელის კერძო შემთხვევებია ხოლო გ) და დ) შემთხვევებში 

სამგანზომილებიანი მოდელის სიდიდეები შეცვლილია შესაბამი– 

სად მათი ინტეგრალური საშუალოებით და მათი ინტეგრირებუ- 

ლი მნიშვნელობებით Xკ -ის მიმართ. მეორე მხრივ, მასალის ფი- 

ზიკური თვისებებიდან გამომდინარე, ა) და დ) მოდელები 

ემთხვევა ერთმანეთს (ორივე შემთხვევაში ფიგურირებს #) და 

ბ) და გ) მოდელები ემთხვევა ერთმანეთს (ორივე შემთხვევაში 

4-ს ნაცვლად „#4 ფიგურირებს). საერთოდ კი, მათემატიკურად 

და ფიზიკურადაც (რადგან; როგორც ვხედავთ, ახლოა სხვა 

მოდელებთან) უფრო გამართულად ი. ვეკუას MV=0 მოდელი 

უნდა ჩაითვალოს. 
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დამატება 6. კოლოსოვ-მუსხელიშვილის 
ფორმულები 

1. ძაბვის ფუნქცია 

თუ უგულვებელვყოფთ მოცულობით ძალებს, ბრტყელი დრე- 
კადობის თეორიის წონასწორობის განტოლებები მიიღებენ (იხ. 

ნაწილი II, თავი I) 

X)+2+Xც2=0, +) +X;2 =0 (ს) 
სახეს. (1)|I-დან გამომდინარეობს, რომ არსებობს ისეთი“ 78, 

რომ 

8ე=-%ც,8:=4Xა, (2) 
ხოლო (1)2-დან გამომდინარეობს, რომ არსებობს ისეთი”) 4, 

რომ 

4) 5222, 42 =–%ეგ. (3) 
(2)| და (3)2-დან მივიღებთ, რომ 

42 = ჯე. 
ამდენად, არსებობს ისეთი”) C , რომ 

4=V,8=VCც. (4) 
(4)-ის გამო, (2)2, (3)2, (3)1-დან ადვილად დავასკვნით, რომ 

ს =LV2, X+=-CV ე. X:=V VI. (C), 

  

8ც ფუნქციის აგება ხდება მეორე გვარის წირითი ინტეგრალით, რომლის 

გზისგან დამოუკიდებლობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა, როგორც ეს 

ანალიზიდანაა ცნობილი, არის (1)I|, 

“რაძ0ს=.V,ძ-+CV,,ძი, = 4ძ» + 8ძ, 
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სენ-ვენანის პირობას მოცულობითი ძალების უგულვებელყო- 

ფის შემთხვევაში აქვს შემდეგი სახე (იხ. (2.1.8)): 

ტ(X, + X2ე)=0. (6) 

(5)1 და (5)ვ-დან გვექნება 
X,+Xე =0#4V, (7) 

ხოლო (6) და (7)-დან 

#ტ/სC/ =0 

ან გაშლილი სახით 

CV) +202 +C:; =0. (8) 

CV-ს ეწოდება ძაბვის ფუნქცია. ის საკმაყოფილებს (8)-ს. 

2. ბიჰარმონიული ფუნქციის კომპლექსური წარმოდგენა 

განვიხილოთ 

#/#სC/ =0 (9) 
ბიჰარმონიული განტოლება და შემდეგი კომპლექსური ოპერატო- 

რები 

_აებე' 351 2-2) 
თ 2IX მ V 2LX მ 00) 
(2-–=X+I,,2:==X-I., X 5X X =)/). 

თუ X-სა და X-ს მივცემთ კომპლექსურ მნიშვნელობებსაც 

(ეი. მათზე დამოკიდებულ ფუნქციებს გავაგრძელებთ კომპლექ- 
სურ სიბრტყეზე), (10) ტოლობებით შემოღებული ოპერატორები 

შეიძლება გავიგოთ როგორც კომპლექსური ცვლადების მიმართ 

კერძო წარმოებულები. (10)–დან, ერთი მხრივ, ცხადია, 

ხოლო მეორე მხრივ, 
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მ02 !)/მ? მე მ: მ?) | 
=-- > -1 +! +-–5 =-ტ. 02) 

0222 4LCX მს0· 06/X მ 4 

(9) და (12)-დან გამომდინარეობს 

მყ (2,2) 

მ7 “მ; 
ხოლო (13)-დან 2 -ის მიმართ ინტეგრებით მივიღებთ 

მწ 
მ28;? 

აქედან 2 -ით კიდევ ერთხელ ინტეგრებით გვექნება 
მ?V _ 
<7 =VI(2)2 +C,(2), 

საიდანაც 2 -ით ინტეგრების შემდეგ ჯერ მივიღებთ, რომ 

C- =V,C)7+0C0)+#C, 

=0, (13) 

  =V/)(2). 

ხოლო შემდეგ – 
LC2,2) = ჯ#,(2)2 + დ,(2) + 20(2)2 +Cდ, (2). (14) 

იმისთვის რომ L(C22) ნამდვილი ფუნქცია იყოს, უნდა 

დავუშვათ, რომ 

დ; (2) =დC,(2) =:თ(2), 2/:(2) = ჯ;,(C2) =: ჯ(2) (15) 
(14)-დან, (15)-ის გათვალისწინებით, ით, გამომდინარეობს 

CVIC2,2) = 2ჯ(2) + 27(2) + თ(2) + დ(2), (16) 
სადაც თ(2)და 27(2) ნებისმიერი ანალიზური ფუნქციებია. 

3. კოლოსოვ-მუსხელიშვილის ფორმულები 

ცხადია, თუ (16)-ს 2-ზე გავამრავლებთ და 27ჯ -ის თ-თი, 
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ხოლო 2თCთ -ის ჯ -თი აღვნიშნავთ, რაც მათი ნებისმიერობის გა- 

მო დასაშვებია, მივიღებთ: 

2L/ = 2თ(2)+ 2თ(2) + /(2)+ /(2), (17) 
სადაც თ(2) და 7X(2) ნებისმიერი ანალიზური ფუნქციებია. 

(11)-–ის გათვალისწინებით, (17)-დან გვექნება 

25- =იC)+7თდ)+90+20(9+XC)+7%9, 08 
25 =I-X2)+20(9)+69-200+7C0-7CI. (19) 

(18) და (19)-დან მივიღებთ 

  

#C ე =5CV+,V - „თფ+,იC0+VC, (00) 
თ მ 

სადაც 

#C) = /'C). 
ჰუკის განზოგადებული კანონიდან გამომდინარეობს, რომ (იხ. 

(521, გვ. 107, ფორმულა (I2)) 

#+2 _ მV , X4+2# აც იდ), 2 = 

“ C 4+/ 

#+2/!) 2ს 2,7,  9V , 24+2/# აგფ), 
თ #+/! 

თუ (21)I|-ს მივუმატებთ 7-ზე გამრავლებულ (21)2-ს და მხედვე– 

ლობაში მივიღებთ (20)-ს, გვექნება 

#+3/ 
2/!/CI/ + IV) = «თ(2) – 2თ'(2) – V/(2), M= 2-9" (22)   

კოშის (2.22) ფორმულებიდან, (5)-ის თანახმად, გამომდინა– 

რეობს, რომ (X, =X, Xე = X) 
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X,:==+X,= XI) 003(9,X) + X,; C05(#7, );) 

    

    

მ“V მ?V (23) 
= C05(77,X) – C05(/2,ტ»/), 

2 
მ) მXმ)/ 

I, := X,ე = Xე) 605(7M, X) + -Xეე C05C(V, 7) 

7 2 24 
== V აი§(7, 32) – მ -- 005(M, X). (24) 

CX 

მაგრამ, თუ / მხების დადებითი მიმართულებაა (იხ. დამატება 4), 

C05(77, X) = C05(/, 7) = 2 C095(72, 7) = –005(/.X) = =2 (25) 
დ § 

(23) და (24)-დან, (25)-ის გათვალისწინებით, მივიღებთ 

X, _ 9 მV · I, --2(9%) (26) 

ძაL მ» ძიL მX 
(26)|-ს მივუმატოთ 1-ზე გამრავლებული (26);: 

XX +IL -98- =4- +952 +>) (27) 

  

“” ” ძთსმ2 #2» ძიმი მ 
(27)-დან 

(X, +IX, )ძ§ 47 271 (28) 
CX მ” 

(28)-დან, (20)-ის გამო, გამომდინარეობს 

(X, +/V,)ძ§ = –Iზ(დ(2)+2დ”(2)+VC)I., (29) 
თუ ძვ ელემენტს ორდინატათა ღერძის მიმართულება აქვს, 

მაშინ (იხ. ნახ. 1) 

0I§ = თI/, თX = 0, თ2 = IთVIV, ძ2 = – ICI, X, = X,,, I, = X):(30) 

(29)-დან მისი მარჯვენა მხარის დიფერენცირებით, (30)-ის 

მხედველობაში მიღებით და ძV/ –ზე შეკვეცის შემდეგ გვექნება 
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X,+!X, =დთ'(2)+C'(2) – 2თ"(2) –V(2). (31) 
თუ ძე ელემენტს აბსცისთა ღერძის მიმართულება აქვს, 

მაშინ (იხ. ნახ. 1) 

თძ§=ძთX, 0თ7=0, თ2 =ძთ? = ძX, X, =-2+XეI, 1, = –-X33; (32) 

გავამრავლოთ (29) 7-ზე, მის მარჯვენა მხარეში მოვახდინოთ 

დიფერენცირება, გავითვალისწინოთ (32) და შევკვეცოთ თ –ზე: 

2Xეე – 1Xე, = დ'(2)+ თ'(2)+ 2დ'(2) +V/'(2). (33) 
შევკრიბოთ (31) და (33): 

X,, + X-:; =2|თ'(2)+Cდ'(2)| = 210X2)+ თC2)); (34) 
(33)–ს გამოვაკლოთ (31) და ! შევცვალოთ -I-თი (ეი. მიღე- 

ბულ ტოლობაში გადავიდეთ შეუღლებულზე და გავითვალისწი- 
ნოთ ის, რომ ძაბვის ტენზორი ნამდვილი ფუნქციებისგან შედგე- 

ბა): 

XI. – X,, +2IX, = 212თ”(2) + V/ C2)| = 212Cდ(2) + V”(2) | X35) 
სადაც 

    

დ(>):თ(2) "VM”(2):=VIM2). 
(22)-ს, (34)-ს და (35)-ს ეწოდება კოლოსოვ-მუსხელიშვილის 

ფორმულები. მათი დახმარებით ბრტყელი დრეკადობის თეორიის 

სასაზღვრო ამოცანები დაიყვანება ანალიზურ ფუნქციათა თეო- 

რიის სასაზღვრო ამოცანების გამოკვლევაზე. 

– 

X. ნ, 

777) · 

6-# 2 
  

» 
» 

ჯ,   ო
თ
 

-
 I 

ნახ. 1 
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დამატება 7. უწყვეტ გარემოთა 

მომენტური თეორია 

1. მოცულობითი (მასობრივი) მომენტი და მომენტური ძაბვა 

განსხვავებბთთ უწყვეტ გარემოთა კლასიკური თეორიისაგან 

(იხილეთ ნაწილი 1) მოცულობითი (მასობრივი) IV0IIIთ6 (ხიძ»V) 

I0IC66) და ზედაპირულ ძალების (§სII8მ06 1006) და გადაადგილე- 

პის ვექტორის (91501806ნი6იL V6CI0L) ცნებებთან (იხილეთ §1.1) 

ერთად მომენტურ თეორიაში შემოღებულია მოცულობითი 

(მასობრივი) მომენტის IV0IსCი6 (ხ0ძV) ლისი) მომენტური 

ძაბვის ვექტორის (C0სი16 §C0655 V6CI0C) და შინაგანი ბრუნვის 

თIIC-0 #010!1'01) ცნება (48, 53).)· ამ თეორიაში იგულისხმება, 

რომ მოცულობის ”” უსასრულოდ მცირე ელემენტზე (ნაწი- 

ლაკზე) მოქმედი ძალები სტატიკურად ეკვივალენტურია ნაწილა- 

კის მასის ცენტრში მოდებულ თ მოცულობითი ძალის და 

VI ”/ მოცულობითი მომენტის, რომელიც წყვილძალას წარმოად- 

გენს. ამ სიდიდეების ძV7 -ლზე გაყოფითა და «IV მოცულობის ნუ- 

  

ბახ. აგრეთვე 

1. C0556Lმ1 C.. C0556Lმ1. L..5სI 165600მ211005 ძC I2(1160IIC ძიC I”CI2511CIIC, C.IL. 
#Cმძ. 5CI.ჩმXI5 126 (1898), 1129-1132 
2. C05562! L., C0550L8L. L,.111ტ0X16 ძ6C5 C0(05 ძტწიო)მხ)ი, LIIითეიი, 25, 1909 

3. V0IC VV., 10C60ICII5CჩC 51სძ!ლი სხ6L ძI1C CIგ501211915VCI8I10I5956 ძ6L MI II510116, 
#ტხხ. 0ლI XბიIი9I. C065. VVI55., C61IIილტი, 34, 1887 
4. სიდნი #. C.. MIC0Cლ0იისს!ი LICIც0 1Iი06016§ I. LისიძმI0ს) მიძ 5011ძ5, 
ზი)ინ6-VC6IIმი, M6V V0IX-32%IIი-I1ICIძCIხCIდ, 1999 
5. LXV571CVIIC72 I., MICI0C0Iმ2L Iიც0C/ 01 C10511C11V, L6CIVIC M0105 180 #ი0იII6ძ მიძ 
CითიხგIიიიი Mიბიხნგი!-ი,, V0I 15, აუაიოილლ-V6Iვ-. )სCIIIი-I1ს1ძC1ხიLდ 
CოთხII, 2004 
6. IC§მი L., C)12551Cგ) მიძ C6ილმI126ც M0ძ015 0! LI25IIC IL0ძ§5, CILC ILI0ღ55, # 

Cხგითგი მიძ L1IგII 800M, 2009 (Cიმგი16L§ 5 ეიძ 6) 
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ლისკენ მისწრაფების შემდეგ მივიღებთ C(X,/) და VM/(X,/) 
ვექტორებს, რომლებიც შესაბამისად წარმოადგენენ მოცულობის 

ერთეულებზე გათვლილ მოცულობით ძალას და მოცულობით 
მომენტს, რომლებიც დამოკიდებულია X := (X, 5202 წერტილ- 

ზე და დინამიკურ შემთხვევაში, / დროზეც. ანალოგიურად, მიღე- 

ბულია, რომ ზედაპირის უსასრულოდ მცირე ძა ელემენტზე 

მოქმედი ძალები სტატიკურად ეკვივალენტურია X, ძა ზედაპი- 

რული ძალის და 7.95 ზედაპირული მომენტის 

(წყვილძალის). თ5 -ზე გაყოფისა და ძა -ის ფართის ნულისკენ 

მისწრაფების შემდეგ მივიღებძთ X»(X,!,) ღა 2»(X.) 
ვექტორებს, რომლებიც, შესაბამისად, წარმოადგენენ ზედაპირის 

ფართის ერთეულზე განსაზღვრულ ძალურ ძსბვის ვექტორს ან, 

უბრალოდ, ძაბვის ვექტორს (L8ლ00ი, 5ხ6595§ V6C:0-) და 

მოშენტურ ძაბვის ვექტორს, რომლებიც დამოკიდებულია X 

წერტილზე და დინამიკურ შემთხვევაში / დროზეც. ძალური და 

მომენტური ძაბვის ვექტორის კომპონენტებს, შესაბამისად, 

ძალური და მოშენტური ძაბვები ეწოდება. 

2. მომენტური ძაბვის ვექტორის დამოკიდებულება 

ზედაპირის ორიენტაციაზე 

თუ განვიხილავთ §1.2-ში განხილულ ტეტრაედრს (იხ. ნახ. 

1.21) და ნულს გავუტოლებთ, ერთი მხრივ, მასზე მოქმედი ზე- 

დაპირული ძალების (ე.ი. ძალური ძაბვების), და მოცულობითი 

ძალების ნაკრები ვექტორების ჯამს, ხოლო მეორე მხრივ, მასზე 

მოქმედი მომენტების: მოცულობით და ზედაპირული ძალების 

ნაკრები მომენტების, მოცულობითი მომენტებისა და მომენტური 
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მაბვებსს ნაკრები ვექტორების ჯამს, შესაბამისად, მივიღებთ 

(1.2.1) და (იხ. (48), გვ. 14) 

#·ი, = 9, 71 =1,2,3, (1) 

ფორმულებს (იხ. (|48), გვ. 14), სადაც #,; არის განსახილველ 

წერტილში 7? ნორმალის მქონე ზედაპირის უსასრულოდ მცირე 

ელემენტზე (ამასთან მნიშვნელობა არა აქვს ზედაპირის ფორმას, 

მთავარია ყველა ამ ზედაპირს, რომელიც განსაზღვრულ წერ- 

ტილზე გადის, ამ წერტილში ერთი და იგივე ” ნორმალი 

ჰქონდეს) მოქმედი მომენტური ძაბვის ვექტორის კომპონენტი 1- 

ურ ღერძზე, ხოლო ,,, !,) =1,2,3, მომენტური ძაბვის ტენ- 

ზორია. პირველი ფორმულის დამტკიცება სიტყვა-სიტყვით ემთ- 

ხვევა (1.2.1)-ის გამოყვანას §1.2-ში ხოლო მეორე ფორმულის 

დამტკიცება, პირველი ფორმულის ანალოგიურია, იმ განსხვავე- 

ბით, რომ ამჯერად მხოლოდ მომენტებთან გვექნება საქმე. მარ- 

თლაც, #/” გეტრაედრზე (მისი ზედაპირის ფართი აღვნიშნოთ 

/#სVს -ით) მოქმედი გარე ძალების ნაკრები (მთავარი) მომენტის 

ე.ი. მოცულობითი ძალების და ძალური ძაბვების ვექტორების 

ნაკრები მომენტების და მოცულობითი მომენტებისა და მომენტუ- 

რი ძაბვების ვექტორების ნაკრები ვექტორის ჯამის ნულთან გა- 

ტოლებით მივიღებთ: 
IX, თდ+C1#17 +LX, X.+5 2 49 +(V +C ”ა#MV 

+(7„+6;)05=0, 
საიდანაც 

1, დ+წ8)ჩთ+IX,(X,, +5',)0)1თ+IX,C-–X, + )თ,2 1 

+-6-+65ჩთ+C, +6”»)თ?მ, +C-2, +§67/)C,0, =0. 
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ამ “უკანასკნელის Cთ -ზე გაყოფისა და ჩ-ის ნულისკენ 
მისწრაფების შემდეგ, რადგან 

თ, =C7,) ჯ =1,2,3, 

(1.2.1)-ის გათვალისწინებით, მივიღებთ (1)-ს. 

3. წონასწორობის განტოლებები 

წონასწორობის განტოლებების გამოსაყვანად §1.3-ის ანალო- 

გიურად ნულს უნდა გავუტოლოთ, ერთი მხრივ, გარემოდან 

(სხეულიდან) აზრობრივად გამოყოფილ ნებისმიერ M მოცულო- 

ბის სხეულის 24 საზღვარზე მოქმედი გარე ძალური ძაბვების 

ვექტორების და IM -ზე მოქმედი მოცულობითი ძალების ნაკრები 

ვექტორების ჯამი, ხოლო მეორე მხრივ, 5 საზღვარზე მოქმედი 

ძალური ძაბვების ვექტორების ნაკრები მომენტის და მომენტური 

ძაბვების ვექტორების ნაკრები ვექტორის ლდა V -ზე მოქმედი 

მოცულობითი ძალების ნაკრები მომენტის და მოცულობითი მო- 

მენტების ნაკრები ვექტორის ჯამი. პირველ შემთხვევაში §1.3-ის 

მსჯელობის სიტყვა-სიტყვით გამეორებით მივიღებთ (1.3.5) ფორ- 

მულებს, ხოლო მეორე შემთხვევაში, ანალოგიური მსჯელობით 

მივიღებთ შემდეგ ფორმულებს (იხ. (48), გვ. 20): 

2,),+6.. XV. +VM#/ =0, 1 =1,2,3, (2) 

სადაც 

-–––=რ–:“- -––-: . 
Cყ(=20“ /)V –#MX#-ი 

ლევი-ჩივატას”) სიმბოლო (+1)-ის ((-1)-ის) ტოლია, თუ ინდექ- 

სების ,, /.X მიმდევრობა მიიღება 1, 2, 3 მიმდევრობებიდან ლუ- 

წი (კენტი) რაოდენობის ტრანსპოზიციით და ნულის ტოლია, 

თუ ორი მაინც ინდექსი ერთმანეთს ემთხვევა თუ ჩავთვლით, 

  

''ტულიო ლევი-ჩივიტა (1873-1941) 
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რომ მომენტური ძაბვის >»,, ღა მოცულობითი მომენტის VM/ 

კომპონენტები ნულის ტოლია, მაშინ გვექნება 

CI X,, = 0, I= 1,2,3, (3) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

X,=+X„/, 7, / =1.2,3, 

და მივიღებთ ძალური ძაბვის ტენზორის სიმეტრიულობას, რაც 

(1.35) და (1.21) ფორმულებთან ერთად მიგვიყვანს კლასიკური 

ძაბის თეორიის ძირითად დამოკიდებულებებთან შევნიშნოთ, 

რომ ძაბვის მომენტურ თეორიაში, ძალური ძაბვის ტენზორი არ 

არის სიმეტრიული. დავამტკიცოთ (2). ცხადია, 

II 6 დ)ძ7 + || I ძX + | |IC X„1ძ5 +| | 2,ძ5 =0, 

| II ICC,C,5, =” +I|| 27 + I | დ X.2 177 

ე ..- 
=IIIX,(X,, ადა 177 +IIILC თა V/)6, +X,L6,,6,1)ძM/ 

| = II (#,,+ -.X, +V/) 2 ძ/7/ =0 

1ვინაიდან 

XII6,.2„I =C)# 2X„(9),(6„),9, =CV X,„0,0,, ი, =C,L X ,,6,, 

რადგან 

ხოლო დ, ორტის X , ღერძზე გეგმილი 

(0,) #7. მ,; 

(1)-ის და გაუს-ოსტოგრადსკის ფორმულის ძალით კი, 
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| | 7,ძ5 = II 7,,6,ძ5 = I ჯ,6,M,ძ5 = II თბ“) 

საიდანაც 7” -ს ნებისმიერობის, ინტეგრალქვეშა გამოსახულების 

უწყვეტობის და 6,,6,62– ვექტორთა სისტემის წრფივად 
დამოუკიდებლობის გამო გამომდინარეობს (2). 

4. გადაადგილების და შინაგანი ბრუნვის ვექტორები 

უწყვეტ გარემოთა მექანიკის მომენტურ თეორიაში გადაად- 

გილების ვექტორის ცნება შემოდის უწყვეტ გარემოთა მექანიკის 

კლასიკური თეორიის მსგავსად (იხ. §1.6), სადაც გარემო 
განხილულია, როგორც უწყვეტი გარემო შედგენილი მათემატი- 

კური წერტილების სიმრავლისაგან (ერთობლიობისაგან). თუ მას 

წარმოვიდგენთ, როგორც მატერიალური ნაწილაკების ერთობ- 

ლიობას, სურათი რამდენადმე შეიცვლება. განვიხილოთ გარემოს 

ნებისმიერი ნაწილაკი. ვთქვათ, მოსვენებულ მდგომარეობაში მისი 

სიმძიმის ცენტრი X» წერტილში მდებარეობს. შემოვიღოთ ამ 

ნაწილაკზე ხისტად მიმაგრებული დეკარტის მართკუთხა კოორ- 

დინატთა სისტემა სათავით X წერტილში და თავიდან აღებული 

უძრავი დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის საკოორ- 

დინატო ღერძების პარალელური საკოორდინატო ღერძებით. 

ნაწილაკი ჩავთვალოთ აბსოლუტურად მყარ სხეულად. მაშინ 

მისი მოძრაობა დახასიათდება თავისუფლების ექვსი ხარისხით, 

ექვსი სკალარული სიდიდით: X წერტილის გადაადგილებით, რო- 
მელიც განისაზლვრება უძრავი სისტემის მიმართ გადაადგილების 

ვექტორის სამი კომპონენტით და ნაწილაკის ბრუნვით სიმძიმის 

ცენტრის გარშემო, რომელიც განისაზღვრება ასევე სამი სკალა– 

რული სიდიდით: მოძრავი სისტემის შემობრუნების კუთხეებით 

უძრავი სისტემის საკოორდინატო ღერძების მიმართ, მაგალითად, 
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ეილერის კუთხეებით. ერთი წონასწორობის მდგომარეობიდან 

მეორე წონასწორობის მდგომარეობაში გადასვლისას მოძრავი 

სისტემა დაიკავებს ახალ მდებარეობას უძრავი სისტემის მიმართ; 

სახელდობრ, შემობრუნდება. მობრუნების კუთხეები ავღნიშნოთ 

Cთ,,C,Cკ-ით და შემოვიღოთ შინაგანი ბრუნვის 

0X(CX) :=(C,,C,C) 

ვექტორი. ახლა თუ გარემოს კვლავ წარმოვადგენთ, როგორც 

უწყვეტს, შედგენილს მათემატიკური წერტილებისაგან, მისი 

მოძრაობა (გადასვლა ერთი წონასწორობის მდგომარეობიდან 

მეორე წონასწორობის მდგომარეობაში) დახასიათდება ექვსი სკა- 

ლარული სიდიდით, სახელდობრ, გადაადგილების ვექტორის 

/, (X), | = 1.2,3. და შინაგანი ბრუნვის ვექტორის თ).,C(X), 

1=LIL2.3, კომპონენტებით. 

უწყვეტ გარემოთა კლასიკურ თეორიაში ნაწილაკის თავისუფ- 

ლების ხარისხი სამია – X წერტილის გადაადგილებები, ხოლო 

ბრუნვის ვექტორი არ განიხილება, როგორც დამოუკიდებელი გა- 

დაადგილებებისგან, არამედ მათთან დაკავშირებულია (იხ. (48), 

გვ. 16) 

თ,(X) =0, ==CიLV), = . CL M.,ე 1 =1,2,3,) 

ფორმულებით, სადაც 0:= (0,,0.,0,) ხისტი ბრუნვის ვექტო- 

რია, (+0LV), არის I0LV ვექტორის 7-ური კომპონენტი. მარ- 
თლაც, განვიხილოთ არადეფორმირებული გარემოს Xჯ წერტი- 

ლის უსასრულოდ მცირე მიდამო და ამ მიდამოს ნებისმიერი 

X+“ წერტილი (იხ. §1.10). განვიხილოთ უსასრულოდ მცირე 

წ := (8,9 5,9) ვექტორის ცვლილება დეფორმაციის დროს. ამ 

  

“რადგან L0LI/ = V X I/ =C 
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ი 0,V ,V, =C,), 6,M, კ,



ვექტორის საწყისი წერტილია X» ხოლო ბოლო წერტილია 

X+6, =თ ვექტორის 09“ ცვლილება 
2V(X,!) = M(X + 6) – /(X) 

გამოვთვალოთ ტეილორის ფორმულით ჟ უსასრულოდ მცირე 

სიდიდის მიმართ მაღალი რიგის სიდიდეების სიზუსტით, მივი- 

ღებთ: 

ტე, = ", ,6,, 7 =1,2,3, (4) 

სადაც 09, 1=1,2,3ვ რ0%« ვექტორის კომპონენტებია. 

ცხადია (იხ. აგრეთვე (1.10.3)-(1.10.5)), 

I 1 
I; , = 2 C4/ +V,,)+>(%/ –M,,)=6,+/წჩე, (5) 

#” =.C/I, 0.) ,/ =1,2,3, (6) 

  

ცხადია, 

ჯა, =C), 0,+C., 0,+ 6Cა, მ., 
აქედან 

#კ: =6,:კ 0,+ 6; C+ C,კ 6 =0, /#;კ =-0,, 
ანალოგიურად, 

ნკ=6თ, ჯა =-რთ, /:, =0კ,, ჩე =-0,. 

1 1 
ასევე ცხადია, 0, დუ CV ჩ?, =5 C., 7, რადგან, (6)-ის თანახმად, 

CI; #ჩ, =C#;C/; 0, = 2ბემ, = 20., 

ვინაიდან 

CI ,,CI),,= C)23 C)23 + C|)კე C)ვ: “+ 1+(–1X–1) = 2; 

C),,C2/“ 0, C,,C-,= 0, ეი. C,,C,,= 20; 
ანალოგიურად, 
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და, (4) და (5)-ის ძალით, 

ით, =(მე + ნც)”, =6,6,+ 777 0,თ,. 

თუ 6; =0, დეფორმაცია არ გვაქვს და რჩება მხოლოდ ხის- 

ტი ბრუნვა. 

ამრიგად, ყოველი წერტილის მიდამოში დეფორმაცია შეიძლე- 

ბა განვიხილოთ, როგორც უსასრულოდ მცირე ვექტორის კომ- 

პონენტების წრფივი და ერთგვაროვანი ფუნქცია. 

5. მოძრაობის განტოლებები, დეფორმაციის და გრეხა-ღუნვის 
კომპონენტები მომენტურ თეორიაში, დეფორმაციის ენერგია 

ვთქვათ, საწყის 7 =1ე მომენტში გარემო იმყოფება არადე- 

ფორმირებულ მდგომარეობაში. განვიხილოთ დეფორმირებული 

მდგომარეობა I მომენტში და გამოვთვალოთ მისი გამომწვევი 

გარე ზემოქმედებების მუშაობა. ასეთ ზემოქმედებებს წარმოადგე- 

ნენ გარე ძალური და მომენტური მაბვის ვექტორები და მოცუ- 

ლობითი ძალები და მოცულობითი მომენტები (იხ. (48), გვ. 29). 

რამდენადაც მომენტური ძაბვების და მოცულობითი მომენტე- 

ბის შემოლება დაკავშირებულია შინაგან ბრუნვასთან, ამიტომ 

ბუნებრივია ჩავთვალოთ, რომ მომენტური ძაბვები და მოცულო- 

ბითი მომენტები მუშაობენ მხოლოდ შინაგან ბრუნვაზე, ხოლო 

ძალური ძაბვები და მოცულობითი ძალები მხოლოდ გადაადგი- 

ლებაზე. 

  

C:,C,,=20ე,, C3,C,,= 2 C3,, 
და, საბოლოოდ, 

C„,,C,,= 20,. (6") 

4)0



, L>” ( ) -თი აღვნიშნოთ აღნიშნული ძალების მიერ შესრულე- 

ული მუშაობა დროის ((ი.') შუალედში, ხოლო ძ9X(/)-თი – 

(1,1 + ძI) შუალედში. 

ძალური ძაბვებისა და მოცულობითი ძალების მიერ შესრუ- 
ლებული მუშაობა გამოვთვალეთ პარაგრაფში 1.18 (იხ. (1.18.6) 

და (1.18.13)). ახლა გამოვთვალოთ მომენტური ძაბვებისა და მო- 

ცულობითი მომენტების მიერ შესრულებული მუშაობა. განვიხი- 
ლოთ გარემოს X» წერტილი მოსვენებულ მდგომარეობაში (70 

მომენტში). / მომენტში მისი მდგომარეობა ხასიათდება "(X I) 

გადაადგილების და თნ! შინაგანი ბრუნვის ვგექტორით. 

(ფ,,+ი) დროის შუალედში რთXXI)-ს ნაზრდი აღვნიშნოთ 

თCXCX I) -თი: 

ძCთ(XI) =თ(ი%/+ძ0ე)–CთXX1) =CXXIXI 

მ-ს მიმართ მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეების 

სიზუსტით. 

გარე მომენტური ძაბვების, რომლებიც ზედაპირის ძ5 უსას- 

რულოდ მცირე ელემენტზე მოქმედებენ, მუშაობა (,,ჯ+თI)შუა- 

ლედში 
#6,0ძწ.თ6,0ძ!-ს 

ტოლია, აქ # არის 5 ზედაპირის » წერტილში ერთეულოვანი 

ნორმალი (გარე ” არის მიმართ, რომელიც გარემოს უკავია), 

ამასთან »”» წერტილი ძა უსასრულოდ მცირე ელემენტის სიმ- 

ძიმის ცენტრია. 

ფორმულა (1)-ის თანახმად, ((./+ძ.) დროის შუალედში გარე 

მომენტური ძაბვების მიერ შესრულებული მუშაობა 

IL» ,0,ძ5-V=|| LC,,რ+ჯ,რ,აძ7- (8) 
ჯ ” 

4I1



/ -ზე მოქმედი მოცულობითი მომენტების მიერ (.ჯ +490 შუა- 

ლედში შესრულებული მუშაობა 

I I M თ,ძV-ძL-ს (9) 
V 

ტოლია. 

ამდენად, თუ გავითვალისწინებთ (118.6) ტოლობებში ბოლოს 

წინა გამოსახულებას, (8)-ს და (9)-ს, გვექნება 

22 =| I IX, +დ,V,27+|| II,,+3ე2,ძV/ 

+||IIX„>,,+ჯ/,რ, ,)ძM 00) 
V 

მოძრაობის განტოლებების მისაღებად, დალამბერის პრინციპის 

თანახმადდ მოცულობით ძალას (1.3.5)-ში უნდა დაემატოს 

ინერციის ძალა 

–,09, 
ხოლო მოცულობით მომენტს (2)-ში - ”სპინური” მომენტი“) 

–.7Cთ, 

რომელიც შეესაბამება შინაგან ბრუნვას. აქ „«# არის სპეციალუ- 

რი დინამიკური დადებითი მახასიათებელი (იხ. (48), გე. 20) 

რომელიც მასის (ინერციის ზომის) ბრუნვითი ანალოგია ეწ. 

"ბრუნვითი მასა" (წრიული მოძრაობის დროს +X =/7/”?, სა- 

  

ბაქ სიმარტივისათვის ელემენტარულ მოცულობად აღებულია ბირთვი 
თანაბრად განაწილებული მასებით (სიმეტრიული ბზრიალა). ზოგად შემთხვე- 

ვაში –.X# თ, იცვლება – ,/7:XC> ვექტორით, სადაც /2ე დეფორმაციამდელ 
მდგომარეობაში სიმკვრივეა, ხოლო X” := IX, 

ეწოდება ინერციის კოეფიციენტები. ინერციის “სპინური”" მომენტი “#“ და 

/XX მატრიცი მასის ბრუნვითი ანალოგებია. 
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ინერციის მატრიცი. I, -ის



დაც ” წრეწირის რადიუსია). ამდენად, (1.3.5)-დან გამომდინა- 
რეობს (1.18.1), ხოლო (2)-დან 

X,,+6„, X,.+%9,=.7თ6, 7=123.0L) 
ერთად ეს ორი სისტემა აღწერს მიკროპოლარული უწყვეტი 

გარემოს მომძრაობას. 

თუ (10)-ის პირველ ორ ინტეგრალში, შესაბამისად, 

გავითვალისწინებთ (1.18.1)-ს და (11)-ს, (10) მიიღებს 

“7რ II | IC, ,+C/72,–-=„ X„)0,+X,9, + 7,0, 10” 
V 

  

M// 
” II 

ძ.7- .-' 
– +||IX„Cთ,,– <, რე+ ჯ,ი, ,1X 02) 

” 

სახეს, სადაც 

I .. ... 7C0=> | I|(C4 +.#/Cთ,C,) ძI. (13) 

კინეტიკური ენერგია. თუ C,=0, 1=I.233ვ,„ (13)-დან 

მივიღებთ კლასიკური თეორიის 7(I)) კინეტიკური ენერგიის 

(1.18.8) გამოსახულებას. 

ი/ -ს მიმართ მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეების 

სიზუსტით 

”, ,(X,1)რ! = , ,(X,/ + ძI!) – !; ჯ(X,/) = რ, ,(X.!), I, / = 1,2,3, 

CI. (X.1)ძ! = CI, (X,! + ძI) – თ. (X,!) = ძთ,(X,!) MX = I.2.3, 

თ; ,(X,!)რ! =Cთ,, (X,/ +ძI) – თ, ,(X,!) = ძთ; ,(X,!), 7, / = I,2,3, 

სადაც ძ(C) ზემო აღნიშნული სიზუსტით ფიქსირებული X- 

სთვის () ფუნქციის 7-ს მიმართ ნაზრდის ტოლია. ე.ი. ამავე 

სიზუსტით, ქვემოთ მოყვანილ ჟტოლობებში მარცხენა მხარეების 

ძ/ -ზე გამრავლებით და გაყოფით, გვექნება: 
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· 1 1 
X,,I,, = თა –- X,,I,,0I = – – X,0ძV, ,, 

. I . 1 
– X,, 6, თ, = “ი+/ C,; C/0/ = ““4X/ C/; 90, 

· 1 I 
2,0, 1, = 7 –7,0,, „თ, = - –- ჯ,00, ,. 

ამ უკანასკნელი ტოლობების გათვალისწინებით, (12)-ში ინტეგ- 
რალქვეშა გამოსახულება მიიღებს 

1 
XV, + #,„0თ, )ძV (14) 

სახეს, სადაც (5)-ის და (6)-ის თანახმად, 

V, =V ,-6,, თ, =6,+6,, (0, –თ,),·– #,/=1,2,3 05) 

(ამ სიდიდეებს ეწოდება მომენტური თეორიის დეფორმსციის 

კლღმპონენტები), ხოლო 

თ;, .= თ; |, / = 1,2.3, 

(ამ სიდიდეებს კრეხა-ღუნვის კომპონენტები ეწოდება). 

(12) და (14)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ძ997(I) _ ძი? +9%. 06) 

ძ! #/4 “V 

სადაც 
ძ% = |II(X,ძი, + 2,„ძთ,)ძ–. (17) 

Iრ 

რამდენადაც გარემოს -” CI) კინეტიკური ენერგია არ არის 

დამოკიდებული გარემოს დეფორმირებულ მდგომარეობაზე დროის 

! მომენტში, ამიტომ ძი.27? წარმოადგენს კინეტიკური ენერგიის 

ნაზრდს დროის (.1+9მ) შუალედში. მაშინ როდესასკ ძთ79% 

  

)ცხადია C,, =0, , მაგრამ, ზოგადად, #,, #2, 
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დამოკიდებულია მხოლოდ დეფორმირებულ მდგომარეობაზე. მარ- 
თლაც, თუ გარემო ბუნებრივი მოსვენებული მდგომარეობიდან 
გამოყვანილია ნებისმიერი დეფორმირებით (მომენტური თეორიის 
თვალსაზრისით) და შემდეგ (! მომენტში) გადავიდა ახალ 
მოსვენებულ მდგომარეობაში „ მაშინ .2 (()=0 და აქედან 

გამომდინარე თ49#7 = 79%. ამდენად, ძ79/ წარმოადგენს დეფორ- 
მაციის შესაბამის მუშაობას დროის (/,,+0) შუალედში, ან რაც 

იგივეა, 

თ 2%/CI) =%CI + ძI!) –?%0), 

სადაც %(,) იმ მუშაობის ტოლია, რაც უნდა შეასრულოს გარე 

ზემოქმედებებმა (ძალურმა და მომენტურმა ძაბვებმა მოცულო- 
ბითმა ძალებმა და მოცულობითმა მომენტებმა), რომ გამოიწვიონ 

ის დეფორმირებული მდგომარეობა, რომელიც შეესაბამება დროის 

(| მომენტს. 

ამრიგად, (16) წარმოადგენს ენერგიის შენახვის კანონს: 

(#24 
“#. სიმძლავრე კინეტიკური და პოტენციური ენერგიების 

ცვლილების სიჩქარეთა ჯამის ტოლია. 

დეფორმაციის %# ხვედრითი ენერგია ეწოდება დეფორმი- 
რების მუშაობას, ან რაც იგივეა, დეფორმაციის პოტენციურ 

ენერგიას, გათვლილს მოცულობის ერთეულზე X წერტილში, 
დროის / მომენტში. 

ე.ი. მთელი V მოცულობის პოტენციური ენერგიაა 

%= ||| C იძ". 
I4 

(17)-დან, ცხადია, რომ 7 (X,!)-ს ნაზრდი დროის (I,1+ძ)) 

შუალედში 

ძ# =X,ძVI,+ჯ,ძთ,. (18) 
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გავშალოთ 9?” ხარისხოვან მწკრივად 2, -ის და თ,,-ის მი- 

მართ მოსვენებული მდგომარეობის (?7/, =0, თ, =0) მიდამოში 

და ვიხილავთ რა მცირე დეფორმაციებს, უგულვებელვყოთ V#, - 
ის და თ), -ის ხარისხები დაწყებული მესამე რიგიდან: 

1 
%#. =თ +0,V, +C,Cთ, +-–0,,M,V,, 

2.7 

    

      

წ“ წ 

1, 1 
+2 MMC 0 +- 2 =C0///%; 1273 (19) 

როცა 1; = 0 და C) = 0, 111 = 1.2.3, მაშინ %7 =0, ამიტომ 

C0 = 0. 

(18)-დან, ცხადია, 

მ%#. მ #- =X,, = I,7 =1,2,3. (20) 
მ“, მთ, 

მაგრამ, (20)-ის მარცხენა მხარეში მითითებული კერძო წარ- 

მოებულები შეიძლებს გამოვთვალოთ (19)-ის გაწარმოებით; 

მიღებული გავუტოლოთ (20)-ის მარჯვენა მხარეს: 

2, 
1 I 1 

=0;; +-– 2 C; ჯ/IC%IL +-– 2 > C/V/%/( + 2 CMV 7 ./ = =1.2 3, (21) 

1 1 1 
#7 =0/ + 25% ჩ7/244/ +– 2 32 ე/. + 2 იიი ( 17 = = 1, 2. 3. (22) 

როცა #7, = 0 და თ; =0, მაშინ X; =0და 2 = 0, ამიტომ 

(21) და (22)-დან მივიღებთ 

C, = 0, თ; =0, 7, / =1,2,3. (23) 

ამდენად, (19)-დან გამომდინარეობს 

1 , „ 9 – 2 (0, +0,თ,თ,, +0,, 0.) (24) 
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6. კონსტიტუციური დამოკიდებულებები. მმართველი 
განტოლებები გადაადგილებებში და შინაგან ბრუნვებში. 
მიკროპოლარული სითხეების ჰიდრომექანიკის ძირითადი 

დამოკიდებულებები 

აქამდე მოყვანილი ყველა ფორმულა სამართლიანია ნებისმიე- 

რი უწყვეტი გარემოსთვის. განვიხილოთ დრეკადი დეფორმადი 

მყარი სხეული სიმეტრიის ცენტრით. მას ახასიათებს დრეკადი 

მუდმივების ინვარიანტობა საკოორდინატო ღერძების მიმართუ- 

ლების მათი საწინააღმდეგოთი შეცვლის დროს. ამდროს M,; -ები 

არ იცვლება, ხოლო თ; -ები ნიშანს იცვლიან”) და (24)-დან მი- 

ვიღებთ 
CL =0 (25) 

და, ამდენად, 

1 , 
#- = 2 (ძე, + ლ რ,რთ,, ). (26) 

რადგან V,I და რ),თ/, არ იცვლება (I,/) და (MX) 

ინდექსებს გადასმს დროს, ზოგადობის შეუზღუდავად”), 

შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ 

  

რადგან ღერძების მიმართულების საწინააღმდეგოთი შეცვლისას გადაად- 

გილებები და წარმოებულები ნიშანს იცვლიან, ხოლო ბრუნვის კუთხე ნიშანს 
არ იცვლის, ვინაიდან სისტემის მარჯვენა ორიენტაცია მარცხენათი იცვლება 

და კუთხის ათვლის დადებითი მიმართულება საათის ისრის მოძრაობის საწი- 

ნააღმდეგო მიმართულებიდან იცვლება საათის ისრის მოძრაობის მიმართულე- 

ბით. შევნიშნოთ, რომ სიბრტყეზე ღერძების მიმართულების შეცვლა სისტემის 

ორიენტაციის შეცვლას არ იწვევს. 

ო რადგან, მაგალითად, თუ 1#%I,. 7 # IM. მაშინ 

CM I (+ C/ყეIILM,)= (XX) + CI)" ჯი 
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იყ=ნსე #ლღა CI = CI, (27) 

(23), (25) და (27)–ის თანახმად, (21) და (22)-დან, დრეკა- 

დობის მომენტური თეორიისათვის მივიღებთ ჰუკის შემდეგ 

განზოგადებულ კანონს 

Xე = ლე /#ე = 060 77 = 12.3, (28) 
სადაც CI CI I, /,M,I = 1.2.3, დრეკადი მუდმივებია, რომ- 

ლებიც ექსპერიმენტულად დგინდება დრეკადობის კლასიკურ 
თეორიაში ისინი დადგენილია, ხოლო მომენტურ თეორიაში ჯერ- 

ჯერობით არ არის დადგენილი. 

ცხადია, ეს ფორმულები მხოლოდ მყარი დრეკადი სხეულე- 

ბისთვისაა სამართლიანი. იზოტროპული (სიმეტრიის ცენტრით) 

სხეულისთვის ჰუკის განზოგადებულ კანონს აქვს (იხ. (48), გვ. 

33): 

X, = #40), +C/+C)M, +(//-Cთ)V,, (29) 

#V = მერ, +07+/)თ, +(/ – 8)თი, ს) = 1,2,3, (30) 

სახე, სადაც თ. /8,V, 6, 4, /! დრეკადი მუდმივებია. თუ ჩავ- 

თვლით, რომ შინაგანი ბრუნვის ვექტორი ნულის ტოლია, დრე- 

კადობის მომენტური თეორიის ჰუკის განზოგადებული კანონიდან 

მივიღებთ კლასიკური დრეკადობის თეორიის ჰუკის განზოგადე- 

ბულ კანონს. 

განსახილველ შემთხვევაში დეფორმაციის ხვედრით ენერგიას 

აქვს (იხ. (48) გვ. 34) 

  

= CცIIM; ,M|L+ C/ს%M (MM, 

– _ 6) +C 

2 
C,, =C, 
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2#” = #I(„M,, + (/! + C)V,V, + (// – თ)M,V, V“/ 

+ 5Cთ,0თ)), + (V + 8)რთ,თ, +(V – 8)თ,თ, 

სახე. ამ კვადრატული ფორმის დადებითად განსაზღვრულობი- 

სათვის აუცილებელი და საკმარისია შესრულდეს შემდეგი პირო- 

ბები: 

#/,/>0, 32+2/>0, VX>0, V>0, 36+2#>0, /#>0. 
მის მისაღებად (29) და (30) უნდა ჩავსვათ (შეადარეთ (18)-ს) 

27” = X,V, + #ეთ, 

ფორმულაში. 

ცხადია, იქიდან, რომ (იხ. (481), გვ. 110) 

#” =0 

გამომდინარეობს 

#=0თ+|ხ,XI,) რთ =ხ, 

სადაც ით და ხ ნებისმიერი მუდმივი ვექტორებია, რაც შეესაბა- 
მება ხისტ მოძრაობას (ხისტ გადაადგილებას), ე.ი. ხისტ მობ- 

რუნებას და ზისტ გადატანას ღერძების პარალელურად. როგორც 

მოსალოდნელი იყო დეფორმაციის (ხვედრითი) ენერგიის ნულ- 

თან ტოლობის შემთხვევაში გვრჩება მხოლოდ ხისტი გადაადგი- 

ლება, ამასთან შინაგანი ბრუნვა მუდმივია და ემთხვევა ხისტ 

მობრუნებას. 

თუ (15)-ს ჩავსვამთ (29)-ში და მიღებულს (30)-თან ერთად 

ჩავსვამთ (1.18.1)-სა და (11)-ში, მივიღებთ დრეკადობის მომენ- 

ტური თეორიის მმართველ განტოლობებს გადაადგილებებში და 

შინაგან ბრუნვებში (იხ. (48), გვ. 44): 

(//+ C,)/სI/ +(#+ //–<Cთ)8Lმძ ძIVI/ +2C10L0)+ დ = /V, (3!) 

0/+ 8)ტ/+(6+V – #)9-მძ ძIVთ 

+2CLI0LV – 4თCდ + M = „7 თ. (32) 

მართლაც, (15)-ის ჩასმა (29)-ში გვაძლევს 
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X, =#40,M,, +(/+CXV,,- 6C,, რ,) 

+(#- CXV,, – და, CV, ). 

გადავსვათ 7 და /: 

X, = რმა, +(C/(+ CXV, ,– C/, თ.) (33) 

+C/ -–CXV,,- 6, თ). 

ეს უკანასკნელი ჩავსვათ (1.18.1)-ში: 

#0,%,. ს + (/! + XI, ,– CV, თ, , ) 

+(/-CთXM,კ-6,, თ, ,)+დ, = /იV,, !=1,2.3. 

აქედან 

(წ7! + C)/"", + (4 + ”V – თ). ს 

+ 2C 37) (737, + თ, = /XI,, 1= 1.2.3. 

> -ზე გამრავლების და 1 -ს მიმართ აჯაშვის შემდეგ მივიღებთ 

საიდანაც გამომდინარეობს (31). 

(30)-ის და (33)-ის (11)-ში ჩასმა და (15)-ის გათვალისწინე- 

ბა გვაძლევს 

+ 6 #0)" |+ 6 (/#/- CV, L- 6/ყ C/) 

+ 6, (C/! +C)I.,-6, თ,)+M, =.#V თ, 1=1,2.3. 

აქედან 

6C,, ,, + (CV + /8)თ, 1; + (V – /ც)თ, ,+ Cყყ C// – CXV, ,– 6), C,) 

ე-ი» 
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(” + 8)ბთ; +(6+V- 8)თ, <2 6ყ CM, (34) 
+2 C,,C,, Vთ,+VM, =.#C,, 1=1,2.3, 

რადგან, თუ გავითვალისწინებთ (6%)-ს, 

C,,ლე, 0, =– C,,C,, 0), =–20,თ, =–2თ,, 1=1.2,3. (35) 
(34) იგივეა რაც 

C/ + /3)#თ, +CC+V – 8)თ. +2 6 CV, 

–4თთ, +M, =.7/Cთ, 1=1,2.3. 

დ, -ზე გამრავლების და I-ს მიმართ აჯამვის შემდეგ მივიღებთ 

(32)-ს. 

სამეცნიერო ლიტერატურაში დრეკადობის მომენტური თეო- 

რია გვხვდება სხვადასხვა სახელწოდებით: ასიმეტრიული დრეკა- 

დობის თეორია, კოსერას მოდელი, დრეკადობის თეორია ნაწი- 

ლაკების ბრუნვითი ზემოქმედებით, მიტ,როპოლარული დრეკადო- 

ბის თეორია, არალოკალური დრეკადობის თეორია, მეორე კლა- 

სის გარემოთა დრეკადობის თეორია. 

დრეკადობის მომენტური თეორია არ წარმოადგენს კლასიკუ- 

რი დრეკადობის თეორიის მათემატიკურ განზოგადებას თეორიუ- 

ლი ინტერესიდან გამომდინარე. მის შექმნას ბიძგი მისცა, 

მაგალითად, იმან, რომ მოკლე აკუსტიკური ტალღების გავრცე- 

ლება მაღალი რიგის პოლიმერებში”) და სხვა მსხვილ მარ- 

ცვლოვან სხეულებში არადამაკმაყოფილებლად აღიწერება კლა- 
სიკური დრეკადობის თეორიის ფარგლებში. 

  

"პოლიმერები წარმოადგენს მაღალი ზოლეკულური მასის (რამდენიმე ათასიდან 

რამდენიმე მილიონამდე) ქიმიურ ნაერთებს, რომელთა მოლეკულები (მაკრომო- 
ლეკულები) შედგება განმეორებადი მრავალრიცხოვანი დაჯგუფებებისაგან (მო- 
ნომერული რგოლებისაგან). განასხვავებენ ბუნებრივ (მაგალითად, ცილები) და 
სინთეზურ (მაგალითად, პოლიეთილენი, პოლიამიდი, ეპოქსიდური ფისები). –



ასევე უძლურია ნავიე-სტოქსის კლასიკური თეორია ახსნას 

ის ეფექტი, რომ არსებობს მინარევის სახით პოლიმერული ნაწი- 

ლაკების შემცველი ისეთი სითხე, რომლითაც მყარი სხეულის 

გარსდენისასს, წარმოშობილი ზედაპირული ხახუნი 30-35%-ით 
ნაკლებია, ვიდრე ისეთი სითხით გარსდენისას რომელიც არ 

შეიცავს ასეთ პოლიმერულ მინარევს. ეს და სხვა მაგალითები 

გახდა სითხეების მომენტური თეორიის შექმნის საფუძველი. ამ 

თეორიას ეწოდება შიკროპოლარული სითხეების პიდროშმექსნიკა. 

ბლანტი არაკუმშვადი მიკროპოლარული სითხის არასტაციო- 

ნალური დინებისს ძირითად განტოლებათა სისტემა მიიღება 
(1.18.1), (11) სისტემიდან და მას აქვს 

X,, ,(X,I!)+თ7,(X.!) = 2I,(X,1!)+ 2),V,I(X,,I),) (36) 

X/I,ჯ(X,1)+ CცL X / (X,1) + V,(X,1) 

= 7 თ, (X,!) + -XV, თ,, (X,1), 1 = 1,2,3. (37) 

სახე, სადაც V:= (M,,V2,V3) და Cთ:-= (თC,,Cდ2.C3), შესაბამი- 

სად, წარმოადგენენ მიკროპოლარული სითხის ყოველი წერტი- 

ლის მოძრაობის დამახასიათებელ სიჩქარისა და მისგან დამოუკი- 

დებელ შინაგანი მიკრობრუნვის რი სიჩქარის ვექტორებს, .-#. 

არის ინერციის მომენტი. 

(36), (37) განტოლებებს უნდა დაემატოს უწყვეტობის 
განტოლებაც (იხ. 1.23.11),) რომელსაც არაკუმშვადი სითხის 

(/2 =C07#151) შემთხვევაში აქვს 

ძ1IV V(CX,I) := V,,(X,1) = 0 (38) 

სახე. 

ბლანტი, ერთგვაროვანი, იზოტროპული, არაკუმშვადი") მიკ- 

როპოლარული სითხის შემთხვევაში კონსტიტუციურ დამოკიდე- 

ბულებებს – ნიუტონის განზოგადებულ კანონს აქვს 

  

“ბარადგან ამ შემთხვევაში (იხ. (41)), (38)-ის და C,;= 0 -ს გამო, 
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X„ც =-იბე +CV(+C)Vე + (4 -მი)V,, ,/ =1,2,3, (39) 

ჯ, =60,თ + (V+ ჩ)თ, +(V– ჩ)თ,, ,,/ =I,2,3, (40) 

სახე, სადაც /# არის შფწნევა, /(C,§6,V და ჩ მუდმივები 

ახასიათებენ სითხის ფიზიკურ თვისებებს, ხოლო 

V;, == V,,“ CV თ... თ ს/ = 12,3. (41) 

შევნიშნოთ, რომ თუ 

#/#>0 CთC>0, M#>0, 36+2V>0, #8 >90, 

მაშინ დადებითად განსაზღვრულია დეფორმაციის 

# = #9, V ++ “სა, +50, თ, 

– 

V+/ V-–- # 

2 

#“ 6, 

    

+   ი+“-.--ნ0V თ (42) 
თარ, ___ 

ხვედრითი ენერგია”). 

თუ (41)-ს ჩავსვამთ (39)-სა და (40)-ში ხოლო შემდეგ 

მიღებულ გამოსახულებებს, შესაბამისად, (36)-სა და (37)-ში– 

მივიღებთ ბლანტი არაკუმშვადი, ერთგვაროვანი, იზოტროპული 

მიკროპოლარული სითხის არასტაციონალური დინების მმარ- 

თველ 

(//+ Cთ)რ%V(X,I) +2CთV0LCთ(X,!) – ფ-8ძ #7(X,!) + #(X.I) 

= 7LVCX, ,) + VI. (X, /)V L (X,!)), (43) 

(V + /3)#თ(», I/)+(§+V– /#3)9 9Lმძ ძIV თ(X,I) + 2თ L0L VCX,1) 

  

... 
V,, 

ამიტომ (39)-ში #V,0, (შეადარე (1.13.7)-ს) შესაკრები არ გვექნება. 

7 (42)-ს მივიღებთ, თუ 297” = X,V, + 7,თ, ფორმულაში ჩავსვამთ 
(39) და (40) გამოსახულებებს 

=V,,+ 6, C, =0, 
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– 4თCთ(X,/) + /(X,/) = -#/ (C(X,7) + V, (X,/)C , (X,/)1, (44) 
ძIV V(X,/) =0 (45) 

სისტემას. 
მართლაც, თუ (41)-დან პირველს ჩავსვამთ (39)-ში, ხოლო 

მიღებულს – (36)-ში, გვექნება 

–80,0,+(/+CVXV,,-C,, თ. ,)+CI-VXV,,- 6 თ, ,) 

+ თ,(X,!) = />7,(X,!) + #V. I (X,1), 7 =1,2,3. 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (38)-ს, მივიღებთ 

(0(+Cთ)V, , +2>X C,, თ. , – ნ, +C%,(X,I) 

= /»,(X,!) + /7V,( (X,/), 1 = 1,2,3. 

საიდანაც, C-ზე გამრავლებისა და 7-ს მიმართ აჯამვის შემდეგ, 

გამომდინარეობს (43). 

თუ (41)-დან პირველს და მეორეს ჩავსვამთ, შესაბამისად, 

(39)-სა და (40)-ში, ხოლო მიღებულ გამოსახულებებს – (37)- 

ში, გვექნება _ _ 
§0, CI, ,; +(V + /8)თ,,); + (7 – /3)0,;; 

+ 6, |-ნბ,, +C4(+C)V ,- C/ყ C,) 

+(/-–C)C,,,– 6„/ თ|)) + V/(X,!) 

“ -” თ, (X,/)1+ -7V, თ, (X,!), 7 =1,2,3. 

აქედან 

07 + /2)თ;,;; +(6+V –),3)თდ, „+ 6, CV + თ), ; 

–((/(+C) 6ე,C/ყ 2თ)+ C/ე (/ –თ)V, 

+ (/ – V) CყLC/ყ 0,7 + %;(X,!) 
=.X თ,(X,,()+.#XV, თ, ,(X,I!) 1=1.2.3, 

ეი, თუ მხედველობაში მივიღებთ (35)-ს, 
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(7+ /8)თ,,, +(6+V – 8)თ, +287 C,. V , 460, 

+ V,(X,I)=.# თ,(X,I)+.X7V,თ,,(X,I), 7=1,2,3. 

საიდანაც, > -ზე გამრავლებისა და 1-ს მიმართ აჯამვის შემდეგ, 

გამომდინარეობს (44). 

7. დრეკადობის მომენტური თეორიის ძირითადი ამოცანები 

#? სივრცე გლუვი შეკრული ა "ზედაპირით დავყოთ ორ 

შემოსაზუღვრულ CI და შემოუსაზღვრავ თი. არედ. 

დინამიკის ამოცანები. C+ არეში განვსაზღვროთ მოცემული 

მოცულობითი ძალისა და მოცულობითი მომენტის შესაბამისი 

დრეკად-დინამიკური მდგომარეობა დროის II/0,,)) “შუალედში 

შემდეგი საწყისი პირობებისა 

(X,Iი) = CV), 245%) =/დC, 

თ(X,/0) = «(X), იო“ 
და ერთ-ერთის საშუალებით შემდეგი სასაზღვრო პირობებიდან 

V (X,I)= /(X I),  თ”(X7/) = <(X7), 

(ამოცანა (7)“). ან 

Xა(X,I)=/(X0ს, 25(X/)=§(X04), 
(ამოცანა (77): ) როცა XC45, 1CI/0,/), სადაც “+” და “-” 

=7(X), VXC C%, 

შეესაბამება CX და 0. არეებიდან ზღვრულ მნიშვნელობებს, 

ხოლო თ, V/, C, 77, / და 9 მოცემული ვექტორ-ფუნქციებია. 
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დრეკად-დინამიკური მდგომარეობის განსაზღვრა მათემატიკუ- 

რად გულისხმობს (31), (32) სისტემის ამონახსნის პოვნას ვექ- 

ტორ-ფუნქციათა გარკვეული კლასიდან, რომლებიც აკმაყოფილე- 

ბენ ზემოთ მითითებულ საწყის და სასაზღვრო პირობებს (§2. 

არის შემთხვევაში უსასრულობაში გარკვეულ დამატებით პირო- 

ბებსაც). 

სასაზღვრო პირობები შეიძლება შეიცვალოს შერეული სასაზ- 

ღვრო პირობებითაც (იხ (48), გვ. 57). 

სტატიკის შემთხვევაში განიხილება დრეკადი წონასწორობის 

განსაზღვრის ამოცანები მხოლოდ ზემოთ მითითებული სასაზ- 

ღვრო პირობებით საწყისი პირობების გარეშე, რადგან ამონახსნი 

! დროზე არ არის დამოკიდებული, ამასთან (31), (32) სის- 
ტემის მარჯვენა მხარეში მითითებული სიდიდეები ნულებით 

იცვლება. 
ამოცანების ამონახსნების ერთადერთობის საკითხის გამოკ- 

ვლევა კლასიკური დრეკადობის თეორიის შემთხვევის ანალოგიუ- 

რია და შედეგიც ემთხვევა (იხ. (48), გვ. 110). დინამიკის ამოცა- 

ნებს ერთადერთი ამონახსნი აქვს, ხოლო სტატიკის შემთხვევა- 

ში, ამოცანა (7)” -ს აქვს ერთადერთი ამონახსნი, ამოცანა (წ/4M 

-ის ამონახსნი კი განისაზღვრება ზისტი გადაადგილების სიზუს- 

ტით, თუ 5 საკმარისად გლუვია და M,CCC 2(C' ). ამოცანა 

(7) -ს და ამოცანა(/7) -ს აქვს ერთადერთი ამონახსნი, თუ #4 

საკმარისად გლუვია; #,C0 CC7(C“) და უსასრულობის მიდა- 

მოში სრულდება 

V=C0XXI I); თ,%,,,Cთ,,=0(IXI '), IX –>+Cთ, 

1=1,2,3; |X|I=X2 +X2 +X, 

პირობები. ამონახსნების არსებობის თაობაზე იხ. (48), გვ. 351. 
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8. მიკროპოლარული სითხეების თეორიის ძირითადი ამოცანები 

წინა პარაგრაფში განსაზღვრული (9 და §- არეებში ვე- 

ძებძთ (43)-(45) სისტემის M, 0,?) ამონახსნებსს გარკვეული 

კლასიდან, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

V(X,I0) = თ(X), თ(X,I0) =V/(X), VXC C)“, 
საწყის და – საზღვარზე ან 

V (X,I) = / (X,I), თ (X,!) = §(X.I), VI CI/ი, #1, 

ან 

X·Cთი =04+2 2 | +C#- მ)(ფიძს,X 
+2თ|»,თ| – Mი“ (XI) = / (XI), 3 

27. (X,!) = §(X.!), VI C I(9.I Iს 

სასაზღვრო პირობებს, სადაც Cთ,V, /, წ მოცემული ვექტორ- 

ფუნქციებია (§X+ არის შემთხვევაში მოითხოვება დამატებითი პი- 

რობები უსასრულობაშიც)””). 

  

'ბრადგან, (1.2.1)-ის, (39)-ის და (41)-ის გათვალისწინებით, 
X.CX,I) = X ,7I,6, = –M#2(X,!) 

+/(! +CI,,+ხ!(-თM,,+2თ6,, თ,I”,2 

=–ში(X>/)+(#+ 2). +(#/-შ)(”,»), 2 +2თ17, რ) 
ხოლო (/,V),, 6, = V,,6, = §70ძ V,. აქ V, არის V-ს ნორმალური 

მდგენელი. 
” თეორია და გამოყენებები იხ. წიგნში LVM052CVVIC7 C2., M!CI000I2I LIსIძ5 – 
“ჩხლილ მიძ #ი0იIICმV0ი, 81ხეს§56, 1999. 
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დამატება 8. ჯოგიერთი ცნება ღა ფაქდი 
თეორიული მექანიკიდან 

1. სრიალა ვექტორის მომენტი წერტილისა და ღერძის 
მიმართ. ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი. 

ვექტორების (ძალთა) გეომეტრიულ ჯამს ამ ვექტორთა სის- 

ტემის ნაკრები (მთავარი) ვექტორი ეწოდება. I,Cდ| მომენტი 

განსაზღვრულია კოორდინატთა სისტემის 0 სათავის მიმართ. 

თუ მომენტს ავიღებთ სივრცის რაიმე სხვა C წერტილის მი- 

მართ, მაშინ (იხ. ნახ. 1) 

LL, რდ|= I, დ|– 0C,თ,, ფს 
რადგან 

X=X#ჯ–-CX. 

ამდენად, ახალი ცენტრის მიმართ ვექტორის მოშენტი უდრის 

ძველი ცენტრის მიმართ მოშენტს გამოკლებული ახალ ცენტრზე 

შოდებული ამავე ვექტორის მომენტი ძველი ცენტრის მიმართ. 

X2 

  

X3 

ნახ 1. 

ვექტორის მომენტი რაიმე 4 ღერძის მიმართ ეწოდება ამ 
ღერძის ნებისმიერი წერტილის მიმართ ვექტორის მომენტის 
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გეგმილს ამავე ღერძზე. ადვილი მისახვედრია, რომ ღერძის მი- 

მართ მომენტი არ არის დამო სკიდებული ღერშზე ზემოაღნიშნული 

წერტილის შერჩევაზე. მართლაც (იხ. ნახ. 2), ვინაიდან, ვექტო“– 

რული ნამრავლის განმარტების თანახმად, (ნ6',<| მართობუ- 

ლია CX»-ის, რადგან ის 00 და C წერტილში მოდებულ 
– 

დ ვექტორებზე გამავალი სიბრტყის მართობულია, ამიტომ 

  

  

ნახ. 2. 

გბებ/ 0C',C> 0. 

აქედან გამომდინარე (1)-დან მივიღებთ, რომ 

გეგ, X',C| = გეგ» X,C| · 
(ს) ფორმულის ძალით ადვილად დავასკვნით, რომ ახალი 

C' ცენტრის მიმართ ნაკრები L მომენტი უდრის ძველი 0 

ცენტრის მიმართ ნაკრებ L მომენტს გამოკლებული ახალ ცენ- 
ტრზე მოდებული ნაკრები # ვექტორის მომენტი ძველი ცენ- 

ტრის მიმართ: 

L=L- (0C',#| 0) 
აქედან ცხადია, რომ ნაკრები მომენტი არ არის დამოკიდებული 
ცენტრის შერჩევაზე, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ნაკრები 
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ვექტორი ხნულის ცოლია. მართლაც, (1)-ის თანახმად, ძალთა 

(სრიალა ვექტორთა) 4, 1=I2,...7, სისტემის C ცენტრის 

მიმართ ნაკრები 
I _ » = 

#=2,L, = 2. I, 41 

)=1 |=1 

(7 არის 4 ვექტორის სათავის რადიუს-ვექტორი C, ცენტრის 

მიმართ) მომენტი ახალი C” ცენტრის მიმართ ნაკრებ L 

მომენტთან დაკავშირებულია შემდეგი ფორმულით 

L= 9 1= > (L, –(00”4,1)= L-I0C. 2.4) 
L)I )=1 1=1) 

=L-I0C",71, 
სადაც I, და LI, 4, ვექტორის მომენტებია შესაბამისად 0 
და C' ცენტრების მიმართ, ხოლო 

– VI – 

#= ბა 4 
1=1 

ნაკრები ვექტორია. 

თავმოყრილ ვექტორთა სისტემს ეწოდება ვექტორთა ისეთ 

სისტემას რომელთა ფუძეები ერთ წერტილში იკვეთება. ამ 

წერტილს თავმოყრის წერტილი ეწოდება. 
თავმოყრილ ვექტორების რაიმე წერტილის მიმართ მომენტე- 

ბის გეომეტრიულ ჯამს ეწოდება თავმოყრილ ვექტორთა ამ სის- 

ტემის ნაკრები (მთავარი) მომენტი. 

ვარინიონის') დებულება. თავმოყრილ ვექტორთა სისტემის 

ნაკრები მომენტი რაიმე წერტილის მიმართ უდრის ამ სისტემის 

ნაკრები ვექტორის მომენტს ამავე წერტილის მიმართ, თუ ვიგუ- 

  

პკ, ვარინიონი (1654 – 1722) 
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ლისხმებთ, რომ ნაკრები ვექტორი თავმოყრის წერტილშია მო- 
დებული. 

მართლაც, თავმოყრილ 4,, 1=I,M, ვექტორთა სისტემის 
შემთხვევაში 

L=2 .4)=წ,2 41= წ, 
სადაც ” აღნიშნავს თავმოყრის M წერტილის რადიუს-ვექ- 
ტორს მომენტთა C, ცენტრის მიმართ. 

2. ელემენტარული მოქმედებები. ტოლფასი სისტემები. 

ვექტორის გასრიალებას ფუძის გასწვრივ, თავმოყრილ ვექ- 

ტორთა შეკრებას და ვექტორის დაშლას თავმოყრილ ვექტორე- 

ბად ეწოდება ელემენტარული მოქმედებები. ჩვენ ვიტყვით, რომ 

სრიალ ვექტორთა ორი სისტემა ტოლფასია, თუ ისინი ერთმა- 

ნეთზე დაიყვანება ელემენტარული მოქმედებებით. ორ ტოლფას 
სისტემას ერთნაირი ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი აქვს. 

თუ არსებობს ისეთი ვექტორი, რომელიც მოცემული სისტემის 

პფტოლფასია, მაშინ მას ამ სისტემის ტოლქმედი ეწოდება. ამდე- 

ნად, ზოგადად, სისტემის ნაკრები ვექტორი და „ტოლქმედი 

ერთმანეთს არ ემთხვევა. თუ ნაკრები # ვექტორი ნულისაგან 
განსხვავებულია, მაშინ აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

იმისა, რომ სრიალა ვექტორთა სისტემა დაიყვანებოდეს ტოლქმე- 

დამდე მდგომარეობს იმაში, რომ (/, #) = 0, რაც სრულდება ან 
– 

თუ I მომენტი ნულის ტოლია ან ? LI X>»#0, L>»0. ამ 
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უკანასკნელ შემთხვევაში, როგორც ცნობილია") არსებობს ისეთი 

ახალი დაყვანის C' წერტილი, რომ მის მიმართ ნაკრები L 

მომენტი ნულის ტოლია. სხვა სიტყვებით, თუ ძალთა სისტემა 

შეიძლება ჟგტოლფასად დაყვანილ იქნას მხოლოდ ნაკრებ 

ვექტორამდე ეს უკანასკნელი ტოლქმედია. 
ტოლქმედის განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ თავმოყ- 

რილ ვექტორთა სისტემისათვის ყოველთვის არსებობს ჟოლექმე- 

დი. ის უდრის აღებული სისტემის ნაკრებ ვექტორს და თავმოყ- 

რის წერტილშია მოდებული (რა თქმა უნდა, იგი, როგორც 
სრიალა ვექტორი, შეიძლება გადავიტანოთ თავისი ფუძის გას- 

წვრივ). 
ვთქვათ ახლა, სრიალა ვექტორთა სისტემა _შედგება ორი პა- 

რალელური ერთ მხარეს მოგეზული 4 და 8 ვექტორებისაგან. 

ვაჩვენოთ, რომ ასეთი სისტემის ტოლქმედი არსებობს. 4 და 

8 ვექტორების მოდების წერტილები იყოს ## და V (იხ. ნახ. 

3). ჩვენ სისტემას დავუმატოთ #M/, და V წერტილებზე მოდე- 
– 

ბული C და -–C ვექტორები რომლებიც #V მონაკვეთის 

პარალელურია და რომელთა სიგრძეც ნებისმიერად არის აღებუ- 

ლი. შევკრიბოთ ახლა M წერტილზე მოდებული 4 და C 

ვექტორები, აგრეთვ, V წერტილზე მოდებული 8 და –C 
ვექტორები მივიღებთ შესაბამისად # და # ვექტორებს. გავას- 

რიალოთ ეს ვექტორები ფუძის გასწვრივ დღა მოვდოთ ისინი 

ფუძეთა გადაკვეთის #) წერტილზე. შევკრიბოთ ახლა #) წერ- 
– 

ტილზე მოდებული # და # ვექტორები, მივიღებთ ერთ /? 

  

ა იხ ნ. ვეკუას თეორიული მექანიკა განათლება, 1964, გე. 39 და 

წინამდებარე დამატების §6. შევნიშნოთ, რომ ეს სახელმძღვანელო არსებითადაა 

გამოყენებული წინამდებარე დამატების შედგენისას. 
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ვექტორს. გავასრიალოთ ს ვექტორი და მოვდოთ ის იმ X 

წერტილზე, სადაც წე გექტორის ფუძე კვეთს #VVMV მონაკვეთს. 

ცხადია, I” ვექტორი ტოლფასია აღებული პარალელური 
ვექტორების და, მაშასადამე, მათ ტოლქმედს წარმოადგენს. ამის 

გარდა, ცხადია, რომ 

#=ნ+ს=C+4+CC +8=4+9L. 
I და I სამკუთხედების მსგავსებიდან 

XL _ ML 

4. C 

II და IV სამკუთხედების მსგავსებიდან 

8 _ C 
XX. _ MVს#. 

ორ უკანასკნელ ტოლობათა გადამრავლებით მივიღებთ: 

  

  

      

_–=--. (3) 

ამრიგად, ერთმხრივ მოგეზული ორი პარალელური ვექტორი, 

ტოლფასია ერთი ვექტორის, რომელიც აღებული ვექტორების 

ჯამის ტოლია; მისი მოდების წერტილის დაშორება აღებული 

ვექტორების მოდების წერტილიდან, ვექტორთა სიდიდეების 

უკუპროპორციულია. 

ცხადია, #» წერტილის მდებარეობა არ შეიცვლება, თუ 4 

და სც გექტორებს ნებისმიერად მოვაბრუნებთ მოდების M და 

V წერტილების გარშემო ისე რომ ისინი მობრუნების 

შემდეგაც დარჩნენ პარალელური და ერთ მხარეს მოგეზული. 

ზემოთ მოყვანილი მსჯელობიდან ცხადია, რომ ნებისმიერი 

სრიალა ვექტორი მისი ტოლფასი ორი ერთ მხარეს მოგეზული 
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პარალელური ვექტორით შეიძლება შეიცვალოს. ამასთან, თუ 

ხსენებული პარალელური ვექტორებიდან ერთ-ერთი წინასწარ 

მოცემულია, მეორე ცალსახად განისაზღვრება. 

»X 

  

  – 
წ I? 

ნახ. 3 

განვიხილოთ ახლა სხვადასხვა მხრივ მოგეზული ორი პარა- 
– 

ლელური 4 და 8 ვექტორი (იხ. ნახ. 4). ვიგულისხმოთ, 

რომ მათი ნაკრები ვექტორი არ უდღრის ნულს, დავუშვათ 

წ <8. ვისარგებლოთ ახლა ზემოთნათქვამით და დავშალოთ 
  

8 ვექტორი ერთ მხარეს მიმართულ ორ პარალელურ ვექტო- 

რად. ამასთან, ერთი შესაკრები იყოს M წერტილზე მოდებული 

– 4 ვექტორი, მაშინ როგორც ავღნიშნეთ, მეორე შესაკრები 
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ცალსახად განისაზღვრება. ეს შესაკრები იქნება 4+8 ვექტო- 

რი, რომლის მოდების # წერტილი, ზემოთ ნათქვამის ძალით, 

შემდეგი ტოლობით განისაზღვრება: 

  

  

  

  
    

  

8-4 , 
M- 

4 
4. 

M „ # 

V | 

8+4 
8+4 

8 
ს 

ნახ. 4 

საიდანაც, პროპორციის ცნობილი თვისების ძალით მივიღებთ: 

MV+ M8 _ 8-4+4 

წი 4 
ან, რაც იგივეა 
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იღე =5995- (5) 

მაგრმ ” წერტილზე მოდებული ორი ტოლი ურთიერთ 

საწინააღმდეგოდ მიმართული ვექტორი ნულის ტოლფასია და 

საბოლოოდ დაგვრჩება ” წერტილზე მოდებული 4+78 
ვექტორი, ე.-ი., განსახილველ შემთხვევაში არსებობს ტოლქმედი. 

ამრიგად, სხვადასხვამხრივ მოგეზული სხვადასხვა სიგრძის 

ორი პარალელური ვექტორი ტოლფასია ერთი ვექტორის, რომ- 

ლის სიგრძე უდრის აღებული ვექტორების სიგრძეთა სხვაობას; 

მისი მიმართულება ემთხვევა უდიდესი სიგრძის ვექტორის მი- 

მართულებას; ის მოდებულია MVV -ის გაგრძელებაზე უდიდესი 

სიგრძის ვექტორის მხარეს ისე, რომ მისი მოდების წერტილის 

დაშორება აღებული ვექტორების მოდების წერტილებიდან უკუპ- 
როპორციულია ვექტორების სიგრძის. 

(5) ტოლობიდან ცხადია, რომ # წერტილის მდებარეობა არ 

შეიცვლება, თუ განსახილველ ვექტორებს ნებისმიერი კუთხით 

მოვაბრუნებთ მათი მოდების M და V წერტილების გარშემო. 
თუ ახლა მოცემულია რამდენიმე პარალელური ვექტორისაგან 

შემდგარი ისეთი სისტემა რომლის ნაკრები ვექტორი ნულის 

ტოლი არ არის, მაშინ ზემოთ მითითებული წესის მიმდევრობით 

გამოყენებით შეიძლება დავამტკიცოთ ტოლქმედის არსებობა და 
ის ვიპოვოთ კიდეც. 

# 
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(5) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ როცა |(8-–>I4 , მაშინ 

#–->0Cთ.ეს კი გვიჩვენებს, რომ სხვადასხვა მხარეს მოგეზულ 
ერთიდაიმავე სიგრძის პარალელურ ვექტორთა სისტემას არ აქვს 
ტოლქმედი. ასეთ პარალელურ ვექტორთა სისტემას ეწოდება 
წყვილვექტორი (იხ. ნახ. 5). წყვილვექტორის აღსანიშნავად 

შემდეგში გამოვიყენებთ (ჯ, 0) სიმბოლოს. განმარტების ძალით 

#+C0=0. 

3. წყვილვექტორის თვისებები 

ვინაიდან წყვილვექტორის ნაკრები ვექტორი ნულის ტოლია, 

ამიტომ წყვილვექტორის ნაკრები მომენტი, რომელსაც უბრალოდ 

წყვილვექტორის მომენტს უწოდებენ, დამოკიდებელი არაა მომენ- 
ტის ცენტრის შერჩევაზე. მაშასადამე, წყვილვექტორის მომენტი 

თავისუფალი ვექტორია. წყვილვექტორის შემადგენელი ვექტორე– 
ბის ფუძეებს შორის მანძილს, რომელსაც #-ით ავღნიშნავთ (იხ. 
ნახ. 5), ეწოდება წყვილვექტორის მხარი, თუ წყვილვექტორის 

მომენტს L-ით აღვნიშნავთ, ხოლო ვექტორების მოდების წერ- 

ტილებს – M და VM -ით მივიღებთ: 

# =IVM · ს) =IMV ·01, (6) 
საიდანაც, ცხადია, გვექნება 

M-/მ» თ 
დებულება ). ორი წყვილვექტორი, რომელთაც ერთნაირი 

მომენტი აქვთ, ტოლფასია. 
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ნახ. 6 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია ორი წყვილვექტორი 
(ნ,0) და (”,0), რომელთაც, პირობის ძალით, ერთნაირი 

მომენტები აქვთ. ვაჩვენოთ, რომ ეს წყვილვექტორები ელემენტა- 
რული მოქმედებებით ერთიმეორეზე დაიყვანება. ვინაიდან წყვილ- 

ვექტორის მომენტი წყვილვექტორის სიბრტყის მართობია, ამი- 

ტომ, როგორც აღვილი მისახვედრია, (”,ეC0C) და (#.0C) 

წყვილვექტორების სიბრტყეები პარალელურია. 
განვიხილოთ პირველად ის შემთხვევა, როცა ორივე წყვილ- 

ვექტორი ერთ სიბრტყეშია მოთავსებული და პირველი წყვილ- 

ვექტორის პარალელური არ არის. მაშინ ცხადია, რომ წყვილ- 

ვექტორთა შემადგენელი ვექტორების ფუძეების გადაკვეთის შე- 
დეგად მიიღება „#48C”) პარალელოგრამი (ნახ. 6). 

ჯ, 0, L, C ვექტორების გასრიალებით ყოველთვის შეგვიძ- 

ლია მივაღწიოთ იმას, რომ ისინი აღნიშნული პარალელოგრამის 

წვეროებზე იყვნენ მოდებული. წყვილვექტორთა მომენტების ტო- 
ლობის ძალით, ადვილად დავასკვნით, რომ X#, 0), ჯ”, C ვექ- 

ტორები -#48C/#) პარალელოგრამის შიგა წერტილებს ერთი და 

იმავე გეზით უვლიან. ვაჩვენოთ ახლა, რომ (; ,C) წყვილ–- 

ვექტორისაგან ელემენტარული მოქმედებებით მიიღება (#”,C") 
წყვილვექტორი. ამისათვის წარმოვიდგინოთ, რომ გვაქვს 
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4 -C ”. 

ნახ. 7 

მხოლოდ (6,0) წყვილვექტორი, რომელიც 48C”). პარალე- 

ლოგრამის მიმართ ისეა განლაგებული, როგორც ზემოთ აღვნიშ- 

ნეთ. მოვდოთ #48C”) პარალელოგრამის 8 და C წვეროებზე 

წე და –L ურთიერთ საწინააღმდეგოდ მიმართული ტოლი 

ვექტორები (ნახ. 7). მოვდოთ აგრეთვე ამავე პარალელოგრამის 

» და 4 წვეროებზე ურთიერთ საწინააღმდეგოდ მიმართული 

ტოლი C და -C ვექტორები. ამრიგად, ჩვენ მივიღებთ 
#, 0, L, C' –”», –-”C ვექტორებისაგან შედგენილ სისტე- 

მას, რომელიც, ცხადია, (L,0) წყვილვექტორის ტოლფასია. 

შევკრიბოთ ახლა #4 წერტილზე მოდებული /” და –C” ვექ- 
ტორები; შევკრიბოთ აგრეთვე C წერტილზე მოდებული 0 და 

– ვექტორები. მივიღებთ 4L და CL ვექტორებს, რომელ– 

თაც ერთნაირი სიგრძე აქვთ. დავამტკიცოთ, რომ ამ ვექტორების 

ფუძეები ემთხვევა 48C” პარალელოგრამის დიაგონალს და, 

მაშასადამე, წარმოადგენენ ტოლ ურთიერთ საწინააღმდეგოდ მი– 
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მართულ ვექტორებს. უპირველეს ყოვლისა, შევნიშნოთ, რომ ვი- 
ნაიდან წყვილვექტორთა მომენტები ტოლია, ამიტომ, (6)-ის თა–- 
ნახმად, ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

I0I/ =IნIV, 
ანუ, რაც იგივეა 

|I44,I/ =|48,M', (8) 

სადაც # ღა #' აღნიშნავენ (L, 0) და (7 რ) წყვილვექ- 

ტორთა მხრებს. 

ცხადია, აგრეთვე, რომ ადგილი აქვს 

L48I# =|4#2XI/' (9) 
ტოლობას (ვინაიდან ტოლობის ორივე მხარე ერთი და იმავე 

პარალელოგრამის ფართობს გამოსახავს). (8,1 ტოლობის (9) 

ტოლობაზე გაყოფით მივიღებთ: 

|44 _ 48 
|(489. |4I' 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ „447, პარალელოგრამი 248C#7 

პარალელოგრამის მსგავსია. ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვენოთ, 

რომ C4,'#'8,' პარალელოგრამი იმავე 48Cს პარალელოგ- 

რამის მსგავსია. ამდენად 4L და C#' ვექტორები ძევს 

4#8C,. პარალელოგრამის „-4C დიაგონალზე, მაშასადამე, ისინი 
ტოლი ურთიერთ საწინააღმდეგოდ მიმართული ვექტორებია. მაგ- 

რამ ასეთი ვექტორები ნულის ტოლფასია, ამიტომ ზემოაღნიშნუ- 

ლი 6 ვექტორიდან გვრჩება (//,C0”) წყვილვექტორი. 

ვთქვათ, (7,0) წყვილვექტორის შემადგენელი ვექტორები 

(-ს0) წყვილვექტორის შემადგენელი ვექტორების პარალე- 

ლურია. განვიხილოთ ახალი (#”,C) წყვილვექტორი, რომე- 
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ლიც (7,C) წყვილვექტორის სიბრტყეშია მოთავსებული და 
რომლის შემადგენელი ვექტორებიც არ არის პარალელური 

(ჩ,0) წყვილვექტორის შემადგენელი ვექტორების; ამასთან და– 
ვუშვათ,დ რომ (L”,0') წყვილვექტორის მომენტი ტოლია 

(”,0) წყვილვექტორის მომენტის. ცხადია, ასეთი (#L”,0") 
წყვილვექტორი ყოველთვის არსებობს ზემოთ დამტკიცებულის 
ძალით, (8,0) და (”,0) წყვილვექტორები ცალ-ცალკე 
(””,0C) წყვილვექტორის ტოლფასია და, მაშასადამე, ისინი 

ერთმანეთის ტოლფასია. 

ამრიგად, დებულება დამტკიცებულია იმ შემთხვევაში, როცა 

ორივე წყვილვექტორი ერთსა და იმავე სიბრტყეშია მოთავ- 

სებული. 

ახლა დავამტკიცოთ დებულება იმ შემთხვევაში როცა 

(7,0) და (7,0) წყვილვექტორთა სიბრტყეები პარალელუ- 
რია. ცხადია, დებულება დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ, 
რომ ელემენტარული მოქმედებებით წყვილვექტორი შეიძლება 
მის პარალელურ სიბრტყეში გადავიტანოთ. 

#” და C0 ვექტორების მოდების წერტილები იყოს, შესაბამი- 

სად, M და I. განვიხილოთ (#”,C0”) წყვილვექტორის სიბ- 
რტყეში M/'M' მონაკვეთი, რომელიც MM" მონაკვეთის პარა- 

ლელურია და | MV/' V'I= IMVI (იხ. ნახ. 8). 

მოვდოთ ახლა /#/' და M' წერტილებზე, შესაბამისად, სა- 

წინააღმდეგოდ მიმართული ჩ, –ჩ და 0, –0, ვექტორები, 
ამასთან # =7#7 , 0 =0. გვექნება 6 ვექტორისგან შედგენილი 

სისტემა, რომელიც, ცხადია, (#,0) წყვილვექტორის ტოლფა- 
სია. შევკრიბოთ ახლა M#M და M' წერტილებზე მოდებული 
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– 

ჯL და –Cლ, ერთ მხარეს მოგეზული პარალელური ვექტორები 

და აგრეთვე MV და M' წერტილებზე მოდებული C და –”/ 
ერთ მხარეს მოგეზული პარალელური ვექტორები. როგორც 

ადვილი მისახვედრია, მივიღებთ MMM'M'. პარალელოგრამის 

დიაგონალების გადაკვეთის წერტილზე მოდებულ ტოლ ურთიერთ 
საწინააღმდეგოდ მიმართულ IL და –IL ვექტორებს, რომელთა- 

გან შედგენილი ვექტორთა სისტემა ნულის ტოლფასია, და დაგ– 

ვრჩება ზემოაღნიშნული 6 ვექტორის ნაცვლად (M.C)) წყვილ- 

ვექტორი, რომელიც ცხადია, (#”,0) წყვილვექტორის მის პარა- 

ლელურ სიბრტყეში გადატანით არის მიღებული. ამით დებულება 

დამტკიცებულია მთლიანად. 

” ჩ, --0, 

თ, 

  

ნახ. 8 

დამტკიცებული დებულებიდან გამომდინარეობს, რომ წყვილ- 

ვექტორები მთლიანად დახასიათებულია მისი მომენტების საშუა- 

ლებით. ამიტომ, წყვილვექტორის მოცემა ნიშნავს მისი მომენტის 

მოცემას და პირიქით. 
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ამავე დებულებიდან გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ ელე-მენ- 
ტარული მოქმედებების საშუალებით წყვილვექტორი ნებისმიერად 

შეიძლება მოვაბრუნოთ თავის სიბრტყეში, გადავიტანოთ მის 

პარალელურ სიბრტყეში, შევცვალოთ წყვილვექტორის შემადგე- 

ნელი ვექტორების სიგრძე, თუ შესაბამისად შევცვლით მხრის 

სიგრძეს. 

დებულება 2. სასრული რაოდენობა წყვილვექტორისაგან შემ- 

დგარი სისტემა ტოლფასია ერთი წყვილვექტორის, რომლის მო- 

მენტი უდრის აღებული წყვილვექტორების მომენტების ჯამს. 

დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა მოცემუ- 

ლია ორი (#,C)) და (”,C.) წყვილვექტორი, რომელთა სიბ- 

რტყეები არაა პარალელური (იხ. ნახ. 9). ამ სიბრტყეების გა- 

დაკვეთის წრფეზე ავიღოთ ნებისმიერი სიგრძის MM მონაკვეთი 

და გარდავქმნათ წყვილვექტორები ისე, რომ მათი მხარი იყოს 

MV. გარდაქმნის შემდეგ მიღებული წყვილვექტორები იყოს 

(=0ე) და Cწ,C) გვექნება #5 #7, CL და C; ვექტორები, 

რომელთა შეკრებით მივიღებთ (”,0) წყვილვექტორს, რომე- 

ლიც თავიდან მოცემული C(ჩ.C) და (#. C,) წყვილვექტორე- 

ბის სისტემის ტოლფასია. 
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ტოლფასობის გამო წე , (6). წყვილვექტორის მომენტი მოცე- 

მული (ჩ.0,) და (#:C,) წყვილვეწტორების მომენტების ჯა- 
მის ტოლია. 

თუ წყვილვექტორთა სიბრტყეები პარალელურია, მაშინ ელე- 

მენტარული მოქმედებებით ერთი წყვილვექტორი შეიძლება გადა- 
ვიტანოთ მეორის სიბრტყეში, რის შემდეგაც ზემოთხსენებული 

წესით დებულება დამტკიცდება. 
ანალოგიური დებულება დამტკიცდება ნებისმიერი რაოდენო- 

ბის წყვილვექტორისთვის. ამდენად, თუ მოცემულია წყვილვექ- 

ტორების (–,0,)), /=1,7/, სისტემა, რომელთა მომენტებია L, 

ჯ=1,M M, ის ტოლფასია ერთი (§ ; 0). წყილვექტორის, რომლის 

L X მომენტი გამოითვლება 

L=Lს + L +.. .+IL, 

ფორმულით. (7, (6). _წყვილვექტორს ეწოდება ტოლქმედი წყვილ- 

ვექტორი, ხოლო (#,C,) წყვილვექტორებს შესაკრები წყვილ- 
ვექტორები. 

4. სრიალა ვექტორთა სისტემის დაყვანა ერთ ვექტორამდე 

და ერთ წყვილვექტორამდე 

– 

გთქვათ, მოცემულია სრიალა 4 ვექტორი, რომელიც მოდე- 

ბულია M წერტილზე. განვიხილოთ სივრცის ნებისმიერი #M/' 

წერტილი და მოვდოთ მასზე ორი ტოლი ურთიერთ საწინააღ- 

მდეგოდ მიმართული 8 და – 8 ვექტორი, ამასთან 8=4. 

ჩვენ მივიღეთ სამი 4 , 8 , – 8 ვექტორისაგან შედგენილი 
= 

სისტემა, რომელიც 4 ვექტორის ტოლფასია. მეორეს მხრივ, 
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(4-8) წარმოადგენს წყვილვექტორს, რომლის მომენტიც +“ 

ვექტორის M#M/' ცენტრის მიმართ მომენტის ტოლია. 

ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ შემდეგი დებულება. 

დებულება 3. მოცემული 4 ვექტორის მოდების M წერ- 
ტილი შეიძლება ნებისმიერ სხვა M' წერტილში გადავიტანოთ, 

თუ სამაგიეროდ მას დავუმატებთ წყვილვექტორს, რომლის მო- 

მენტიც მოცემული ვექტორის ახალი #M/ ' წერტილის მიმართ 

მომენტის ტოლია. 

4 

  

–8 ნახ. 10 

ვთქვათ, გვაქვს სრიალა „4, 4,--, 4, ვექტორთა სისტემა 

ავიღოთ სივრცის ნებისმიერი 0-2, წერტილი და აღვნიშნოთ 4 

0=1,,) ვექტორის მომენტი 0 ცენტრის მიმართ 7, -ით 

(0=17M). გადავიტანოთ ყოველი 4, ((= ს) ვექტორის მოდე- 
ბის წერტილი 0 ცენტრში ზემოხსენებული წესით. მივიღებთ 

0 წერტილზე მოდებულ 8. 8.,... ,8, ვექტორთა სისტემას და 
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(4.–8,)),C4.–8,),.-,(4,–8,) წყვილვექტორთა სისტემას, სა- 

დაც 8, = 4, (I = 1), ამასთან (4,–8,) წყვილვექტორის მო- 

მენტი L -ის (I =1.#) ტოლია. წინა პარაგრაფის მე-2 დებულე- 

ბის ძალით, წყვილვექტორთა ხსენებული სისტემა ტოლფასია 

ერთი Cჩ.6) წყვილვექტორის, რომლის მომენტია 

L#=L+L +...+IL. 

შევკრიბოთ 0 წერტილზე მოდებული #8, = 4, (/ = 1,7) ვექტო- 

რები; მივიღებთ C?, წერტილზე მოდებულ ერთ /# ვექტორს, რო- 
მელიც, ცხადია, სისტემის ნაკრებ ვექტორს წარმოადგენს. 

ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ შემდეგი დებულება. 
დებულება 4. სრიალა ვექტორთა ნებისმიერი სისტემა ტოლ- 

ფასია სივრცის ნებისმიერ წერტილზე მოდებული ერთი # ვექ- 

ტორის, რომელიც სისტემის ნაკრები ვექტორის ტოლია და 

ერთი (6,0) წყვილვექტორის, რომლის მომენტიც უდრის სის- 

ტემის ნაკრებ მომენტს C» ცენტრის მიმართ. 

0 წერტილს ეწოდება სისტემის დაყვანის ცენტრი, ხოლო 

სისტემის ზემოაღნიშნულ გარდაქმნსს – სისტემის დაყვანა 

მოცემულ 0, ცენტრამდე. ამრიგად, ნებისმიერი სრიალა ვექტორ- 

თა სისტემა დაიყვანება მის ტოლფას სამ ვექტორამდე(# ვექ- 

ტორამდე და (;,0) წყვილვექტორამდე). თუ ახლა (/,0) 
წყვილვექტორს ელემენტარული მოქმედებებით ისე გარდავქმნით, 
რომ მისი ერთ-ერთი ვექტორი დაყვანის 0 ცენტრზე იყოს მო- 

დებული და შევკრებთ ამ წერტილზე მოდებულ ვექტორებს, 
დავრწმუნდებით, რომ ნებისმიერი სრიალა ვექტორთა სისტემა 

საბოლოოდ მის ტოლფას 2 ვექტორამდე დაიყვანება. 
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დებულება 5. აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ 

სრიალა ვექტორთა ორი სისტემა იყოს ტოლფასი, მდგომარეობს 

იმაში რომ მათ ჰქონდეთ ერთნაირი ნაკრები ვექტორი და 

ერთნარი ნაკრები მომენტი რაიმე წერტილის მიმართ. 

დამტკიცება. ვინაიდან ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი 

ინვარიანტულია ელემენტარული გარდაქმნების მიმართ, ამიტომ 

პირობის აუცილებლობა ცხადია. 

დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა, ე.ი. ვაჩვენოთ, რომ თუ 

სრიალა ვექტორთა ორ სისტემას აქვს ერთნაირი ნეკრები ვექ- 

ტორი და ერთნაირი ნაკრები მომენტი რაიმე წერტილის მიმართ, 

მაშინ ისინი ტოლფასები იქნებიან. 

განვიხილოთ სივრცის რაიმე 0 წერილი და დავიყვანოთ 

ორივე სისტემა 0 ცენტრამდე ზემოხსენებული წესით. პირველი 

სისტემის დაყვანის შედეგად მივიღებთ 0 ცენტრზე მოდებულ 

ერთ # ვექტორს და (#”,C) წყვილვექტორს. მეორე სისტე- 

მის დაყვანის შედეგად მიიღება იმავ, C ტცენტრზე მოდებული 

”” ვექტორი და (#,C) წყვილვექტორი. პირობის ძალით 

#= # და (I,C) და (”,C") წყვილვექტორებს აქვთ ერთ- 
ნაირი მომენტები. წინა პარაგრაფის დებულება 1-ის ძალით, ეს 

წყვილვექტორები ტოლფასია და ამით დებულება დამტკიცებუ- 
ლია. 

შევნიშნოთ, რომ, თუ სრიალა ვექტორთა ორ სისტემას აქვს 

ერთნაირი ნაკრები ვექტორი და ერთნაირი ნაკრები მომენტი 

რაიმე წერტილის მიმართ, მაშინ მათ ექნებათ ერთნაირი ნაკრები 

ვექტორი და ერთნაირი ნაკრები მომენტი ნებისმიერი წერტილის 

მიმართაც. 
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5. ორმაგი ვექტორული ნამრავლის ერთი თვისების შესახებ 

განვიხილოთ სამი 4,8,C ვექტორისაგან შედგენილი ორმაგი 

ვექორული ნამრავლი L4,(8,C11. დავამტკიცოთ, რომ ადგილი 

აქვს ტოლობას 

L4,(8,CI)= 8(4,C) – CC4,#8). (10) 
ამის დასამტკიცებლად განვიხილოთ დეკარტის მართ კუთხა 

კოორდინატღა სისტემა და შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

4=(C4,4,,4.), 8=(8,,8,,8.), C=(C,,C,C.). »#? »”? 

გამოვთვალოთ ცალ-ცალკე (10)-ის მარცხენა და მარჯვენა 

მხარის გეგმილები კოორდინატთა ღერძებზე X ლღერძზე დ აგეგ- 

მილება მოგვცემს, _ _ _ _ 
L4,I8.CII, = 4,(8,C), – 4,I8,C I, = 4,(8,C, –8,C) – 

– 4(8C, -– 8 C,)=4,8C,+4,8C. -– 4,8C, – 48C,. »#““Xჯ “” 2““X “2 

(10)-ის მარჯვენა მხარის X ლერძზე დაგეგმილებით კი 
მივიღებთ: 

8 (4,C)-C,(4,8)=8,(4,C, + 4,C,+ 4C,) –-C,C4,8, + 

+ 4,8, + 4.8.) = 4,8,C, + 4.8 C, – 4,8,C, – 48.C.. 

ამრიგად, ეს გეგმილები ტოლია. ასევე დამტკიცდება, რომ X” და 

2 ლღერმებზე გეგმილებიც ცტოლია და ამით (10) ტოლობის 

სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

ვაჩვენოთ, რომ ამავე სახის ფორმულას ექნება ადგილი 

(4, 8 IL C 1 სახის ორმაგი ვექტორულ ნამრავლისათვისაც. 

მართლაც, ვინაიდან L4, 8),C1 = –(წC,(4, 811 ამიტომ (10) 

ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 
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(L4, 8I,CI = 8C4C _ 4(8,თო M 

ადვილად. დამტკიცდება აგრეთვე შემდეგი ტოლობა: 
(C4,L8,CI) = C8,IC, 4))=(C,L4, 8)). 01) 

6. სრიალა ვექტორთა სისტემის ინვარიანტები. ტოლქმედის 

არსებობის პირობა 

რაიმე ოპერაციის მიმართ ინგარიანტი ისეთ სიდიდეს ეწოდე- 

ბა, რომელიც ამ ოპერაციის შედეგად არ იცელის თავის მნიშ- 

ვნელობას და სტრუქტურას. ჩვენ აქ გვაინტერესებს სრიალა 

ვექტორთა სისტემის ინვარიანტები დაყვანის ცენტრის მიმართ. 

ერთ ასეთ ინვარიანტს, როგორც “უკვე იყო აღნიშნული, წარ- 

მოადგენს სისტემის ნაკრები ვექტორი /1. 
დავამტკიცოთ ახლა, რომ ნაკრები ვექტორისა და ნაკრები 

მომენტის სკალარული მნამრავი წარმოადგენს ინვარიანტს 

დაყვანის ცენტრის მიმართ. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემული სისტემის ნაკრები ვექტორი და 

ნაკრები მომენტი რაიმე 0 ცენტრის მიმართ არის MX და L, 

ახალი C' ცენტრის მიმართ კი – შესაბამისად X,L, სადაც 

#'= I (ნაკრები ვექტორის ინვარიანტობის გამო) (2) 

ფორმულის ძალით, 

L= L-L00, 1). 
თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ სკალარულად 

IL = ჯL' ვექტორზე, მივიღებთ: _ 

(IM, L) – (M%/,(00',)) =(ჩ.L)=(M,L). (12) 

  

ა IC,I4, 81) = 4(C, 8) – 8(C, #) · 
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მაგრამ (ეი, 1) ვექტორული ნამრავლი მართობია #? ვექ- 

ტორის, ამიტომ 

(M,(00',71) = 0 
და (12) ტოლობა მოგვცემს: 

(M.L)=(,L, (13) 
რაც ამტკიცებს ნათქვამის სამართლიანობას. 

ცხადია, 

(CM, L) =| ?II LI C05(ჩ,L), 
საიდანაც 

#·I გებ = 7 | 00%(08, 7) = (5:22) რი 2. 04 
(14) ტოლობის მარჯვენა მხარე, როგორც ორი ინვარიანტის 

შეფარდება, ინვარიანტია და, მაშასადამე სისტემის ნა კრები 

მომენტის გეგმილი ნაკრებ ვექტორზე ინვარიანტია დაყვანის 

ცენტრის მიმართ. 

ამრიგად, დაყვანის ცენტრის მიმართ ინვარიანტებია: სისტემის 

ნაკრები ვექტორი /#L, სისტემის ნაკრები ვექტორისა და ნაკრები 

მომენტის სკალარული ნამრავლი (ML) და სისტემის ნაკრები 

მომენტის გეგმილი ნაკრებ ვექტორზე. 

ვთქვათ ახლა, სრიალ ვექტორთა მოცემული სისტემა 

დავიყვანეთ რაიმე CV ცენტრამდე, რომლის მიმართ ნაკრები ვექ- 

ტორი და ნაკრები მომენტია # ლდა L# და განვიხილოთ შემ- 

თხვევა, როცა სისტემის მეორე ინვარიანტი ნულია: 

(#,L) =0. (15) 
(15) შესრულდება, თუ დაცულია ერთ-ერთი შემდეგი ოთხი 

შემთხვევიდან: 

1 =0, #>0, 
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2,
 

2)
 

2)
 

II C 
C 

პირველ შემთხვევაში, ცხადია, სისტემა ტოლფასია დაყვანის 

ი ცენტრზე მოდებული MM ვექტორის და, ამდენად, ეს 
უკანასკნელი წარმოადგენს სისტემის ტოლქტმედს. 

მეორე შემთხვევაში სისტემის ნა კრები მომეტი არ არის 

დამოკიდებული მომენტთა ცენტრზე, ამიტომ არ არსებობს ისეთი 

დაყვანის ცენტრი, რომლის მიმართ ნაკრები მომენტი ნულია. 

ამრიგად, განსახილველ შემთხვევაში სისტემა ტოლფასია ერთი 

წყვილვექტორისა და, მაშასადამე, არ დაიყვანება ტოლქმედამდე. 
მესამე შემთხვევაში, ცხადია, სისტემა ნულის ტოლფასია. 

განვიხილოთ მეოთხე შემთხვევა. ვაჩვენოთ, რომ ამ შემთხვე- 

ვაში სისტემა დაიყვანება ტოლქმედამდე. ამისათვის საკმარისია 

ვაჩვენოთ, რომ არსებობს დაყვანის ისეთი C' ცენტრი, რომლის 

მიმართ ნაკრები მომენტი #'=0. 

(2) ფორმულის ძალით 

L=L-LMსMI (8=00). (16) 
შევარჩიოთ ახლა თ ვექტორი (და, მაშასადამე, C" ცენტრი) 

ისე, რომ L' ტოლი იყოს ნულის, ე.ი. ადგილი ჰქონდეს 

(მ, M)= L (17) 
ტოლობას. ეს უკანასკნელი წარმადგენს არაერთგვაროვან ვექტო- 

რულ განტოლებას თ ვექტორის მიმართ. 

განვიხილოთ (17) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი 

განტოლება: 

(8, I)= 0. (18) 

ეს უკანასკნელი წარმოადგენს ძმ და X ვექტორების პარა- 

ლელობის პირობას, ამიტომ (18)-ის ზოგად ამონახსნს ექნება 
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შა = CM 

სახე), სადაც C ნებისმიერი სკალარული სიდიდეა. თუ ამ ამო- 

ნახსნს დავუმატებთ (17) განტოლების რაიმე კერძო ამონახსნს, 
ცხადია, მივიღებთ მის ((17) განტოლების) ზოგად ამონახსნს. 

(17) განტოლების რაიმე კერძო ამოხსნის მოსაძებნად მისი 

ორივე მხარე მარცხნიდან გავამრავლოთ ვექტორულად ML 

ვექტორზე, მივიღებთ... _.._ _ _ 
(MI, IC, #1) = I, #I. 019) 

ვაჩვენოთ, რომ (17) და (19) ტოლფასი განტოლებებია. ამი- 
სათვის (19) განტოლება შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

LI, (I8,#1– L)1 = 0. 

ეს უკანასკნელი კი # და (0,1) – L ვექტორთა პარალელობის 

პირობას წარმოადგენს, ამიტომ 

(0,MI)–- ს =Mზ (20) 

სადაც # სკალარი სიდიდეა. თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს 

მარცხნიდან გავამრავლებთ სკალარულად /#L ვექტორზე, (15) 

ტოლობის ძალით, მივიღებთ, რომ 

(M,Iმ, I)) = #22.) 

მაგრამ, ვინაიდან (IM,I9,II)) =0 და ჯ? #0, ამიტომ # = 0. 

ამრიგად, (20) განტოლება ემთხვევა (17) განტოლებას და, მაშა- 

სადამე, ისინი ტოლფასი განტოლებებია. 

თუ ახლა გამოვიყენებთ (10) ფორმულას, (19) განტოლები- 

დან მივიღებთ 

  

') გავიხსენოთ, რომ განსახილველ შემთხვევაში. IM X 0. 

“82 =". 
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IM, IC,I))= 26%” – %9,0)=(8L. დს 
ვეძებოთ ამ უკანასკნელის ისეთი ამონახსნი ძ-ს მიმართ, 

რომლისათვისაც (#2,?) = 0. ასეთ ამონახსნს ექნება 

5 დ. 
სახე. ამრიგად, ეს უკანასკნელი წარმოადგენს (17) განტოლების 
გარკვეულ. კერძო ამონახსნს (რაც პირდაპირაკც შეგვეძლო 
შეგვემოწმებინა). 

მაშასადამე,ე (17) განტოლების ზოგად ამონახსნს ექნება 

მშ = შე +შ, სახე, ეი. 

#, ჯ 
2=0:+L "' (22) 

ვინაიდან თ ნებისმიერი პარამეტრია, ამიტომ, ცხადია, (22) 

წარმოადგენს წრფის ვექტორულ განტოლებას (იხ. ნახ. 11). 

ამრიგად, განსახილველ შემთხვევაში არსებობს მთელი წრფე, 

რომლის წერტილების მიმართ "სისტემის ნაკრები მომენტი 

ნულის ტოლია. მაშასადამე, მეოთხე შემთხვევა დაიყვანება პირ- 

ველ შემთხვევამდე. 

  

ნახ. 11 

მარტივად დამტკიცდება შემდეგი დებულების სამართლიანობა. 
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დებულება 6. თუ ნაკრები ვექტორი განსხვავებულია ნული- 
საგან, მაშინ იმის აუცილებელი და საკმარისი პირობა, რომ 

სრიალა ვექტორთა სისტემა დაიყვანებოდეს ტოლქმედამდე მდგო- 

მარეობს იმაში, რომ (#L L) ინვარიანტი ნულის ტოლი იყოს. 

დამტკიცება. აუცილებლობა. ვთქვათ, სისტემა დაიყვანება 

ტოლქმედამდე. მაშინ, ცხადია, ნაკრები მომენტი ც„ცოლქმედის 

ფუძის ნებისმიერი წერტილის მიმართ ნულის ტოლია (#=0) 

და, აქედან გამომდინარე, (I. L)=0. (##) სკალარული ნამ- 

რავლის ინვარიანტობის გამო ის ნულის ტოლი იქნება სივრცის 

ნებისმიერი წერტილის მიმართ და ამით პირობის აუცილებლობა 

დამტკიცებულია. _ _ _ 
საკმარისობა. ვთქვათ, (MI. სM)=0. თუ #L =0. მაშინ სისტემა 

ტოლქმედამდეა დაყვანილი (იხილეთ ზემოთ მოყვანილი პირველი 

შემთხვევა); თუ L>#0 მაშინ ჩვენ გვექნება IX #0, L>70 

შემთხვევა. როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები (იხ. მეოთხე შემთხვე- 

ვა), ამ შემთხვევაში სისტემა დაიყვანება ტოლქმედამდე და ამით 

საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

სრიალა ვექტორთა სისტემას ეწოდება ბრტყელი, თუ ისინი 

მდებარეობენ ერთსა და იმავე სიბრტყეში. ასეთი სისტემის ნაკ- 

რები ვექტორი, ცხადია, ამავე სიბრტყეშია მოთავსებული, ხოლო 

აღნიშნული სიბრტყის წერტილების მიმართ ნაკრები მომენტი ამ 

სიბრტყის მართობია. ამიტომ ბრტყელი სისტემისათვის მეორე 

ინვარიანტი ყოველთვის ნულის ტოლია. ზემოთ მოყვანილი დე- 

ბულების ძალით, თუ ბრტყელი სისტემის ნაკრები ვექტორი გან- 

სხვავებულია ნულისაგან, მაშინ სისტემა დაიყვანება ტოლქმედამ- 

დე. თუ ნაკრები ვექტორი ნულის „ტოლია, მაშინ აღნიშნული 

სისტემა ან ნულის (როცა # =0), ან წყვილვექტორის (როცა 

L #0) ტოლფასია. 
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7. სრიალა ვექტორთა სისტემის ცენტრალური ღერძი 

ვთქვათ, მოცემულია სრიალა ვექტორთა სისტემა, ამ სისტე- 

მის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი რაიმე 0 ცენტრის 

მიმართ აღვნიშნოთ # -ით და #-ით. ვიგულისხმოთ, რომ მეორე 

ინვარიანტი (#.L)7ჯ70. გვიპოვოთ დაყვანის ისეთი C' ცენტრი, 

რომლის მიმართ ნაკრები #L' მომენტი /? -ის პარალელურია. 
ვინაიდან ნაკრები მომენტის გეგმილი ნაკრებ ვექტორზე ინვა- 

რიანტია, ამიტომ ნაკრებ მომენტს მინიმალური სიგრძე ექნება 

მაშინ, როცა ის ნაკრები ვექტორის პარალელურია. მაშასადამე, 

ზემოაღნიშნული თვისების მქონე დაყვანის C” ცენტრის პოვნა 

ნიშნავს ისეთი წერტილის პოვნას, რომლის მიმართ ნაკრები 

მომენტის სიგრძეს ექნება მინიმალური მნიშვნელობა. 

(2) ფორმულის მალით გვაქვს: 

L= L-IC,) (2= 005). 

X და L' ვექტორთა პარალელობის პირობა მოგვცემს: 

(MI, L'1=0. (23) 

თუ ახლა განვიხილავლ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატღა 

სისტემას სათავით C, წერტილში, მაშინ L და L' ვექტორე- 

ბის პარალელობის პირობა შეიძლება შემდეგნაირად ჩავწეროთ: 

XI - წ, -L. 2, – X8. – L, XM, – XL – # 

M, #, ჩ. 
–. (24) 

სადაც X,1/,2-ით აღნიშნულია ძ=(0XC' ვექტორის კოორდინა- 

ტები. ცხადია, (24) წრფის განტოლებებს წარმოადგენს და, 

მაშასადამე არსებობს მთელი წრფე, რომლის წერტილებსაც 

აქვს ზემოთ აღნიშნული თვისება. 

ამ წრფეს ეწოდება სრიალა ვექტორთა განსახილველი ხის- 

ტემის ცენტრალური ღერძი. თუ სისტემის დაყვანის ცენტრად ამ 
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ღერძის რაიმე წერტილს ავიღებთ, მაშინ მივიღებთ ერთ L გექ- 

ტორს და ერთ წყვილვექტორს, რომლის მომენტიც # -ის პარა- 

ლელურია. ასეთ შემთხვევაში ჩვენ ვიტყვით რომ ბსისტემა 

დაყვანილია ხრახნამდე. 

განვიხილოთ # პარამეტრი, რომელიც განსაზღვრულია შემ- 

დეგი ტოლობით: 
1 -– 

# = ჯ C- L), (25) 

(25) ტოლობით განსაზღვრულ MX სიდიდეს ეწოდება ზხრახნის 
პარამეტრი, როცა L>0 ზხრახნს მარჯვენა ხრახნი ეწოდება, 

ხოლო, როცა #<0 - მარცხენა ხრახნი. ცხადია, მარჯვენა 

ხრახნისათვის (M,#M)>0, ხოლო მარცხენა ხრახნისათვის კი 

გვექნება. (#9, L) <0. 
ვინაიდან ცენტრალური ღერძის წერტილების მიმართ ნაკრები 

მომენტისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

» ს I(7%#)| 
|IX'=გეგგL"=“––> 

|#I 
ამიტომ ზემომოყვანილი მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ 

ტოლქმედი არსებობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მეორე 

ინვარიანტ ნულის ტოლია (იგულისხმება, რომ ნაკრები ვექტორი 

განსხვავებულია ნულისაგან), რაც უკვე გვქონდა დამტკიცებული 
(იხ. წინა პარაგრაფის დებულება 6). 

8. პარალელურ ვექტორთა ცენტრი 

ვთქვათ, მოცემულია ბმულ პარალელურ ვექტორთა სისტემა 
– – 

44%, 4 რომლის ნაკრები ვექტორი /#/ განსხვავებულია 

ზ 
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ნულისაგან. თუ მოვგიქცევით ისე, როგორც §2-ში, დავრწმუნდე- 

ბით, რომ ამ სისტემისათვის არსებობს ტოლქმედი. 

ტოლქმედის ფუძის ისეთ C წერტილს, რომლის მდებარეობა 

არ შეიცვლება, თუ ყველა ვექტორს ერთდროულად მოვაბრუნებთ 
მათი მოდების წერტილების ირგვლივ ერთი და იმავე ნებისმიერი 

კუთხით, ეწოდება აღებულ პარალელურ კექტორთა ცენტრი. 
ამრიგად, პარალელურ ვექტორთა ცენტრი ისეთი წერტილია, 

რომელზეც ყოველთვის გაივლის ტოლქმედის ფუძე, როცა 
ვექტორებსს ერთდროულად შემობრუნებით ერთი და იმავე 

ნებისმიერი კუთხით მათი მოდების წერტილების ირგვლივ. 

ვიპოვოთ C წერტილის რადიუს-ვექტორი რაიმე 0 წერტი- 

ლის მიმართ. ვთქვათ, 6” ერთეულოვანი გექტორია, რომელიც 

მოცემული ვექტორების პარალელურია. ცხადია, გვექნება: 
4, = 4,6”. (26) 

სადაც 4, =+| 4 ს ამასთან ზედა ნიშანი აიღება მაშინ, როცა 

– წინააღმდეგ შემთხვევაში. ასევე გვექნება: 

#= MC7, (27) 

სადაც #+=|%) თუ სისტემის ნაკრებ მომენტს რაიმე 0. წერ- 

“4. ა C” ორების ზი ერთნაირია, ხოლო ა ნიშანი 
დ ვექტორების გეზი ე ლო ქვედ 

ტილის მიმართ აღვნიშნავთ ჩ -ით, ხოლო C წერტილის 

მიმართ L, -ით, (2) ფორმულის ძალით, მივიღებთ: 

=2)6.41- ი.) (28) 
I=I 

სადაც # წარმოადგენს #4, ვექტორის მოდების წერტილის რა- 

დიუს-ვექტორს 0 ცენტრის მიმართ, ”. კი C წერტილის რა- 

დიუს-ვექტორია 0 წერტილის მიმართ. მაგრამ, ვინაიდან მოცე- 
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მული სისტემა C წერტილზე მოდებული # ვექტორის ტოლ- 
ფასია, ამიტომ L. =მომ, # =0. მაშასადამე, (28) ტტოლობა 

მოგვცემს: 

..M)- 2,V, 41=0. 
1=) 

(26) და (27) ტოლობების ძალით ეს უკანასკნელი ასე გადაი– 

წერება: 

(C24-2:4)“ 1-ი. (09) 
I=| 1=I 

მაგრამ, ვინაიდან C წერტილის მდებარეობა არ არის დამოკი- 

დებული მოცემულ 4, (7=1,M) ვექტორთა საერთო მიმართულე- 
ბაზე, ამიტომ (29) ტოლობას ადგილი ექნება, როგორიც არ უნ- 

და იყოს ერთეული 6? ვექტორის გეზი. ეს კი მხოლოდ მაშინ 

შეიძლება, როცა (29) ტოლობის მარცხენა მხარეში 07 ვექ- 

ტორთან მდგომი მამრავლი ნულის ტოლია, საიდანაც გვექნება: 
” 

22. 
= 1=1 . 

2,4 
1=1 

ამრიგად, პარალელურ ვექტორთა სისტემის ცენტრი ნაპოვნია. 

თუ ავიღებთ კოორდინატთა სისტემას სათავით 0 წერტილ- 

ში და (30) ტოლობას დავაგეგმილებთ კოორდინატთა ღერძებზე, 

მივიღებთ: 

(30) ია
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ჩ » ჩ 

: X,4, 2.V4, 2,2,4, 

3უ>>-ი» I 

/ ჩ 

2,4, 2,4 2,4 
1=| 1=| 1=| 

9. წერტილის ფარდობითი მოძრაობა. სიჩქარეთა შეკრების 

კანონი 

განვიხილოთ კოორდინატთა 0467 და CX2 სისტემები. 

0597 სისტემასთან უძრავად დაკავშირებული წერტილთა არაც- 
ვლადი სისტემა აღვნიშნოთ (>) -თი, ხოლო CXV2 კოორდინატთა 

სისტემასთან უძრავად დაკავშირებული წერტილთა არაცვლადი 

სისტემა (5)-ით. ამრიგად, (>) და (5) საფარდი სისტემები 
წარმოდგენილი გვაქვს როგორც მყარი სხეულები. ცხადია, (5) 

4 2 

1 "I
 

    
ნახ. 12 
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სისტემის მოძრაობა (2)-ს მიმართ სავსებთთ დახასიათდება 

0X” სისტემის მოძრაობით 049%7C სისტემის მიმართ (იხ. 

ნახ. 12). თუ (5) სისტემა უძრავია (2) -ს მიმართ, მაშინ ცხა- 

დია, რომ ორივე სისტემა ერთსა და იმავე საფარდ სისტემას 

წარმოადგენს, ხოლო თუ (5) სისტემა მოძრაობს (>) -ს მი- 

მართ, მაშინ წერტილის მიძრაობა ამ "სისტემების მიმართ 

სხვადასხვა იქნება. 

ჩვენი მიზანია შევისწავლოთ ერთი და იგივე V წერტილის 

მოძრაობა სხვადასხვა 0676 და CXX»> სისტემების მიმართ. 

ძირითად საფარდ სისტემად მივიღოთ (2) სისტემა და პირო- 

ბით მას უძრავი სისტემა ვუწოდოთ, ხოლო (5) სისტემას – მოძ- 

რავი სისტემა. ცხადია, თუ ცნობილია MM წერტილის მოძრაობა 

(5) სისტემის მიმართ და (5) სისტემის მოძრაობა (2)-ს მი- 

მართ, მაშინ ცნობილი იქნება M წერტილის მოძრაობა (>) სის- 

ტემის მიმართაც. 

(ა) სისტემის მოძრაობას (-) სისტემის მიმართ (CX7”2 

სისტემის მოძრაობას C272 სისტემის მიმართ) ვუწოდოთ წარ- 

მტანი მოძრაობა MM წერტილის მოძრაობას (2) სისტემის მი- 

მართ (047. სისტემის მიმართ) აბსოლუტური მოძრაობა ვუ- 

წოდოთ, ტრაექტორიას ამ სისტემაში – აბსოლუტური ტრაექ- 

ტორია, სიჩქარეს და აჩქარებას – აბსოლუტური სიჩქარე და 

აბსოლუტური აჩქარება. ”M წერტილის მოძრაობას (5) სის- 

ტემის მიმართ (CX7>2 სისტემის მიმართ) ვუწოდოთ ფარდობითი 

მოძრაობა, სიჩქარეს და აჩქარებას ამ სისტემაში – ფარდობითი 

სიჩქარე და ფარდობითი აჩქარება. 

განვსაზღვროთ ახლა ე.წ. წარმტანი სიჩქარე და აჩქარება. 

M წერტილის წარმტანი სიჩქარე (აჩქარება) ეწოდება მოძრავი 

(5) სისტემის იმ წერტილის სიჩქარეს (აჩქარებას), რომელშიც 

აღებულ მომენტში მოძრავი M წერტილი იმყოფება. ამ განმარ- 
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ტებიდან გამომდინარეობს, რომ #V/ წერტილის წარმტანი სიჩქა- 
რე (აჩქარება) იქნებოდა ამ წერტილის აბსოლუტური სიჩქარე 
(აჩქარება), ის რომ (5) სისტემაში უძრავი ყოფილიყო. 

აღვნიშნოთ V, თი M წერტილის აბსოლუტური სიჩქარე, 

V,-ით - ფარდობითი სიჩქარე, V,-თი წარმტანი სიჩქარე. დავამ- 
ტკიცოთ, რომ 

V, =V, +V,. (32) 

აღვნიშნოთ ” წერტილის რადიუს-ვექტორი (ა და 0 

წერტილების მიმართ შესაბამისად ” -ით და 0 -თი, ხოლო 0 

წერტილის რადიუს-ვექტორი C2 -ს მიმართ X -ით. ცხადია, გვექ- 

ნება 
M =X +/. (33) 

უკანასკნელი ტოლობის დროით გაწარმოება მოგვცემს: 

_ _ ძ 
V.=V9V+“--, (34) 

ბ ი 
სადაც Vი წარმოადგენს 0 წერტილის აბსოლუტური სიჩქარეს. 

ცხადია, 

02=1X+ /V+V2, (35) 

სადაც, 7, 7 და # წარმოადგენენ X., » ღა 2 ღერძების 

ორტებს, X, 7, 2 წარმოადგენენ M წერტილის კოორდინატებს 

CX2> სისტემაში. ვინაიდან, განსახილველ შემთხვევაში, ზოგა- 

დად, იცვლება, როგორც X, V, 2 ისე 1, 1. '2 ამიტომ (35) 

ტოლობის დროთი გაწარმოება მოგვცემს: 
– _ _- მე) –- #” „ ჯ. ძL 

90; ძი, 59 „თ ი ,,9,,%, 
თ ძ! ძ/ თ” ი ძ ი! 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (34) ტოლობაში, მივიღებთ 
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_ “ 4“ ძნ -თ: -–ძ -ძ 
V, =Mე +X გ,9+ 2--+=-+) <=1+6<. (36) 

როგორც ადვილი მისახვედრია, 

ე =72%გ7-, (%. 67) 
.” ი/ იძ 

თუ დავუშვებთ, რომ წერტილი უძრავია (5) სისტემის 

მიმრთ და გავითვალისწინებთ, რომ ამ შემთხვევისათვის 

რ.“ =%, მაშინ, წარმტანი სიჩქარის განმარტების ძალით, 

მივიღებთ: 

V, =V, (+ 9 ,,% 38 
იი IV 2 “7 (29 

თუ (37) და (38) მნიშვნელობებს შევიტანთ (36) ჟტოლობაში, 

დავრწმუნდებით (32) ტოლობის სამართლიანობაში. ამრიგად, 

აბსოლუტური სიჩქსრე უდრის წარმტანი და ფარდობითი სიჩეს- 

რეების ჯ;ამს. ამ კანონს, რომელსაც ბიჩესრეთა შეკრების კანონი 

ეწოდება, ზოგადად ადგილი არა აქვს აჩქარებებისათვის, ე.ი. 

აბსოლუტური აჩქარება ზოგადად არ წარმოადგენს წარმტან და 
ფარდობით აჩქარებათა ჯამს. 

ვთქვათ, (5) სისტემა ისე მოძრაობს, რომ X, , 2 ღერძების 

ორტები უვგცლელი რჩება. ასეთ შემთხვევაში ჩვენ ვიტყვით, რომ 

(5) სისტემა (2)-ს მიმართ გადატანით მოძრაობს (წარმტანი 

მოძრაობა გადატანითია). (32) ტოლობის გაწარმოება მოვცემს: 

ძV, _ ძV. + ძV, 

ს” ი“ V«V” 
    

ანუ 

_ ი -–-ძ?X -– ძ?პ?ე -ძ?ლ2 
==“ +171 +) -+V# · 3 

“თ I." ძ/? / ძI“ ძ/? (32) 
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მაგრამ, ვინაიდან განსახილველ შემთხვევაში წარმტანი მოძრაობა 

გადატანითია, ამიტომ როგორც ადვილი მისახვედრია, “+-V, 

( 

და (39) ტოლობა მოგვცემს: 

M, =M,+VM,. (40) 
ამრიგად, როცა წარმტანი მოძრაობა კადატანითია, მაშინ აბსო- 

ლუტური აჩქარება უდრის წარმტან და ფარდობით აჩქსრებათა 

ჯამს. 

10. მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებები 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული (იხ. თავი ! §1), მყარი სხეუ- 

ლი ეწოდება მატერიალურ წერტილთა ისეთ სისტემას, რომლის 

ორ ნებისმიერ წერტილს შორის მანძილი არ იცვლება. ცხადია, 

მყარი სხეულის მდებარეობას განსაზლვრავს მისი ისეთი სამი 

MI, M2; Mვ წერტილის მდებარეობა, რომლებიც ერთ წრფეზე 

არ მდებარეობენ. M/I,M2.Mვ წერტილების მდებარეობა განი- 
საზღვრება 9 კოორდინატით, რომლებიც დამოუკიდებელი ვერ 
იქნებიან, რადგან ხსენებული წერტილები მყარი სხეულის წერ- 
ტილებია და ამიტომ მათ შორის მანძილი არ იცვლება: 

| V. M,| = 00#5/, IM.M,| = C0M+/, IM, M,| = C0V§I. 

ამრიგად, ზემოხსენებული 9? კოორდინატი დაკავშირებულია 

ერთმანეთთან სამი დამოკიდებულებით და, მაშასადამე, თუ სხეუ- 

ლი არ ემორჩილება ბმას, ე.ი. მისი მოძრაობა არ არის შეზღუ- 

დული რაიშე გარეშე გეომეტრიული პირობით, მაშინ მათ შორის 

დამოუკიდებელი იქნებ ნ. იმ დამოუკიდებელ პარამეტრთა 
რიცხვს, რომელნიკტ განსაზღვრავენ სხეულის მდებარეობას 

დროის ყოველ მომენტში, ეწოდება აღებული სხეულის თავისუფ- 
ლების ხარისხი. ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ თუ 

სხეული არ ემორჩილება ბმას (თავისუფალია), მაშინ მისი თავი- 
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სუფლების ხარისხი 6-ის ტოლია. თუ მატერიალური წერტილი 

ბმას არ ემორჩილება, მაშინ მისი თავისუფლების ხარისხი 3-ის 

ტოლია. თუ მატერიალური წერტილის მოძრაობა შეზღუდულია 

ისე, რომ ის იძულებულია ყოველთვის მოთავსებული იყოს რაი- 

მე ზედაპირზე ან წირზე, მაშინ მისი თავისუფლების ხარისხი 

შესაბამისად 2-ის ან I-ის ტოლია. 

ვნახოთ ახლა რა სახით შეიძლება იყოს მოცემული ზემოხსე- 

ნებული 6 დამოუკიდებელი პარამეტრი. ამისათვის განვიხილოთ 

კოორდინატთა C§პ67C უძრავი სისტემა და სხეულთან უძრავად 

დაკავშირებული CXV»2 სისტემა (იხ. ნახ. 13). 

  

”
ა
 

ნახ. 13 

განვიხილოთ აგრეთვე კოორდინატთა C2XI)27)6) სისტემა, 

რომლის სათავე CX/> სისტემის სათავეს ემთხვევა და ღერძები 

პარალელურია უძრავი საკორდინატო ღერძების. ამ სისტემას 

დამხმარე სისტემა ვუწოდოთ. ცხადია, რომ სხეულის მდებარეო- 

ბა დროის ყოველ მომენტში განსაზღვრული იქნება, თუ ცნობი- 

ლია დროის ყოველ მომენტში 0 წერტილის მდებარეობა და 
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CX2 სისტემის მდებარეობა CXXI7IC, დამხმარე სისტემის მი- 

მართ. ცხადია აგრეთვე, რომ C, წერტილის მდებარეობა უძრავი 

სისტემის მიმართ განისაზღვრება მისი 2-0;2?70:60 კოორდინატე- 

ბით, ხოლო CX/2 სისტემის მდებარეობა დამხმარე C267|CI) 

სისტემის მიმართ, როგორც ანალიზური გეომეტრიის კურსიდა- 

ნა ცნობილი, შეიძლება განისაზღვროს სამი დამოუკიდებელი 

პარამეტრით. ხსენებულ სამ დამოუკიდებელ პარამეტრად შეიძ- 

ლება მივიღოთ ეილერის თ.V,მ კუთხეები. ამრიგად, სხეულის 

მდებარეობა დროის ყოველ მომენტში ცნობილი იქნება, თუ ცნო- 

ბილია C0,;770:60.0,V9 სიდიდეები როგორც დროის ფუნ- 
ქციები: 

ძი =490(!), 770 =770(I), 60 =60(I) 

თ = XI), ს/ =V/(I), 9 = XI). 
ამ განტოლებებს მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებები 

ეწოდება. 
მყარი სხეულის განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ მისი 

ნებისმიერი ორი წერტილის სიჩქარეთა გეგმილები ამ წერტილე- 

ბის შემაერთებელ წრფეზე ტოლია. 

მართლაც, ავიღოთ მყარი სხეულის ნებისმიერი #/, 0 ღა M 

წერტილები და აღვნიშნოთ მათი რადიუს-ვექტორები (+ წერტი- 
ლის მიმართ შესაბამისად 70-ით და #”-ით (იხ. ნახ. 14). 

ცხადია, გვექნება 

(41) 

  

7=7 +Mა#M. 
ამ ტოლობის გაწარმოებით მივიღებთ: 

ძMM 7=V+-- 9, (42) 
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მაგრამ, ვინაიდან M 0 და M მყარი სხეულის წერტილებია, 

  

ამიტომ MM ვექტორის სიგრძე მუდმივია და, მაშასადამე, 

ძM.M 
ი! 

წინებთ და (42) ტოლობას დავაგეგმილებთ #M7/0/M7 ვექტორზე, 
დავრწმუნდებით ნათქვამის სამართლიანობაში. 

(ლ) 

    

  მართობია #74 M ვექტორის. თუ ამას გავითვალის- 

#I/ 

# 70 ) 

“I
 

“3
1 

ე   
ნახ. 14 

სანამ მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობის შესწავლას 

შევუდგებოდეთ, შევისწავლოთ მყარი სხეულის მოძრაობის რამ- 
დენიმე მარტივი შემთხვევა. 

11. მყარი სხეულის გადატანითი მოძრაობა 

ამბობენ, რომ მყარი სხეული ასრულებს გადატანით მოძრაო- 

ბას, თუ ამ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული ყოველი წრფე 
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სხეულის მოძრაობის დროს რჩება თავისი თავის პარალელური. 

განვიხილოთ კოორდინატთა §აწ6ით უძრავი სისტემა და მყარ 

სხეულთან უძრავად დაკავშირებული C0XV/2 სისტემა, ამასთან 

ვიგულისხმოთ, რომ საწყის მომენტში CX, CV, 02 ღერძები 

პარალელურია შესაბამისად §2X, 6-7, (> ღერძების. რადგან 

ვგულისხმობთ, რომ სხეული გადატანით მოძრაობს, ამიტომ 

CX, CV, 02 ლღერძები ყოველთვის პარალელური იქნება უძრავი 

საკოორდინატო ღერძების (იხ. ნახ. 15). აქედან ცხადია, რომ 

განსახილველ შემთხვეაში მყარი სხეულის მდებარეობა 

სავსებით იქნება განსაზღვრული C, წერტილის «ე, 770; 60 

კოორდინატებით, ამიტომ სხეულის გადატანითი მოძრაობის 

განტოლებებს ექნება სახე (იხ. (41) განტოლებები): 

60 = 60(/); 770 =770(/) 60 =60())- 

”ა
 

  

  
ი (II 

#7
8 

ნახ. 15 
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ზემოთქმულიდან ცხადია, რომ გადატანითი მოძრაობის შემ- 

თხვევაში მყრი სხეულის თავისუფლების ზარისხი სამის 

ტოლია. 

თუ მოცემულია მყარი სხეულის გადატანითი მოძრაობის 

განტოლებები, მაშინ მყარი სხეულის ნებისემიერი M/ (8,77,C) 

რტილის მოძრაობის განტოლებები მოიცემა კოორდინატთა წერტილ გ კოორდინატ 
გარდაქმნის შემდეგი ფორმულებით: 

თ =9%ე +X, ?/ =1/0 + 1, 6 =60 +2:, 

სადაც X.».2 არის M წერტილის კოორდინატები CXV> სის- 
ტემაში CX, 7,2 მუდმივებია). 

    
ი ” 

ჯ”
იჩ
 

ნახ. 16 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ გადატანითი მოძრაობის შემთხვევა- 

ში მყარი სხეულის ყველა წერტილს ერთნაირი სიჩქსრე და 

აჩესრება აქვს. 

მართლაც, განვიხილოთ მყარი სხეულის ორი ნებისმიერი #4 

და 8 წერტილი. მათი რადიუს-ვექტორები (§ა წერტილის მი– 
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მართ იყოს #”, და 7 (იხ. ნახ. 16). ცხადია, რომ ადგილი აქვს 
ტოლობას: 

L, =7,+ 48, (43) 
საიდანაც, გაწარმოებით მივიღებთ: 

ძი _9% კ 948 

ძი “I «#” 
ან, რაც იგივეა, 

»კ =V,+ ძ48 (44) 
, ძI 

მაგრამ, ვინაიდან 4 და 8 მყარი სხეულის წერტილებია, ამი- 

ტომ | 48|I= 0009! ამის გარდა, გადატანითი მოძრაობის გან- 

მარტების ძალით, 48 ვექტორის გეზიც არ იცვლება, მაშასა- 

– ძ/ქტზ 
დამე „-43=00/15! და   =0. უკანასკნელი ტოლობის ძა- 

ლით, (44) ტოლობა მოგვცემს: 

V, =Vც, 
საიდანაც გაწარმოებით მივიღებთ: 

M., = VI. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ პირიქით, თუ მყარი სხეულის ორ 

ნებისმიერ წერტილს ერთნაირი ბხსიჩქარე აქვს, მაშინ სხეული 

გადატანით მოძრაობს. 

მართლაც, (43) ტოლობის გაწარმოება გვაძლევს (44)-ს. 

ძტ8 
მაგრამ, პირობის ძალით V.=Vვ, ამიტომ ა 0, ე.ი. 

„#48 = 007125. ეს უკანასკნელი ამტკიცებს, რომ სხეული გადატა- 

ნით მოძრაობს. 
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ყოველივე ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ მყარი 

სხეულის გადატანითი მოძრაობა სავსებით დახასიათდება მისი 

ერთ-ერთი წერტილის მოძრაობით. 

ვინაიდან გადატანითი მოძრაობის დროს მყარი სხეულის 

ყველა წერტილს ერთნაირი სიჩქარე და აჩქარება აქვს, ამიტომ 

ამ შემთხვევაში შეიძლება ვილაპარაკოთ სხეულის სიჩქარეზე და 

აჩქარებაზე. ზოგადად კი სხეულის სიჩქარეზე და აჩქარებაზე 

ლაპარაკი არ შეიძლება, ვინაიდან სხეულის სხვადასხვა წერ- 

ტილს სხვადასხვა სიჩქარე და აჩქარება შეიძლება ჰქონდეს. 

12. მყარი სხეულის ბრუნვა უძრავი ღერძის გარშემო 

ვთქვათ, მყარი სხეული ისე მოძრაობს, რომ მისი ორი 24 და 

8 წერტილი უძრავი რჩება. მაშინ უძრავი იქნება მყარი სხეუ- 

ლის ყველა წერტილი, რომელიც 4 და „8 წერტილების 

შემაერთებელ წეფეზე მდებარეობს, ვინაიდან, წეინააღმდეგ შემ- 
თხვევაში, აღნიშნულ წრფეზე მდებარე მყარი სხეულის ორ წერ- 

ტილს შორის მანძილი არ იქნებოდა მუდმივი. მყარი სხეულის 

ასეთ მოძრაობას ეწოდება ბრუნვა უძრავი ლერძის გარშემო ( 4 

და 8 წერტილებზე გამავალი ღერძის გარშემო), რომელსაც # 

-თი აღვნიშნავთ, მივანიჭოთ ამ ღერძს გარკვეული გეზი და წარ- 

მოვიდგინოთ დამკვირვებელი, რომელიც მოძრაობას უყურებს იმ 

მხრიდან, საითაც # ლღერმია მოგეზული. ჩვენ ვიტყვით, რომ 

მყარი სხეული ბრუნავს # ლღერძის გარშემო დადებითი მიმარ- 

თულებით, თუ ხსენებული დამკვირვებლისათვის ბრუნვა ხდება 

მარჯვნიდან მარცხნივ, ე.ი. საათის ისრის მოძრაობის საწინააღ- 

მდეგო მიმართულებით (მარჯვენა ხრახნის მიხედვით). განვიხი- 

ლოთ # ლღერმძზე გამავალი რაიმე უძრავი (L%) სიბრტყე და 

ამავე ღერძზე გამავალი, მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებუ- 

ლი (#)) სიბრტყე, ამ ორ სიბრტყეს შორის კუთხე აღვნიშნოთ 
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9-თი (იხ. ნახ. 17). 9 იმ დადებით ან უარყოფით კუთხეს 

აღნიშნავს, რომლითაც უნდა მოვაბრუნოთ (#X) სიბრტყე ბრუნ- 

ვის დადებითი ან უარყოფითი მიმართულებით, რომ ის შეუთავ- 

სდეს (#) სიბრტყეს. ცხადია, სხეულის მდებარეობა სავსებით 

განისაზღვრება 92 კუთხით და, მაშასადამე, განსახილველ შემ- 

თხვევაში, სხეულის თავისუფლების ხარისხი ერთის ტოლია, 

ამასთან სხეულის მოძრაობის განტოლებას ექნება სახე: 

9 = VI). 

ტ ს 

  

(#") 

  ი 

წ 
ნახ. 17 

  

  

  
განვიხილოთ ახლა თ ვექტორი, რომელიც შემდეგი პირობე- 

ბით არის განსაზღვრული: 

1. ამ ვექტორის სიგრძე სკალარული კუთხური სიჩქარის სი- 

დიდის ტოლია, 
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2. ის ემთხვევა ბრუნვის # ღერძს, 

3. მოგეზულია ისე, რომ დამკვირებლისათვის, რომელიც მოძ- 

რაობას ამ ვექტორის ბოლოდან უყურებს, სხეულის ბრუნვა 

ხდება დადებითი მიმართულებით (საათის ისრის ბრუნვის საწი– 

ნააღმდეგო მიმართულებით). 

ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს, რომ თ, სრიალ ვექტორია. 

ამ ვექტორს ბრუნვის კუთხური სიჩქსრე ეწოდება. 

განვიხილოთ მყარი სხეულის ნებისმიერი M წერტილი. 

მანძილი ამ წერტილიდან ბრუნვის ღერძამდე აღვნიშნოთ „2? -თი. 

ვინაიდან M წერტილი და # ღერძი მყარ სხეულთან უძრავად 

არის დაკავშირებული, ამიტომ, ცხადია, »# წერტილის ტრაექ- 

ტორია იქნება წრეწირი, რომლის რადიუსი არის #7 და რომ- 

ლის ცენტრიც ბრუნვის ღერძზეა მოთავსებული. ამრიგად, სხეუ- 

ლის ყოველი წერტილის ტრაექტორია წრეწირს წარმოადგენს. 

ცხადია, რომ #M წერტილის სკალარული სიჩქარე იქნება: 

„=ი“წ= ით /? ლ #C, 

ამიტომ როგორც ადვილი მისახვედრია,ას VM/ წერტილის 

ვექტორული სიჩქარე წარმოიდგინება 

V =მომ,ცთ (45) 

ფორმულით. თუ ვიგულისხმებთ, რომ თი ვექტორი მოდებულია 

4 წერტილზე (იხ. ნახ. 18), მაშინ უკანასკნელი ტოლობა მოგ- 

ვცემს 
წ =L(4M,C7) =LC, M41. (46) 

თუ ახლა ავიღებთ კოორდინატთა CX/> სისტემას და აღვნიშ- 

ნავთ #4 წერტილის კოორდინატებს Xიე.;)170:20 -ით, ხოლო #MV 

წერტილის კოორდინატებს X, /,2 -ით და (46) ტოლობას დავა- 

გეგმილებთ კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ: 
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Vჯ = 0(2 – 26)– ”C7 – 770), 

V, =7(X-–Xც)– #9(2 – 20), (47) 

V, = (7 – 70) – ძ(X– X0), 
საიდანაც #,ძ,”, წარმოადგენენ თ ვექტორის კოორდინატებს. 

2! 

  

  
ნახ. 18 

თუ ახლა კოორდინატთა C0XV> სისტემას ისე ავიღებთ, რომ 

ბრუნვის #4 ღერძი გადიოდეს ამ სისტემის სათავეში (0 წერ- 

ტილში) და ვიგულისხმებთ, რომ თ სრიალა ვექტორი მოდებუ- 

ლია C წერტილში (რაც ყოველთვის განხორციელდება C) ვექ“ 
ტორის გასრიალებით ფუძის გასწვრივ), მაშინ (46) ტოლობა 

მიიღებს შემდეგ სახეს: 
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V =LIC,7 I, (48) 

სადაც ” აღნიშნავს სხეულის M წერტილის რადიუს-ვექტორს 

0 წერტილის მიმართ, კოორდინატთა ღერძებზე (48) 

ტოლობის დაგეგმილება მოგვცემს 
VX = ძ2 – 7. 

V, =7X – #7, (49) 

V>- = 7” “ ძX. 

თუ ბრუნვის ღერძი 02 ლღეძის პარალელურია, მაშინ 

ი =ძ =0, #=C და (47) ტოლობის ძალით მივილებთ: 

V, = –CXCV- X0), 
V, =CX-–X0), (50) 

V”, = 0. 

თუ ბრუნვის ღერძი C2 ღერძს ემთხვევა, მაშინ (49) 

ტოლობები მოგვცემს: 
V, = –C I, 

V, =CX, (618) 

V. = 0. 

13. შედგენილი მოძრაობა 

ისე როგორც § 9-ში, §პ#72 და CX/#2 -ით აღვნიშნოთ, 

შესაბამისად კოორდინატთა უძრავი (>) და (5) მოძრავი 

სისტემები განვიხილოთ სხეული (7), რომელიც მოძრაობს 

(5) სისტემის მიმართ. (5) სისტემის წარმტან მოძრაობას (ე-ი. 

(3) სისტემის მოძრაობას (2) სისტემის მიმართ) ვუწოდოთ 

პირველი მოძრაობა, ხოლო (1) სხეულის მოძრაობას (5) სის- 
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ტემის მიმართ – მეორე მოძრაობა (იხ. ნახ. 19). თუ ცნობილია 

პირველი და მეორე მოძრაობა, მაშინ სავსებით განსაზღვრული 

იქნება (7) სხეულის აბსოლუტური მოძრაობა ((>) სისტემის 

მიმართ მოძრაობა), ამიტომ ჩვენ ვიტყვით, რომ სხეულის მოძ- 

რაობა შედგება ზემოხსენებული ორი მოძრაობისაგან. 

  

    
ი 7 

V”
/ი
 

ნახ. 19 

განვიხილოთ სხეულის ნებისმიერი ” წერტილი და მისი 

წარმტანი და ფარდობითი სიჩქარეები აღვნიშნოთ შესაბამისად 

V,-ით და Vე -ით. (32) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

V = 9, +V5, (52) 

სადაც » შწარმოადგენს აღნიშნული M წერტილის აბსოლუ- 

ტურ სიჩქარეს. ვინაიდან V, წარმოადგენს (5) სისტემის იმ 

წერტილის სიჩქარეს, რომელზედაც აღებულ მომენტში M წერ- 

ჭილი იმყოფება, ხოლო » წარმოადგეს M წერტილის 
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ფარდობით სიჩქარეს, ამიტომ მათ შეიძლება ვუწოდოთ პირველ 

და მეორე მოძრაობათა შესაბამისი სიჩქარეები. 

თუ თავის მხრივ (5) სისტემის მიმართ მოძრაობს (25) 

სისტემა რომლის მიმართაც (71) სხეული მოძრაობს, მაშინ 

(52)-ის ნაცვლად, როგორც ადვილი მისახვედრია, მივიღებთ: 

ა=7+V+თ, 
სადაც #, ის სიჩქარეა რომელიც (>) სისტემის მიმართ (5) 

სისტემის მოძრაობას შეესაბამება, ე.ი. V, არის (959) სისტემის 

იმ წერტილის სიჩქარე რომელშიც აღებულ მომენტში #/ 

წერტილი იმყოფება; V. პირველი სიჩქარეა, რომელიც (5) 

სისტემის მიმართ (51) სისტემის მოძრაობას შეესაბამება, ე.ი. 

V, არის (51) სისტემის იმ წერტილის სიჩქარე (5) სისტემის 

მიმართ, რომელშიც აღებულ მომენტში #V/ წერტილი იმყოფება; 

დაბოლოს, 9 წარმოადგენს M წერტილის ფარდობით სიჩ- 

ქარეს (5)) სისტემის მიმართ. 

თუ სხეულის მოძრაობა შედგება / მოძრაობისაგან, მაშინ 

ზემონაჩვენები წესით მივილებთ 

V =V, +V, +...+V,, (53) 

სადაც V,V,.---V, შემადგენელ მოძრაობათა შესაბამისი სიჩქა- 

რეებია. 

14. გადატანით მოძრაობათა ერთობლიობა 

ვთქვათ, (5) სისტემა მოძრაობს (2.) -ს მიმართ გადატანით და 

(#X) სხეული მოძრაობს (–) სისტემის მიმართ აგრეთვე გადა- 

ტანით. მაშინ, ცხადია, (1) სხეულის მოძრაობა (>)-ს მიმართ 
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იქნება აგრეთვე გადატანითი და, (52) ფორმულის ძალით, მი- 
ვიღებთ: 

V =V, +Vა, 

სადაც ”» წარმოადგენს (2) -ს მიმართ (7) სხეულის გადატა- 

ნითი მოძრაობის სიჩქარეს, V, – (5) სისტემის გადატანითი 

მოძრაობის სიჩქარეს (2) სისტემის მიმართ, ხოლო ” არის 

(5) სისტემის მიმართ (7) სხეულის გადატანითი მოძრაობის 

სიჩქარე. 

თუ მოძრაობა შედგენილია 7) გადატანითი მოძრაობისაგან, 

მაშინ სხეულის აბსოლუტური მოძრაობა (2,)-ს მიმართ იქნება 

გადატანითი და ადგილი ექნება 

V =V, +%ე +...+V,, 

ტოლობას, სადაც VI, -..,V, შემადგენელ გადატანით მოძრაო- 

ბათა სიჩქარეებია. 

15. ბრუნვათა ერთობლიობა 

ვთქვათ, § 13-ში განხილული პირველი და მეორე მოძრაობები 

ბრუნვითი მოძრაობებია, რომელთა კუთხური სიჩქარეებიც არის 

თ, და რ; სხვანაირად რომ ვთქვათ, (7) სხეული ბრუნავს 

ტა ლღერძის გარშემო თ» კუთხური სიჩქარით, ხოლო რიე 

ღერძი თავის მხრივ ბრუნავს უძრავი #, ღერძის გარშემო თ), 

კუთხური სიჩქარით (იხ. ნახ. 20). მყარი სხეულის ნებისმიერი 

M წერტილის სიჩქარე, ცხადია, გამოითვლება ფორმულით: 

» =მომკცრ, +მომკრ,. (54) 
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  ი 

ნახ. 20 

ასევე დავრწმუნდებით, რომ თუ მყარი სხეულის მოძრაობა შედ- 

გება ” ბრუნვითი მოძრაონისაგან რომელთა კუთხური სიჩქა- 

რეებია C),,0,...,0),, მაშინ გვექნება: 

» =მომ,ცრ, + მომ,კცCე +...+ მომკცრთ,. (55) 

ამგრიგად, ჩვენ ვრწმუნდებით შემდეგი დებულების “სამართლია- 
ნობაში: 

დებულება 7. თუ მყარი სხეულის მოძრაობა შედგენილია M 
ბრუნვითი მოძრაობისაგად რომელთა კუთხური სიჩქარეებია 

რ, C,..,C0,, მაშინ ამ სხეულის ნებისმიერი M წერტილის 

სიჩქარე უდრის სხენებულ კუთხურ სიჩქარეთა ნაკრებ მომენტს 
ამავე M წერტილის მიმართ. 

განვიხილოთ რამდენიმე მნიშვნელოვანი შემთხვევა: 

1. ვთქვათ, ზემოხსენებულ კუთხურ სიჩქარეთა რთ, 0 ,..-,0),, 

ვექტორები თავმოყრილია. მაშინ, ვარინიონის დებულების თანახ- 

მად, ვექტორთა ამ სისტემას აქვს ტოლქმედი, რომელიც ამ 
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ვექტორების ჯამის ტოლია და მათი თავმოყრის წერტილშია მო- 
დებული, ამიტომ, განსახილველ შემთხვევაში, (55) ფორმული- 
დან გამომდინარეობს: 

V = მომ,, თ, (56) 

სადაც 

6=%C, 
I=I 

ამასთან ეს უკანასკნელი C,,0),--.,C), ვექტორების თავმოყრის 

წერტილშია მოდებული. 
(56) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ, განსახილველ შემთხვევაში, 

მყარი სხეულის ყოველი წერტილის სიჩქარე ისეთია, თითქოს 

სხეული ბრუნავდეს თავმოყრის წერტილში გამავალი გარკვეული 

რ ღერძის გარშემო თ კუთხური სიჩქარით. 

სხეულის მოძრაობა, როგორც ადვილი მისახვედრია, არ 

იქნება # ღერძის გარშემო ბრუნვა თ კუთხური სიჩქარით (იხ. 

ნახ. 21), მაგრამ დროის ყოველ მომენტში სიჩქარეთა განაწილე- 

ბა მყარ სხეულში ისეთია, თითქოს ბრუნვას ჰქონდეს ადგილი 

გარკვეული # ღერძის გარშემო თ კუთხური სიჩქარით. ამი- 

ტომ, #/# ლღერძს ბრუნვის მყისი ღერძი ეწოდება, ხოლო თ-ს – 

ბრუნვის მყისიერი კუთხური სინქარე. 

ამრიგად, თანამჯვეთი ღერძებს გარშემო რამდენიმე 

ერთდროული ბრუნვითი მოძრაობის შედეგი არის შყისიერი 

ბრუნვა თ კუთხური სიჩქსრით, სადაც რთ) აღებულ ბრუნვათა 

ჰუთხური სიჩქსრეების ნაკრებ კვექტორს წარმოადგენს და 

შოდებულია ღერძების თანაკვეთის წერტილში. 
2. ახლა ვთქვათ, რ, 0,...,0), წარმოადგენს პარალელურ 

ვექტორთა სისტემას, რომლის ნაკრები ვექტორი ნული არ არის. 

როგორც ვიცით (იხ. § 8), ამ შემთხვევაშიაც არსებობს ტოლ- 

ქმედი, რომელიც აღებულ პარალელურ ვექტორთა ნაკრები ვექ- 
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ტორის ტოლია დღა რომლის ფუძეც მათ ცენტრში გადის, 
ამიტომ, განსახილველ შემთხვევაში, (55) ფორმულიდან გამომ- 
დინარეობს (56), სადაც თ ზემოხსენებული ნაკრები ვექტორია, 

რომელიც C,.6X),..-,0, პარალელურ ვექტორთა სისტემის ცენ- 

ტრშია მოდებული (იხ. (31) ფორმულა). 

2?) 

(231! L 

  

  

0 

ნახ. 21 

ამრიგადდ თუ ჩვენ გვაინტერესეს მხოლოდ სიჩქარეთა 

განაწილება სხეულში, მაშინ პარალელური ღერძების გარშემო 

რამდენიპაე ერთდროული ბრუნვითი მოძრაობის შედეგი არის 

ერთი მყისიერი ბრუნვა თ კუთხური სიჩქარით, რომელიც 

ზემომოყვანილი წესით არის განსაზღვრული (იგულისხმება, რომ 

კუთხურ სიჩქარეთა ნაკრები ვექტორი განსხვავებულია 

ნულისაგან). 

3. დავუშვათ, რომ მყარი სხეულის მოძრაობა შედგება ორი 

ბრუნვისაგა, რომელთა კუთხური სიჩქარეები შეადგენენ 

(თ,თ,) წყვილვექტორს (C), =-თ;) ვინაიდან წყვილვექ- 
ტორის მომენტი არ არის დამოკიდებული მომენტის ცენტრზე, 

ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, აღებულ მომენტში 

(როცა C, =-Cთ;) სხეულის ყველა წერტილს ერთნაირი სიჩქა- 
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რე ექნება და, მაშასადამე, სიჩქარეები სხეულში ისეა განაწილე- 
ბული, თითქოს ის ასრულებდეს გადატანით მოძრაობას. თუ 
დროის ყოველ მომენტში თ, =-6:, მაშინ სხეულის მოძრაობა 

ნამდვილად იქნება გადატანითი. პირიქით, თუ სხეული ასრულებს 
გადატანით მოძრაობას Vე სიჩქარით, მაშინ ყოველთვის შეიძლე- 

ბა ისეთი (თ,,-–C') წყვილვექტორი ავიღოთ, რომლის მომენტიც 

Vი-ის ტოლია და, მაშასადამე, თუ გვაინტერესებს მხოლოდ 

სიჩქარეთა განაწილება სხეულში, გადატანითი მოძრაობა შეიძ- 
ლება ბრუნვათა წყვილით შევცვალოთ. 

16. მყარი სხეულის ბრუნვა უძრავი წერტილის გარშემო 

გთქვათ, მყარი სხეული ისე მოძრაობს, რომ მისი ერთი 

რომელიმე 0 წერტილი უძრავია. ასეთ შემთხვევაში ვიტყვით, 

რომ მყარი სხეული ბრუნავს უძრავი 0 წერტილის გარშემო. 

განვიხილოთ კოორდინატთა 09“ სისტემა, რომელსაც პირო- 

ბით უძრავ სისტემას (ძირითად სისტემას) ვუწოდებთ და მყარ 

სხეულთან უძრავად დაკავშირებული C0X> სისტემა. ცხადია, 

მყარი სხეულის მოძრაობას სავსებით დაახასიათებს C1X/2 სის- 

ტემის მოძრაობა უძრავი სისტემის მიმართ. მაგრამ, როგორც 

ანალიზური გეომეტრიის კურსიდანაა ცნობილი, მოძრავი კოორ- 

დინატთა ღერძების მდებარეობა უძრავი ღერძების მიმართ სავ- 

სებით ხასიათდება სამი დამოუკიდებელი პარამეტრით. ასეთ პა- 

რამეტრებად, კერძოდ ეილერის დ, V, #9 კუთხეები შეიძლება 
მივიღოთ. 

ვთქვათ, კოორდინატთა 0C/, და 0X/> სისტემები მარ- 

ჯვენა სისტემებს წარმოადგენენ (იხ. ნახ. 22). 0X/ სიბრტყეში 

ბრუნვის დადებით მიმართულებად, როგორც ყოველთვის, მივი- 
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ღოთ ის მიმართულება, რა მიმართულებითაც უნდა მოვაბრუნოთ 

2 კუთხით C0Xჯ: ღერძი, რათა ის შეუთავსდეს C)7/ ლერძს. ანა- 

ლოგიურად განვსაზღვრავთ ბრუნვის დადებით მიმართულებას 

0: სიბრტყეში. აღვნიშნოთ C)X”? და C2ე სიბრტყეთა 

თანაკვეთა ტი -ით. გარკვეულობისათვის ის მოვგეზოთ ისე, რომ 

020, 02, ს# ღერძები მარჯვენა სისტემას ქმნიდნენ. ს. არის 

კუთხე 0% და # ღერძებს შორის. ეს კუთხე მოთავსებულია 

)0.2#XI შუალედში და აითვლება CC ლღერძიდღან 0947 სიბ- 
რტყეში ბრუნვის დადებითი მიმართულებით. თ არის კუთხე #. 

ღერძსა და 0X ღერძს შორის. ის მოთავსებულია აგრეთვე 

10,2XI შუალედში და აითვლება # ღერძიდან CXXV, სიბრტყეში 

ბრუნვის დადებითი მიმართულებით. ბოლოს, 90 არის კუთხე 

02 და 02 ღერძებს შორის, რომელიც იცვლება 10.XL შუა- 

ლედში. 

ამრიგად, სხეულის მდებარეობა დროის ყოველ მომენტში 

ცნობილი იქნება, თუ ცნობილია ეილერის რთ.სV, 9 კუთხეები, 

როგორც დროის ფუნქციები და, მაშასადამე, განსახილველ 

შემთხვევაში„ სხეულის მოძრაობის განტოლებები იქნება (იხ. 

(41) განტოლებები) 

დთდ=თV), V =VV(I)) 4=XV). 
ამ განტოლებებს უძრავი 0 წერტილის გარშემო ბრუნვის 

განტოლებები ეწოდება. 
ზემოაღნიშნულიდან გამომდინარეობს, რომ უძრავი წერტილის 

გარშემო ბრუნვის შემთხვევაში მყარი სხეულის თავისუფლების 

ხარისხი სამის ტოლია. 
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ნახ. 22 

ვთქვათ, მოცემულია უძრავი წერტილის გარშემო სხეულის 

ბრუნვის განტოლებები; ვიპოვოთ მყარი სხეულის ნებისმიერი 

M(X 7,2) წერტილის მოძრაობის განტოლებები ვინაიდან 

X,;,2 აღებული MI. წერტილის კოორდინატებია მყარ სხეულ- 

თან უძრავად დაკავშირებული 0X/> სისტემის მიმართ, ამიტომ 

სხეულის მოძრაობის დროს ეს კოორდინატები არ იცვლებიან. 

აღვნიშნოთ ხსენებული M წერტილის კოორდინატები 01277C 

სისტემის მიმართ #, 7”, 6 -თი ანალიზური გეომეტრიიდან 

ცნობილი კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულების ძალით, გვექ- 

ნება 
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თ =/,X+7:)7+737, 

?) = 7711X + 772» + 1232) (57) 

6 = MX +I2)/+ M353, 

სადაც 7), I), 9) წარმოადგენენ 0X ღერძის მიმმართველ კო- 

სინუსებს უძრავი სისტემის მიმართ, ე. ი. 

!, =C05(0X,04), 7I) =C05(0X,07), #,) =C05(0X,0C). 

ანალოგიურად 72, M!2, ე და /3, ვე მვ აღნიშნავს, შესაბა- 

მისად, CX, და 0Xჯ ღერძების მიმმართველ კოსინუსებს. 

როგორც ანალიზური გეომეტრიის კურსიდანაა ცნობილი, 

I, = C05V/ C05C0 – 51ი V/ 511) თ 005 9, 

M?1 = 510 V/ C05 დ + C05სV/ 005 451ი თ, 

#7) =591იC 510 9, 

I = –005M/ 51ი დ – 510 V/ C0§5 90050, 

MI = C05V/ C05თC005 9 – 510 V/ 51ი თ, 

M”ე =510 5005C, 

Iკ = 519 V/ 510 49, 

II = – C05V/ 5119, 

Mკ = 005 9. 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (57) ტოლობებში და გა- 

ვითვალისწინებთ, რომ თ, V“, 2 დროის ცნობილი ფუნქციებია, 

მივიღებთ M. წერტილის მოძრაობის განტოლებებს. 

გამოვთვალოთ ახლა მყარი სხეულის ნებისმიერი M წერტი- 

ლის სიჩქარე. (57) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 
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ძი 
V=–===IX+ჩ»+ს2, 

V _ 97/ _ , , , 
ე = 7 = II,X + #1: )/ + 2, (58) 

ძირი , 
M=-- =9VX+VI#+782, 

სადაც I, 12, (3,-- აღნიშნავენ 7, 72, 3... მიმართულების 

კოსინუსების წარმოებულებს. ეს ფორმულები იძლევიან სიჩქარის 

კოორდინატებს უძრავი ღერძების მიმართ. 

ახლა გამოვთვალოთ სიჩქარის გეგმილები მოძრავ C0X”2 

სისტემის ღერძებზე. 

თუ M წერტილის რადიუს-ვექტორს 0 წერტილის მიმართ 

აღვნიშნავთ /2 -თი, გვექნება 

6=IX+/7/+VM2, 

სადაც 1, /, #, როგორც ყოველთვის, 0», 0/, 02 ღერძების 
ორტებია”). ვინაიდან », I, 2 სხეულის მოძრაობის დროს არ 

იცვლება, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობის დროის მიხედვით 

გაწარმოება მოგვცემს 

90 _ 9 , „9, ,%. (59) 
მ! ძI მ! ძI 

V = 

  

ა ცხადია, ზემოთ განხილული M. ,1ე ჩM, ეც ე და /, 780; 78 

ფარმოადგენენ შესაბამისად 1, / და # ვექტორების კოორდინატებს 
უძრავი სისტემის მიმართ: 

7 =(/,,M,7,), #7 = (ე, MM), # = (/-,/3,3). 
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აღვნიშნოთ ”» სიჩქარის გეგმილები CX, CI, 02 ღერძებზე, 

შესაბამისად, V,, V,; V. -ით. ვინაიდან 

V, =(7,V), V, =(/,V), », =(#,V), 
ამიტომ, (59) ტოლობების ძალით, მივილებთ 

„74% + ჯ49 „17% 
+ ს |+X I; ? VI 

+ «VI 

ცხადია, ადგილი აქვს 

(0,7)=(/,7)=(#,#)=1 
ტოლობებს. ამ ტოლობების გაწარმოება მოგვცემს 

სი) ნ“) (5-2)-ა 
უკანასნელი გც„ტოლობეის ძალით, (60) ფორმულები 

შემდეგნაირად გადაიწერება: 

- #V –- % 
V,=+X 7:'# +2 7-7 ლე (61) 
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ვინაიდან 

(6,7)=(I,M)=C/,1)=0, 
ამიტომ, ცხადია, ადგილი აქვს 

ხ9-V2) (21-02) 
წევლუ 

ტოლობებს. თუ შემოვიღებთ 

– – –V 
ძ:= C%1--(64) (62) 

აღნიშვნებს, მაშინ (61) ტოლობები შემდეგნაირად გადაიწერება: 

V, =ძ2-77, 

V»,=!X- #2, (63) 

V. = /2/ – ძX, 

უკანასკნელი ტოლობები ვექტორულად, ცხადია, შემდეგნაირად 
შეიძლება ჩავწეროთ: 

წ =|(C,ჯ). (64) 
სადაც რთ ვექტორია, რომლის გეგმილებიც მოძრავ კოორდი- 

ნატთა ღერძებზე არის /#, ძ, I: CC =(/#ჩ, 0,7). 

როგორც ვნახეთ მოძრავი კოორდინატთა ღერძების მიმმარ– 

თველი კოსინუსები (I, /,M ვექტორების კოორდინატები 057C 
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სისტემაში) ელემენტარულად გამოისახება ეილერის კუთხეების 

საშუალებით. ამდენად, თუ სხეულის მოძრაობის განტოლებები 

ცნობილია, მაშინ რთ ვექტორი განისაზღვრება (62) ტოლობებით 

და სხეულის ნებისმიერი M„ წერტილის სიჩქარე გამოითვლება 

(64) ფორმულით. 

თუ მყარი სხეულის უძრავი ღერმის გარშემო ბრუნვის შემ- 

თხვევაში მიღებულ (48) ფორმულას შევადარებთ (64) ფორ- 

მულას, დავრწმუნდებით შემდეგი დებულების სამართლიანობაში: 

დებულება 8. როცა მყარი სხეული ბრუნავს უძრავი წერტი- 

ლის გარშემო, მაშინ დროის ყოველ მომენტში სხეულში სიჩქა- 
რეები ისეა განაწილებული, თითქოს ადგილი ჰქონდეს 0 წერ- 

ტილზე გამავალი გარკვეული #4 ლღერძის გარშემო ბრუნვას თ 
კუთხური სიჩქარით. 

# ღერძს, რომელზეც აღებულ მომენტში თ ვექტორი მდე- 
ბარეობს, ეწოდება ბრუნვის მყისი ლერძი, ხოლო Cთ –ს მყისი 

კუთხური სიჩქარე ტცხადია, სხეულის მოძრაობა, არ იქნება 

უბრალო ბრუნვა ღერძის გარშემო, რადგან დროთა ვითარებაში 

ზემოხსენებული ბ ღერძი იცვლის მდებარეობას როგორც 
მოძრავ, ასევე უძრავ სისტემაში. 

ვინაიდან ბრუნვის მყისი ღერძის ყოველი წერტილის სიჩქარე 

აღებულ მომენტში ნულის ტოლია, ამიტომ ამ ღერძის წერტი- 

ლებისათვის (64) ტოლობიდან გამომდინარეობს 

» =|IC,/0)1=0, 

ან, რაც იგივეა, 

-=2-5=-. (65) 

ეს უკანასკნელი, ცხადია, წარმოადგენს ბრუნვის # მყისი 

ღერძის განტოლებას მოძრავ სისტემაში. ამავე ღერძის განტო- 

ლებას უძრავი სისტემის მიმართ შემდეგი სახე ექნება: 

ქძზზ



5 - 

C
I
 

2 
IV
MX
 

სადაც #, 0, წ შწარმოადგენენნ თ გექტორის კოორდინატებს 
უძრავ სისტემაში. 

ბრუნვის მყისი ღერძი, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, არ არის 
უძრავი. იმ ზედაპირს, რომელსაც ეს ღერძი უძრავ სისტემაში 
შემოწერს, ეწოდება უძრავი აქსოიდი, ხოლო იმ ზედაპირს, 

რომელსაკც ის მოძრავ სისტემაში შემოწერს – მოძრავი 
აქსოიდი. 

თუ (65) განტოლებებიდან დროს ((/-ს) გამოვრიცხავთ, მივი- 
ლებთ შემდეგი სახის განტოლებას: 

«(>> |-ი. (67) 
2 2 

რომელიც, როგორც ადვილი მისახვედრია, მოძრავი აქსოიდის 

განტოლებას წარმოადგენს. ასევე დავრწმუნდებით, რომ უძრავი 
აქსოიდის განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

ჩ(#.7| =0. (68) 
6 6 

ამ ორ კონუსურ ზედაპირს, რომელთა წვეროც არის 0 

წერტილი, დროის ყოველ მომენტში საერთო #4 წრფე აქვს, 
რომლის გასწვრივაც ისინი ეხებიან ერთმანეთს (იხ. ნახ. 23). ეს 

ბა წრფე, როგორც აღვილი მისახვედრია, ბრუნვის მყის ღერძს 

წარმოადგენს, ამიტომ მისი წერტილების სიჩქარეები აღებულ 

მომენტში ნულის ტოლია. 

შემოვიღოთ ერთი ზედაპირის მეორეზე სრიალის გარეშე 

გორვის ცნება. 

ჩვენ ვიტყვით რომ მოძრავი (IL) ზედაპირი სრიალის 

გარეშე გორავს უძრავ (II) ზედაპირზე, თუ ეს ზედაპირები 

ყოველთვის თანახებაშია (აქვთ საერთო მხები სიბრტყე) და 
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(L.) ზედაპირის იმ წერტილების სიჩქარე, რომლითაც ის თ) 

ზედაპირს ეხება ნულის ტოლია. სრიალის გარეშე გორვის 

ცნება, ცხადია, გამოდგება მაშინაც, როცა (L,) ზედაპირი მოძ- 

რავია და განიხილება (Lე)-ის ფარდობითი მოძრაობა (0) -ის 

მიმართ. 

.4ა 

0") (L.) 

   
C   

ნახ. 23 

დავამტკიცოთ პუანსოს”) შემდეგი დებულება: 

დებულება 9. როცა მყარი სხეული ბრუნავს უძრავი 

წერტილის გარშემო, მაშინ მოძრავი აქსოიდი სრიალის გარეშე 

გორავს უძრავ აქსოიდზე. 

  
ლ. პუანსო (1777-1859) 

490



დამტკიცება განვიხილოთ დროის აღებულ ! მომენტში 
აღნიშნული ორი ზედაპირის საერთო წარმომქმნელის ნებისმიერი 
4 წერტილი. ვთქვათ, (XI) დღა (#2) ის წირებია, რომლებიც 

4 წერტილის მიერ არის შემოწერილი უძრავ (L,) და მოძრავ 

((კ) აქსოიდებზე “სავსებით ისევე, როგორც უძრავი და 
მოძრავი ცენტროიდების შემთხვევაში, შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 
(12) წირი "სრიალის გარეშე გორავს (#) წირზე და, 

მაშასადამე, ამ ორ წირს # წერტილში საერთო LX” მხები აქვს. 

გინაიდან L” უძრავი და მოძრავი აქსოიდების საერთო მხებსაც 

წარმოადგენს, ამიტომ ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ CL) 

და (LL) ზედაპირებს საერთო “შემქმნელი და ერთი საერთო 

მხები წრფე აქვთ. ამის შემდეგ ადვილად დავასკვნით, რომ 

აღნიშნულ შემქმნელზე და მხებზე გამავალი სიბრტყე იქნება 

მათი საერთო მხები სიბრტყე. რადგან საერთო წარმომქმნელის 

(ბ ლღერძის) წერტილთა სიჩქარეები აღებულ მომენტში ნულის 

ტოლია, დავრწმუნდებით დებულების სამართლიანობაში. 

განვიხილოთ ბრუნვის მყის ღერძზე ერთეულოვანი ვექტორი 

(რ ღერძის მგეზავი) 0MX. როცა მყარი სხეული მოძრაობს, 
მაშინ # წერტილი მოძრაობს, როგორც უძრავი CC76C სისტე- 

მის, ისე მოძრავი 0XV/> სისტემის მიმართ. აღვნიშნოთ # წერ- 

ტილის აბსოლუტური სიჩქარე V  -თი, ხოლო ფარდობითი სიჩ- 

ქარე »,-ით. (32) ფორმულის ძალით, გვექნება 

V, =V, +V,, (69) 

სადაც V, არის MX წერტილის წარმტანი სიჩქარე. ვინაიდან # 

წერტილი ი ღერძზე მდებარეობს, ამიტომ, ცხადია, V, =0და 

(69) ფორმულა მოგვცემს: 
– V, =V,. (70) 
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ეს ფორმულა გვიჩვენებს, რომ თუ # წერტილი უძრავია 

უძრავი სისტემის (0«/>თ სისტემის) ან მოძრავი სისტემის 

(0X> სისტემის) მიმართ, მაშინ ის უძრავი იქნება ორივე სის- 

ტემის მიმართ. რადგან 0# ვექტორი #4 ლღერძზსეა მოთავსებუ- 

ლი, ამიტომ იგივე ითქმის ამ ღერძის მიმართაც. ამრიგად, ჩვენ 

დავამტკიცეთ შემდეგი დებულება: 

დებულება 10. თუ # ლღერძი უძრავია უძრავი სისტემის 

მიმართ ან მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული სისტემის 

მიმართ, მაშინ ის უძრავი იქნება ორივე სისტემის მიმართ და 

მაშასადამე, მყარი სხეულის მოძრაობა იქნება ბრუნვა უძრავი 

ღერძის გარშემო. 

17. აჩქარებათა განაწილება უძრავი წერტილის გარშემო 

მყარი სხეულის მოძრაობის შემთხვევაში. რივალსის ფორმულა 

(64) ტოლობის გაწარმოებით მივიღებთ 

_- თ ძი . #0 
M#Mლ=–-=|––,0 |+| თ,–-–- I. 

ძI M// %/| =
=
 

“რ=რ=“”·”·დრნ“ჩ(რ“--“” 
ვინაიდან წო =(C0C./02) ამიტომ, უკანას კნელი „ტოლობა 

მოგვცემს 
_ |09C _ _–აი– 

(10) ფორმულის ძალით, 

LC,IC, 21) = XC, 2) – თ“ (72) 
თუ ამ მნიშვნელობას (71) ტოლობაში შევიტანთ, მივილებთ, რომ 

_ ძი 1 _._ _ _., 
#= –-,2 +CთXLCCთ,/0) – 0Cდ·. (73) 
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ამრიგად, აჩქარების გამოსათვლელად გვაქვს (71), ან რაც 

იგივეა, (73) ფორმულა. 

აჩქარებს გამოსახულებას შეიძლება კიდევ სხვა სახე 

მივცეთ. აღვნიშნოთ ამ მიზნით თ-ით Cთ ვექტორის მგეზავი. 

მაშინ თუ გავითვალისწინებთ, იმას რომ 0C1=CთC", (72) 

ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

(C,IC, 21) = თ"(Cღ%C5, წ) – 6) = თ“|თზი, – 61)= თ“, (74) 
სადაც 

0 =/0.კCთ"-/, 

აქ (იხ. ნახ. 24) 

ლ)
 

»I 

«> 

  
ნახ. 24 
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თუ (74) მნიშვნელობას (71) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

რივალსის'! შემდეგ ფორმულას. 

#= 4,2 +612. (75) 
თ 

თ?“ძი სიდიდეს ეწოდება ღერძისკენული აჩქსრება. 

ვინაიდან 

რთ =ჯ#! +V/ + ”M, 

ამიტომ 

20 90:99; -%- იგ” 4943, %, (76) 
ძ%. ი “#7 #7. ი! ძ! %/| 7/( 

ძთ 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ # ვექტორის გეგმილები CX, 07, 0> 

ძი ძი თ 
ღერძებზე იქნება «+, -1, თი ამასთან (76) ტოლობის ორივე 

მხარე სავამრავლოთ  სკალარულად 7 -ზე, მივიღებთ 

ძთ _(ძთ -) ძი, (-«V == - ძნ 
–-=) ე, +909) 1,-– |+ ა“ 

ბები» “, ( ძ IC ძ“% +, ” ძ 4) ' 2 /) ძ | 

როგორც წინა პარაგრაფებში იყო ნაჩვენები 

: „V. – “7 =0, > -,- - ძს =ც 

თ '“” ძმ. 

თუ ამ მნიშვნელობებს უკანასკნელ ფორმულაში შევიტანთ, 
მივიღებთ 

ძCთ _ 90. 
გეგი» უკუ. თ თ”. 

ანალოგიურად მივიღებთ 

  

“მ. ჯ. ე. რივალსი (1833-1889) 
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ძთ ძძ« ძი V« 
ბები» “ ძ ==>, გეგი; “ »“ ქ ” #. 

ამრიგად, მოძრავ კოორდინატთა სისტემაში ადგილი აქვს 

ძთ -(4, ძი «“ 
ძ, სძ” ძV” ,4) 

ტოლობას. თუ ამას გავითვალისწინებთ და (73) ტოლობას 

დავაგეგმილებთ მოძრავ კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ: 

V =99, % + XC90X + V/+!I2) – თ” X, + /# I »+2ი2VXX+ძ 

მ ძი 2 
#V =–=Xჯ--“ 2+ძ(»იX+ძ)7/+72) – თ“ 7, (77) » # მ ძ(9X+ძ)7/+12) – თ“ » 

ძი ძყ 2 
ს. =-“-/- +“ X+I(90X+VთV7/+712) – თ 7. :=-X»- (20X+ძ»V/+12) 

(73) ტოლობის უძრავ კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილება 

მოგვცემს 

,=%9.-ე+MM+0უ+M)-§0/+0'+#, 

სრ, 4,, 0006+0უ+ჩე0-უ(07+01+7), 

_»...._ ” +#”), 
სადაც #, 0, # წარმოადგენენ თ ვექტორის კოორდინატებს 

უძრავ სისტემაში, თ.),C არის #0 ვექტორის კოორდინატები 

ამავე სისტემაში. 
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18. მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობა 

განვიხილოთ §I+C7C უძრავი სისტემა (> სისტემა) და მყარ 

სხეულთან უძრავად დაკავშირებული რC»2 სისტემა (5 

სისტემა). განვიხილოთ აგრეთვე C0=)7)6) დამხმარე სისტემა, 

რომლის სათავე 0X72 სისტემის სათავეს ემთხვევა და რომლის 

ღერძებიც პარალელურია უძრავი კოორდინატთა ღერძების (იხ, 

ნახ. 25). 

  

    
ი = 

ნახ. 25 

მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობა C27C სისტემის მი- 

მართ შეიძლება განვიხილოთ, როგორც შედგენილი ორი მოძ- 

რაობისაგა” 1) დამხმარე სისტემის მოძრაობისაგან უძრავი 

სისტემის მიმართ, რომელიც გადატანით მოძრაობას წარმოად- 

გენს და 2) დამხმარე სისტემის მიმართ მყარი სხეულის მოძ- 
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რაობისაგან (ანუ რაც იგივეა, მყარ სხეულთან უძრავად დაკავში- 

რებულ CX/> “სისტემის დამხმარე სისტემის მიმართ მოძრაობი– 

საგან), რომელიც წარმოადგენს ბრუნვას 0 წერტილის გარ- 

შემო. დამხმარე სისტემის გადატანით მოძრაობას განსაზღვრავს 

0 წერტილის მოძრაობა, ხოლო 0X”-2 სისტემის მოძრაობას 

დამხმარე სისტემის მიმართ ახასიათებს ეილერის თ, V/, # კუთ- 

ხეები. 

სხეულის მოძრაობის განტოლებებს აქვთ (იხ. (41) განტო- 

ლებები): 

ძე = 9ი(I); 77 =77ი(!); 6ი = 6ი(!); დ = (I), ყ/ =V/(I), 9 = VI), 

სახე. თუ მოცემულია სხეულის მოძრაობის განტოლებები, მაშინ 

შეიძლება დავწეროთ მისი ნებისმიირი #M წერტილის 

მოძრაობის განტოლებები. 

მართლაც, აღვნიშნოთ #C, 7, 6 -თი MV წერტილის კოორ- 

დინატები §პC/C სისტემაში, ხოლო ამ წერტილის კოორდინა- 

ტები CX/2 სისტემაში იყოს X, ), 2. ცხადია, გვექნება 

# = შე +I,IX+727/+732, 

1) =7/ც + IX + MI2 )/ + 7132, 

რთ = 60 +I,X+711X/ +735, 

სადაც 7), MI), ე) წარმოადგენენ CX> ღერძის მიმმართველ 

კოსინუსებს დამხმარე სისტემის მიმართ; ანალოგიურად მნიშვნე- 

ლობა აქვს /2, 12, ე და /3. 3, ვ სიდიდეებს. თუ გავითვა- 

ლისწინებთ, რომ 7,, 7, I, (1 =1,2,3) გამოისახებიან ეილერის 
კუთხეების საშუალებით (იხ. § 16), დავრწმუნდებით, რომ ზე- 

მოთ დაწერილი ფორმულები იძლევიან M წერტილის მოძრაო- 

ბის განტოლებებს (X». I, 2 კოორდინატები სხეულის მოძრაობის 
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დროს არ იცვლებიან, რადგან 02 სისტემა მყარ სხეულთან 

უძრავადაა დაკავშირებული). 
გამოვთვალოთ მყარი სხეულის ნებისმიერი M წერტილის 

სიჩქარე. ” წერტილის მოძრაობა უძრავ §ა>7C სისტემის 

მიმართ განვიხილოთ, როგორც აბსოლუტური, ხოლო დამხმარე 

007)C I სისტემის მიმართ – როგორც ფარდობითი, CXI77)C L 

სისტემის მოძრაობა უძრავი სისტემის მიმართ იქნება წარმტანი 

მოძრაობა. სიჩქარეთა შეკრების კანონის ძალით, მივილებთ 

VX =V,+V,, (78) 
სადაც » არის #/ წერტილის აბსოლუტური სიჩქარე, V, - 

ფარდობითი სიჩქარე, ხოლო V, - წარმტანი სიჩქარე (ე.ი. დამ- 

ხმარე სისტემის იმ წერტილის სიჩქარე, რომელშიც აღებულ 

მომენტში ” წერტილი იმყოფება). ვინაიდან წარმტანი მოძ- 

რაობა გადატანითია,ა ხოლო გადატანითი მოძრაობის დროს 

სხეულის ყველა წერტილს ერთნაირი სიჩქარე აქვს, ამიტომ, 

ცხადია 

– 

V, = Vი) (79) 

სადაც V% წარმოადგენს მყარი სხეულის 0 წერტილის სიჩქა- 

რეს. ამის გარდა, ვინაიდან ფარდობითი მოძრაობა წარმოადგენს 

მყარი სხეულის ბრუნვას C წერტილის გარშემო, ამიტომ (იხ. 

(64) ფორმულა) 

% ს, =L6,წ) (80) მ » ,/71, 

სადაც ” არის M წერტილის რადიუს-ვექტორი C, წერტი- 

ლის მიმართ (იხ. ნახ. 24), თ – მყარი სხეულის C წერტი- 

ლის გარშემო ბრუნვის შესაბამი მყისი კუთხური სიჩქარე. 

თუ (79) და (80) მნიშვნელობებს (78) ტოლობაში შევიტა- 

ნოთ, მივილებთ: 
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V =V +|რ,/!. (81) 
თუ ამ ტოლობას დავაგეგმილებთ C0X, C/, 0> ღერძებზე, მი- 

ვიღებთ 
V, = V,,+ძ2–/V 

V, = V-, +IX – #2, 

= Vი- -+ XX – ძX. 

ანალოგიურად გამოთვლა სიჩქარის გეგმილები უძრავ 
კოორდინატთა ღერძებზე. 

V, = Vი, +CX6 – 60) – CI – 77), 

V, = VMლიე + MCC – იე) XC – რი), 

V. = 9, + 1IXI7 – 770) – CC# – რ). 

ზემოთ ვნახეთ, რომ მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობა 

შედგება გადატანითი და C წერტილის გარშემო ბრუნვითი მოძ- 

რაობისაგან. 0 წერტილის გარშემო ბრუნვითი მოძრაობა კი 

დაიყვანება C?, წერტილზე გამავალი გარკვეული ღერძის გარშე- 
მო მყისიერ ბრუნვამდე თ კუთხური სიჩქარით. გადატანით და 

ბრუნვით მოძრაობათა ერთობლიობა დაიყვანება მყისიერ ხრახ- 

ნვამდე და მაშასადამე, მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობა 

შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც მყისიერი ხრახნვა. ამრიგად, 

გვაქვს შემდეგი დებულება: 

დებულება 11. მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობის შემ- 

თხვევაში დროის ყოველ მომენტში მასში სიჩქარეები ისეა განა–- 

წილებული, თითქოს ადგილი ჰქონდეს მყის ხრახნვას. 

ვთქვათ 02 #0, მაშინ მყისი ხნახნვის ცენტრალური ღერძის 

განტოლებებს აქვს 

V, +02 –/» _ "+/X– #2 _ V. + 0) – ძX 
? ძ ” 
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სახე. სადაც V? ვექტორი კუთხური სიჩქარეების ნაკრები მომენ– 

ტია 0 წერტილის მიმართ (გადატანითი მოძრაობა შეიძლება 

შევცვალოთ ბრუნვათა წყვილით, იხ §15-ის ბოლო). აქ მყისი 

ხრახნვის ცენტრალური ღერძის განტოლებები დაწერილია (25) 

სისტემაში (მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებულ 0%7-2 

სისტემაში). ამავე ღერძის განტოლებებს (>) სისტემაში ექნება 

V- +CXC6 – 60) – MC) – 7) _ V, +#MC6 – 90) – 7X6 – (რი) 
'ქ ლ 

_ M9+ჩთ-/)- 06-26) 
XL 

სახე. მყისიერი ხრახნვის პარამეტრი გამოითვლება 

(V-თ) _ V„,7+V,0 +V;” 

თ” ი“ +909“ +” 
ფორმულით. მყისიერი ზხრახნვის ცენტრალური ლღერძი, რო- 

მელსაც ტტ -თი აღვნიშნავთ, უძრავი არ არის. ის მოძრაობს, ზო- 

გადად, როგორც (5) სისტემაში, ისე (>) სისტემაში. ზედა- 

პირს, რომელსაც # ღერძი შემოწერს (>) სისტემაში, ეწოდება 

ხრახნვის უძრავი აქსოიდი ხოლო ზედაპირს, რომელსაც ის 

(5) სისტემაში შემოწერს – ხრახნვის მოძრავი აქსოიდი. . 

აღვნიშნოთ (LI) )-ით და (L2)-ით, შესაბამისად, ზხრახნვის 

უძრავი და მოძრავი აქსოიდები. ეს ზედაპირები წრფოვანი ზედა- 

პირებია, მაგრამ, ზოგადად, არაა კონუსური ზედაპირები. ამ ზე- 

დაპირებს დროის ყოველ მომენტში აქვთ საერთო წარმომქმნელი 

– ხრახნვის ცენტრალური ღერძი #. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ ეს ზედაპირები დროის ყოველ მომენ- 

ტში თანახებაბში #ტ# ლღერძის გასწვრივ მართლაც, გავავლოთ 

(2) ზედაპირზე რაიმე წირი (72) და მისი გადაკვეთ. # 

ღერძთან აღვნიშნოთ # -თი. ცხადია, # წერტილი მოძრაობს 
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(72) -ზე და (LI) ზედაპირზე მოხაზავს გარკვეულ (7)) წირს. 
ამრიგად, (#2) იქნება # წერტილის ფარდობითი ტრაექტორია 

(5) -სისტემაში, (”,) კი – აბსოლუტური ტრაექტორია (>) 

სისტემაში (>) სისტემაში სიჩქარე იყოს V, ხოლო (45) 

სისტემაში V,, სიჩქარეთა შეკრების კანონის თანახმად, 

V, =V. +V,, 

სადაც V, წარმტანი სიჩქარეა, ე.ი. (5) სისტემის იმ წერტილის 

სიჩქარეა, რომელიც აღებულ მომენტში # წერტილს ემთხვევა. 

ვინაიდან # წერტილი # ღერძის წერტილია, ამიტომ V, მდე- 

ბარეობს # ღერძზე. ამის შემდეგ ცხადია, რომ V,ა V, და / 

ღერძი ერთ სიბრტყეშია მოთავსებული. ეს სიბრტყე ხრახნვის 

ორივე აქსოიდის მხებია და მაშასადამე, (0) და (IL2) 

ზედაპირები თანახებაშია # ღერძის გასწვრივ. 

გთქვათ, რაიმე მოძრავი წრფოვანი ზედაპირი მუდამ თანახება– 

შია მეორე უძრავ წრფივოვან ზედაპირთან და, ვთქვათ, თანახე- 

ბის წარმომქმნელის წერტილების სიჩქარეები ამ წარმომქმნელის 

გასწვრივაა მიმართული, მაშინ ჩვენ ვიტყვით, რომ პირველი 

ზედაპირი გორსრიალებს მეორე ზედაპირზე. 

ზემოთ მოყვანილი მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ მყარი 

სხეულის ნებისმიერი მოძრაობა შეიძლება წარმოვადგინოთ, რო- 

გორც ხრახნვის მოძრავი აქსოიდის გორსრიალი ხრახნვის 

უძრავ აქსოიდზე. 

გამოვთვალოთ ახლა მყარი სხეულის ნებისმიერი M წერტი- 

ლის აჩქარება ". M წერტილის მოძრაობა (>) სისტემაში 

განვიხილოთ, როგორც აბსოლუტური, ხოლო დამხმარე სისტე- 

მაში (C0%)77)C სისტემაში), როგორც ფარდობითი. ვინაიდან 

წარმტანი მოძრაობა (დამხმარე სისტემის მოძრაობა) გადატანი- 

თია, ამიტომ, (40) ფორმულის ძალით, გვექნება 
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ი=%+%, 
სადაც VI, =M%იე წარმტანი აჩქარებაა, ხოლო VI, - ფარდობითი. 

ვინაიდან ფარდობითი მოძრაობა წარმოადგენს მყარი სხეულის 

ბრუნვას 0 წერტილის გარშემო, ამიტომ, (71) ფორმულის 

ძალით, 

_ ძო _ ი 
M, = “# ”” +ILCთ,IC, /21I. 

თუ ამ მნიშვნელობას (74) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ: 

# = M%ი + 4, ? +ICთ,ICთ),/1|I. 

როგორც ადვილი მისახვედრია, ამ ფორმულის მიღება შეიძლე- 

ბოდა (81) ტოლობის გაწარმოებითაც დროის მიმართ. (72) ტო- 

ლობის ძალით, ეს უკანასკნელი შემდეგნაირად შეიძლება გადავ- 
წეროთ: 

_ ძი 1 _._ _..–_. 
#7 =VMე + ი + (თ, 2) – #0“. 

თუ ამ ტოლობას დავაგეგმილებთ მოძრავ CX72 სისტემის ღერ- 

ძებზე, მივიღებთ 

__.. (#X + 9)/+I2) – თ? » %»."-, 7 #(L0X + ძ» X, 

თ" ძი 
M, = Mს,+-–-X-=-2+ძ(ნX+9»7+72) – თ“, 

ძ ი 
#, =M, +C- 7-9 X+7(იX+თ/+72) – რ7-. 

ანალოგიურად გამოითვლება აჩქარების გეგმილები უძრავ კოორ- 

დინატთა ღერძებზე. 
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19. წრფივი და წრიული მოძრაობების ანალოგია 

წრფივი მოძრაობა 

Xჯ - პოზიცია 

V = X – სიჩქარე 

თ=V=X – აჩქარება 

#M – ძალა 

”. –- მასა (ინერციის ზომა) 

L =M1ძ2=7#71V 

0 =MV –- მოძრაობის 

რაოდენობა, იმპულსი (II0CC2L 

»ითი0ეინსი) 

  – “ კინეტიკური 

წრიული მოძრაობა 

0 – კუთხე 

თ=0 - კუთხური სიჩქარე 

C =0) = 0 -კუთხური აჩქარება 

1 =#M - მგრეხავი მომენტი 

((0LძV6) 

I =MI” - ინერციის მომენტი 
1=IX=71თ 

M = 1Iთ - მოძრაობის 

რაოდენობის მომენტი (მ0ფV1მL 

აი0ოთი0ინსი) 

7 = M 
2 

L = 

ენერგია 

  - კინეტი კური 

ნახ. 27 ძ=0C” მხები 

აჩქარებაა 
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(სითხეები), 109 

არსებითად შემოსაზღვრული, 

153 

არსებითი ზედა ზღვარი, 153 

აფინური ასახვა, 61 

აქტიური დეფორმაცია, 158 

ბ 

ბაზისი შაუდერის აზრით, 308 

ბაზისი, 308 

ბანახის სივრცე, 305 

ბაროტროპული სითხე, 148 

ბელტრაშმი–მიჩელის 

თავსებადობის პირობები, 117 

ბერნულის (ანუ ბრტველი 
კვეთის) ჰიპოთეზა, 251 

ბესელის პოტენციალთა 

სივრცე, 324 
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ბესხელის უტოლობა, 309 

ბეტის იგივეობა, 110 

ბლანტი სითხე, 107 

ბშა, 463 

ბრტყელი დაძაბული 
მდგომარეობა, 43, 173 

ბრტყელი დეფორმსცია, 169 

ბრუნვის კუთხური სიჩქარე, 

472 

გ 
გადაადგილების ვექტორი, 56, 

79 
გადაადგილების ვექტორის 

კომპონენტები, 56, 79 

გადამჯრელი ძალვები, 190 

გაშყარების პრინციპი, 12 

განაწილება, 322 

განზოგადებული ბრტყელი 
დაძსბბული მდგომარეობა, 178 

განზოგადებული გადამჭრელი 
ძალა, 197 

განივი (გადამჭრელი) ძალა, 

247 

განივი კვეთი, 247 

განივი ლუნვა, 248 

განმტკიცების მდგომარეობა, 

92 

განტვირთვის პროცესი, 158 

გარსის საზღვარი, 217 

გაფართოება ფუნქციის, 325 

გორსრიალები, 501



გრამის დეტერმინანტი, 307 

გრეხა-ღუნვის კომპონენტები, 
414 

გრინის იგივეობა, 135 

გრინის ფორმულა, 123 

ღ 

დადებითად განსაზღვრული 
ოპერატორი, 312 

დადებითი ოპერატორი, 312 

დალამბერის პრინციპი, 12 

დამდგარი (სტაციონარული) 

მოშრაობას (პროცესი), 144 

დატვირთვის პროცესი, 158 

დენადობის ზღვარი, 91, 162 

დენის წირი, 142 

დეფორმადი მყარი სხეულების 

მექანიკა, 13 

დეფორმადი მყარი სხეული, 12 

დეფორმსცი!ა, 12, 55 

დეფორმაციის ზედაპირი, 77 

დეფორმაციის ინტენსივობა, 

157 

დეფორრციის კომპონენტები, 

დეფორმაციის პოტენციალური 
ენერგია, 125 

დეფორმაციის ტენზორი, 68, 

75 

დეფორჩირებული მდგომარეობა, 

დინამიკის პირველი ძირითადი 

ამოცანა, 120 

დიუჰამელ-ნოიმანის 
თერმოგანტოლებები, 128 

დიუჰამელ-ნოიმანის კანონი, 
104 

ღიფეომორფიზმი, 326 
დრეკადი მუდმივები, 94 
დრეკადი ფუძე, 201 
დრეკადი ფუძის რეაქცია, 202 
დრეკადობის ზღვარი, 91 

დრეკადობის თეორია, 13 

დრეკადობის თეორიის 

ამოცანების ამოხსნის 

მეთოდები, 1313 

დრეკადობის თეორიის 

ძირითადი სასაზღვრო 

ამოცანები, 112, 113 

დრეკადობის მოდული, 100 

დრეკადობის მოშენტური 
(მიკროპოლარული) თეორიის 

კინეტიკური ენერგია, 413 
დრეკადობის მომენტური 

(მიკროპოლარული/) თეორიის 

კოშის ფორმულები, 404 

დრეკადობის მომენტური 
(მიკროპოლარული) თეორიის 

პოტენციური ენერგია, 415 
დრეკადობის მოშენტური 

(მიკროპოლარული) თეორიის 

წონასწორობის 

განტოლებები, 405 
დრეკადობის მოშენტური 

(მიკროპოლარული) თეორიის 

ჰუკის განზოგადებული 
კანონი, 418 
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დრეკად-პლასტიკური სხეული, 

155 

ე 

ევკლიდეს სივრცე. 304 
ეილერის განტოლებები, 143- 

144 

უილერის კუთხეები, 60, 482 

ეილერის მეთოდი, 139 
ეილერის სუბსტანციური 

წარმოებული, 140 

ეილერის ცვლადები, 140 

ელემენტარული მოქმედებები, 
431 

ელემენტის ბაყრდენი, 322 
ენერგიის შენახვის კანონი, 125 

ერთგვაროვანი დეფორმაცია, 
64 

ერთგვაროვანი ძვრა, 74 

ერთგვაროვანი სხეული, 95 

ვ 
ვაიერშტრასის თეორემა, 220 

ვანდერმონდის დეტერმინანტი, 
48 

ვარინიონის დებულება, 430 

ვექტორთა აღებული სისტემის 

ცენტრალური ღერძი, 455 
ვექტორის მომენტი, 428 

ვექტორული ნამრავლი, 17 

ვექტორული სივრცე, 298 

ვინკლერის ექსპერიმენტული 
ჰიპოთეზა, 202 

514 

ზ 
ზედაპირის მთავარი ღერძი, 40 

ზედაპირული ძალა, 16, 18 

თ 

თავისუფალი ბოლო, 255 

თავისუფალი ნაპირი, 213-214 

თავისუფალია საზღვარი, 197 

თავმოყრილ ვექტორთა 
სისტემა, 430 

თავსებადობის სენ-ვენანის 

პირობები, 86 

თეორიული მექანიკა, 9 
თერმოდრეკადობის 

განტოლებები, 128 

ოპერატორი, 312 

ი 

იდეალური სითხე, 106 

იზოტროპული სხეული, 94 
ილიუშინის თეორემა 

განტვირთვის შესახებ, 166 

ინერციის კანონი, 10 
ინერციის მოშენტი, 253 

ინერციის ძალა, 12 

ინვარიანტული ინტეგრალი, 32 
ინვარიანტული ფორმა, 32 
ინტერფეისი, 282 

იუნგის მოდული, 100 

კპ 
კვადრატული ფუნქციონალი, 
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კვალის ოპერატორი, 318 

ჰვეთის მეთოდი, 19 

კინეტიკური ენერგიაა, 122 

კირხჰპოფ- ლიავის ჰიპოთე ზები, 

182 

პჰლაპეირონის თეორემა, 132 

ჰოვარიანტული ტენზორი, 29 

კომპოზიციური გარემო, 291 

კონგრუენტული ოპერატორი, 
313 

კონსტიტუტივური 
დამოკიდებულებები, 93 

კონტრავარიანტული ტენზორი, 

29 

კოჭი, 247 

ჰრონეკერის სიმბოლო, 26, 30 

ლ 

ლაგრანჟის შეთოდი, 139 

ლაგრანჟის ცვლადები, 89, 139 

ლამეს განტოლებები, 113 

ლაქს – მილგრამის თეორემა, 

136 

ლებეგის დადებითი ზომა, 319 

ლევის განტოლებ.ა, 172 

ლეუჟანდრის განტოლება, 340 

ლეუჟანდრის პოლინომი, 218, 

331 

ლინეალი, 298 

ლიპშიცის საზღვარი, 315 

ლოკალურად ჯგმებადი 
ფუნქცია, 324 

მ 
მანძილი, 298 

მსრტივი დატვირთვა, 158 
მარტივი ძვრა, 74 

მასალათა გამძლეობა, 13 
მასობრივი ძალა, L7 

მატერიალური ობიექტი, 9 

_ნსტერიალური" წარმოებული, 

მსტრიცა, ორთოგონალური, 60 

მაქსველის სითბოგამტარობის 

კოეფიციენტი, 129 
მგრეხავი მომენტი, 190 

მეტრიკა, 298 

მეტრიკული სივრცე, 298 

შექსნიკა, 9 

შექსნიკური მოძრაობა, 9 

მთავარი მომენტი, 17, L9 

მთავარი ღერძები, 96 

მთავარი ძაბვა, 33 

მთელი სხეულის განტვირთვა, 

166 

მიკროპოლარული სითხეების 

პჰიდრომვეესნიკა, 422 

მკვრივი სიმრავლე, 305 

მომენტური თეორიის 
დეფორმაციის კომპონენტები, 
414 

მომნტური ძაბვის ვექტორი, 
3 

მონათესავე ოპერატორი, 313 

მორის წრეები, 46, 53 

მოქნილი ფირფიტების თეორია, 
183 
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მოცულობითი (მასობრივი) 
მომენტი, 402 

მოცულობითი თლა, 16 

კანონი, 164 

მოძრავი აქსოიდი, 489 

მოძრაობის ტრაექტორია, 142 

მუდმივკვეთიანი ძელი, 247 

მულტი ინღექსი, 320 
მუშაობა, 120 

მღუნავი მომენტი, 190, 247 

მცირე დრეკად-პლასტიკური 
დეფორმაციების თეორია, 

164 

მხები მდგენელი (შაბვის 
ვექტორის), 21 

მხები ძაბვების ინტენსივობა, 

156 

ნ 

ნავიე- სტოქსის განტოლებები, 

143 

ნავიე-სტოქსის განტოლებების 

სუსტი (ვარიაციული) 

ფორმულირება, 151 

ნაკრები (მთავარი) ვექტორი, 

428 

ნაკრები ვექტორი, 11 

ნაკრები მომენტი, 11, 430 

ნარჩენი დეფორშაცია, 155 

ნარჩენი ძაბვები, 167 
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ნარჩენი ძაპვების, 

დეფორმაციების და 

გადაადგილებების შესახებ 
თეორემა, 167 

ნახევარნორმა, 299 

ნახვევი, 323 

ნეიტრალური სიბრტყე, 182 

ნეიტრალური ღერძი, 251 

ნეიტრალური შრე, 251 

ნიუტონის კანონები, 9 

ნიუტონისეული ფლუიდები 
(სითხეები), 109 

ნორმა, 299 

ნორმალური მდგენელი (ძაბვის 

ვექტორის), 21 

ნორშირებული ლინეალი, 299 

ნულოვანი ელემენტი, 298, 312 

ნულოვანი მიახლოება 

(პრიზმული გარსების 

იერარქიული მოდელების), 
226, 372 

ო 

ოზეენის განტოლებები, 144 

ოპერატორი, 306 

ოპერატორის გაფართოება, 313 

ორადწრფივი ფორმა, 322 

ორთოგონალური მატრიცა, 60 

ორთოგონალური პროექცი:», 

315 

ორთოგონალური სისტემა, 308 

ორთონორშირებული სისტემა, 

308



პ 

ცენტრი, 457 
პარსევალის ტოლობა, 309, 

323 

პასიური დეფორმსცია, 158 
პირველი მიახლოება 

(პრიზმული გარსების 
რერარქიული მოდელების), 
228 

პლასტიკური დეფორმაცია, 13 
პლასტიკური სხეული, 155 

პლასტიკურობა, 13 

პლასტიკურობის გპმოყენებითი 

თეორია, 155 

პლასტიკურობის თეორია, 13, 

155 

პლასტიკურობის პირობები, 161 

პოტენციალური ენერგია, 125 
პრიზმული გარსების 

იერარქიული ზოდელები, 216 
პრიზმული გარსი, 216, 368 

პრიზმული გარსის სისჯე, 217 

პროპორციულობის ზღვარი, 

90 

პუანკარეს უტოლობა, 319 

პუასონის ჰოეფიციენტი, 100 

რ 
რაისნერ-მინდლინის 

კინემატიკური ფორმულები, 
206 

რაისნერ-მინდლინის ტიპის 

მოდელი, 203 

რბილად დაყრდნობილი ნაპირი, 

213 
რბილად ჩამაგრებული ნაპირი, 

213 
რეგულარული განაწილება, 

324 

რთული დატვირთვა, 158 
რივალსის ფორმულა, 493-494 

რისის თეორემა, 310 

როდრიგის ფორმულა, 341 

ს 
საკონტაქტო პირობები, 282 

სამშენებლო მექსნიკა, 14 
საყრდენი, 314, 322 
სახსროვნად ღაყრდნობილი 

ბოლო, 255 
სახსრულად დაყრდნობილი 
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