
საქართველოს ტექნიპური უნივერსიტეტი 

+1ა. შავგულიძე, ნ. ნიკვაშვილი, ი. ხატისკაცი 

პროექციული გეომეტრიის 

საფუძვლები 

  

  

რეკომენდებულია სტუ-ის 
სარედაქციო-საგამომცემლო საბჭოს 

მიერ. 05.06.2012, ოქმი M2 

თბილისი 

2012



უაპკ. 62.81.82.107 

განიხილება ფიგურათა პროექციული თვისებები ანუ ისეთი 

თვისებები „ რომლებიც არ იცვლება სიბრტყის პროექციული 

გარდაქმნების დროს. 

განკუთვნილია საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის 

სატრანსპორტო და მანქანათმშენებლობის ფაკულტეტის მაგის- 

ტრანტებისა და დოქტორანტებისათვის. ასევე დაეხმარება გრა- 

ფიკულ გეომეტრიაში მომუშავე პედაგოგებს კვალიფიკაციის 

ამაღლებაში. 

რეცენზენტები: სრული პროფესორი ნ. დარახველიძე, 

ასოცირებული პროფესორი გ. წულეისკირი 

C საგამომცემლო სახლი ,,ტექნიკური უნივერსიტეტი”, 2012 

1581 978-9941-20-133-2 %%7/ 
ჩV6://VVVV.დ1ს.86/იცხI15ხ1ილი0ს5Cლ/ 

Vხა V0I8ი". 
LIIი6ა თაი“ 

ყველა უფლება დაცულია. ამ წიგნის ნებისმიერი ნაწილის (ტექსტი, ფოტო, ილუსტრაცია 
თუ სხვა) გამოყენება არც ერთი ფორმითა და საშუალებით (ელექტრონული თუ 
მექანიკური) არ შეიძლება გამომცემლის წერილობითი ნებართვის გარეშე. 

საავტორო უფლებების დარღვევა ისჯება კანონით.



ფინასიტრყვაობა 

პროექციული გეომეტრია მათემატიკის უძლიერესი შტოს – 

გეომეტრიის ულამაზესი შემადგენელია. მისი სამუშაო აპარატი 

სინთეზურია ანუ მტკიცებულებებისა და ნებისმიერი დასახული 

მიზნის (ამოცანის) გადაწყვეტისათვის მათემატიკური ლოგიკის 

ბაზაზე გრაფიკული მოქმედებები გამოიყენება. 

კურსი გათვლილია ამ აპარატით მომუშავე გრაფიკული დის- 

ციპლინების სპეციალისტებისათვის რომლებიც მოწოდებულები 

არიან აწარმოონ კვლევითი სამუშაო როგორც სწავლების მეთო- 

დიკის დახვეწასა და ახლის ძიების პრობლემატიკაში, ასევე სა- 

მეცნიერო თემატიკაში. შესაბამისად, სახელმძღვანელოში გაშუქე- 

ბულია ყველა ის საკითხი, რომელიც ამ მიმართულებისათვის ფუ- 

ძემდებლურია. ვთელით, რომ კურსი დიდ სამსახურს გაუწევს 

დოქტორანტებს, რომლებიც ნებისმიერი დარგის პრობლემატიკის 

„კვლევითი სამუშაოს წარმოების პროცესში გამოიყენებენ სინთე- 

'ზურ აპარატს. 

კურსისადმი ინტერესის სფერო პირობითად შეიძლება ორ 

უჯგგუფად დაიყოს: |, ორგანზომილებიან ფიგურათა პროექციული 

დფარდაქმნებით კონკრეტული დასახული ფორმისა და შინაარსის 

გეომეტრიული სახის მიღება. ამ ჯგუფში იგულისხმება როგორც 

სხექნიკური, სუფთა საინჟინრო საკითხები, ასევე მხატერული სახ- 

ის ძიება-დიზაინი. დღევანდელი დღე, ნებისმიერი ტექნიკის ქმნი- 

ლების საინჟინრო-ტექნოლოგიური მოთხოვნის პარალელურად, 

მოითხოვს ფორმის ესთეტიკურობას. ცნობილია, ნებისმიერი შე- 

მოქმედებითი ძიების პროდუქტი, რეალიზებული ფიზიკური სახით, 

რომელიც გეომეტრიული კანონზომიერების შინაგანი უზადო სი- 

ლამაზის შედეგია – მხატვრულია. ხოლო ბრტყელი ფიგურები, 

მათ შორის წირები, სივრცითი ფორმების სამგანზომილებიან 

ფორგურათა წარმოქმნი ძირითადი შემადგენელია. შესაბამისად,



პროექციული გეომეტრია იძლევა სივრცითი მხატვრული ფორმე- 

ბის ძიების საშუალებას. 

მეორე ჯგუფს მიეკუთვნება ის საკითხები, რომლებიც ნების- 

მიერი საინჟინრო, არქიტექტურული და სივრცითი დიზაინის შე- 

მოქმედებითი პროცესის განუყოფელი, გეომეტრიული ნაწილია. 

დომინანტი ამ საკითხში სამგანზომილებიანი სივრცის ბრტყელი 

ანუ გეომეტრიული გრაფიკული მოდელებია. მესამე საუკუნეა, 
რაც კაცობრიობა სარგებლობს სივრცითი ობიექტების ბრტყელი 
გამოსახულებით (გ. მონეის ეპიური, 1799 წ.), რომელიც პროექ- 

ტის “წაკითხვის” საერთაშორისო საშუალებაა. 

“ წაკითხვა” ანუ შექცევადობა განპირობებულია დაგეგმილებით 

მიღებული წყვილი ანასახებით, წერტილოვანი ველებით, რომლებ- 

იც წინასახესთან ანუ სივრცესთან პროექციულ კავშირშია. 

პროექცირების სახე კი ამყარებს გარკვეულ კანონზომიერებას 

სივრცის წერტილოვან სიმრავლეებსა და მათ ანასახებს შორის. 

ამ კანონზომიერებით დამყარებული თვისებების, კერძოდ, პერს- 

პექტივის კანონზომიერებათა შესწავლამ წარმოქმნა პროექციული 

გეომეტრიის კურსი. 

გამოსახულებათა აგების კანონზომიერებას ადამიანმა ჩვენს 

წელთაღრიცხვამდე მიაგნო. აღორძინების ხანამ ამ მიმართულებით 

დაგვიტოვა კვლევები, მაგრამ პერსპექტივის პირმშო პროექცი- 

ული გეომეტრია, როგორც გამართული გეომეტრიული სისტემა 

მხოლოდ მეცხრამეტე საუკუნეში ჩამოაყალიბა ნაპოლეონის ოფი- 

ცერმა უჟ. პონსელემ, რუსეთში ტყვეობისას. მას არ ჰქონდა გაც- 

ნობიერებული, რომ უსასრულო, არასაკუთრივი ელემენტებით მა- 

ნიპულირება არაევკლიდური სივრცის და, შესაბამისად, არაევ- 

კლიდური გეომეტრიის საწყისი იყო (ნაშრომი გამოიცა 1813 წ.). 

პროექციულმა გეომეტრიამ ზოგადად გეომეტრიაში მოახდინა 

კვლევითი მიმართულებების სისტემატიზაცია (ფ. კლაინი, “ერ- 

ლანგენის პროგრამით” ცნობილი ნაშრომი, 1872 წ.). გეომეტრია 

დაიყო გარდაქმნათა ჯგუფების მიხედვით.



მეოცე საუკუნემ გაამდიდრა გეომეტრია აქსიომატიკის ცნების 

გაფართოებით (დ. გილბერტი. 190I წ.). ამ ხოგად ფონზე გეო- 

მეტრიული მოჯელირების ახალი ტენდენციები გამოიკვეთა. ამ 

მიმართულებიი, დიდი წვლილი შეიტანა ქართულმა სკოლამ. სა- 

ქართველოს. პოლიტექნიკურ. ინსტიტუტში. ჩამოყალიბებული: იყო 
ძლიერი გრაფიკული გეომეტრიის სკოლა, რომელსაც სათავეში 

ედგნენ გამორჩეული მეცნიერებები. პროფესორები გ. ვაჩნაძე და. ი. 

ჯაფარიძე. 19790 წ. გამოვიდა. გ. ვაჩნაძის სახელმძღვანელო 

“მსაზველობითი გეომეტრიის კურსი”. სადაც პროექციული. გეო- 

მეტრიის ზოგიერთი საკიოხია გამუქებული. მაგრამ სასწავლო 

პროგრამებში სათანადო ადგილი, ვერ. დაიკავა. დღეს ელექტრო- 

ნული გრაფიკის გამოყენება წინაპირობაა, უმაღლესი სასწავლებ- 

ლის გრაფი კულ დისციპლინათა სახელმძღვანელოების რევიხიისა, 

რაც გულისხმობს ამოცანებში, პროექციული გეომეტრიის თემატი- 

კის. გამოყეჩებას. 1953 ს. გამოიცა ჯაფარიძის ფუნდამენტური 

შმრომა მხაზველობითი გეომეტრია გეომეტრიული მოდელირების 

ასპექტში”. სადაც. გამუქებულია, უმუპლოდ. სიბრტყესე პროექცი- 
რების. გარეშე, ბრტყელი, გეომეტრიული, მოდელების, აგებას 
რომელიც. შ:5. განახორციელა, პროექციელი, გეომეტრიის, შბანაზე 
.. 
ი. მცევადობისა და აქსიომატიკის პრინციპების დაცვით, მოახდინა 

მოდელთა სისტემატიზაცია, მიჩაგანი, გეომეტრიული საფუძვლების 

გამოკვეთით, მასვე. ეკუთვნის. ტერმინები: კონსტრუქციული. და 
აქსიომატიკური დაგეგმილების. გარეშე, აგებული. შოდელები. 

საუკუნეების მანძილზე. გეომეტრიის ანალიზურ აპარატს სი- 

სუსტის ხარისსის მიხედვიი, უპირატესობა ეძლეოდა სინთეზურ- 

თან შედარებით. გრაფიკულ გამოსახულებას ერთი პრივილეგია 

ჰქონდა თვალსაჩინოება. დღეს სისუსტის ხარისხი, ელექტრო- 

ჩული ტექიიკის პირობებში, პრობლემა არ არის, რადგან ნების- 

მიერი გრაფიკული მოქმედების ციფრული ანასახის საშუაპლებით 

ვიღებთ. გრაფიკულ. გამოსახულებას. ეკრანზე.



დამხმარე სახელმძღვანელოში გაშუქებული გრაფიკული გეო- 

მეტრიული მოქმედებები უხრუნველყოფილია მათემატიკური პრო- 

გრამებიი. იმედია, ეს. საშუალება შრომატევადი ხელითი გრა- 

ფიკის სანაცვლება. მონიტორზე მანიპულირებით, სტიმული იქნება 

შესაბამისი იჩტერესის მქონე პიროვჩებებისათვის მათემატიკის ამ 

უზადო სილამაზის შემადგენლის ათვისებისათვის და, შესაბამისად, 

კვალიფიკაციის ამაღლებისათვის · 

ნუნუ დარახველიძე 
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პირველი თავი. ფესავალი 

1.1. ევკლიდეს გეომეტრიის აქსიომატიკური საფუძვლები 

გეომეტრიული წარმოდგენების წარმოშობა შორეულ წარსულს 

მიეკუთვნება. ჩვეულებრივ, მათ ჩამოყალიბებას აკავშირებენ ეგვიპ- 

ტის და ბაბილონის უძველეს კულტურებთან. ჩვენს წელთაღ- 
რიცხვამდე III საუკუნეში ბერძნები ფლობდნენ ღრმა გეომტრიულ 

ცოდნას, თანაც ჰქონდათ არა მხოლოდ დაგროვილი ფაქტების 

მარაგი არამედ გეომეტრიული მტკიცებულებების მეთოდებიც. 
სწორედ ამ პერიოდს ეკუთვნის ევკლიდეს ცნობილი "საწყისების" 

გამოჩენა, სადაც გეომეტრიის დასაბუთების ამოცანა დასმულია და 

გადაწყვეტილი სიზუსტის იმ ხარისხით, რომელიც მისაწვდომი 

იყო ანტიკურ ხანაში. 

საუკუნეების მანძილზე ევკლიდეს მტკიცებულებების სიმკაცრე 
აღიარებული იყო, როგორც მიბაძვის ნიმუში. უნდა აღინიშნოს, 

რომ ევკლიდეს ლოგიკის დამაჯერებლობა ბევრ შემთხვევაში გა- 

მაგრებულია ჩვენი სივრცითი წარმოდგენების ჩვევებით. ეს კი 

იმას ნიშნავს, რომ "საწყისები" არ შეიცავს გეომეტრიის მკაცრ 

ლოგიკურ დასაბუთებას. მხოლოდ XIX საუკუნის მიწურულს სა- 

ბოლოოდ იქნა გაცნობიერებული გეომეტრიის ზუსტი ლოგიკური 

აგების აუცილებლობის იდეა და მითითებული აქსიომათა სრული 

სისტემა რომელთა დახმარებით ყველა თეორემა მტკიცდებოდა 

ყოველგვარი აპელაციის გარეშე ჩვენი სივრცითი წარმოდგენების 

თვალსაჩინოებასთან. 

აქსიომათა თანამედროვე ნუსხაში არ არსებობს გეომეტრიული 

ობიექტების აღწერილობა. იგულისხმება მხოლოდ, რომ არსებობს 

ობიექტების სამი ჯგუფი, რომლებსაც ეწოდება "წერტილები", 

"წრფეები" და "სიბრტყეები", ხოლო ძირითადი „ცნებებია წერტი- 

ლი, წრფე, სიბრტყე, მანძილი, სიმრავლე. მითითებულია, მხოლოდ 

რომ წერტილებად, წრფეებად დღა სიბრტყეებად წოდებულ ობიექ-



ტებს შორის უნდა არსებობდეს გარკვეული ურთიერთობები, 

რომლებიც აღინიშნება სიტყვებით "ეკუთვნის", "შორის", "კონ- 

გრუენტული". გარდა ამისა, მითითებული ურთიერთობები უნდა 

აკმაყოფილებდეს მოთხოვნებს, რომლებიც ჩამოთვლილი>_ აქსი- 

ომებში. დანარჩენში კი ობიექტების და მათი ურთიერთობების 

ბუნება შეიძლება ნებისმიერი იყოს. 

აქსიომები დაყოფილია ხუთ ჯგუფად: 

1 ჯგუფი – კუთვნილების აქსიომები 
კუთვნილების აქსიომებში ძირითადი ობიექტების – წერტილე- 

ბის წრფეების დღა სიბრტყეების ის დამოკიდებულებაა  გა- 
საზღვრული, რომელსაც გამოვთქვამთ სიტყვით "ეკუთვნის". 

IL1. არსებობს ერთი მაინც წრფე და ერთი მაინც სიბრტყე. ყო- 

ველი წრფე და ყოველი სიბრტყე არის წერტილთა არაცარიელი 

სიმრავლე, რომელიც სივრცეს არ ემთხვევა. 

IL.2. ნებისმიერ ორ განსხვავებულ # და 8 წერტილზე გადის 

ერთი და მხოლოდ ერთი წრფე. 

I.3. #ტ, 8, C სამ წერტილზე, რომლებიც ერთსა და იმავე 

წრფეს არ ეკუთვნის, გადის ერთი და მხოლოდ ერთი სიბრტყე. 

I3 და I1 აქსიომების თანახმად, სივრცე შეიცავს ოთხ წერ- 

ტილს მაინც. მართლაც, სამი წერტილის არსებობა I.3 აქსიომა- 

შია შემოტანილი: ეს წერტილები განსაზღვრავს სიბრტყეს. რად- 

გან სიბრტყე არ ემთხვევა სივრცეს (აქს, I.1), არსებობს მეოთხე 

წერტილიც. 
I.4. წრფე, რომელიც სიბრტყის ორ წერტილზე გადის, ამ 

სიბრტყეს ეკუთვნის. 

1.5. თუ თ და 8 ორ სხვადასხვა სიბრტყეს აქვს საერთო # 

წერტილი, მაშინ კიდევ ერთი 8 საერთო წერტილი აქვს. 

IL ჯგუფი – მანძილის აქსიმები 

ამ აქსიომებში ჩამოყალიბებულია ძირითადი ცნების – მანძი- 

ლის თვისებები.



II.1. ყოველი # და 8 ორი წერტილისათვის არსებობს არაუა- 

რყოფითი |48) სიდიდე, რომელსაც #-დან 8-მდე მანძილი ეწო- 

დება. მანძილი ნულის ტოლია იმ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, 

თუ # და 8 წერტილები ერთმანეთს ემთხვევა. 

I.2. /# წერტილიდან 8 წერტილამდე მანძილი უდრის 8 

წერტილიდან # წერტილამდე მანძილს: |#M8|)=|8/+I. 

II. 3. ყოველი #, 8, C სამი წერტილისათვის მანძილი /#-დან 

C-მდე არ აღემატება #-დან 8-მდე და 8-დან C-მდე მანძილთა 

ჯამს: |რიCI<IM8I+|8CI. 

პირველი და მეორე ჯგუფის აქსიომათა საფუძველზე განი- 

საზღვრება ცნება "შორის": ნებისწმიერი #, 8 და C სამი წერტი- 

ლისათვის 8 წერტილი ძევს # და C წერტილებს შორის, თუ 

ისინი ერთმანეთს არ ემთხვევა და 

I+C)=I/%8I+|8CI. 

III ჯგუფი – დალაგების აქსიომები 

დალაგების აქსიომებში წერტილების და წრფეების ის ურ- 

თიერთობაა ჩამოყალიბებული, რომელიც სიტყვით "შორის" გა- 

მოიხატება. ' 

III.. თუ 8 წერტილი ძევს ტ და C წერტილებს შირის, მა- 

შინ #, 8, C ერთი წრფის კუთვნილი წერტილებია და 8 ძევს 

აგრეთვე C და # წერტილებს შორის. 

III.2. როგორიც არ უნდა იყოს # და C ორი წერტილი, #C 

წრფეზე არსებობს ისეთი 8 წერტილი, რომ C წერტილი მდება- 

რეობს # და 8 წერტილებს შორის. 

III.3. წრფის ნებისმიერი სამი წერტილიდან არსებობს არაუ- 

მეტეს ერთი წერტილისა, რომელიც დანარჩენ ორს შორის მდე- 

ბარეობს. 

III 4. წრფის ნებისმიერი ე წერტილი ამ წერტილისაგან 

განსხვავებულ წერტილთა სიმრავლეს ყოფს ორ არაცარიელ სი- 

მრავლედ ისე, რომ:



« C წერტილი ძევს ნებისმიერ ორ წერტილს შორის, რომლებიც 

განსხვავებულ ქვესიმრავლეებს ეკუთვნის; 
«ორი წერტილი ერთ ქვესიმრავლეს ეკუთვის, თუ ერთი მათგა- 

ნი 0 წერტილსა და მეორეს შორის მდებარეობს. 

III.5. C სათავის მქონე სხივზე ნებისმიერი არაუარყოფითი 

რიცხვისათვის არსებობს ერთი # წერტილი, რომელიც C) წერ- 

ტილიდან 8 მანძილზე მდებარეობს: 

|I0#.I=გ. 

II ჯგუფის აქსიომები მოიცავს აქსიომას რომელიც გან- 

საზღვრავს გეომეტრიული ელემენტების სიბრტყეზე განლაგებას. 

III.6. ნებისმიერი ნ წრფე თ სიბრტყის იმ წერტილთა სი- 

მრავლეა, რომელიც ამ წრფეს არ ეკუთვნის, თ) და თ; ორ არა- 

ცარიელ სიმრავლედ ყოფს შემდეგი წესით: 
«ი წრფეზე არამდებარე # და 8 წერტილები ეკუთვნის ერთ- 
ერთ სიმრავლეს, თუ (#8) არ კვეთს 0 წრფეს; 

«ი წრფეზე არამდებარე # და 8 წერტილები ეკუთვნის სხვა- 
დასხვა სიმრავლეს, თუ I#8) კვეთს 0 წრფეს. 

IV ჯგუფი – სიბრტყის გადაადგილების აქსიომა 
ვთქვათ, არსებობს ისეთი გადაადგილება, რომელსაც თ სიბრ- 

ტყის # და 8 წერტილები გადაჰყავს მოცემულ #| და 8, წერ- 
ტილებში (ცხადია, |M8I=IM#I8,)). მაშინ # და 8 წერტილებისგან 

განსხვავებული C წერტილის C, სახე უნდა მდებარეობდეს C 

სიბრტყეში #, წერტილიდან |#4C) მანძილზე და 8, წერტილიდან 

|8C) მანძილზე. ცხადია, არსებობს ამ პირობის დამაკმაყოფილე- 

ბელი ორი წერტილი. 

თუ #ტ, 8, ტ#ტ,, 8, წერტი- ფთ 

ლები ეკუთვნის თ სიბრჯზყეს 

და I#8I=I#,8,, მაშინ არსე- ჩ 
ტ 9 ჩ ბობს მხოლოდ წ ღა ჩ ორი 

გადაადგილება რომელთაგან სურის) თ 
თითოეული # წერტილს #,- 
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ზე, ხოლო 8 წერტილს 8)-ზე ასახავს. თუ თ) არის #8 წრფით 

შემოსაზღვრული ნახევარსიბრტყე, მაშინ ეს გადაადგილებები მას 

(“,8,) საზღვრის მქონე განსხვავებულ 8) და ზე ნახევარსიბრ- 

ტყეებზე ასახავს (სურ. 1). 

მაშასადამე, ერთი გადაადგილებისას ჩ8)=ჩ(თ)), მეორე გადაად- 

გილებისას 8:=ჩ(Cთ1). 

V ჯგუფი – პარალელურ წრფეთა აქსიომა 
სიბრტყის ნებისმიერ # წერტილზე გაღის მოცემული მ 

წრფის პარალელური არაუმეტეს ერთი წრფე. 

1.2. მეხუთე პოსტულატი 

თხზულებათა უმრავლესობაში, რომლებიც გეომეტრიის საფუძ- 

ვლებს ეძღვნებოდა, იყო მცდელობა ძირითადი წინადადებების 

სიიდნ ამოეღოთ ევკლიდეს V პოსტულატი პარალელურ 

წრფეებზე, რადგან პოსტულატისათვის ის მეტად რთული ჩანდა. 

ამ პოსტულატში ნათქვამია: 

მოითხოვება, რომ ყოველთვის, როდესაც წრფე ორ სხვა 

წრფესთან გადაკვეთისას წარმოქმნის შიგა ცალმხრივ კუთხეებს, 

რომელთა ჯამი ორ მართ კუთხეზე ნაკლებია, ეს წრფეები იკვე- 

თებოდეს იმ მხარეს, საითაც შიგა ცალმხრივი კუთხეების ჯამი 

ორ მართ კუთხეზე ნაკლებია (სურ. 2). 

XIX საუკუნის დასაწყისამდე V პოსტულატის დამტკიცების 

არც ერთ მცდელობას სასურველი შედეგი არ მოჰყოლია. თუმცა 

დანარჩენი პოსტულატების საფუძველზე V 

პოსტულატის დამტკიცების მრავალრიცხო- 

ვანმა მცდელობამ, მათი წარუმატებლობის 

მიუხედავად, დადებითი შედეგები გამოიღო. 

სწორედ ამ მცდელობების შედეგად იქნა 

აღმოჩენილი ევკლიდეს, V პოსტულატის 
სურ. 2 რამდენიმე ეკვივალენტი ანუ ისეთი წინადა- 
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დებები„ რომლებიც, სხვა ძირითად დებულებებთან ერთად, ევ- 
კლიდეს V პოსტულატის დამტკიცების საშუალებას იძლევა. შევ- 

ნიშნოთ, რომ ზემოჩამოთვლილ თანამედროვე აქსიომათა სისტემა- 

ში პარალელურობის V აქსიომა სწორედ ევკლიდეს V პოსტ- 

ულატის ერთ-ერთი ეკვივალენტია. 

V პოსტულატისადმი მიძღვნილი კვლევები დასრულდა მხო- 

ლოდ XIX ს. დასაწყისში და კვლევების შედეგი მოულოდნელი 
და მნიშვნელოვანი აღმოჩნდა. პრობლემის გადაჭრა ეკუთვნის რუს 

გეომეტრს ლობაჩევსკის, რომელმაც ახლებურად გააშუქა ეს სა- 

კითხი და ძირეულად შეცვალა ჩვენი წარმოდგენები გეომეტრიაზე. 
ლობაჩევსკი და ბოლიაი ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად მივიდ- 

ნენ იმ დასკვნამდე, რომ შესაძლებელია არსებობდეს გეომეტრია, 

რომელშიც სრულდება ევკლიდეს გეომეტრიის პირველი ოთხი 

პოსტულატი, ხოლო V პოსტულატის ადგილი ეჭიროს საწი- 

ნააღმდეგო მტკიცებულებას. 
ლობაჩევსკის კვლევის შედეგები, რომლებიც დაკავშირებულია 

V პოსტულატთან, მოკლედ შეიძლება შემდეგნაირად ჩამოვაყალი- 

ბოთ: 

1 V პოსტულატი არ წარმოადგენს ევკლიდეს გეომეტრიის 
სხვა პოსტულატების აუცილებელ შედეგს. 

2. V პოსტულატი სწორედ იმიტომ არ გამომდინარეობს სხვა 

პოსტულატებიდან, რომ, ევკლიდეს გეომეტრიასთან ერთად, სადაც 
ეს პოსტულატი სრულდება, შესაძლებელია არსებობდეს სხვა 

გეომეტრია, სადაც V პოსტულატს ადგილი არა აქვს. 

1.3. არაევკლიდური გეომეტრიები 

ლობაჩევსკის კვლევების მნიშვნელობა განსაკუთრებულია. მის 

მიერ მიღებულ შედეგებამდე ევკლიდური გეომეტრია წარმოგვედ- 
გინა ერთადერთ მეცნიერებად სივრცის შესახებ. არაევკლიდური 

გეომეტრიის აღმოჩენამ შეცვალა ეს წარმოდგენა, რითაც საფუძ- 
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ველი დაუდო გეომეტრიასა და მის საგანზე შეხედულებების შორს 

მიმავალ განზოგადებებს, რომლებმაც მიგვიყვანეს აბსტრაქტული 

სივრცის ცხნებამდე, მისი მრავალრიცხოვანი გამოყენებით მათემა- 

ტიკასა და მასთან მომიჯნავე დარგებში. 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ (1.2), ლობაჩევსკის გეომეტრია 

განსხვავდება ევკლიდეს გეომეტრიისგან ერთ, მაგრამ მეტად 

მნიშვნელოვან პუნქტში. ლობაჩევსკის გეომეტრია მოიცავს აბსო- 

ლუტური გეომეტრიის! აქსიომათთ ოთხივე (I-დან IV-მდე) 

ჯგუფს, ხოლო პარალელურობის აქსიომა შეცვლილია მისი უა- 

რყოფით, სახელდობრ, შემდეგი წინადადებით: 

4 მოცემულ # წერტილზე, რომელიც არ 
–=ასს არი, ძევს 2 წრფეზე, გადის ორი წრფე მაინც, 

« | რომლებიც 9 წრფით და # წერტილით 
განსაზღვრულ სიბრტყეში მდებარეობს და 

გარდა ამისა, თუ ლობაჩევსკის გეომეტრიაში მკ; და მ: წრფეე- 

ბი გადის ერთ # წერტილზე და არ კვეთს 2 წრფეს, მაშინ ყვე- 

ლა წრფე (მაგალითად, C), რომელიც # წერტილზე გადის მ; და 
მე წრფეებით შედგენილი ვერტიკალური კუთხეების წყვილში, 
რომელიც ” წერტილს არ შეიცავს, არ კვეთს 8 წრფეს. მ, და 

მე სასაზღვრო წრფეებს ეწოდება 2 წრფის პარალელური წრფეე- 
ბი ამ წრფის ორი მიმართულებით. 

როგორც აღვნიშნეთ, ევკლიდეს და ლობაჩევსკის გეომეტრიე- 

ბის აქსიომათა პირველი ოთხი ჯგუფი იდენტურია და მათში არ 

არის მოცემული გეომეტრიული ობიექტების – წერტილების, 
წრფეებისა და სიბრტყეების აღწერილობა. იგულისხმება მხოლოდ 

ობიექტების არსებობა რომლებსაც ასეთი სიტყვები ჰქვია. არ 

არსებობს არც ამ ობიექტების ურთიერთდამოკიდებულებების აღ- 

  

! გეომეტრიას, რომელშიც სრულდება ევკლიდური გეომეტრიის აქსიომა- 

თა პირველი ოთხი ჯგუფი, აბსოლუტური გეომეტრია ეწოდება. 
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წერა. ნათქვამია, რომ ამ ობიექტებს შორის არსებობს დამოკიდე- 

ბულება, რომელიც გამოიხატება სიტყვებით "შორის", "ეკუთვნის", 

"კონგრუენტულები" და მათი თვისებები აქსიომებშია ჩამოთვლი- 

ლი. ამიტომ, შეგვიძლია სიტყვები "წერტილი" და "წრფე" და- 
ვარქვათ რომელიმე კონკრეტულ ობიექტებს ლდა სიტყვებით 

"ეკუთვნის", "შორის", "კონგრუენტულები" აღვნიშნოთ მათი ურ- 

თიერთდამოკიდებულება. იმ პირობით. რომ ისინი შესაბამის აქსი- 

ომებში მოცემულ მოთხოვნებს აკმაყოფილებს. ამიტომ, შევარჩევთ 

რა გარკვეულ ობიექტებს, რომელთა დამოკიდებულებები აკმაყო- 
ფილებს მოცემულ აქსიომათა სისტემის მოთხოვნებს, მივიღებთ იმ 

აბსტრაქტული სქემის მოდელს, რომელიც ამ აქსიომებით განი- 

საზღვრება. 

ამრიგად, ობიექტების ყოველი სისტემა, რომელიც დააკმაყო- 

ფილებს ლობაჩევსკის გეომეტრიის აქსიომათა მოთხოვნებს, მოგვ- 

ცემს ლობაჩევსკის გეომეტრიის კონკრეტულ მოდელს. 

განვიხილოთ ევკლიდეს სიბრტყეში ლობაჩევსკის აბსტრაქტუ- 

ლი გეომეტრიის პლანიმეტრიული მოდელი ან, როგორც ამბობენ, 

ლობაჩევსკის გეომეტრიის ინტერპრეტაცია ევ კლიდეს სიბრტყეში, 

რომელიც ა. პუანკარეს ეკუთვნის. 

ევკლიდეს სიბრტყეში გავავლოთ X წრფე, რომელსაც მივცეთ 
ჰორიზონტალური მდებარეობა (სურ. 4). X წრფე განსაზღვრავს 

ორ ნახევარსიბრტყეს. ერთ მათგანს პირობითად ვუწოდოთ "ზე- 

და". არაევკლიდური წერტილები დავარქვათ ზედა ნახევარსიბრ- 

ტის კუთვნილ წერტილებს (X წრფის წერტილების გარდა) და 
არაევკლიდური წრფეები ევკლიდეს : 
ნახევარწრეწირებს რომლებიც ზედა 

ნახევარსიბრტყეს ეკუთვნის და X 

წრფის ორთოგონალურებია (ანუ მათი 

ცენტრები X წრფეზე მდებარეობს). 
ჩავთვალოთ, რომ არაევკლიდური #8 

წერტილი და არაევკლიდური ძ წრფე 
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ინციდენტურებია, თუ ჩვეულებრივი 8 წერტილი ძ ნახევარწრე- 
წირის ინციდენტურია. 

ამ მოდელში სრულდება ევკლიდეს გეომეტრიის კუთვნილების 
ყველა პლანიმეტრიული აქსიომა. 

გთქვათ, მოცემულია ზედა ნახევარსიბრტყის მგ ნახევარწრეწი- 

რი, რომელიც X წრფის ორთოგონალურია. ვთქვათ, # ზედა ნახ- 

ევარსიბრტყის კუთვნილი წერტილია, რომელიც მ ნახევარწრე- 

წირს არ ეკუთვნის (სურ. 4). ადვილად დავრწმუნდებით, რომ # 

წერტილზე შეიძლება გავავლოთ X წრფის ორთოგონალურ ნახ- 

ევარწრეწირთა უსასრულო სიმრავლე, რომლებსაც მოცემულ მ 

ნახევარწრეწირთან საერთო წერტილები არ ექნება. იმ ტერმინებ- 

ში, რომელთა გამოყენებაზე შევთანხმდით, ეს ფაქტი შეიძლება 

შემდეგნაირად გამოვთქვათ: ნებისმიერ არაევკლიდურ წერტილზე, 

რომელიც არ ეკუთვნის მოცემულ არაევკლიდურ წრფეს, შეიძლე- 
ბა გავავლოთ არაევკლიდური წრფეების უსასრულო სიმრავლე, 

რომლებიც არ კვეთს მოცემულ არაევკლიდურ წრფეს. ეს იმას 
ნიშნავს რომ განხილული ობიექტების სისტემაში სრულდება 

ლობაჩევსკის პოსტულატი. მაშასადამე, ეს სისტემა ლობაჩევსკის 

გეომეტრიის მოდელია. #ტ წერტილზე გამავალ არაევკლიდურ 

წრფეებს შორის უნდა არსებობდეს ორი სასაზღვრო არაევკლი- 

დური წრფე; სწორედ მათ ეწოდება მოცემული არაევკლიდური მ 
წრფის პარალელური წრფეები ამ წრფის ორი მიმართულებით. მ 

არაევკლიდური წრფის პარალელური წრფეები გამოსახულია მე-4 

სურათზე 2, და მ: ორი ნახევარწრეწირით, რომლებიც ეხება მ 

ნახევარწრეწირს X წრფეზე მდებარე X,) და X2: წერტილებში. 

რადგან X წრფის ევკლიდეს წერტილები არ არის არაევკლიდური 
ობიექტები, ამიტომ არაევკლიდური წრფეები, გამოსახული მ; და 

მ ნახევარწრეწირებით უნდა განვიხილოთ, როგორც ისეთი 

წრფეები, რომლებსაც მ "წრფესთან" საერთო წერტილები არა 

აქვს. ნახაზიდან ჩანს, რომ ისინი სასაზღვროა. 
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იმ დროს, როდესაც ევკლიდეს გეომეტრიაში ადგილი აქვს 
პოსტულატს ერთადერთ წრფეზე, რომელიც მოცემულ წერტილზე 
გადის და არ კვეთს მოცემულ წრფეს, ხოლო ლობაჩევსკის გეო- 

მეტიაში მიღებულია ამ პოსტულატის ერთი უარყოფა დაშვე- 

ბულია, რომ ასეთი წრფეების უსასრულო სიმრავლე არსებობს, 

რიმანის გეომეტრიაში ხორციელდება ამ პოსტულატის სხვა უა- 

რყოფა - ამ გეომეტრიაში ნებისმიერი წრფე იკვეთება მეორესთან. 

უნდა აღვნიშნოთ, რომ რიმანის გეომეტრიაშიც სრულდება აბსო- 

ლუტური გეომეტრიის ყველა აქსიომა. როგორც კი კონკრეტულ 
ობიექტებს დაერქვა "წერტილები" და "წრფეები" და სიტყვებით 
"ეკუთვნის", "შორის", "კონგრუენტულები" აღვნიშნავთ მათ გარკ- 

ვეულ ურთიერთდამოკიდებულებას, რომლებიც რიმანის გეომე- 
ტრიის აქსიომათა მოთხოვნებს აკმაყოფილებს, მივიღებთ რიმანის 

აბსტრაქტული გეომეტრიის კონკრეტულ მოდელს. ობიექტების 
ყოველ სისტემას, რომელიც აკმაყოფილებს რიმანის გეომეტრიის 

აქსიომათა მოთხოვნებს, შეიძლება ვუწოდოთ რიმანის სიბრტყე. 

მაგალითად ევკლიდეს სივრცეში განვიხილოთ ნებისმიერი 

თ სფერო. შევთანხმდეთ, რომ ამ სფეროს დიამეტრულად საწი- 

ნააღმდეგო წერტილებს "გავაიგივებთ" ანუ დიამეტრულად საწი- 
ნააღმდეგო წერტილთა წყვილს განვიხილაგთ, როგორც ერთიან 

ობიექტს. ამ ობიექტს ვუწოდოთ რიმანის გეომეტრიის წერტილი, 

ხოლო სფეროს ვოველ დიდ წრეწირს 
რიმანის წრფე. ვიტყვით, რომ #4 "წერტი- 

ლი" ეკუთვნის 2 "წრფეს", თუ (0) სფეროს 

ჩვეულებრვი წერტილები რომლებიც 
შეადგენს # "წერტილს" მდებარეობს სფე- 

როს დიდ წრეწირსე – რიმანისს მ 

"წრფეზე" (სურ. 5). რიმანის გეომეტრიაში 

ყოველ ორ წრფეს საერთო (გადაკვეთის) 
წერტილი აქვს, რაც თვალნათელია, რადგან სფეროს ყოველ ორ 

ღიდ წრეწირს აქვს ორი დიამეტრულად საწინააღმდეგო გადაკვე” 

  

სურ. 5 
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თის წერტილი ანუ რიმანის სიბრტყეზე არ არსებობს პარალე- 

ლური წრფეები. 

1.4. ფიგურათა გეომეტრიული თვისებები 

1. ფიგურათა მეტრული თვისებები. ჩვენ მიერ პასუხგასაცემია 

შემდეგი კითხვა: ფიგურათა რომელი თვისებები უნდა ჩავთვალოთ 

მათ გეომეტრიულ თვისებებად? ცხადია, რომ ფიგურის ფერი, 

წონა, მასალა, რომლისგანაც ის არის დამზადებული, არ არის 

ფიგურის გეომეტრიული თვისებები ანუ არ განიხილება გეომე- 

ტრიაში. ამით იმის თქმა გვინდა, რომ ჩამოთვლილი და მათი 

მსგავსი თვისებები არ განიხილება გეომეტრიაში. საქმე ისაა, რომ 

თუ ავიღებთ ორ სამკუთხედს, რომლებიც ერთმანეთისგან მხო- 

ლოდ იმით განსხვავდება, რომ ერთი გამოჭრილია ხისგან, მეორე 

კი დამზადებულია პლასტმასისგან და შეღებილია ყვითლად, გეო- 

მეტრიის თვალსაზრისით, მათ შორის არ არსებობს არანაირი 

განსხვავება: ყველაფერი, რასაც გეომეტრი იჯტყვის ერთის შესახ- 

ებ. მართებული იქნება მეორე სამკუთხედისთვისაც, ე.ი. გეომე- 

ტრიაში განიხილება მხოლოდ ის თვისებები, რომლებიც. გააჩნია 

ყველა ერთმანეთისგან განურჩეველ ფიგურას. ამიტომ ჩვენ მიერ 

დასმულ კითხვას, თუ ფიგურათა რომელ თვისებებს განიხილავს 

გეომეტრია, მივყავართ შემდეგ კითხვამდე რა შემთხვევაში არ 

არსებობს განსხვავება ორ ფიგურას შორის გეომეტრიაში, რა 

შემთხვევაში ითვლება ისინი განურჩევლებად, ერთნაირებად? ამ 

კითხვაზე პასუხებს მივყავართ როგორც ვნახავთ, სხვადასხვა 

გეომეტრიებამდე და ფიგურათა სხვადასხვა გეომეტრიულ თვისე- 

ბებამდე, რადგან სხვადასხვა გეომეტრიებში სწორედ განურჩეველი 

ფიგურების საერთო თვისებებს ეწოდება ფიგურათა გეომეტრიული 

თვისებები. 

ერთ-ერთი დებულება, რომელიც ჩამოყალიბებულია ელემენტა- 
რული გეომეტრიის დასაწყისში, შემდეგია: გეომეტრიულ ფიგუ- 
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რათა თვისებები არ არის დამოკიდებული მათ მდებარეობაზე 

სივრცეში. ამის გამო, ფიგურათა თვისებების განხილვისას არა 

აქვს მნიშვნელობა სივრცის რომელ ნაწილში მდებარეობს ფიგუ- 

რა, რადგან სივრცეში მოძრაობისას ფიგურის ყველა გეომეტრი- 

ული თვისება უცვლელი რჩება. 

სწორედ მოძრავ ფიგურაზე დაკვირვების შედეგად ჩამოყალიბდა 

გეომეტრიაში გარდაქმნის ცნება. მოძრავი ფიგურის თვისება კი, 

რომელიც მნიშვნელოვანია გეომეტრიაში, არის ფიგურის ზომის 

და ფორმის შენარჩუნება. მოძრავი ფიგურა ინარჩუნებს ფორმას 

და ზომას. ის მოძრაობის ბოლოს ისეთივეა, როგორიც მოძრაობის 

დასაწყისში. ამრიგად, თუ დავაფიქსირებთ ფიგურის მოძრაობის 

მხოლოდ საწყის და ბოლო მომენტებს, შევძლებთ საწყის და 

ბოლო მდებარეობაში მყოფი ფიგურის წერტილებს შორის გარკ- 

გეული ურთიერთცალსახა შესაბამისობის დამყარებას. 

ამრიგად, თუ L ფიგურა მოძრაობით გადადის L' ფიგურაში, 

მაშინ ამ მოძრაობის შედეგად L და L' ორი ფიგურის წერტილებს 

შორის მყარდება ურთიერთცალსახა შესაბამისობა: #CL წწერ- 

ტილს შეესაბამება ერთადერთი #'CL,. რომელსაც ეწოდება # 

წერტილის სახე და, პირიქით, ყოველი #'CL' წერტილი ერთი # 

წერტილის სახეა, რომელსაც #' წერტილის წინასახე ეწოდება. 

4 და #' წერტილებს შორის ასეთ ურთიერთცალსახა შესაბამი- 

სობას ეწოდება ერთი მათგანის ასახვა მეორეზე. ამავე წესით, 

ფიგურის 8 წერტილი აისახება 8' წერტილზე. ფიგურის წერ- 
ტილების ასეთი ასახვის შედეგად საწყის მდებარეობაში მყოფი L 

ფიგურა აისახება მოძრაობის ბოლოში გასულ L' ფიგურაზე. ცხა- 

დია, L და L' ფიგურები ერთმანეთისაგან არაფრით არ განსხვავ- 

დება და თუ L ფიგურის ნებისმიერ # და 8 ორ წერტილს შე- 

გუსაბამებთ #', 8' წერტილებს, მაშინ, ცხადია, #48 და #'8' მო- 

ნაკვეთების სიგრძეები ტოლი იქნება: |/#8I=|/#"'8'I. 

თუ ჩავთვლით, რომ L ფიგურასთან ერთად გადაადგილება სიბ- 

რტყის ყველა წერტილი, მივიღებთ სიბრ/ყის წერტილების ასახ- 
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ვას ამავე სიბრტყის წერტილებზე. რადგან ფიგურის თავის თავზე 

ასახვას ამ ფიგურის გარდაქმნა ეწოდება, წერტილების ასეთი 

გადაადგილებით მივიღებთ სიბრტყის ასახვას თავის თავზე ანუ 

სიბრტყის გარდაქმნას. 

ამრიგად, გეომეტრიაში მოძრაობა განიხილება არა როგორც 

ფიგურის გადაადგილების პროცესი, არამედ როგორც ზემოთ გან- 

ხილული შესაბამისობა საწყის და ბოლო მდებარეობებში მყოფ L 

და L' ფიგურათა წერტილებს შორის. ასეთი მიდგომა შესაძლებ- 

ლობას გვაძლევს განვიხილოთ მოძრაობა, როგორც ასახვა (გარ- 

დაქმნა), რომელიც მონაკვეთების სიგრძეებს ინარჩუნებს, ე.ი. 
მონაკვეთის სიგრძე მოძრაობის ინვარიანტია (შეუცვლელი სიდი- 

დეა). ეს ნიშნავს, რომ მოძრაობათა გარდაქმნის შედეგად მიღე- 

ბული ფიგურების ნებისმიერ ორ წერტილს შორის მანძილი უც- 

ვლელი რჩება. ასეთ ფიგურებს კონგრუენტული ეწოდება. 
ორ ფიგურას კონგრუენტული ეწოდება, თუ ერთი ფიგურა 

მეორეზე ისე შეიძლება ავსახოთ, რომ მონაკვეთების სიგრძეები 

არ შეიცვალოს. 

ასახვას (გარდაქმნას) რომელიც ინარჩუნებს მონაკვეთების 

სიგრძეეს და კონგრუენტულ ფიგურებს ერთმანეთზე ასახავს, 

მოძრაობა ეწოდება. 

ელემენტარულ გეომეტრიაში კონგრუენტული ფიგურები ანუ 
ფიგურები, რომლებიც მოძრაობის გარდაქმნის შედეგადაა მიღე- 

ბული, განურჩევლები, ერთნაირებია და სწორედ მათი საერთო 

თვისებები რომლებიც მოძრაობის გარდაქმნის დროს ინვარიან- 

ტულია, არის ამ ფიგურების გეომეტრიული თვისებები. 
ამრიგად, კონგრუენტულ ფიგურათა გეომეტრიული თვისებები 

ეწოდება თვისებებსს რომლებიც ინვარიანტულია მოძრაობათა 

გარდაქმნების მიმართ ანუ ისეთი გარდაქმნების მიმართ, რომელთა 

ინვარიანტია მონაკვეთის სიგრძე. 

  

' გარდაქმნებს, რომლებიც მონაკეეთის სიგრძეებს ინარჩუნებს, ორთოგონალურ 

გარდაქმნებსაც უწოდებენ. 
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კონგრუენტულ ფიგურათა შესაბამისი მონაკვეთების სიგრძეთა 

ტოლობა განაპირობებს ამ ფიგურების შესაბამისი კუთხეების სი- 

დიდეთა ტოლობასაც. ანუ კონგრუენტული ფიგურები ინარჩუნებს 

როგორც ზომას, ასევე ფორმას. 

ელემენტარულ გეომეტრიაში განიხილება მსგავსი ფიგურებიც. 
ორ ფიგურას მსგავსი ეწოდება, თუ ერთი ფიგურა მეორეზე 

ისე შეიძლება ავსახოთ, რომ შესაბამისი მონაკვეთების სიგრძეთა 

ფარდობა არ შეიცვალოს. 

ასახვას, რომელიც ინარჩუნებს შესაბამისი მონაკვეთების სიგრ- 

ძეთა ფარდობას და მსგავს ფიგურებს ერთმანეთზე ასახავს, 

მსგავსების ასახვა (გარდაქმნა) ეწოდება. 

ე.ი. თუ მსგავსებით # აისახება ტ'-ზე, 8 აისახება 8'-ზე, მა- 

შინ #8 მონაკვეთი აისახება /'8' მონაკვეთზე და ამ მონაკვეთე- 

ბის სიგრძეთა ფარდობა უცვლელი რჩება მოცემული ფიგურის 

| 48 | 

| 4'8'| 
რიცხვს მსგავსების კოეფიციენტი ეწოდება. მსგავსი ფიგურები- 

სათვის ნებისმიერი შესაბამისი მონაკვეთების ფარდობა მუდმივი 

სიდიდეა. 
ამრიგად, შესაბამისი მონაკვეთების სიგრძეთა ფარდობა მსგავ- 

სების გარდაქმნის და მსგავსი ფიგურების ინვარიანტია. 

როგორც ვხედავთ, ყოველ გეომეტრიულ გარდაქმნას თავისი 
ინვარიანტი გააჩნია და ამ გარდაქმნების შედეგად მიღებულ ფი- 

გურებს იგივე ინვარიანტი ექნება. 
მსგავს ფიგურათა გეომეტრიული თვისებები ეწოდება თვისე- 

ბებს, რომლებიც ინვარიანტულია მსგავსების გარდაქმნის დროს. 

ცხადია, რომ მსგავსი ფიგურების საერთო თვისებები ამ ფიგურე- 

ბის გეომეტრიული თვისებებია. 

მსგავსი ფიგურების განსაზღვრებაში მოთხოვნილი შესაბამისი 

მონაკვეთების “სიგრძეთ. ფარდობების გტოლობა განაპირობებს 

მსგავსი ფიგურების შესაბამის კუთხეთა სიდიდეების ტოლობას. 
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ამის გამო, მსგავსი ფიგურები არ ინარჩუნებს ზომას, მაგრამ ინ- 

არჩუნებს ფორმას. 

კონგრუენტული ფიგურებიც შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც 
მსგავსი ფიგურები მსგავსების კოეფიციენტით #=1. რადგან ელე- 

მენტარულ გეომეტრიაში ფიგურათა გეომეტრიული თვისებები 

დაკავშირებულია მონაკვეთების სიგრძეების გაზოშვასთან, ამიტომ 

ამ გეომეტრიაში ფიგურის გეომეტრიულ თვისებებს მეტრული 

თვისებები ეწოდება ხოლო ევკლიდეს გეომეტრიას, რომელიც 
ფიგურის მეტრულ თვისებებს შეისწავლის, მეტრული გეომეტრია. 
ამრიგად, მეტრული გეომეტრია განიხილავს ფიგურათა იმ გეომე- 

ტრიულ თვისებებს, რომლებიც ინვარიანტულია მოძრაობის და 

მსგავსების გარდაქმნათა ერთობლიობის მიმართ. 

სწორედ ეს არის პასუხი ჩვენ მიერ დასმულ კითხვებზე, გეო- 

მეტრიაში რომელი ფიგურებია ერთნაირი (განურჩეველი) და მათ 

რომელ თვისებებს ეწოდება გეომეტრიული თვისებები. გეომე- 
ტრიაში განურჩეველ, ეკვივალენტურ ფიგურებად ითვლება ის 
ფიგურები, რომლებიც ერთმანეთზე აისახება: ამა თუ იმ გარდაქმ- 

ნით, რის გამოც მათ ერთნაირი თვისებები აქვს, რომლებიც ამ 

გარდაქმნის მიმართ ინვარიანტულია. სწორედ ეს თვისებები წარ- 

მოადგენს ფიგურათა გეომეტრიულ თვისებებს, ამიტომ, შეგვიძლია 

შემდეგნაირად განვაზოგადოთ ფიგურათა გეომეტრიული თვისებე- 

ბის (ნება. 

ფიგურათა გეომეტრიული თვისებები არის მათი ისეთი თვისე- 

ბები და ფიგურებთან დაკავშირებული ისეთი სიდიდეები, რომლებ- 
იც ინვარიანტულია (უცვლელია) რაიმე გარდაქმნათა ერთობლი- 

ობის მიმართ. 

როგორც ფელიქს კლაინმა აჩვენა თავის ცნობილ "ერლანგენის 

პროგრამაში", ფიგურათა გეომეტრიული თვისებების ინვარიანტუ- 

ლობა ამა თუ იმ გარდაქმნათა ერთობლიობის მიმართ არის ამ 

თვისებების კლასიფიკაციის მეტად მოხერხებული საშუალება. 

კერძოდ, ფელიქს კლაინმა გამოთქვა მოსაზრება, რომ გეომეტრია 
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არის მეცნიერება რომელიც შეისწავლის ფიგურათა იმ გეომე- 

ტრიულ თვისებებს, რომლებიც ინვარიანტულია გარკვეულ გარ- 

დაქმნათა ერთობლიობის მიმართ. მაგალითად, მეტრული გეომე- 

ტრია შეისწავლის კონგრუენტულ და მსგავს ფიგურათა მეტრულ 

თვისებებს რომლებიც ინვარიანტულია მოძრაობისა და მსგავს 

გარდაქმნათა ერთობლიობის მიმართ. იგივე ფელიქს კლაინის მიხ- 

ედვით, თუ მოძრაობის და მსგავს გარდაქმნათა ერთობლიობის 

მაგივრად, განვიხილავთ რაიმე სხვა გარდაქმნათა ერთობლიობას 

და ერთნაირი თვისებების ფიგურებად მივიჩნევთ იმ ფიგურებს, 

რომლებიც ერთმანეთზე აისახება ამ ერთობლიობაში შემავალი 

გარდაქმნებით ანუ განსახილველად გამოვყოფთ ფიგურათა მხო- 

ლოდ იმ თვისებებს რომლებიც უცვლელი (ინვარიანტულები) 

რჩება ამ გარდაქმნების დროს, მივიღებთ სხვადასხვა ახალ გეო- 

მეტრიებს და ფიგურათა ახალ გეომეტრიულ თვისებებს. 

2. ფიგურათა აფინური თვისებები თითქმის ოცი საუკუნის 

მანძილზე ევკლიდეს ·გეომეტრიის ერთადერთობაში ეჭვი არავის 

ეპარებოდა. მაგრამ, XIX საუკუნეში სხვა ახალ მეცნიერულ ტენ- 

დენციებთან ერთად, გაჩნდა მოსაზრება მეტრული გეომეტრიიდან 

გამოეყოთ ზოგიერთი დებულებები, რომლებიც არ შეიცავდა მე- 

ტრიკას ანუ მანძილების და კუთხეების გაზომვის ცნებებს და, ამ 

დებულებების საფუძველზე, შეექმნათ უფრო ზოგადი გეომეტრი- 
ული სისტემები. ერთ-ერთი ასეთი სისტემა აფინური გეომეტრია 

იყო, რომელიც განიხილავდა აფინურ ფიგურებს და მათ თვისე- 

ბებს. 

ორ ფიგურას აფინური ეწოდება, თუ ერთი ფიგურა მეორეზე 
ისე შეიძლება ავსახოთ, რომ სამი წერტილის მარტივი (4სC) 

ფარდობა არ შეიცვალოს. 
–>--–----–- 

თვითონ ასახვას, რომელიც სამი წერტი- 4 C ც8 

ლის მარტივ ფარდობას ინარჩუნებს, აფინური სურ. 6 

შესაბამისობა (გარდაქმნა) ეწოდება. 
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სამი წერტილის მარტივი (#8C) ფარდობა არის კოლინეა- 

რული #4, 8, C სამი წერტილით შედგენილი #C და 8C ორი 

მონაკვეთის ფარდობა: 

(490ღ=4C==გ. 
მარტივ ფარდობაში # და 8  ყერტილებს საბაზო წერტილები 

ჰქვია, ხოლო C წერტილს – გამყოფი (სურ. 6). ამბობენ, რომ C 

წერტილი 7 ფარდობით ყოფს #8 მონაკვეთს. აფინური ფიგურე- 

ბის (და გარდაქმნების) განსაზღვრაში მოთხოვნილი სამი წერტი- 

ლის მარტივი ფარდობის შენარჩუნება (ინვარიანტულობა) ნიშნავს 

მონაკვეთის გარკვეული ფარდობით გაყოფის შენარჩუნებას აფი- 

ნური ფიგურებისათვის,; ე.ი. მოცემული ფიგურის ნებისმიერი 

#ტ,ი8,C სამი კოლინეარული წერტილის მარტივ (#8C) ფარდობას 

უნდა უდრიდეს მისი აფინური ფიგურის /#', 8', C' სამი კოლინეა- 

რული წერტილის მარტივი (#'8'C') ფარდობა ანუ აფინური ფი- 

გურებისათვის უნდა იყოს შესრულებული ტოლობა: 

(48C)= (#'8“C), ე. 4C _ – 4C. 
8§C 8C 

4C _ 8C. 
ეს ტოლობა ასე ჩავწეროთ: შუი #C 

აფინური ფიგურებისათვის ერთ წრფეზე მდებარე მონაკვეთების 
სიგრძეები ერთი და იგივე ფარდობით იცვლება (ე.ი. აფინური 

ფიგურების ასეთი მონაკვეთები მსგავსია). 

რადგან მარტივი (%48C) ფარდობის ინვარიანტულობის მოთ- 

ხოვნა შედის აფინური ფიგურების და აფინური გარდაქმნების 

განსაზღვრაში, ცხადია, რომ სამი წერტილის მარტივი (48C) 

ფარდობა აფინური ფიგურების და აფინური გარდაქმნების ინვა- 
რიანტია. 

სამი წერტილის მარტივი ფარდობა აფინურ გეომეტრიაში 

იგივე როლს ასრულებს, რაც მონაკვეთი მეტრულ გეომეტრიაში. 

მართლაც, თუ წრფეზე დავაფიქსირებთ 4 და 8 ორ წერტილს, 

, რაც ნიშნავს, რომ 
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ხოლო C წერტილს გადავაადგილებთ #8 წრფეზე, მაშინ # 

რიცხვი, რომელიც C წერტილის გარკვეული მდებარეობისათვის 

შედგენილი მარტივი (#8C) ფარდობის ტოლი იქნება, შეიძლება 

გამოვიყენოთ C წერტილის კოორდინატად: C წერტილის ყოველ 
მდებარეობას 48 წრფეზე გარკვეული რიცხვი შეესაბამება და 

ყოველი რიცხვი განსაზღვრავს C წერტილის მდებარეობას #8 

წრფეზე. 
აფინური ფიგურებისათვის მარტივი (#8C) ფარდობის ინვა- 

რიანტულობის მოთხოვნიდან უშუალოდ გამომდინარეობს წრფეე- 

ბის პარალელურობის შენარჩუნების მოთხოვნაც, რაც ნიშნავს, 

რომ აფინურ ფიგურებში ურთიერთპარალელურ წრფეებს შეესაბა- 

მება ურთიერთპარალელური წრფეები” ანუ წრფეების პარალე- 
ლურობა აფინური ფიგურების და გარდაქმნების ინვარიანტია. 

ამასთან არა მხოლოდ ერთ წრფეზე, არამედ პარალელურ 

წრფეებზე მდებარე მონაკვეთების სიგრძეთა ფარდობა აფინური 
ფიგურების ინვარიანტია. 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ პარალელურ წრფეებზე მდე- 

ბარე მონაკვეთების კონგრუენტულობა აფინური ფიგურების ინვა- 

რიანტია. 

ამრიგად, აფინური ფიგურების განსაზღვრებაში მოთხოვნილი 
მარტივი ფარდობის ინვარიანტულობიდან გამომდინარე, ამ ფიგუ- 

რების ინვარიანტია (აფინური გარდაქმნის უცვლელი თვისებებია) 

სწორხაზოვნება წერტილების და წრფეების ინციდენტურობა, 

წრფეების პარალელურობა, ერთ წრფეზე მდებარე მონაკვეთების 
სიგრძეთა ერთი და იგივე ფარდობით შეცვლა (მსგავსება). ცხა- 

დია, ეს თვისებები ინვარიანტულია აფინური გარდაქმნებისთვისაც, 

რომლებიც აფინურ ფიგურებს ერთმანეთზე ასახავს. აფინური ფი- 

გურები, რომლებიც აფინური გარდაქმნის შედეგადაა მიღებული, 

  

· დამტკიცება იხილეთ LI./#.I Iგი0/68 // 8.III., M0C#88გ: 1963, CI. 9- 
10. 
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განურჩეველი, აფინურად ეკვიგალენტურია და მათ საერთო თვი- 

სებები აქვს. სწორედ ეს თვისებები, რომლებიც. არ იცვლება აფი- 

ნური გარდაქმნების დროს ანუ »ყინური გარდაქმნების მიმართ 

ინვარიანტულია, არის აფინური ფიგურების გეომეტრიული თვისე- 

ბები. 

შეგვიძლია. ვთქვათ, რომ. აფინური ფიგურების გეომეტრიული 
თვისებები არის აფიჩურად ეკყ;I!|8ვალენტურ ფიგურათა საერთო 

იყისებები. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ აფიჩური ფიგურების და გარდაქმჩე· 

ბის განსაზღვრებაში აფინური გარდაქმნებისადმი წაყენებულ პი- 

რობებს აკმაყოფილებს. პარალელური დაგეგმილებით. დამყარებული 

გარდაქმნა. პარალელური დაგეგმილება, პრის. სივრცის (აი სიბრ- 

ტყის) გარდაქიმნა. რომელიც, როგორც. აყაჩური გარდაქმნა. აშყა- 

რებს ურთიერთცალსახა შესაბამისობას. ორ გაღდაკვერილ. ან. ერთ 

სიბრტყეში მდებარე ფიგურებს მორის ღა ინარჩუნებს სამში წერ- 

ტილის მარტივ ფარდობას. 

ამიტომ, აფიჩური ფიგურების მარტივი, მაგალითია პარალელუ- 

დაგეგმილებით მიღებული ფიგურები. მაგალითად, თუ განვიხ- 

ხლავო. სივრცეში, წყვილ-წყვილად. გადაკვეთილ. V. CV. CC სიბრ- 

თოყეებს. და. პარალელური. დაგეგმილების. ჯაჭვით. თ. სიბრტყის. I“ 

ფიგურას ჯერ თ სიბრტყის კუთვნილ. 1. ფიგურაზე ავსახავთ. 

ხოლო, მიღებულ. I“ ფიგურას IC + ფიგურაზე და. ა.შ. მივი- 

ღებთ ფიგურებს, რომლებიც ერთმანეთის. და I. ფიგურის აფინუ- 

რები (აფინურად. ეკვივალენტურები). იქნება. ცხადია, IL. ფიგურის 
თვისებას, რომელიც. ასევე. ეკუთვნის. მის. ეკვივალენტურ. ყველა 
L.+L ##" ფიგურას. ეწოდება L ფიგურის გერმერრიული თვისება. 

მაგალითად, თუ ! ფიგურა კვადრატია. მისი კუთხეების და» ოთ- 

ხივე გვერდის კონგრუენტულობა არ. იქნება L კვაჯრატის გეომე- 

ტრიული თვისება, რადგან ეს თვისება ეკუთვნის მხოლოდ კვა- 

ღრატს და არა მის აფინურად ეკვივალენტურ LM. IL" ფიგურებს. 

მაროლაც, აფინური შესაბამისობა (მოცუმულ შემოხვევაში პარა- 
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ლელური დაგეგმილება) არ ინარჩუნებს კუთხეების და მონაკვეთე- 

ბის სიდიდეთა ტოლობას, მართკუთხედი ისევ მართკუთხედზე არ 

აისახება. მაგრამ კვადრატის მოპირდაპირე გვერდების პარალე- 

ლურობა და კონგრუეჩტულობა კვადრატის აფიჩური თვისებაა და, 

ამიტომ, კვადრატის ყველა ეკვივალენტური I“. IL"”.... ფიგურის 

თვისება იქნება. აფინური გეომეტრიის თვალსახრისით, კვადრატი 

არის ფიგურა, რომელსაც. კონგრუენტული და ურთიერთპარალე- 

ლური მოპირდაპირე გვერდების ორი წყვილი აქვს. ამიტომ, აფი- 

ჩურ გეომეტრიაში კვადრატი არაფრით განსხვავდება ნებისმიერი 

სხვა პარალელოგრამისაგან, რაც ნიშნავს. რომ აფინურ გეომე- 

ტრიაში არ არსებობს კვადრატის ცნება: კვადრატი და პარალე- 

ლოგრამი, განურჩეველი, აფინურად ეკვივალენტური. ფიგურებია. 
აფინურაღდ შესაბამისი ფიგურები” აპგრეთვე წრეწირს და 

ელიფსი. რადგან წრეწირი ელიფსზე, გეგმილდება, აჩუ. ელიფსი. და 
წრეწირი. განურჩეველი, აფინურად. ეკვივალენტური. ფიგურებია. 
აყინურ გეომეტრიაში არ არსებობს წრეწირის ცნება. ამავე დროს 

პარაბილის პარალელური გეგმილი პარაბოლა, ჰიპერბოლის ჰა- 

რალელური გეგმილი ჰიპერბოლაა, ეხ. პარაბბოლის. ეკვივალენტუ- 

რი ფიგურა პარაბოლაა, ჰიპერბოლის ეკვივანენტური ფიგურა 

ჰიპერბოლა. აფიჩურ გეომეტრიაში არსებობს სამი სახის მეორე 

რიგის წირრი ელიფსი, პარაბოლა, ჰიპერბოლა. 

ამრიგად, განვიხილეთ აფინური გარდაქმნის შედეგად მიღებუ- 

ლი აყინური ფიგურები. რომლებიც ერთმანეთზე აფიჩური გარ- 

დაქმნებით აისახება და, ამიტომ, აფინურად. ეკვივალენტურია და 

გამოვყავით მათი. საერთო თვისებები, რომლებიც ინვარიანტულია 

აფიჩური გარდაქმნების მიმართ ანუ. განსახილველად გამოვყავით 

9 ფიგურების გეომეტრიული თვისებები. ფელიქს კლაინის მიხედ- 

რომელმაც. ფიგურათა, გეომეტრიული თვისებების კლასიფი- 

კაციას. საფუძვლად დაუდო. გარკვეული. გარდაქმნების. მიმართ. ფი- 
გურარა თვისებების ინვარიანტულობა. აფინური გარდაქმნების 

მიმართ ინგარიანტულ თვისებებს ანუ აფინური ფიგურების გეო- 
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მეტრიულ თვისებებს უწოდა აფინური თვისებები. იგივე ფელიქს 
კლაინის მიხედვით, გეომეტრიას, რომელიც ფიგურათა აფინურ 

თვისებებს შეისწავლის აფინური გეომეტრია ეწოდება. 

როგორც ვნახეთ, აფინურ გეომეტრიაში განსახილველ ფიგუ- 

რათა კლასი შემცირებულია: არ არსებობს სხვადასხვა სახის სამ- 

კუთხედები, არ არსებობს კვადრატი, წრეწირი, მაგრამ განსაკუ- 

თრებულად აღსანიშნავია ის ფაქტი, რომ ფიგურათა აფინური 

თვისებები აქვს არა მხოლოდ აფინურ ფიგურებს, არამედ კონ- 

გრუენტულ და მსგავს ფიგურებსაც. მაგალითად, კონგრუენტულ 
და მსგავს ფიგურებში შენარჩუნებულია წრფეების პარალელურო- 

ბა, ერთ წრფესა და პარალელურ წრფეებზე მდებარე მონაკვეთე- 
ბის მსგავსება, სამი წერტილის მარტივი ფარდობა და სხვა. ცხა- 

დია, რომ მეტრული თვისებები არ გააჩნია აფინურ ფიგურებს. 

3. ფიგურათა პროექციული თვისებები.გეომეტრიაში კონგრუენ- 

ტულ, მსგავს და აფინურ ფიგურებთან ერთად პროექციული ფი- 

გურები განიხილება. 

ორ ფიგურას პროექციული ეწოდება, თუ ერთი ფიგურა მეო- 

რეზე ისე შეიძლება ავსახოთ, რომ ოთხი წერტილის რთული 

(48,CL) ფარდობა არ შეიცვალოს. 

ასახვას, რომელიც ოთხი წერტილის რთულ (#48,C1L) ფარდო- 

ბას ინარჩუნებს და პროექციულ ფიგურებს ერთმანეთზე ასახავს, 

პროექციული ასახვა (გარდაქმნა) ეწოდება. 

#, 8, C, ს ოთხი კოლინეარული წერტილის რთული ფარდობა 

ეწოდება (48,CLს)=თ რიცხვს, რომელიც ამ წერტილებით შედგე- 

ნილი ორი მარტივი (#8C) და (#8L)) ფარდობის შეფარდებაა. ამ 

ოთხი წერტილიდან # და 3 საბაზო წერტილები ეწოდება, ხო- 

ლო C და ს – #ტ8 მონაკვეთის გამყოფი წერტილები (სურ. 7). 

(48 _ 4C . 40 _ 
(48,C0)=--–--–-- =–-:---=თ 0--ი------–>–-->- 

(48) 8C 8ი 4 C 8 წ/) 

ანუ ოთხი წერტილის რთული ფარ- სურ. 7 
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დობა არის გარკვეული ფარდობით გაყოფილი ორი მონაკვეთის 

შეფარდება. 

პროექციული ფიგურების განსაზღვრაში მოთხოვნილია პროექ- 

ციულ ფიგურათა შესაბამისი წერტილების რთული ფარდობების 

ტოლობა (#8,CL))=(4'8',C'C0'") ანუ 

4C . 40 _ 4#4C'.4X 
8C ზი #.C' 80 

ოთხი წერტილის რთული ფარდობა პროექციული ფიგურების 

და პროექციული გარდაქმნების ინვარიანტია. 

განსაზღვრის თანახმად, ფიგურებს, რომელთა ოთხი წერტი- 

ლის რთული ფარდობები ერთმანეთის ტოლია, პროექციული ფი- 

გურები ეწოდება. ცხადია, ასეთი ფიგურები პროექციული გარ- 
დაქმნებიძთ ერთმანეთზე აისახება, ამიტომ ისინი პროექციულად 

განურჩეული, პროექციულად ეკვივალენტურია. სწორედ ფიგურე- 
ბის ის თვისებები, რომლებიც პროექციული გარდაქმნების დროს 

ინვარიანტულია, პროექციული ფიგურების საერთო გეომეტრიული 

თვისებებია. 

შეგვიძლია ვთქვათ, რომ პროექციული ფიგურების გეომეტრი- 

ული თვისებები არის პროექციულად ეკვივალენტური ფიგურების 
საერთო თვისებები. 

ფიგურათა თვისებების კლაინის კლასიფიკაციის მიხედვით, ფი- 

გურების გეომეტრიულ თვისებებს რომლებიც ინვარიანტულია 
პროექციული გარდაქმნების მიმართ ეწოდება ფიგურათა პროექ- 

ციული თვისებები ხოლო გეომეტრიას რომელიც ფიგურათა 

პროექციულ თვისებებს შეისწავლის პროექციული ეწოდება. 

პროექციულ გეომეტრიაში ოთხი წერტილის რთული ფარდობა 

იგივე როლს ასრულებს, რაც მონაკვეთი მეტრულ გეომეტრიაში 

და სამი წერტილის მარტივი ფარდობა აფინურ გეომეტრიაში. 

მართლაც, თუ ერთ წრფეზე მდებარე რთულ (48,CL) ფარდობა- 

ში მონაწილე ოთხი წერტილიდან #, 8, C სამ წერტილს დავა- 

ფიქსირებთ, ხოლო მეოთხე ს წერტილს #8 წრფეზე გადავაად- 
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გილებთ, მაშინ LC წერტილის ყოველი მდებარეობისათვის შედგე- 

ნილი რთული ფარდობის სიდიდე თ =(#8,CL) შეიძლება გამო- 

ვიყენოთ L წერტილის კოორდინატად, რადგან L წერტილის ყო- 

ველ მდებარეობას შეესაბამება გარკვეული Cთ=(48,C=) რიცხვი 

და, პირიქით, ყოველ თ რიცხვს შეესაბამება ს წერტილის გარკ- 

ვეული მდებარეობა #8 წრფეზე. 
კერძო შემთხვევაში, როცა რთულ ფარდობაში შემავალ მარ- 

ტივ (48C) და (48L) ფარდობებს განსხვავებული ნიშნები და 

ერთნაირი აბსოლუტური სიდიდეები აქვს ანუ 2C> -4, ხოლო 

409 4 
380“ 4 , ამიტომ (48.Cნ)=-–=-), ამბობენ, რომ #, 8, C, ნ 

წერტილები შეადგენს ჰარმონიულ ჯგუფს (ჰარმონიულ ოთ- 

ხეულს) ან C,ს წერტილები ჰარმონიულად ყოფს 4,8 წერტი- 

ლებს (სურ. 7). ე.ი. #ტ, 8, C, LX წერტილთა ოთხეულს ჰარმონი- 

ული ეწოდება, თუ რთული ფარდობა (#8, CL)=–I. 

ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეულის ცნებას პროექციულ გეო- 

მეტრიაში მნიშვნელოვანი ადგილი “უკავია “საქმე ისაა, რომ 

რთული ფარდობის სიდიდე, რომელიც პროექციულ ფიგურათა 

განსაზღვრებაშია ჩადებული, დაკავშირებულია მონაკვეთის სიგრ- 

ძეების გაზომვასთან ანუ მეტრულ ცნებასთან. მეტრული ცნებები 

კი პროექციულ გეომეტრიაში არ განიხილება, რადგან ისინი 

არაინვარიანტულია პროექციული გარდაქმნების მიმართ. მეტრული 

ცნებისგან გათავისუფლება პროექციული გეომეტრიის მნიშვნელო- 

ვანი ამოცანაა. მართალია, ჩვენ განვსაზღვრეთ ჰარმონიულ წერ- 

ტილთა ოთხეული რთული ფარდობის რიცხვითი (-1) მნიშვნელო- 

ბით, მაგრამ ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეული შეიძლება განი- 

საზღვროს ოთხი წერტილის რთული ფარდობისაგან დამოუკი- 

დებლად, მხოლოდ გეომეტრიული აგებებით, ყოველგვარი მეტრი- 
კის გარეშე, ოთხკუთხედის თვისებებზე დაყრდნობით. 
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ხიაILM ოთხკუთხედს შესანიშნავი 0 

თვისება აქვს: მისი მოპირდაპირე LC 

და IM, IL და CM გვერდების წყ- 
ვილების გადაკვეთის #/# და 8 წერ- 
ტილების შემაერთებელი #8 წრფე 
იკვეთება CI და 09M  დიაგონალებთან 

C დღა 0 წერტილებში (სურ. 8), 4 C 8 ნ 
რომლებიც # და 8 წერტილებთან სურ. 8 

ერთად ქმნის #, 8, C, XL წერტილთა ჰარმონიულ ოთხეულს 

(დამტკიცება, 3.2). მნიშვნელოვანია ის ფაქტიც, რომ ჰარმონიულ 

წერტილთა ოთხეულის მიღება არ არის დამოკიდებული ერთ რო- 
მელიმე CILM ოთხკუთხედზე ანუ შეიძლება ავაგოთ სხვა ოთხ- 

კუთხედები და ჩავატაროთ ზემოთ შესრულებული აგებები. შედე- 

გად მივიღებთ ისევ ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეულს. 

განსაკუთრებულად აღსანიშნავა პროექციულ გეომეტრიაში 

ჰარმონისმს ინვარიანტულობა ცენტრალური დაგეგმილების 

დროს ანუ ცენტრალური დაგეგმილება ორი ფიგურის წერტილებს 
შორის ამყარებს ისეთ შესაბამისობას, რომ ჰარმონიულ წერტილ- 

თა ოთხეულს შეესაბამება ისევ ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეუ- 

ლი. ცხადია, რომ ნებისმიერი მნიშვნელობის რთული (/+-8CL) 

ფარდობაც ცენტრალური დაგეგმილების ინვარიანტია ანუ ცენ- 

ტრალური დაგეგმილებისს ორი ფიგურის წერტილებისათვის 

სრულდება პირობა: C+8CL)=(#'8'C'CL") (2.2). იგივე თვისება აქვს 

პროექციულ გარდაქმნასაც ანუ ცენტრალურ დაგეგმილებას და 

პროექციულ გარდაქმნას ერთნაირი თვისებები, ერთნაირი ინვა- 

რიანტები აქვს. 
ამიტომ, პროექციული ფიგურების მარტივი მაგალითია ცენ- 

ტრალური დაგეგმილებით მიღებული ფიგურები. ვთქვათ, მოცე- 
მულია თ სიბრტყეში მდებარე L ფიგურა, წყვილ-წყვილად გადაკ- 
გეთილი თ", თ", თ",... სიბრტყეები და 5, 5', 5", 5'',... წერტილები, 

რომლებიც ამ სიბრტყეებს არ ეკუთვნის თუ LI ფიგურას 
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§ ცენტრიდან დაგეგმილებით ავსახავთ V, სიბრტყეში L' ფიგუ- 
რაზე, შემდეგ LV თ' ფიგურას 5' ცენტრიდან დაგეგმილებით ავ- 

სახავთ თ" სიბრტყეში L" ფიგურაზე, ამ პროცესის გაგრძელებით 

მივიღებთ IL", L", L",... ფიგურებს, რომლებიც იქნება L ფიგურის 

და აგრეთვე ერთმანეთის პროექციულად ეკვივალენტური ფიგურე- 
ბი. ამრიგად, L, L", L", L"... ფიგურათა საერთო თვისებები L ფი- 

გურის პროექციული თვისებებია და ისინი უშუალოდ გამომდინა- 

რეობს ცენტრალური დაგეგმილების ინვარიანტული თვისებებიდან. 

მაგალითად, თუ L ფიგურა კვადრატია, მაშინ დაგეგმილებით მი- 

ღებული მისი ანასახები არ შეინარჩუნებს გვერდების სიგრძეების 

ტოლობას და არც მოპირდაპირე გვერდების პარალელურობას ანუ 

კვადრატის პროექციულად შესაბამისი, პროექციულად ეკვივალენ- 
ტური ფიგურა ოთხკუთხედი იქნება. 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ წრფეების პარალე- 

ლურობა, მანძილების და კუთხეების ტოლობა პროექციული გეო- 

მეტრიის ცნებები არ არის, რადგან ეს თვისებები პროექციული 

გარდაქმნის შედეგად არ ნარჩუნდება. პარალელური წრფეები აი- 

სახება გადაკვევთილ წრფეებზე, კონგრუენტული მონაკვეთები – 
არაკონგრუენტულ მონაკვეთებზე, მართი კუთხეები მახვილ ან 

ბლაგვ კუთხეებზე და ა.შ. მეორე მხრივ, წერტილები და წრფეები 
ყოველთვის აისახება წერტილებსა და წრფეებზე. ამასთან, თუ L 
ფიგურის ტ წერტილი ეკუთვნის 5 წრფეს, პროექციული გარ- 
დაქმნის შედეგად მიღებული # წერტილის #' ანასახი ეკუთვნის 

§ წრფის ანასახს – §' წრფეს. ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ 

პროექციული თვისებაა წრფის ასახვა წრფეზე და წერტილების 

და წრფეების ინციდენტურობა. გარდა ამისა, როგორც უკვე აღვ- 
ნიშნეთ პროექციულ გეომეტრიაში წერტილი აისახება წერ- 

ტილზე. ამის გამო, სამკუთხედის წვეროები აისახება სამ წერ- 

ტილზე და სამკუთხედი არის პროექციული გეომეტრიის განხილ- 

ვის ობიექტი, მაგრამ ტოლგვერდა, ტოლფერდა თუ მართკუთხა 

სამკუთხედები ასეთი არაა, რადგან ამ სამკუთხედების თვისებები 
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პროექციული გარდაქმნების (ვთქვათ, ცენტრალური დაგეგმილე- 
ბის) დროს არ იქნება შენარჩუნებული. ოთხკუთხედიც პროექცი- 

ული გეომეტრიის ობიექტია, მაგრამ კვადრატის, მართკუთხედის, 

რომბის და ა.შ. ცნებები პროექციულ გეომეტრიაში არ არსებობს. 

პროექციულ გეომეტრიაში ისინი ზოგადად ოთხკუთხედებია. ანუ 

ყველა ოთხკუთხედი პროექციულად ეკვივალენტური ფიგურებია 
და პროექციულ გეომეტრიაში განიხილება მათი მხოლოდ ისეთი 

თვისებები რომლებიც ყველა ოთხკუთხედს აქვს. გარდა ამისა, 

ზოგადად კონუსური კვეთები (კონიკები პროექციული გეომე- 
ტრიის ობიექტებია, მაგრამ მათი დაყოფა ელიფსებად, პარაბოლე- 

ბად და ჰიპერბოლებად პროექციულ გეომეტრიაში არ ხდება, 

რადგან კონი კები პროექციული გარდაქმნით (მაგალითად, ცენ- 

ტრალური დაგეგმილებით) ერთმანეთზე აისახება, რაც იმას ნიშ- 

ნავს, რომ ისინი პროექციულად ეკვივალენტური ანუ პროექცი- 

ულად განურჩეველია და ერთნაირი პროექციული თვისებები აქვს. 

შეიძლება მოგეჩვენოთ, რომ ფიგურათა მხოლოდ პროექციული 

თვისებების განხილვით იზღუდება პროექციული გეომეტრიის 

კვლევის არე, რომ პროექციული გეომეტრიის შინაარსი ერთობ 

"გაღარიბებული" რჩება. ეს ასე ნამდვილად არ არის. იმის გამო, 

რომ პროექციული გეომეტრია შემოიფარგლა მხოლოდ ფიგურათა 
პროექციული თვისებების შესწავლით, მივიღეთ მნიშვნელოვნად 
უფრო მარტივი და ამავე დროს უფრო ზოგადი სტრუქტურის 

გეომეტრია. ეს გეომეტრია შესაძლებლობას იძლევა ფიგურათა 
უფრო მდგრადი თვისებები დავაფიქსიროთ, რომლებიც დამახასია- 

თებელია არა მარტო პროექციული ფიგურებისათვის, არამედ აფი- 

ნური და მეტრული ფიგურებისთვისაც. 

მართლაც, თუ მეტრული გეომეტრია შეისწავლის ყველა კვა- 

დრატის საერთო თვისებებს, ხოლო აფინური გეომეტრია შეის- 

წავლის კვადრატის აფინური ფიგურისს პარალელოგრამის (მათ 

შორის კვადრატების) საერთო თვისებებს, პროექციული გეომე- 

ტრია შეისწავლის პარალელოგრამის პროექციული ფიგურის – 
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ყველა ოთხკუთხედის (მათ შორის კვადრატების და პარალელო- 

გრამების) საერთო თვისებებს. 

ამრიგად, პროექციული გეომეტრიის სილამაზე და სინატიფე 

იმაში მდგომარეობს, რომ პროექციული გეომეტრია, მისი წინადა- 

დებების სათანადო განხილვის შემთხვევაში, მოიცავს როგორც 

აფინური, ისე მეტრული გეომეტრიების შინაარსს (და ზოგიერთი 

არაევკლიდური გეომეტრიების შინაარსსაც). 

ამიტომ, სავსებით გასაგებია ინგლისელი მეცნიერის კელის გა- 

მონათქვამი: პროექციული გეომეტრია არის მთელი გეომეტრია. 
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მეორე თავი. პროექციული გეომერრიის 
ძირითადლი იდეები 

2.1. დაგეგმილებისა და კვეთის ოპერაციები 

როგორც აღვნიშნეთ, პროექციული გეომეტრია შეისწავლის 

ფიგურათა მხოლოდ იმ თვისებებს რომლებიც არ იცვლება 

ცენტრალური დაგეგმილებისას, ამიტომ, პროექციული გეომე- 
ტრიის შესწავლის საფუძველში უნდა ჩაიდოს ცენტრალური და- 

გეგმილების მეთოდი. ეს მეთოდი დაგეგმილებისა და კვეთის ოპე- 
რაციებისაგან შედგება. 

დაგეგმილების ოპერაცია იმაში მდგო- 

მარეობს, რომ თუ რომელიმე თ სიბრტყეში 

მოცემულია L ფიგურა, ვირჩევთ 5 წერ- 
ტილს (დაგეგმილების ცენტრს) თ სიბრ- 

· ტყის გარეთ და L ფიგურის ყოველ წერ- 
ტილს ვაერთებთ § წერტილთან (სურ. 9). 

ამ პროცესს ჰქვია L ფიგურის დაგეგმილე- 

სურ. 9 ბა 5 ცენტრიდან, თანაც L ფიგურის ყო- 

ველი წერტილი (მაგ, #) განსაზღვრავს ერთ წრფეს (45); ყო- 
ველი წრფე (მაგალითად, დ /#სც) – ერთ სიბრტყეს (548). 5 

წერტილზე გამავალი წრფეებისა და სიბრტყეების ერთობლიობა 

წარმოქმნის ცენტრალურ სივრცით § ფიგურას, რომელიც შედგე- 

ბა წრფეებისა და სიბრტყეებისაგან და რომელსაც ჰქვია წრფეთა 

და სიბრტყეთა შეკვრა ცენტრით 5 წერტილში. ასეთ შემთხვევაში 

ჩ ფიგურას და 5 შეკვრას პერსპექტიულად განლაგებული ან 
ერთმანეთის პერსპექტიული ფიგურები ეწოდება. 

კვეთის ოპერაცია იმაში მდგომარეობს, რომ “უნდა ავაგოთ 

წრფეთა და სიბრტყეთა შეკვრის გადაკვეთა თ' სიბრტყესთან, რო- 

მელიც შეკვრის 5 ცენტრზე არ გადის. თუ შეკვრის ყველა წრფე 

და სიბრტყე გადაიკვეთება თ” სიბრტყესთან, მაშინ თ სიბრტყეში 
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მიღებული წერტილების და წრფეების ერთობლიობას ჰქვია § 

შეკვრის კვეთი თ” სიბრჯზყესთან. 

ცხადია, რომ 5 შეკვრის ყოველი წრფე იკვეთება თ სიბრ- 

ტყესთან ერთადერთ წერტილზე. მაგალითად, L ფიგურის # წერ- 
ტილზე გამავალი 54. წრფე იკვეთება 0ი' სიბრტყესთან ტ#' წერ- 

ტილზე, 58 წრფე – 8, წერტილზე და ა. შ. შეკვრის ყოველი 
სიბრტყე იკვეთება თ” სიბრტყესთან ერთადერთ წრფეზე. მაგალი- 

თად, 5048 სიბრტყე იკვეთება თ სიბრტყესთან ერთადერთ „ჯ'8' 

წრფეზე და ა.შ. შედეგად 5 შეკვრის კვეთაში მიღებული წერტი- 
ლების და წრფეების ერთობლიობა წარმოქმნის L“ ბრტყელ ფი- 

გურას, რომელიც L ფიგურის გამოსახულებაა. 

ამრიგად, თანამიმდევრულად შესრულებული ერთი დაგეგმილე- 
ბის და ერთი კვეთის ოპერაციების შედეგად თ' მკვეთ სიბრტყეში 

მივიღეთ L ფიგურის L" გამოსახულება. ამ გამოსახულებას ჰქვია L 

ფიგურის ცენტრალური გეგმილი, ხოლო თ" სიბრტყეში (გეგმილთა 

სიბრტყეში) ცენტრალური L'" გეგმილის მიღების მეთოდს ეწოდე- 

ბა ს ფიგურის ცენტრალური დაგეგმილება 5 ცენტრიდან (დაგეგ- 
მილების ცენტრიდან). 5 შეკვრის წრფეებს და სიბრტყეებს მაგეგ- 
მილებელი წრფეები და სიბრტყეები ეწოდება. შევნიშნოთ, რომ L 

ფიგურა და მისი L ცენტრალური გეგმილი პერსპექტიულადაა 
განლაგებული ან უბრალოდ პერსპექტიულია. 

L” გეგმილის აგებისას L ფიგურის ყოველ წერტილს შეუსაბა- 
მეთ წრფეთა და სიბრტყეთა 5 შეკვრის ერთადერთი წრფე (დაგეგ- 
მილების ოპერაცია), ხოლო ამავე წრფეს - ერთადერთი წერტილი 

- მისი გადაკვეთის წერტილი თ' სიბრ/ყესთან (კვეთის ოპერა- 

ცია), რომელიც განვიხილეთ, როგორც L ფიგურის L" გეგმილის 

კუთვნილი წერტილი. ამრიგად, L ფიგურის ყოველ წერტილს 
გარკვეული წესით შეუსაბამეთ L” ფიგურის ერთადერთი წერტი- 

ლი – მისი გეგმილი თ' სიბრტყეში. ჩვენ მიერ შემოტანილ ცნებას 

ფიგურის ელემენტებს შორის შესაბამისობის შესახებ აქვს ფუნ- 
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დამენტური მნიშვნელობა. ამიტომ, ამ ცნებას უფრო ზუსტი გან- 

მარტება მივცეთ. 

ამბობენ რომ ორ ფიგურას შორის დამყარებულია ურთიერთ- 

ცალსახა შესაბამისობა, თუ განსაზღვრულია წესი (მაგალითად, 

აღწერილი დაგეგმილების და კვეთის ოპერაციები), რომლის მიხ- 

ედვით ერთი ფიგურის ყოველ წერტილს შეესაბამება მეორე ფი- 
გურის ერთადერთი წერტილი და, პირიქით, მეორე ფიგურის ყო- 

ველ წერტილს შეესაბამება პირველი ფიგურის ერთადერთი წერ- 
ტილი. ასეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობაშია პერსპექტიულად 

განლაგებული L და L" ფუგურები. ეს ურთიერთცალსახა შესაბა- 

მისობა დამყარებულია § შეკვრის მაგეგმილებელი წრფეების მეშ- 

გეობით: შესაბამისი წერტილები მაგეგმილებელი წრფეების გადაკ- 

ვეთის წერტილებია თ და თ' სიბრტყეებთან. მაგალითად, შესაბამი- 
სი წერტილების წყვილებია # და #ტ”, 8 და 8' და ა.შ. (სურ. 9). 

ასეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობაში მყოფ ფიგურებს ერთმა- 

ნეთზე ასახული ეწოდება. ამრიგად, ასახვა არის ისეთი ურ- 

თიერთცალსახა შესაბამისობა L და L” ფიგურებს შორის, როდე- 

საც L ფიგურის ყოველ წერტილს შეესაბამება L” ფიგურის ერ- 
თადერთი წერტილი და პირიქით. 

ურთიერთცალსახა ასახვის მაგალითი მოცემულია მე-9 სუ- 

რათზე: ცენტრალური დაგეგმილებით L ფიგურის ასახვა თავის L' 

გეგმილზე ურთიერთცალსახაა, ურთიერთცალსახა / ასახვაში ყო- 

ველ #CL წერტილს შეესაბამება მისი ერთადერთი გეგმილი – 

ტ4რC” წერტილი (· წერტილის სახე) და, პირიქით, ყოველ 

ტ#'CC წერტილს შეესაბამება ერთადერთი #6CL წერტილი (#“ის 
წინასახე). ასახვას, რომელიც /#'CL' წერტილს თავის #6L წინა- 

სახეს შეუსაბამებს, / ასახვის შექცეული ეწოდება და / “' აღი- 
ნიშნება. ე.ი. თუ / ასახვის დროს /#->ტ', / -! ასახვის დროს 
ტ# –/#. 

შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი ურთიერთცალსახა ასახვა შექცე- 

ვადია, რადგან მას შექცეული ასახვა აქვს. 
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ბოლოს, შევნიშნოთ, რომ ფიგურის თავის თავზე ასახვას ფი- 

გურის გარდაქმნა ეწოდება. მაგალითად, ცენტრალური დაგეგმი- 
ლება სიგრცის გარდაქმნაა, რადგან სივრცის (გეომეტრიული ფი- 

გურის) წერტილებს ასახავს ამავე სივრცის წერტილებზე (სურ. 

9). 

2.2. წერტილთა მწკრივი წრფეზე. 

ოთხი წერტილის რთული ფარდობა 

წრფის ინციდღენტურ წერტილებს ეწოდება წერტილთა მწკრივი 
წრფეზე. პროექციულ გეომეტრიაში წრფე არ განიხილება, რო- 

გორც წერტილთა სიმრავლე. ის განიხილება, როგორც წრფის 

ინციდენტურ წერტილთა სიმრავლე ანუ, როგორც წერტილთა 

მწკრივი წრფეზე. ცენტრალური დაგეგმილებისას კოლინეარული 

(ერთ წრფეზე მდებარე) #,8,C,LC,.. წერტილები აისახება ისევ 

კოლინეარულ #”,8”,C” LC"... წერტილებზე. აქედან გამომდინარე, 

წერტილების კოლინეარულობა არის პროექციული თვისება, ე.ი. 

თუ #,8,C,L, წერტილები ერთ წრფეზე მდებარეობს, მაშინ 

მათი #8" C”,0”.-. გეგმილებიც ერთ წრფეზე განლაგდება. 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, (1.4) პროექციული გეომეტრია 

შეისწავლის გეომეტრიული ფიგურების და ფიგურებთან დაკავგში- 

რებული სიდიდეების თვისებებს, რომლებიც ინვარიანტულია 

ცენტრალური დაგეგმილების დროს. პროექციულ გეომეტრიაში 

ასეთი სიდიდეა ოთხი წერტილის რთული ფარდობა. ამ ფარდობის 

ცნებამ ფუნდამენტური როლი შეასრულა პროექციული გეომე- 

ტრიის განვითარებაში და მის ჩამოყალიბებაში დამოუკიდებელ 

გეომეტრიულ მეცნიერებად. : 
_ი--=--–----- 

ვთქვთ, 5 წრფეზე გარკვეუხაით „ C 8-7 
თანამიმდევრობით განლაგებული»_ #, 

სურ. 10 
8, C, ს ოთხი წერტილი (სურ. 10). 

ჩავთვალოთ #ტ და 8 წერტილები #8 მონაკვეთის ბოლოებად, C – 
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ამ მონაკვეთის პირველ (შიგა) გამყოფ წერტილად, ხოლო L) – 

მეორე (გარე) გამყოფ წერტილად, მაშინ იმ ორი მარტივი (#48C) 

და (#8L) ფარდობების შეფარდებას რომელშიდაც C და IL 

(48C 
წერტილები ყოფენ #8 მონაკვეთს ანუ (280) ფარდობას, ეწოდე- 

ბა #8Cს ოთხი წერტილის რთული ფარდობა, რომელიც 

(48,C0) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

(480 
48,C59 1 (48,Cნ)= 80)“ () 

როგორც ამ განსაზღვრიდან ჩანს, # და 8 წერტილები ორივე 

მარტივი ფარდობისათვის საბაზო წერტილებია, ხოლო C და 1) – 

გამყოფები, შესაბამისად, პირველი და მეორე მარტივ ფარდობებში. 

ამიტომ, წერტილთა #,8 წყვილს რთული ფარდობის საბაზო წყვ- 

ვილი ეწოდება, ხოლო C,ს წყვილს გამყოფი წერტილების 
წყვილი (სურ. 10). 

·“ (48C)_ 4C 49 _ 4C-80 
ამრ ,„ L48,Cნ ლედეტებალეები 2 

იგად, (48,C0)= (480) 8C 85 8C-46" >» 
ჩამოვაყაუელიბოთ ოთხი წერტილის რთული ფარდობის ზო- 

გიერთი თვისება რომელიც მისი განსაზღვრებიდან გამომდინა- 

რეობს: 

1. რთული ფარდობა არ იცვლება მისი შემადგენელი წერ- 
ტილთა წყვილების გადაადგილებით ანუ (#8,CL) = (Cნ,#8). 

(2) ფორმულიდან მივიღებთ: 
Cი048= (C6/) _C4 C8 C4-ს8 _ 4C-8ი 

(C68, ხ4 88 იხ/>C8 8C.#ი 
2. რთული ფარდობა არ იცვლება ასოების ერთდროული გა- 

დაადგილებით ყოველი წყვილის შიგნით ანუ (#ს8,CIL) = C8/,LX). 

მართლაც, 

=(48,C#);



3. ასოების გადაადგილება ერთ-ერთ წყვილში ცვლის რთული 

ფარდობის მნიშვნელობას შებრუნებულზე. 

ვთქვათ, მამები 2) მეორე წყვილში, 
48 

მაშინ 48,აXC აშინ (4800 =68- ცით CC) 
(48%) 

4. როგორიც არ უნდა იყოს ოთხი განსხვავებული #ტ,8,C,0C 

წერტილი, ყოველთვის არსებობს და ცალსახად განისაზღვრება 
რთული ფარდლობა: 

თ =(#ტ8,CL); 

5. თუ (48,CIL-)=C48,CL), მაშინ ს და L” წერტილები ერთ- 

მანეთს ემთხვევა. 

6“. თუ #,8,C წრფის განსხვავებული წერტილებია, ხოლო თ 

– ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი, მაშინ ყოველთვის არსებობს და 

ცალსახდ განისაზლვრება IL) წერტილი, რომელიც აკმაყოფი- 

ლებს პირობას: 
თ =(#8,CLM). 4 8 C 

ვთქვათ, § წრფეზე მოცემულია ” გე ."" 
#ტ,ც,C,.2 ოთხი წერტილი (სურ. სურ. 11 

11), რომელთაგან #,8,C სამი წერტილი დაფიქსირებულია, ხოლო 

L> გადაადგილდება § წრფეზე. L» წერტილის ყოველ მდებარეობას 
წრფეზე შეესაბამებ რთული (#48,CL) ფარდობის გარკვეული თ 

მნიშვნელობა და პირიქით. ეს უფლებას გვაძლევს შემოვიტანოთ 

წრფის კოორდინატები ოთხი წერტილის რთული ფარდობის 

საფუძველზე. კოორდინატად, რომელიც განსაზღვრავს L) წერტი- 

ლის მდებარეობას § წრფეზე, მივიღოთ რიცხვი C=(48,CL)). შევ- 

ნიშნოთ, რომ რთულმა ფარდობამ შეიძლება მიიღოს სხვადასხვა 

მნიშვნელობა. ის ყოველთვის იქნება დადებითი, როდესაც #8 და 

Cს წყვილები არ ყოფს ერთმანეთს; თუ #8 და Cნ> წყვილები 

ყოფს ერთმანეთს, ოთხი წერტილის რთული ფარდობა უარყოფი- 

თი რიცხვი იქნება. 
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ვნახოთ, რა მნიშვნელობას მიიღებს ეს რიცხვი დაფიქსირებუ- 

ლი #4,8,C წერტილების შემთხვევაში (სურ. 11): 

თუ ს წერტილი შეთავსებულია C წერტილთან, მაშინ გვექნე- 

ბა: 

(459_, 
480) 

თუ L წერტილი შეთავსებულია 8 წერტილთან, მაშინ 

თვ =(48C8)= თ. = (050-ჩჩ 88 0. 

თუ ს წერტილი შეთავსებული # წერტილთან, მაშინ 

4580) (48Cთო-84 (480C):84 “-(4904- (629 -! 9 -( 2 =თ 

ამრიგად, #,8,C წერტილებს შეესაბამება თ, 0, 1 მნიშვნელობე- 

ბი. ვნახოთ, რა მნიშვნელობას მიიღებს რთული ფარდობა, როდე- 

საც 0 წერტილი შეუთავსდება § წრფის უსასრულოდ შორს 
მდებარე წერტილს 

თ. =(48CIX-)= (489. = (48თ:80» =(48C) 
გ (48M») 4IX-% : 

ამრიგად, თუ რთულ ფარდობაში მეოთხე წერტილი არასაკუ- 

თრივია, მაშინ რთული ფარდობა უდრის სამი წერტილის მარტივ 

(48C) ფარდობას. ეს უფლებას გვაძლევს წარმოვადგინოთ მარ- 

ტივი ფარდობა რთული ფარდობის ფორმით: 

(48C) = (48,Cსთ). 

კერძო შემთხვევაში ოთხი წერტილის რთულმა ფარდობამ 

(1.4) შეიძლება მიიღოს მნიშვნელობა: 

თ =(#8,CL) = –1. 

ასეთ შემთხვევაში #8CLს> ოთხ წერტილს ეწოდება ჰარმონი- 

ულად განლაგებული წერტილები ან ჰარმონიულ წერტილთა ოთ- 
ხეული. რთული (48,CL-) ფარდობის მეოთხე L) წერტილს ასეთ 

შემთხვევაში ეწოდება ჰარმონიულად შეუღლებული C წერტილ- 
თან ტ8 წერტილთა წყვილის მიმართ. 

40 

 



ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეულის მისაღებად საჭიროა, რომ 

რთული ფარდობის შემადგენელი მარტივი ფარდობების აბსოლუ- 

ტური სიდიდეები ერთმანეთის ტოლი, მაგრამ საწინააღმდეგო ნიშ- 

ნის იყოს: 

(459 __, 
(8ი 

მაშინ ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეულისათვის 

(-.8C) = –(#48L”). 

7. ოთხი წერტილის რთული ფარდობა ცენტრალური დაგეგ- 

მილების ინვარიანტია ანუ უცვლელი სიდიდეა. 

დავუშვათ, #.,8 CL" – >? წრფის კუთვნილი წერტილებია, 

#,8,C,0 მათი გეგმილები 3 წრფეზე ა წერტილიდან. უნდა 

დავამტკიცოთ, რომ (#8,CL)=(#'8',C'ს". აღვნიშნოთ ჩ და L' 

ასოებით მანძილები § ცენტრიდან, შესაბამისად, 3 და 5' წრფეე- 

ბამდე (სურ. 12). სამკუთხედის ფართობი შეიძლება ორნაირად 

გამოისახოს 

ე.ი. თუ ,თ=(48,Cჩ)= 

მაგალითად, 50C სამკუთხედის ფართობია: 

1#-46=19ი(40-54-5C, 

ამიტომ, 5#4C და 54#“C სამკუთხედების ფართობების ფარდობა 

იქნება: 

_ჩ-4C_ _ 54-5C 

„MC, §4.5C” 

კლ - 4#/დღC'. 54:5C ,M. 
ა/4.ხC' 7 

თუ ვიპოვით ანალოგიურ გამოსახ- 

ულებებს 8C, #4L, L8, მონაკვეთები- 

სათვის, მივიღებთ: სურ. 12 

46.40 4C . 4C ანუ (48,C0)= (4'8',C'05. 
8C 80 8C 8 

საიდანაც 
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ამრიგად, ოთხი წერტილის რთული (#48,CL-) ფარდობა არის 

პროექციული გარდაქმნის (მაგალითად, ცენტრალური დაგეგმილე- 
ბის) ინვარიანტი. 

დამტკიცებულიდან გამომდინარე ნათელია, რომ ჰარმონიული 

წერტილების ოთხეული ყოველთვის დაგეგმილდება ჰარმონიულ 
წერტილთა ოთხეულზე (რადგან ჰარმონიული ოთხეულის რთული 

ფარდობის მნიშვნელობა არ შეიცვლება). 

2.3. არასაკუთრივი ელემენტები 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ (2.1), ცენტრალური დაგეგმილების 

დროს სიბრტყის კუთვნილ L ფიგურის ყოველ წერტილს, საზო- 

გადოდ, მისი გამოსახულების სახით შეესაბამება L” ფიგურის ერ- 

თი წერტილი (სურ. 9). მაგრამ ამ წესიდან გამონაკლისი არსე- 

ბობს. მე -13 სურათზე გამოსახულია ველის (სიბრტყის) სურათი 

(გეგმილი), რომელზედაც გადის რკინიგზა. მიაქციეთ ყურადღება 

იმას, რომ ლიანდაგის რელსები 

ერთ წერტილში იყრის თავს. 

ცხადია, სინამდვილეში რელსები 

ურთიერთპარალელურია. მაშასა- 

დამე, წერტილი, რომელშიც 

მაი გამოსახულებები იყრის 

თავს, არ არის ნამდვილი რკი- 

ნიგზის ლიანდაგის რომელიმე 

წერტილის გამოსახულება (გეგმილი). 
ადღვილი მისახვედრია, საიდან გაჩნდა ეს ზედმეტი წერტილი 

სურათზე, თუ ძ სიბრტყეს § ცენტრიდან დაგეგმილებით ავსახავთ 

თ სიბრტყეზე. ცხადია, მლთ წრფის წერტილები აისახება მ'C თ' 

წრფის წერტილებზე (სურ. 14), გ წრფის X,L,M,... წერტი- 

ლებზე გამავალი მაგეგმილებელი წრფეები გადაიკვეთება მ” 
წრფესთან #"L"M"... წერტილებში. შესაბამისი წერტილები იქ- 
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ნება 2 წრფის M,L,M,... წერტილები და მათი M-,L” MM... გეგ- 

მილები მ?! წრფეზე: M და #" L და LL" M და M” წერტილები. C 

= C' წერტილი თავის თავს შეესაბამება ანუ მივიღებთ 2 წრფის 

წერტილების გამოსახულებებს მ” წრფეზე. 

მაგრამ 7, წრფეზე აღმოჩნდება ერთი წერტილი, რომელიც არ 
არის 2 წრფის რომელიმე წერტილის გამოსახულება (გეგმილი): 

ეს არის #' წერტილი, რომელიც მდებარეობს 8 წრფის პარალე- 

ლურ მაგეგმილებელ 54” წრფეზე. ე.ი. გ წრფეზე არ არის წერ- 

ტილი, რომლის გამოსახულებას წარმოადგენს /' წერტილი; ასე- 

თი ხარვეზის შესავსებად, ჩავთვალოთ, რომ #' არის 2 წრფის 

უსასრულოდ შორს მდებარე წერტილის გამოსახულება. გ წრფის 

უსასრულოდ შორს მდებარე წერტილს ვუწოდოთ არასაკუთრივი 

წერტილი, ხოლო გ წრფის დანარჩენ წერტილებს – საკუთრივი. 

ახალი ცნების შემოტანით გამონაკლისის აცილების გზა მათე- 

მატიკაში სავსებით ჩვეულებრივია. მაგალითად, იმისათვის, რომ 

X+2=ხ განტოლებას ყოველთვის ჰქონდეს ამონახსნი (იმ შემთ- 

ხვევაშიცკ, როდესაც ხ<მ), შექმნილია უარყოფითი რიცხვები. 

ანალოგიური მნიშვნელობა აქვს უსასრულოდ დაშორებული წერ- 

ტილების ცნების შემოტანას. 8= 

დავუშვათ, რომ #C არის 

გ წრფის არასაკუთრივი 

წერტილი. მაშინ ეს წერ- 

ტილი “უნდა ეკუთვნოდეს 
მაგეგმილებელ 5#" წრფესაც 
(სურ. 14). მაშასადამე, ეს 

წერტილი უნდა განვიხ- 

ილოთ, როგორც ა#' და მ სურ. 14 

ორი პარალელური წრფის გადაკვეთის (საერთო) წერტილი. 

მივაქციოთ ყურადლება იმას, რომ 2 წრფეზეც არსებობს წერ- 

ტილი (8), რომელიც არ არის მ? წრფის რომელიმე წერტილის 

გამოსახულება. აქაც, უნდა ჩავთვალოთ, რომ ბმ!' წრფეზე არსე- 
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ბობს უსასრულოდ შორს მდებარე 8. წერტილი, რომელზედაც 
„ წრფის პარალელური მაგეგმილებელი 58 წრფე იკვეთება გბ" 
წრფესთან. 

ამრიგად, ევკლიდეს სივრცის ყოველი წრფე უნდა შევავსოთ 
ერთი არასაკუთრივი წერტილით, რომელიც ამავე დროს ეკუთვნის 

მოცემული წრფის ყველა პარალელურ წრფეს. წრფის არასაკუ- 
თრივი წერტილის ერთადერთობა იმით აიხსნება, რომ 5 ცენტრის 

მქონე მაგეგმილებელ კონაში არსებობს ერთადერთი წრფე, რო- 

მელიც მოცემული მ (ან მ) წრფის პარალელურია; ხოლო ის, 
რომ წრფის არასაკუთრივი წერტილი ეკუთვნის მოცემული 

წრფის პარალელურ ყველა წრფეს განპირობებულია იმით, რომ 

მათგან ყოველი ორი შეიძლება მიღებულ იქნეს 8 და 5/ (ან 8 

ღა 58) წრფეთა წყვილებად. ამრიგად, ყველა წრფე, რომელიც 
ერთ თ სიბრტყეს ეკუთვნის და #C არასაკუთრივ წერტილზე გა- 
დის, ქმნის პარალელურ წრფეთა კონას. ამიტომ, წრფეთა ასეთ 

ერთობლიობას შეიძლება ვუწოდოთ წრფეთა კონა არასაკუთრივი 
ცენტრით (#თ). 

ყოველი წრფის შევსებამ ერთი არასაკუთრივი წერტილით, მ 

და მ, წრფეებს შორის ყოველგვარი გამონაკლისის გარეშე, ურ- 

თიერთცალსახა შესაბამისობა დაამყარა: ახლა მ, წრფის ყოველი 

წერტილი არის მგ წრფის გარკვეული – საკუთრივი ან არასაკუ- 

თრივი – წერტილის გეგმილი. პირიქით, 2 წრფის ყოველი წერ- 

ტილი გეგმილდება “” წრფის გარკვეულ (საკუთრივ ან არასაკუ- 

თრივ) წერტილზე (86Cგ დაგეგმილდება მ წრფის არასაკუთრივ 
8“ წერტილზე). ორი წრფის წერტილებს შორის ასეთ შესაბა- 

მისობას პერსპექტიული ეწოდება. 

განვიხილოთ სიბრტყის კუთვნილ პარალელურ წრფეთა ერ- 
თობლიობა, რომელსაც საერთო #Cთ წერტილი აქვს ანუ განვიხ- 

ილოთ (მ,ხ,C,ძ...) წრფეთა კონა არასაკუთრივი ცენტრით (სურ. 

15). 5 ცენტრიდან დაგეგმილებით ავსახოთ მ,ხ,C,ძ წრფეები თ' 

სიბრტყეში. მაშინ ამ წრფეების პარალელურ მაგეგმილებელ 5V#" 
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წრფეს მ,ხ,C,ძ წრფეებთან ექნება საერთო #თ წერტილი. მაგეგ- 

მილებელი 54' წრფის და თ სიბრტყის გადაკვეთის #' წერტილი 

იქნება არასაკუთრივი ტთ წერტილის გამოსახულება (გეგმილი) თ” 

სიბრტყეში. ამიტომ, თ სიბრტყის კუთვნილი და არასაკუთრივი 

#თ ცენტრის მქონე პარალელურ წრფეთა კონა აისახება (დაგეგ- 

მილდება) ი” სიბრტყეში წრფეთა კონაზე, რომელსაც საკუთრივი 

“ ცენტრი ექნებ. პარალელური წრფეების, როგორც 

„გადაკვეთილი“ წრფეების გააზრება არ ეწინააღმდეგა პარალე- 

ლური წრფეების ევკლიდესეულ განმარტებას. ევკლიდეს სივრცე- 
ში პარალელურ წრფეებს აქვს საერთო მიმართულება, ახალი 

ტერმინოლოგიით „პარალელურ წრფეებს აქვს საერთო არასაკუ- 

თრივი წერტილი“. ამრიგად, ახალი ჟ„ერმინოლოგიით, ერთი 

სიბრტყის წრფეები ყოველთვის იკვეთება (საკუთრივ ან არასაკუ- 

თრივ) წერტილებზე. როგორც ვნახეთ (სურ. 15), არასაკუთრივი 

წერტილი შეიძლება დაგეგმილდეს საკუთრივ წერტილზე და პი- 
რიქით. ე.ი. წერტილი, რომელზეც (სურ. 13) რელსების გამოსახ- 

ულებები იკვეთება, არის ნამდვილი რელსების საერთო არასაკუ- 

თრივი წერტილის გამოსახულება (გეგმილი). 

მის შემდეგ, რაც ყოველი წრფე შევავსეთ ერთი არასაკუთრივი 

წერტილით, ბუნებრივად ჩნდება კითხვა, რას წარმოადგენს სიბრ- 

ტყის კუთვნილი წრფეების არასაკუთრივ წერტილეთა სიმრავლე. 

რადგან ამ არასაკუთრივ წერ- , 

ტილთა სიმრავლესთან სიბრ- 

ტყის ყოველ წრფეს შეიძლება 
ჰქონდეს მხოლოდ ერთი საერთო 

წერტილი, ამიტომ, სიბრტყის 

არასაკუთრიგფგ წერტილთ· სი- 

მრავლე არის წრფე, რომელსაც 

უწოდებენ სიბრტყის არასაკუ- 

თრივ წრფეს. 
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მივაქციოთ ყურადღება, რომ მე-13 სურათზე ნაჩვენები ველის 

ყველა არასაკუთრივი წერტილის გამოსახულება მოთავსებულია 

ერთ წრფეზე, ე.წ. ჰორიზონტზე. ცხადია, ჰორიზონტი ნამდვილი 

ველის (სიბრტყის) არასაკუთრივი წრფის გამოსახულებაა. მარ- 

თლაც, თ სიბრტყის კუთვნილი მ,ხ,C,. წრფეების არასაკუთრივ 

რთ CC... წერტილთა გეგმილების (გამოსახულების) ასაგებად 

თ სიბრტყეში უნდა გავავლოთ ამ წრფეების პარალელური მაგეგ- 

მილებელი 5#4ტ., 58., 5C.,... წრფეები, რომლებიც თ სიბრტყის 

პარალელურიც იქნება და ამიტომ, ეკუთვნის ერთ მაგეგმილებელ 
ჩIთ სიბრტყეს (სურ. 16). თ სიბრტყის არასაკუთრივი წერტილე- 

ბის ტ”,8“C'... გეგმილები თ! სიბრტყეში მოთავსდება თ” და ჩ 

მაგეგმილებელი სიბრტყის გადაკვეთის თ” წრფეზე, რომელიც უნ- 
და განვიხილოთ თ სიბრტყის არასაკუთრივ წერტილთა გამოსახ- 

ულებად თ' სიბრტყეში. თვითონ თ სიბრტყის არასაკუთრივი წრფე 

უნდა იყოს თ სიბრტყის და მისი პარალელური მაგეგმილებელი 8 
სიბრტყის გადაკვეთის წრფე. მაგრამ ევკლიდეს სივრცეში ასეთი 

წრფე არ არსებობს. ამიტომ, ევკლიდეს სიბრტყე უნდა შევავსოთ 

ერთი არასაკუთრივი წრფით, რომელიც ეკუთვნის პარალელურ თ 
და ჩ სიბრტყეებს, როგორც მათი 

  

გადაკვეთის წრფე. შეგვიძლია ” ა“, ა 
ვთქვათ, რომ პარალელური სიბრ + 2 ააა, --–--ია 
ტყეები იკვეთება ერთ არასაკუ. V “ 
თრივ წრფეზე. ე == 

ყოველი სიბრტყის შევსებამ § ა 1 #. 
“ „ეგაეასა”–_–ი C-   
  ერთი არასაკუთრივი წრფით, სა- 16 

კუთრივი ღერძების მქონე სიბრტყეთა კონებთან. უროს, ევკლი- 

დეს სივრცეს შემატა პარალელურ სიბრტყეთა კონები არასაკუ- 

თრივი ღერძით. 

ამრიგად, ურთიერთპარალელური სიბრტყეები უნდა ჩავთვალოთ 

არასაკუთრივ წრფეზე გადაკვევთილ სიბრტყეებად და პირიქით, 
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არასაკუთრივ წრფეზე გადაკვეთილი სიბრტყეები ურთიერთპარა- 

ლელურია. 
ე-ი. არაპარალელურ სიბრტყეებს განსხვავებული არასაკუთრივი 

წრფეები აქვს. აქედან გამომდინარე, სივრცეში არსებობს არასა- 

კუთრივ წრფეთა უსასრულო სიმრავლე. სივრცის არასაკუთრივ 

წრფეთა სიმრავლე (რომელიც ამავდროულად არის სივრცის არა- 

საკუთრივ წერტილთა სიმრავლეც) ყოველ საკუთრივ წრფესთან 

ერთ წერტილში იკვეთება, ხოლო ყოველ საკუთრივ სიბრტყესთან 

იკვეთება ერთ წრფეზე და ამიტომ, მას არასაკუთრივი სიბრტყე 

უნდა ეწოდოს. ამრიგად, ევკლიდეს სივრცე შევსებულია ერთა- 
დერთი არასაკუთრივი სიბრტყით. 

2.4. პროექციული სივრცე 

არასაკუთრივი ელემენტებით შევსებულ ევკლიდეს სივრცეს 
ეწოდება ევკლიდეს გაფართოებული სივრცე. ამასთან, ეკვლიდეს 
სივრცის ყოველი წრფე შევავსეთ ერთი არასაკუთრივი წერტი- 

ლით, ყოველი სიბრტყე – ერთი არასაკუთრივი წრფით, ხოლო 

სივრცე – ერთი არასაკუთრივი სიბრტყით, რომელიც არასაკუ- 

თრივ წერტილთა და წრფეთა სიმრავლეა. 

ევკლიდეს სივრცის შევსება არასაკუთრივი ელემენტებით შე- 
სრულებული იყო ევკლიდეს სივრცის წერტილების, წრფეებისა 
და სიბრტყეების ინციდენტურობის დაცვით ანუ ევკლიდეს გეომე- 
ტრიის აქსიომებში ჩამოყალიბებული მოთხოვნების დაცვით. ევ- 

კლიდეს სივრცეში არასაკუთრივი ელემენტების გამოყენება შე- 

მოიფარგლება მხოლოდ გეომეტრიული ფაქტების განსხვავებული 
სიტყვიერი ფორმულირებით. პარალელურ წრფეებს ვუწოდეთ 
არასაკუთრივ წერტილზე გადაკვეთილი, ცილინდრი განვიხილეთ, 
როგორც არასაკუთრივი წვეროს მქონე კონუსი. ცხადია, რომ 

პარალელურობის ცნება ევკლიდეს სივრცეში უცვლელი დარჩა. 
ევკლიდეს სივრცეში არასაკუთრივი ელემენტები არსებითად 
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განსხვავდება საკუთრივისაგან. ეს გასაგები გახდება, თუ გავით- 

ვალისწინებთ, რომ ელემენტარული გეომეტრია გარკვეულწილად 
ფიგურების მეტრულ თვისებებს შეისწავლის, ე.ი. ისეთ თვისებებს, 

რომლებიც დაკავშირებულია გეომეტრიული სიდიდეების (სიგრ- 
ძეების, კუთხეების, ფართობების) გაზომვასთან. ნებისმიერი საკუ- 

თრივი ბოლოების მქონე მონაკვეთის სიგრძის გაზომვა ყოველთვის 

შესაძლებელია, ხოლო იმ შემთხვევაში თუ მონაკვეთის ერთი 

ბოლო მაინც არასაკუთრივია, გაზომვის პროცესი აზრს კარგავს. 

ამიტომ„ არასაკუთრივი ელემენტები ევკლიდეს გეომეტრიაში 

მნიშვნელოვნად განსხვავდება საკუთრივი ელემენტებისგან და გან- 
საკუთრებულ როლს ასრულებს. 

არსებითად ახალი მომენტი, რომელიც პროექციულ გეომე- 
ტრიას ახასიათებს, არის საკუთრივი და არასაკუთრივი ელემენ- 
ტების სრული თანასწორუფლებიანობისს ალიარება მართლაც, 
პროექციულ გეომეტრიაში, რომლის კვლევის საგანი მხოლოდ 

ცენტრალური დაგეგმილების მიმართ ინვარიანტული თვისებებია, 
ფიგურის მეტრული თვისებები მისი კვლევის საგანი არ არის. 

გარდა ამისა, რადგან ცენტრალური დაგეგმილებისას არასაკუთრი- 

ვი. ელემენტები საკუთრივ ელემენტებზე გეგმილდება, მათ არ 
გააჩნია საკუთრივი ელემენტებისაგან გამასხვავებელი პროექცი- 
ული თვისებები. ამიტომ, პროექციულ გეომეტრიაში არასაკუთრი- 

ვი ელემენტები არაფრით არ განსხვავდება საკუთრივებისაგან და 
პროექციული გეომეტრიის ორგანული ნაწილია. უფრო მეტიც, 

პროექციული გეომეტრიის ბევრი დამახასიათებელი თვისება 

სწორედ არასაკუთრივი ელემენტებითაა განპირობებული. მაგალი- 

თისათვის ისიც კმარა, რომ პროექციულ სივრცეში არ არსებობს 

პარალელურობის ცნება: ორი წრფე, ორი სიბრტყე, სიბრტყე და 

წრფე, რომელიც სიბრტყეს არ ეკუთვნის ყოველთვის იკვეთება 
(საკუთრივ ან არასაკუთრივ ელემენტებზე). ამიტომ, შესაძლებელი 

ზდება ცენტრალური დაგეგმილების გზით ორი ფიგურის ურ- 
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თიერთცალსახა შესაბამისობის დამყარება და მათი პროექციული 

თვისებების კვლევა. 

ამრიგად, პროექციულ სივრცეში არსებობს სამი სახის ობიექ- 

ტი: პროექციული წრფეები (თითო არასაკუთრივი წერტილის 

მქონე), პროექციული სიბრტყეები (თითო არასაკუთრივი წრფის 

მქონე), პროექციული სივრცე (ერთი არასაკუთრივი სიბრტყის 

მქონე) და მათი ურთიერთდამოკიდებულების ორი ფორმა: კუთვ- 

ნილება (ინციდენტურობა) და დალაგება. 

ევკლიდეს წრფის არასაკუთრივი წერტილით შევსების კიდევ 

ერთი შედეგი ისაა, რომ პროექციული წრფე უნდა განვიხილოთ, 

როგორც შეკრული წირი. მართლაც, ვთქვათ, გვაქვს § წრფე და 

პერსპექტივის ა ცენტრი, რომელიც წრეწირის რომელიმე #' 

წერტილში მდებარეობს. მა- 

შინ 5 კონის ყოველი წრფე 

გადაიკვეთება  წრეწირთან 
კიდევ ერთ წერტილში (54 
წრფე გადაიკვეთება წრე- 
წირთან ისევ #' წერტილში) კ L + 

(სურ. 17). ასე დამყარდება ხ ' #4 ჩზსუ.1 5 #» 

ურთიერთცალსახა შესაბამისობა წრფის და წრეწირის წერტი- 

ლებს შორის, რომელშიც #,8,C,M>,> წრფის წერტილებს შეესა- 

ბამება #8 ,C ,M”სC. წრეწირის წერტილები. 

რადგან წრეწირის და პროექციული 5 წრფის წერტილები 

ურთიერთცალსახა (პერსპექტიულ) შესაბამისობაშია, მათი დალა- 

გება წრეწირსა და წრფეზე ერთნაირი უნდა იყოს. 

ვნახოთ, როგორ გადაადგილდება § წრფის #ტ. წერტილი, რო- 

დესაც 4. წერტილის მაგეგმილებელი მ წრფე შემოწერს წრეწი- 
რის ყველა წერტილს. ვთქვათ, 2 მკვეთი ბრუნავს საათის ისრის 

მოძრაობის საპირისპირო მიმართულებით, მაშინ # წერტილი გა- 

დაადგილდება მარცხნიდან მარჯვნივ და გაივლის #,8,C,... წერ- 

ტილებს. როდესაც 8 მკვეთი მ“ მდებარეობას მიიღებს, § წრფის 
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#ტ წერტილი მივა წრეწირის M'! წერტილის შესაბამის M2> მდე- 

ბარეობაში. მ მკვეთი გაივლის მ მდებარეობას და აგრძელებს 

ბრუნვას. მაშინ # წერტილი მივა წრეწირის L" წერტილის შესა- 

ბამის 8 წერტილის მდებარეობაში ანუ გამოჩნდება თავისი მო- 

ძრაობის საწყისი მიმართულების საწინააღმდეგო მხრიდან და 

აგრძელებს რა საწყისი მიმართულებით მოძრაობას, უახლოვდება 

თავის საწყის # მდებარეობას როდესაც გ მკვეთი მობრუნდება 

180-- ით, § წრფის # წერტილი ერთი და იგივე მიმართულებით 

მოძრაობისას, დაბრუნდება საწყის მდებარეობაში ანუ # წერტილ- 

მა იმოგზაურა შეკრულ გზაზე. ე.ი. წრეწირზე მდებარე წერტი- 

ლებისს ციკლური (წრიული) განლაგება დამახასიათებელია 

პროექციუულ წრფეზე მდებარე წერტილებისთვისაც. ამიტომ, 
პროექციული წრფე განიხილება, როგორც შეკრული წირი. აქედან 

გამომდინარე, პროექციულ წრფეს შემდეგი თვისებები ახასიათებს: 

#- დან 8 წერტილამდე გადაადგილება შესაძლებელია ორი საწი- 
ნააღმდეგო მიმართულებით: ერთი მიმართულებაა არასაკუთრივი 

წერტილის გავლით, მეორე – მხოლოდ საკუთრივი წერტილების 

გავლით. სწორედ ამ ვითარებითაა გამოწვეული პროექციული 

წრფის შემდეგი თვისებები, სახელდობრ: ევკლიდეს წრფისაგან 
განსხვავებით, პროექციული წრფე, როგორც ნებისმიერი შეკრული 

წირი, ერთი წერტილით ორ ნაწილად არ იყოფა (სურ. 18); ევ- 

კლიდეს წრფისაგან განსხვავებით, სადაც ორი წერტილით განი- 

საზღვრება ერთი მონაკვეთი, პროექციულ წრფეზე ორი წერტი- 
ლით განისაზღვრება ორი მონაკვეთი. მაგალითად, # დღა 8 ბო- 

ლოებით განისაზღვრება #8 მონაკვეთი, რომელიც არ შეიცავს 

არასაკუთრივ წერტილს და მეორე #8 მონაკვეთი რომელიც 

შეიცავს მას. ასეთ ორ მონაკვეთს ურთიერთშემავსებელი მონაკვე- 

თები ჰქვია ორი წერტილით არ განისაზღვრება მიმართულება 

პროექციულ წრფეზე: # წერტილიდან C წერტილამდე მისვლა 
შესაძლებელია ორი საწინააღმდეგო მიმართულებით. მაგრამ მი- 

მართულება ცალსახად “შეიძლება განისაზღვროს სამი #,C,8 
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წერტილით, თუ მათ ჩაწერის თანამიმდევრობით განვიხილავთ: 

გადასვლას #-დან C წერტილზე და შემდეგ 8 –-ზე აქვს სრუ- 
ლიად განსაზღლვრული მიმართულება, რომელიც ასე აღინიშნება: 

მიმართ (#C8). იგივე გადასვლა #-დან C-ზე შეიძლება განხორ- 

ციელდეს #8C მიმართულებითაც. 

განვიხილოთ წერტილების დალაგება პროექციულ წრფეზე. 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ (1.1), ელემენტარულ გეომეტრიაში 

წერტილების დალაგება წრფეზე განისაზღვრება ცნება „შორის“ 

საფუძველზე ანუ წერტილის განლაგებით ორ წერტილს შორის. 

პროექციულ გეომეტრიაში, სადაც წრფე განიხილება, როგორც 

შეკრული წირი, ამ ცნებას აზრი არა აქვს. მართლაც, თუ გან- 

ვიხილავთ პროექციულ წრფეზე მდებარე სამ #,C,8 წერტილს 
(სურ. 18), ვერ გამოვარჩევთ რომელიმე მათგანს ცნება ,,შორის“ 

თვალსაზრისით. ამრიგად, ცნება ,შორის პროექციულ გეომე- 

ტრიაში კარგავს მნიშვნელობას და უნდა შეიცვალოს რაიმე სხვა 

„ცნებით, რომელსაც პროექციული ხასიათი ექნება. 

პროექციულ გეომეტრიაში წერტილების დალაგება წრფეზე გა- 
ნისაზღვრება წერტილების ორი წყვილის განხილვით, რომელთა 

ურთიერთმდებარეობა შეიძლება აღინიშნოს სიტყვით: “გაყოფი- 

ლია”. ე.ი. წრფის წერტილთა წყვილების გაყოფის ცნება მიღე- 

ბულია წერტილების დალაგების ძირითად საფუძვლად. თუ C და 

L) წერტილები ეკუთვნის #,8 ბოლოების მქონე 

ორ განსხვავებულ ურთიერთშემავსებელ მონაკ- LL 8 

ვეთს, ამბობენ, რომ C,0 წერტილთა წყვილი სხ 

ყოფს #8 წერტილთა წყვილს (სურ. 18). გაყო- “ი 

ფილ წერტილთა წყვილი ასე აღინიშნება: ა § 

#8+-Cნ. თუ C და L) წერტილები ეკუთვნის ი%068 90 

#,8 ბოლოების მქონე ერთი და იგივე მონაკ- სურ. 18 

ვეთს, ამბობენ, რომ C,Lს წერტილთა წყვილი არ ყოფს #,8 წერ- 

ტილთა წყვილს (სურ. 19), რაც ასე აღინიშნება: #8-CL). აღვ- 

ნიშნოთ, რომ, თუ #,8 წერტილების წყვილი ყოფს C,L) წერ- 
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ტილთა წყვილს, "მაშინ #8C მიმართულება საწინააღმდეგოა #8L 

მიმართულების (სურ. 18) და პირიქით, თუ 

მიმართ. #48C=მიმართ. #8L, მაშინ #48“-C0% (სურ. 19). 

ელლი! C C 5ი- C C--–-Cი--0 
4 C ხ 8 4 8 C ს 

სურ. 19 

წერტილთა ორი წყვილის გაყოფის ცნებას პროექციული ხა- 

სიათი აქვს, რადგან ცენტრალური დაგეგმილება გაყოფილ წერ- 
ტილთა წყვილებს ასახავს ისევ გაყოფილ წერტილთა წყვილებზე. 

ამი–ს საფუძველზე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ წრფეთა კონის 

წრფეების გაყოფის ცნებაც. სახელდობრ, თუ მ,ხ და C,ძ ერთი § 

კონის წრფეების ორი წყვილია და 5 – ნებისმიერი წრფე, რო- 

მელიც კვეთს მ,ხ და C,ძ წრფეებს, შესაბამისად, #ტ,ვ და C,0 

წერტილებში, მაშინ #,8 და C,– წყვილები, 5 წრფის მდებარეო- 

ბის მიუხედავად, ყოველთვის გაყოფილი ან ყოველთვის გაუყო- 

ფელი იქნება. პირველ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ მ,ხ ღა C.ძ 

წრფეთა წყვილები ყოფს ერთმანეთს, მეორე შემთხვევაში არ 

ყოფს. ამრიგად, კონის წრფეთა წყვილების გაყოფის ცნება დაიყ- 

ვანება წერტილთა წყვილების გაყოფის ცნებაზე; ეს უკანასკნელი 
კი არის ძირითადი ცნება, რომელიც არ დაიყვანება უფრო მარტივ 

ცნებაზე. 

ევკლიდის სივრცის შევსება არასაკუთრივი ელემენტებით შე- 

სრულებული იყო ევკლიდეს სივრცის წერტილების, წრფეებისა 
დღა სიბრტყეების ინციდენტურობის დაცვის პირობებში ანუ ევ” 

კლიდეს გეომეტრიის აქსიომებში ჩამოყალიბებული მოთხოვნების 

დაცვით. ამასთან, ახალი არასაკუთრივი ელემენტების შემოტანამ 

ევკლიდეს ძირითად წინადადებებს (აქსიომებს) შესძინა მეტი გან- 

ზოგადება, რაშიც დავრწმუნდებით, თუ განვიხილავთ პროექციული 

სიბრტყის ინციდენტურობის აქსიომებს. 

ამრიგად, პროექციული სივრცის კუთვნილების (ინციდენტურო- 

ბის) აქსიომებში მოცემულია პროექციული სივრცის ობიექტების 
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ურთიერთკუთვნილების მოთხოვნები. ჩამოვაყალიბოთ ეს მოთხოვ- 

ნები წინადადებათა წყვილების სახიი,., რათა ხაზი გავუსეათ 

მათოვის დამახასიათებელ ორადობას: 

აქსიომა. 1. ორი განსხვავებული წერტილი განსაჩღვრავს. ერთ 

და მხოლოდ ერთ წრფეს, რომელსაც ეს წერტილები ეკუთვნის. 
შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ ანალოგიური წინადადება. სიბრტ- 

ყეებისათვის. 
აქსიომა II. ორი განსხყავებული სიბრტყე, განსახღვრავს. ერთ 

და მხოლოდ ერთ წრფეს, რომელსაც. ეს. სიბრტყეები, ეკუთვნის, 
ეს. ბოლო წინადადება ევკლიდეს სიგრცეში არ სრულდება. 

რადგან. ევვლილეს. სიგრცეში არ არსებობს წრფე. რომელიც ორ 

პარალელურ. სიბრტყეს. ეკუთვნის. პროექციულ. სიგრცეში, კი. ეს 
არის პარყლელური სიბრტყეების საერთო აპრასაკუთრივი, წრფე. 

აქსიომა 8. წერტილი და წრფე. რომლებიც არაინციდენ- 

ტურია. განსაზღვრავს ერთ ღა მხოლოდ ერი საბრტყეს. 

რომელსაც ისიჩი განეკუთვნება. 

აქსიომა 2) სიბრტყე და წრფე, რომლებიც. არაინციდენტურია. 

განსსღვრავს ერთ. და მხოლოდ. ერთ. წერტილს. რომელსაც 
ისინი ეკუთვნის. 

ბოლო წინადადება, ევკლიდეს სივრცეში. შეიძლება არ. შეს. 
რულდეს. რადგან წრფე შეიძლება, იყოს. სიბრტყის პარალელუ: 
რი. პროექციულ. სივრცეში, კი ეს წინადადება. ყოველთვის 
სრულდებ. რადგან წრფისა და სიბრტყის პარალელურობის 

შემი ხვევაში, მათ. საერთო, პრასაკუთრივი წერტილი ექნებ. 

ამ. აქსსომთა რიცხვი შეიძლება შეივსოს კუთვნილების სხვა 

აქსიომების. რომლებიც. აგრეთვე, შეიცავს, პროექციული, სივრცის 
თვისებებს და რომლებიც მტკიცდება ზემოთ. ჩამოთვლილ 

აქსირმათა საფუძველზე. 

აქსიომა, 3. თუ ორი # და )პ წერტილი ეკუივნის სიბრტყეს. 

მაშინ /"I3 წრყე სიბრჯწყეს ეკუთვნის. 
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აქსიომა + თუ ორი სიბრტყე (თ და ჩ) ეკუთვნის # წერტილს. 

მაშინ ამ სიბრტყეების გადაკვეთის წრფე # წერტილს ეკუთვნის. 

აქსიომა 4 სამი წერტილი, რომლებიც ერთ წრფეს არ ეკუთვ- 

ნის, განსაჩღვრავს ერთ და მხოლოდ ერთ სიბრტყეს, რომელსაც 

ისინი განეკუთვნება. 

აქსიომა 4ტ სამი სიბრტყე, რომლებიც ერო წრფეს არ 

ეკუთვნის, განსაზღვრავს ერთ და მხოლოდ ერთ წერტილს. 

რომელსაც. ისინი განეკუთვნება. 

აქსიოს, 5 ორი განსხვავეებბული წრფე, რომლებიც ერი 

სიბრტყეს ეკუთვნის. განსახღვრავს ერთ და მხოლოდ ერით 

წერტილს. რომელსაც. ისინი განეკუთვნება. 

აქსიომა 5. ორი, განსხვავებული. წრფე, რომლებიც ერთ 
წერტილს ეკუთვნის, განსახღვრავს ერთ და მხოლოდ ერთ 

სიბრტყეს. რომელსაც. ისინი განეკუთვნება. 

თუ, სამოთვლილ. აქსიომებს. გავაანალიზებთ. ადვილად დავრჯწ- 

შუნდებით. რომ. პროექციულ. სივრცეში, ისევე. როგორც. პროექ 
ციულ. საბროტყესე არ არსებობს პარალელურობის ცნება: ერთი 

სიბრტეის. კუსვსილი ორი წრფე ყოველიკვის იკვეთება (აქსიოშა. 

ა) პროექციულ. სივრცეში არ არსებობს პარალელური 

სიბრტყეები: ორი. ნებისმიერი. სიბრტყე ყოველთვის. იკვეთება 
(აქსიომა ") ბოლოს. ჩებისმიერი წრფე. რომელიც არ ეკუთვნის 

სიბრტყეს. ყოველთვის. კვეთს ამ უკანასკნელს (აქსიომა 2) 

როგორც კვე აღვნიშნეთ. ჩამოთვლილი აქსიომები მართებულია 

პროექციული. სივრცის როგორც საკუთრივი. ისე არასაკუთრივი 

წერტილის და წრფისათვის. ცხადია, ამ აქსიომებზე დაყრდნობით 

დამტკიცებული, თეორემებიც. აგრეთვე, მართებული. იქნება 

პროექციული სიბრტყის ყველა წერტილისაივის. ამრიგად, 

არასაკუორივი, წერტილების არსებობა სცილდება ფორმულირების 

სტილისტურ გამარტიცებას: ვიგებთ. არა, მარტო ფორმულირებაში, 

არამედ. დამტკიცებაშიც. როგორც მალე დაგრწმუნდებით. მოგება 
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ბევრად მეტია, ვიდრე ველოდებით – ორჯერ მაინც მეტი, ვიდრე 
ვვარაუდობდით. 

გავარკვიოთ, როგორ უნდა გავიაზროთ ორი ელემენტის ინცი- 

დენტურობა, როდესაც ერთი ან ორივე არასაკუთრივია. თუ #= 

ეკუთვნის გ წრფეს (#C6Cმ), ეს ნიშნავს, რომ #C არის 2 წრფის 

არასაკუთრივი წერტილი. არასაკუთრივი წერტილი განისაზღვრება 

იმ წრფით, რომელსაც ის ეკუთვნის. ამიტომ, შეიძლება ვთქვათ, 

რომ მ არის #ტV" არასაკუთრივი წერტილის "საკუთრივი 

წარმომადგენელი. 

თუ არასაკუთრივი წერტილი ეკუთვნის თ სიბრტყეს, ეს 

ნიშნავ, რომ ამ #თ წერტილზე გამავალი წრფეები (ე.ი. 

პარალელური წრფეები) თ სიბრტყის პარალელურია. შევნიშნოთ, 

რომ წრფისა და სიბრტყის პარალელურობის განსაზღვრის 

თანახმად, თ სიბრტყის კუთვნილი წრფეებიც მის პარალელურ 

წრფეეად ითვლება ბოლოს, /#=6მ» ნიშნავს რომ /ტ.ოთ-ზე 

გამავალი ყველა წრფე მ»-ზე გამავალი სიბრტყეების 
პარალელურია. 

1თ არასაკუთრივი წრფე შეიძლება იყოს მოცემული საკუთრივი 

სიბრტყით, რომელსაც ის ეკუთვნის. 

გარდა ამისა, არასაკუთრივი 1– წრფე შეიძლება იყოს მო- 

ცემული 8 და ხ საკუთრივი წრფეებით, რომლებიც განსაზღვრავს 

Iთ წრფის ორ არასაკუთრივ #V» და 8თ» წერტილს. იმისთვის, რომ 

დავრწმუნდეთ ჩამოთვლილი აქსიომების მართებულობაში პრო- 

ექციული სივრცის როგორც საკუთრივი, ისე არასაკუთრივი ელ- 

ემენტებისათვის, მაგალითისთვის, განვიხილოთ აქსიომები 1 და 1. 

აქსიომა 1. თუ მოცემული წერტილები საკუთრივია, მივიღებთ 
ევკლიდეს გეომეტრიის ცნობილ აქსიომას. იგი მართებულია იმ 

შემთხვევშიცკ, თუ ერთი ან ორივე წერტილი არასაკუთრივია, 

მართლაც, ვთქვათ, # საკუთრივი წერტილია, ზ.„ - არასაკუთრივი, 

რომელიც მოცემულია თავისი საკუთრივი წარმომადგენელით – 

ხ წრფით (სურ. 20). 8= წერტილზე გამავალი წრფეები ხ წრფის 
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პარალელურია, მათ შორის მოიძებნება ერთადერთი გ წრფე, 

რომელიც # წერტილზე გაივლის. ეი #8» წრფე არის # 

წერტილზე გამავალი და არასაკუთრივი 8= წერტილის მქონე ხ 

წრფის პარალელური გ წრფე. ორი არასაკუთრივი #თ დღა L= 

წერტილითაც განისაზლვრება ერთადერთი #»8» წრფე. მართლაც, 

თუ არასაკუთრივი წერტილები მოცემულია ხნ. 

თავისი საკუთრივი წარმომადგენლებით – ორი მ= 

2 და ხ წრფით (რომლებიც არ იკვეთება ანუ " L 

აცდენილია), მაშინ საძიებელი /#»„8» წრფე 

იქნება მ წრფით და მასთან გადაკვეთილი 8= 

არასაკუთრივი წერტილის მქონე ხIIხ წრფით განსაზღვრული თ 

სიბრტყის ერთადერთი #»8» არასაკუთრივი წრფე (სურ. 21). 

აქსიომა 1! არც დგას და არც სრულდება 

ევკლიდეს გეომეტრიაში, რადგან, თუ ოIIჩ, 

მაშინ ევკლიდეს სივრცეში არ არსებობს ამ 5“ 
სიბრტყეების კუთვნი––ლი საერთო წრფე. . 

პროექციულ სივრცეში კი, თუ თ და ზ ორივე სურ. 21 

სიბრტყე საკუთრივი, ისინი ყოველთვის იკვეთება (იმ 

შემთხვევშიც, თუ თII), თუ ერთი სიბრტყე, მაგალითად, Cთ 

არასაკუთრივია, მაშინ თ. და 8 სიბრტყეები ჩ სიბრტყის ხ= 
არასაკუთრივი წრფის კუთვნილი იქნება. ამით ამოიწურა ყველა 

შესაძლებელი “შემთხვევ, რადგან თ ლდა ჩზ სიბრტყეები 
ერთდროულად არ შეიძლება არასაკუთრივი იყოს (პროექციულ 

სივრცეში ერთადერთი არასაკუთრივი სიბრტყე არსებობს). 

ხ სურ 20 

  

2.5. ორადობის პრინციპი 

მივაქციოთ ყურადღება იმას, რომ ჩამოთვლილი აქსიომები, 

რომლებიც ინციდენტურობის ტერმინებში ჩამოყალიბებული, 

წყვილ-წყვილად მსგავსია და არის ეწ «ორადი წინადადების 
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მაგალით. ორ წინადადებას წერტილებზე წრფეებს და 
სიბრტყეებზე ჰქვია ორადი, თუ ერთი მეორისგან მიიღება სიტყვა 

„წერტილის” შეცვლით სიტყვით „სიბრტყე” და პირიქით, სიტყვა 
„სიბრტყის”” შევცვლით სიტყვით „წერტილი, ხოლო სიტყვა 
„წრფეს” შევინარჩუნებთ. 

ამრიგად, ორადობის პრინციპი გამომდინარეობს პროექციული 

გეომეტრიის კუთვნილების აქსიომათა ორადობიდან, სახელდობრ 

ამ ჯგუფის ყოველი აქსიომის ორადი წინადადება არის იგივე 

ჯგუფის აქსიომა ან თეორემა, რომელიც მტკიცდება ამ ჯგუფის 

აქსიომათა საფუძველზე. მართლაც, თუ აქსიომაში I შევცვლით 

სიტყვა ,„წერტილს” სიტყვით ,„,სიბრტყე”, მივიღებთ აქსიომას I. 

სიტყვებს ასეთი გადაადგილებით აქსიომა 2-ის ნაცვლად 

მივიღებთ 2' აქსიომას. სიტყვების ასეთი შეცვლა 1 და 11, 2 და 
21, 3 და 3, 4 და 4!, აქსიომებს წყვილ-წყვილად ერთმანეთზე 

ცვლის. 
აქსიომების სისტემას, რომელშიც დასაშვებია სიტყვების ასეთი 

შეცვლა ეწოდებ ორადობა აქსიომათა თორადობამ “უნდა 

გამოიწვიოს დამტკიცებული თეორემების ორადობაც. მართლაც, 

ყოველი თეორემა რომელიც დამტკიცებულია I 2, 3, 
აქსიომათა საფუძველზე, სიტყვების ,,სიბრტყე” და ,,ცწერტილი” 
გადაადგილებით გადავა თეორემაში, რომელიც გამომდინარეობს 11, 

2), 3), აქსიომებიდან ე.ი აქსიომების იგივე სისტემიდან. 
ამრიგად, შეგვიძლია ვთქვათ რომ პროექციული გეომეტრიის 

ნებისმიერი თეორემისათვის არსებობს მისი ორადი თეორემა. 

მაშასადამე, პროექციულ გეომეტრიაში არსებობს ორადობის 

პრინციპი პროექციული გეომეტრიის ნებისმიერ თეორემაში 

სიტყვების ,,სიბრტყე” და ,წერტილი” გადაადგილებით, მივიღებთ 
ახალ თეორემას, რომელიც აგრეთვე მართებული იქნება. ამასთან, 

ერთი თეორემის დამტკიცება მეორე თეორემის დამტკიცების 

ორადი იქნება ასეთი სასიამოვნო შესაძლებლობა გავაკეთოთ 

დამტკიცებული თეორემის დუბლირება ევკლიდეს გეომეტრიაში არ 

57



არსებობს. ევკლიდეს გეომეტრიაში სიტყვების ,ფწერტილი” და 
„სიბრტყე შეცვლით, „პარალელური სიბრტყეების! მაგივრად 

მივიღებთ ,პარალელურ წერტილებს" მაგრამ პარალელური 

წერტილები არ არსებობს, ამიტომ სიტყვების ასეთი შეცვლა 

დაუშვებელია. 
პროექციულ გეომეტრიაშიც არ არსებობს ,,პარალელური 

წერტილები”, მაგრამ არ არსებობს არც პარალელური სიბრტ- 

ყეები, რაც დაკავშირებულია პროექციულ სივრცეში არასაკუთ- 

რივი ელემენტების არსებობასთან ეი თორადობის პრონციპი 

მჭიდრო კავშირშია არასაკუთრივი ელემეტების არსებობასთან. ეს 

ვითარება გვქონდა მხედველობაში, როდესაც ზემოთ ვახსენეთ, 

რომ სარგებელი, რომელსაც არასაკუთრივი ელემენტების შემო- 

ტანით მივიღეთ „ორჯერ მაინც მეტია, ვიდრე ვვარაუდობთ”. 

ორადობის პრინციპი არის ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი და 

საინტერესო დებულება მთელ თანამედროვე გეომეტრიაში. მისი 

მნიშვნელობა იმაშია, რომ ნებისმიერი დამტკიცებული წინადა- 
დების ორადი წინადადების მართებულობა შეგვიძლია მივიღოთ 

ყოველგვარი დამტკიცების გარეშე ეს პრინციპი გამოსახავს 

პროექციული გეომეტრიის სტრუქტრის სიმეტრიულობას, 

რომელიც მისი ერთ-ერთი ყველაზე შესანიშნავი თავისებურებაა. 

ორადობის პრინციპის გამო, არ არსებობს პროექციული გეომეტ- 

რიის დაყოფა სტერეომეტრიასა და პლანიმეტრიაზე, რაც დამა- 

ხასიათებელია გეომეტრიის სხვა დარგებისთვის (ელემენტარული, 

ანალიზური დიფერენციალური). მართლაც, თუ რომელიმე 

წინადადებას დავამტკიცებთ ბრტყელი ფიგურისათვის, რომელიც 

შედგება წერტილებისა და წრფეებისაგან, ორადობის პრინციპით 

მივიღებთ მის ორად წინადადებასს შესაბამისი ფიგურისათვის 

სივრცეში რომელიც შედგენილი იქნება სიბრტყეებით და 
წრფეებით და არ არსებობს რაიმე საფუძველი მივაკუთვნოთ ეს 
წინადადებები გეომეტრიის სხვადასხვა ნაწილს. ორადობის 
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პრინციპის ნაყოფიერმა შორს მიმავალმა შედეგებმა არ შეიძლება 

მთაბეჭდილება არ მოახდინოს მკითხველზე. 

პროექციული სივრცის ორადჯობის პრინციას, რომელიც 

განვიხილეთ, ეწოდება „დიდი ორადობის პრინციპი", ხოლო ორა- 

დობის. პრინციპს, რომელიც. პროექციულ. სიბრტყეზე ხორციელდე- 
ბა და რომელიც ორადობის დიდი პრინციპის შედეგია, ეწოდება 

სორადობის მცირე. პრინციპი“ პროექციული, სიბრტყე, მის. კუთვ- 
იხლ წერტილთა და წრფეთა სიმრავლეა. ადეილი შესამჩნევია, 

რომ სიბრტყის ელემენტების ურთიერთდამოკიდებულება, სიმეტრი- 

ულია წერტილთა და წრფეთა მიმართ. ასე. მაგალითად, წინადა- 

დებას. 1 ორი განსხვავებული. წერტილი. ყოველთვის  გან- 
სა ხღვრავს ერით წრჟვეს. რომელსაც თხსიაჩი განეკუთვნება, შეესაბა- 

მება, სიმეტრიული წინადადება, 1“ სიბრტყის ორი განსხვავებუ- 

ლი წრფე განსახღვრავს ერთ და მხოლოს ერთ წერტილს, რო- 

მელიც ორივე წრფეს ეკუთვნის, ორადობის მცირე პრინციპი 

შმეიძლება შემდეგნაირად. ჩამოვაყალიბოია: 

ყოველ. პროექციულ. წინადადებას. სიბრტყის წერტილებისა და 
წრფეების შესახებ შეესაბამება მეორე. ორადი წინადადება, რო- 

მელიც. მიიღება, პირველი. წინადადებიდან. თუ. სიტყვა, „წერტილს ” 
შევცვლით. სიტყვა, „ყწრფით. ღა. სიტყვა, „წრფეს” შევცვლით. სი- 
ტყვა „ყწერტილით” ორადი წინადადებები. მართებულია, თუ 
დამტკიცებულია ერთი მაიგანი. 

2.6. სხვადასხვა საფეხურის მირითადი სახეები 

როგორც. უკვე აღვნიშნეთ. (2.5). პრრექციულ.  გერმეტრიაში 
ორადობის პრინციპის გამო. არ არსებობს გაყოფა პლანიმეტრიასა 

და სტერეომეტრიაზე. ამიტომ. პროექციულ გეომეტრიაში მიღე- 

ბულია დაყოფის სხვა პრინციპი. სახელდობრ. გეომეტრიული სახ- 

ეები დაყოფილია სხვადასხვა საფეხურის სახეებად, მათი განხო- 
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მილების მიხედვით და წარმოადგენს განსხვავებული სტრუქტურის 

მქონე წერტილების, წრფეებისა და სიბრტყეების ერთობლიობებს. 

პროექციულ გეომეტრიაში თანამიმტევრულად შეისწავლება ასეთი 

ნიშნით დაყოფილი საფეხურების სახეები და განისაზლვრება ყო- 

ველი სახეობის პროექციული თვისებები. 

ამრიგად, პირველი საფეხურის მირითადი სახეებია შემდეგი 

ერთგანზომილებიანი (ერთპარამეტრიანი) ფიგურები (ანუ ფიგურე- 

ბი, რომელთა. ყოველი. ელემენტი. შეიძლება, გამოიყოს. ელემენტე- 
ბის უსასრულო სიმრავლიდან ერთი რომელიმე პარამეტრით): 

|. წერტილთა მწკრივი წრფეზე სე წრფის ინციდეჩტურ 

/.I3. C. წერტილთა სიმრავლე (სურ. 22.)). ა წრფეს ეწოდა 

წერტილთა მწკრივის მზიდავი. ხოლო /.13. C... წერტილებს 

მს კრივის ელემენტები. წერტილთა მყკრივი სიმბოლურად ასე 

აღინიშნება: ა ( /M.I3, C,..) ან 5(/#), 

2. წრფეთა კონა ერთ სიბრტყეში ბ წერტილის ინციდენ- 

ტურ წრფეთა სიმრავლე (სურ. 22.2), 5 წერტილი კონის მ'ხიდა- 

ვია ღა მას კონის ცენტრი ეწოდება. ე. ხ. ი. ძ წრეფეები კონის 

ელემენტებია, რომლებსაც კონის სხივები (წრფეები) ჰქვია. კონის 

სიმბოლური ჩაჩაწერია: 5 (0, ხ. ი...) ან .5 (0) 

3. სიბრტყეთა კონა ერთ § წრყეზე გამავალ სიბრტყეთა სი- 

მრავლე. (სურ. 22,3). § წრფე, რომელსაც კონის ღერძი ჰქვია, 
არის კონის მზიდავი,. ხოლო თ", ჩ. /. ი სიბრტყეები კონის 

ელემენტები. კონის სიმბოლური ჩანაწერია: ა((V.0 ე.ბ...) ან. §5(CL). 

ა _ ა 
1 2 წა 3 _ სკა–ო /ს 

# /. - V ჯა V 

 ი--6456-95- 0 / ! V% / · V. + 
რიხი ა: /IIM 7 –- ი ი სწწუ- 

| 1 % – ; - 
//!'V /(ი „–“““– % / M «- “ი ე / IV ასასგეგბს|სბ/რ– –· 

სურ, 22 გ ხ C კ ხ+<“ა საიას“ 
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ადვილი შესამჩნევია, რომ 5(თ) წრფეთა კონა §(4) წერტილთა 

მწკრივის ორადი ფიგურაა ორადობის მცირე პრინციპით, ხოლო 

§თ) სიბრტყეთა კონა იგივე 5(4) მწკრივის ორაღი ფიგურაა 

დიდი ორადობის პრინციპით. 

მეორე საფეხურის ძირითადი სახეებია შემდეგი ორი ორგან- 

ზომილებიანი ფიგურა: 

1. ბრტყელი ველი – თ სიბრტყის კუთვნილ წერტილთა და 
წრფეთა სიმრავლე (სურ. 23,1). 0) სიბრტყეს ბრტყელი ველის 

მზიდავი ეწოდება. სიმბოლურად ბრტყელი ველი ასე ჩაიწერება: 

CX(4,8,C,L,..., მ,ხ,C,ძ,.... ბრტყელი ველის ელემენტებია წერ- 

ტილები და წრფეები. ამ ელემენტების ურთიერთკუთვნილებით 
წარმოიქმნება წერტილთა მწკრივები და წრფეთა კონები. ამიტომ, 

ბრტყელი ველი მოიცავს წერტილთა მწკრივებს, მაგალითად, 

V4)) ღა წრფეთა კონებს მაგალითად 5)(მ) ანუ მეორე 

საფეხურის სახე – ბრტყელი ველი – მოიცავს პირველი 

საფეხურის სახეებს – წერტილთა მწკრივებს და წრფეთა კონებს. 
, 

სურ. 23 

2. წრფეთა და სიბრტყეთა შეკვრა – 5 წერტილის ინციდენტურ 

სიბრტყეთა და წრფეთა სიმრავლე. 5 ცენტრი შეკვრის მზიდავია და 

მას შეკვრის ცენტრი ეწოდება სიმბოლურად ასე ჩაიწერება: 

5(გ,ხ,C,..თ,8,7..ე,. შეკვრაში შემავალი ელემენტების –ურთიერთინ- 

ციდენტურობის შედეგად შეკვრა შეიცას, წრფეთა კონებს, 
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მაგალითად, 5(გ,ხ,0.) ლდა სიბრტყეთა კონებს მაგალითად, 

VI(CთI,3,VI) (სურ. 23,2). 

ადვილი შესამჩნევია რომ წრფეთა და სიბრტყეთა შეკვრა 

ბრტყელი ველის ორადი ფიგურაა ორადობის დიდი პრინციპით. ასე, 

ბრტყელი ველის Cთ) სიბრტყეს შეესაბამება ა შეკვრის ცენტრი, 

ბრტყელი ველის ყველა წერტილს – შეკვრის ყველა სიბრტყე, 
ს(4I,8,,C,.ს)...) წერტილთა მწკრივს – სI(თ,,ზ),7I..) სიბრტყეთა 
კონა, ბრტყელი ველის ყველა წრფეს – შეკვრის წრფეები, ხოლო 
წრფეთა კონებს – ისევ წრფეთა კონები. 

გარდა ამისა, ი) ბრტყელი ველის წერტილები და წრფეები 

გეგმილდება § შეკვრის წრფეებით და სიბრტყეებით ანუ ბრტყელ 
ველს ლდა შეკვრის შორის არსებოს “–ურთიერთცალსახა 

პერსპექტიული შესაბამისობა, რომელშიც შესაბამისი ელემენტები 

ინციდენტურია. 

მესამე საფეხურისს ძირითადი სახეებია “შემდეგი სსამგან- 

ზომილებიანი ფიგურები: 

1. წერტილთა სამგანზომილებიანი სივრცე პროექციული 

სივრცის წერტილთა სიმრავლე. პროექციული სივრცე ამ შემთ- 

ხვევაში წერტილთა სიმრავლის მზიდავის როლს ასრულებს. 

2. სიბრტყეთ “შსამგანზომილებიანი სივრცე – პროექციული 
სივრცის სიბრჯზყეთა სიმრავლე. პროექციული სივრცე სიბრტყეთა 

სიმრავლის მზიდავის როლს ასრულებს. 

მესამე საფეხურის ეს ორი სახე ორადია ორადობის დიდი 

პრინციპით ამიტომ, თითოეული მათგანი მეორის ყველა ორადი 

თვისების მატარებელია. მესამე საფეხურის სახეები პირველი და 

მეორე საფეხურის ყველა სახეს შეიცავს: წერტილთა მწკრივებს, 

წრფეთა კონებს, სიბრტყეთა კონებს, ბრტყელ ველებს და შეკვრებს. 

ზოგ შემთხვევაში მესამე საფეხურის სახედ განიხილება 

პროექციული სივრცის წერტილთა და სიბრტყეთა სიმრავლე. ყოველ 

შემთხვევაში, მკითხველს მხედველობაში უნდა ჰქონდეს პროექციული 

სივრცის საერთო “სურათი„ი როგორც პირველი და მეორე 

საფეხურების ძირითადი სახეების ყველა შესაძლო გადახლართვა. 
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მესამე თავი. დეყჯჭარგის თეორემა. ჰარმონიჯმი 

3.1. დეზარგის თეორემა 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, პროექციული გეომეტრიის ერთ- 

ერთი ინვარიანტი ოთხი წერტილის რთული ფარდობა, განვ- 

საზღვრეთ მეტრული ცნებების გამოყენებით. მაგრამ პროექციულ 

გეომეტრიაში მეტრული ცნებები არ განიხილება, რადგან ისინი 

არ არიან ინვარიანტულები პროექციული გარდაქმნების (მაგალი- 

თად, ცენტრალური დაგეგმილების) მიმართ. მეტრული ცნებებისა- 

გან გათავისუფლება პროექციული გეომეტრიის მნიშვნელოვანი 

ამოცანაა. კერძოდ, ასეთ შესაძლებლობას იძლევა დეზარგის თეო- 

რემა, რომელსაც ამიტომ (და არა მხოლოდ ამიტომ) უწოდებენ 

პროექციული გეომეტრიის ძირითად წინადადებას. 

განვიხილოთ სივრცეში ორი სამკუთხედი - 4)8,C,) და #:8:C2 

(სურ. 24). დავუშვათ, რომ სამკუთხედების წვეროებზე გამავალი 

#)ეტია, 8)8:, CC წრფეები იკვეთება ერთ წერტილში. ერთნაირი 

ასოებით აღნიშნულ წვეროებს დავარქვათ შესაბამისი. ასევე და- 

ვარქვათ გვერდების წყვილებს, რომლებიც ამ წვეროებზე გადის 
(4ე)8ე) და #ტ:28:, 8)C,) და 1:C:, #,C) და #:C;:). ჩამოვაყალიბოთ 

დეზარგის თეორემა – ერთ-ერთი ყველაზე საინტერესო თეორემა 

პროექციულ გეომეტრიაში. 

თუ ორი სამკუთხედი #;I8,C, 

და #:8ც:Cე განლაგებულია ისე, 

რომ შესაბამისი წვეროების შე- 

მაერთებელი #)4ე, 8,8ე, C)C: 

წრფეები ერთი > წერტილის 
ინციდენტურია, მაშინ შესაბამისი 

ტეტე და )3))8ე, ტ)C) და #:C:, 

სეC) და 1ეC: გვერდების გა- 

დაკვეთის სი, წერტილები 
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ერთი § წრფის ინციდენტურია. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც #4.,8,C) და #.282C2 სამკუთხედები 

სხვადასხვა სიბრტყეში მდებარეობს, დეზარგის თეორემის მართე- 

ბულობა თითქმის თვალნათელია. პირობის თანახმად, #-#I/42, 8)8;, 

C)C: წრფეები იკვეთება 5 წერტილში. ამიტომ, შესაბამისი გვერ- 

დები (მაგალითად, #)8, ღა #:82), როგორც ერთ #:58; სიბრ- 

ტყეში მდებარე, გადაიკვეთება რომელიმე ” წერტილში. ანალო- 
გიურად, შესაბამისი გვერდების დანარჩენი ორი წყვილიც (4)CI 

და #:C;, 8,C, და 8:C;) აუცილებლად გადაიკვეთება რომელიმე 
0 დაL წერტილებში. მეორე მხრივ, ნ,0,IL წერტილები, რომ- 
ლებიც ერთდროულად ეკუთვნის ორივე #)8)C) და #8:C; სამ- 

კუთხედის სიბრტყეებს, მოთავსდება ამ სიბრჯყეების გადაკვეთის § 

წრფეზე. დეზარგის თეორემა დამტკიცებულია. 

მართებულია დეზარგის შებრუნებული თეორემაც. 

თუ ორი სამკუთხედი #4,8,C, და #:8:C; განლაგებულია ისე, 
რომ მათი შესაბამისი გვერდების გადაკვეთის X,0,IL წერტილები 
ერთი § წრფის ინციდენტურია, მაშინ შესაბამისი წვეროების შე- 
მაერთებელი წრფეები ერთი 5 წერტილის ინციდენტურია. 

ვთქვათ, სხვადასხვა სიბრტყეში მდებარე #ევ8)სC) და /#.:8:C1 

სამკუთხედების შესაბამისი ტ#ტ,8, და ტე8;, ტ)C) და #2C;, CI8! 
და C;:8; გვერდები იკვეთება ერთი § წრფის ინციდენტურ IL,0,% 
წერტილებში. მაშინ, ცხადია, შესაბამისი გვერდების წყვილებით 
განისაზღვრება #ტე8,0#ტ:8:, #,C)145C7;, 8,CI018:C2 სამი სიბრ- 

ტყე, რომლებიც გადაიკვეთება რომელიმე § წერტილში. მაშინ ამ 

სიბრტყეები“ წყვილ-წყვილად გადაკვეთის ტ#, 8,8, CIC1 
წრფეები, რომლებიც შესაბამისი სამკუთხედების წვეროების შე- 

მაერთებელ წრფეებს წარმოადგენს, გადაიკვეთება ამ ერთ 5 წერ- 
ტილზე. 

თუ ორივე სამკუთხედი (#)8,C, და #:8:C2) ერთ სიბრტყეს 

ეკუთვნის ანუ კომპლანარულია, დეზარგის თეორემები (პირდაპირი 

და შებრუნებული) ამ შემთხვევაშიც მართებული იქნება. რადგან 
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კომპლანარულ #)8IC, და #:8:C; სამკუთხედებს რომელთათვის 

შესრულებულია დეზარგის თეორემის პირობები, პერსპექტიული 

განლაგება აქვს, ამიტომ, 5 წერტილს ვუწოდოთ პერსპექტივის 

ცენტრი, ხოლო § წრფეს - პერსპექტივის ღერძი (სურ. 25). მა- 

შინ დეზარგის ორივე თეორემა მოკლედ შეიძლება ასე ჩამოვაყა- 

ლიბოთ: 

თუ ორ სამკუთხედს აქვს პერსპექტივის ცენტრი, მათ აქვს 

ასევე პერსპექტივის ღერძი და პირიქით. 

მართლაც, ვთქვათ, ორი 

ტ#ე8.C, და /#ე:8;C; Lამ- 

კუთხედისათვის დეზარგის 

თეორემის პირობა შესრუ- 

ლებულია ანუ #|)4:, 8;8;, 

CC წრფები ერთ 5 

წერტილსაე პერსპექტი- 
ვის ცენტრზე გადის. და- 

ვამტკიცოთ, რომ შესაბა- 

მისი გვერდების გადაკვე- 
თის წერტილები L=/4)8)I1#:8:, C6=#4,C)I14:C:, II=8,C,(18:C; 

ეკუთვნის ერთ წრფეს პერსპექტივის 5 ღერძს (სურ. 25). და- 

ვაფიქსიროთ 0 წერტილი, რომელიც თ სიბრტყეს არ ეკუთვნის. 

ია წრფეზე შევარჩიოთ რომელიმე ა) წერტილი. რადგან 

0,5,,4,,-ე წერტილები ეკუთვნის ერთ სიბრტყეს (რომელიც გან- 

საზღვრულია 050)4,5, წრფეებით), ამიტომ, #:0 და #5, 

წრფეები იკვეთება რომელიმე #' წერტილზე. ანალოგიურად, 8:0 

დღა 8,5, წრფეების გადაკვეთაში (რომლებიც 058, სიბრტყეს 

ეკუთვნის) მივიღებთ 8ც' წერტილს. C' წერტილს მივიღებთ 05C, 

სიბრტყის კუთვნილ C:0 და C,1)5, წრფეების გადაკვეთაში. ამრი- 

გად, ავაგეთ სამკუთხედი #”8“C., რომელიც თ სიბრტყეს არ 

ეკუთვნის. ამიტომ, #/8C', და #,8)C,) სამკუთხედებისათვის დე- 

ზარგის თეორემა მართებული იქნება. 
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მართლაც, ამ სამკუთხედების შესაბამისი წვეროების შემაერთე- 

ბელი წრფეები, სახელდობრ, #4, 8,8, CIC' ერთ 5, წერტილზე 

გადის (აგების თანახმად). დეზარგის თეორემის თანახმად, #|)8IC: 

და #408“XC'. სამკუთხედების შესაბამისი გვერდები იკვეთება ერთ 

(ი) წრფეზე მდებარე X,0,; სამ წერტილში. მივაქციოთ ყურა- 

დღება იმას, რომ 5 წერტილი შეგვიძლია ჩავთვალოთ 5, წერ- 

ტილის ცენტრალურ გეგმილად 0 ცენტრიდან თ სიბრტყეში. მაშინ 
54)8,C, ფიგურა 5,4,8,C, ფიგურის (პირამიდის) გეგმილია 
იგივე 0 ცენტრიდან თ სიბრტყეში. #28:C; სამკუთხედის /42,8;,C2 

წვეროები, როგორც 5#), 58,, 5C, წრფეებზე მდებარე, იქნება 

5)4ე, 5)8,, 5,C, წრფეებზე მდებარე #”8'C' სამკუთხედის /#"” 8" 

C' წვეროების ცენტრალური გეგმილები თ სიბრტყეში. ამრიგად, თ 

სიბრტყის კუთვნილი #,8)C, და #28:C; სამკუთხედების წყვილი 
რაც)C) და #"8',C' სამკუთხედების წყვილის ცენტრალური გეგ- 
მილებია. თუ გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ ცენტრალური 
დაგეგმილების დროს ·წერტილების და წრფეების ინციდენტურობა 
არ ირღვევა და იმ ვითარებას, რომ #,8,C, და #8 ”,C' სამკუთ- 
ხედებისათვის დეზარგის თეორემა სრულდება, მაშინ დეზარგის 

თეორემა მართებული იქნება ამ სამკუთხედების გეგმილებისათვის 

- ტე8,C,) და #:8:C; სამკუთხედებისათვის. მართლაც, თუ #I8!C) 
და # ნც” C' სამკუთხედის შესაბამისი #)8, და #8” #ტეC,) და 

ტ'“რC, 8,C,) და 8'C' გვერდების გადაკვეთის L,C,L წერტილები § 

წრფის ინციდენტურია, მაშინ ამ წრფეების #8, და #28;, 4#IC) 
და #:C;, 8IC, და 8;C; გეგმილები გადაიკვეთება იგივე § წრფის 
კუთვნილ L,0,,- წერტილებზე. მაგრამ ბოლოს ჩამოთვლილი 

წრფეთა წყვილები თ სიბრტყის კუთვნილი #)8,C, ღა /#:8:C7; 

ორი სამკუთხედის შესაბამისი გვერდების წყვილებია, ე.ი. დეზარ- 

გის თეორემა სრულდება ორი კომპლანარული სამკუთხედისთვი- 

საც. დეზარგის თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად დეზარგის თეორემა სრულდება ერთ სიბრტყეში 

მდებარე #ტ)8,C) და #28:C; სამკუთხედებისათვის (სურ. 26). ამ 

66



სამკუთხედებს დეზარგის სამკუთხედები ეწოდება, სამკუთხედების 
შესაბამისი წვეროების შემაერთებელი წრფეების ინციდენტურ 5 
წერტილს ეწოდება დეზარგის წერტილი, შესაბამისი გვერდების 
გადაკვეთის წერტილების ინციდენტურ § წრფეს – დეზარგის 
წრფე. : 

დეზარგის თეორემაში განხი- 

ლული წრფეები დღა წერტილები 
ქმნის ე.წ. დეზარგის კონფიგურა- 

ციას რომელიც შედგება ათი 

წრფისა და ათი წერტილისაგან 

(სურ. 26). დეზარგის კონფიგუ- 

რაცია სიმეტრიულია წერტილების 

და წრფეების მიმართ. ყოველი 

წერტილი ინციდენტურია სამი 
წრფისა და ყოველი წრფე ინცი- 

დენტურია სმი წერტილის. კონფიგურაციის წერტილები და 
წრფეები თანასწორუფლებიანია ანუ მათგან ნებისმიერი შეიძლება 

მივიღოთ დეზარგის წერტილად ან წრფედ. თუ მაგალითად, L 

წერტილს მივიღებთ დეზარგის წერტილად, მაშინ C,)0C; და 

ც,ჩ8ე შესაბამისი სამკუთხედები იქნება, ხოლო დეზარგის წრფე 

5#ტ,ე, რომლის ინციდენტური იქნება შესაბამისი 8,8: და CI)C:, 

8, და CC), 8; და CC; გვერდების გადაკვეთის 5,4, და #ე 

წერტილები. 
როგორც ვნახეთ კომპლანარული ორი სამკუთხედისათვის 

დეზარგის თეორემა მტკიცდება სივრცითი აგების გამოყენებით, 

ფაქტიურად, მესამე სამკუთხედის შემოტანით, რომელიც მოცემუ- 

ლი სამკუთხედების სიბრტყეს არ ეკუთვნის. იმ შემთხვევაში, 

როდესაც მოცემული სამკუთხედები კომპლანარულია, დეზარგის 

თეორემა წარმოადგენს სუფთა პლანიმეტრიულ წინადადებას და 
ბუნებრივია მისი პლანიმეტრიული დამტკიცების ძებნა. ასეთი 

დამტკიცებები ცნობილია, მაგრამ ყველა მათგანს მეტრული ხა- 
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სიათი აქვს და ამიტომ, არ არის მისაღები პროექციულ გეომე- 

ტრიაში. ამ საკითხის ანალიზმა, რომელიც გილბერტის მიერ იყო 

ჩატარებული, აჩვენა რომ დეზარგის თეორემის დამტკიცება 

სივრცითი აგებების გარეშე, შეუძლებელია. უფრო ზუსტად, 

კუთვნილების აქსიომების სიიდან რომ ამოვიღოთ ყველა წინადა- 

დება, რომელიც სივრცის თვისებებს ეხება, მაშინ დარჩენილი აქ- 

სიომებიდან დეზარგის თეორემა არ გამომდინარეობს. ამიტომ, დე- 

სარგის თეორემა შეიძლება განხილულ იქნეს, როგორც პროექცი- 

ული სიბრტყის აქსიომა. 

სივრცითი აგებების გამოყენება დეზარგის თეორემის დასამტ- 

კიცებლად არ იყო შემთხვევითი ფაქტი დეზარგის თეორემა 

მხოლოდ მაშინ სრულდება პროექციულ სიბრტყეზე, როდესაც ეს 

სიბრტყე მოქცეულია სამგანზომილებიან პროექციულ სივრცეში. 

ანუ დეზარგის თეორემა, მისი პლანიმეტრიული შინაარსის მიუხ- 
ედავად, აყალიბებს არა პროექციული სიბრტყის თვისებებს, 
არამედ პროექციული სივრცის თვისებებს. 

3.2. ჰარმონიზმი 

ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეულის განმარტებას, რომელიც 

ადრე ჩამოვაყალიბეთ (2.2), ჰქონდა მეტრული ხასიათი, სახელ- 

დობრ, ჰარმონიული ვუწოდეთ წერტილთა ოთხეულს, რომელთა 

რთული ფარდობა უდრის –1, თავის მხრივ, ოთხი წერტილის 

რთული ფარდობა დაკავშირებულია მონაკვეთების გაზომვასთან 

ანუ მეტრულ ცნებებთან. მაგრამ წერტილთა ჰარმონიული განლა- 

გება არის პროექციული გარდაქმნების (მაგალითად, ცენტრალური 

დაგეგმილების) ინვარიანტი და მისი განსაზღვრა მეტრული ცნე- 

ბების გამოყენებით, რომლებიც პროექციული გარდაქმნების ინვა- 
რიანტული არ არის, პროექციულ გეომეტრიაში მიუღებელია. 

ჰარმონიზმის ცნების პროექციული განსაზღვრის შესაძლებლობას 

გვაძლევს დეზარგის თეორემა. ამ ფაქტს უდიდესი პრინციპული 
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მნიშვნელობა აქვს, რადგან ჰარმონიზმს მივყავართ პროექციული 

გარდაქმნების სუფთა პროექციულ განსაზღვრებამდე. ვაჩვენოთ, 

რომ ჰარმონიზმის პროექციული განსაზლვრა შეიძლება მივიღოთ 

მხოლოდ წერტილებისა და წრფეების ინციდენტურობის ცნებაზე 

დაყრდნობით, რაც ხორციელდება სრული ოთხკუთხედის ჰარმო- 

ნიული თვისებების გამოყენებით. სრული ოთხკუთხედი ეწოდება 

ჩია ბრტყელ ფიგურას, რომელიც მიიღება ოთხი წერტილით 

(წვეროებით), რომელთაგან არც ერთი სამეული ერთ წრფეზე არ 

მდებარეობს და ამ წერტილების წყვილ-წყვილად შემაერთებელი 
ექვსი წრფით (გვერდით) (სურ- 27). სრული ოთხკუთხედის ყო- 

ველ წვეროზე გადის სამი გვერდი, რომლებიც ამ წვეროს 
დანარჩენ სამ წვეროსთან აერთებს. ყოველ ა 

გვერდზე ორი წვერო მდებარეობს, ორ 

გვერდს, რომლებიც ერთ წვეროზე არ გადის ს 
მოპირდაპირე ეწოდება ამრიგად სრული ჯ 

ოთხკუთხედის ექვსი გვერდით შედგენილია 

მოპირდაპრე გვერდების სამი წყვილი, 

რომელთა გადაკვეთის წერტილებს #,8.M #4 სურ. 27 8 

დიაგონალური წერტილები ეწოდება: 
ტ=ჩიხ)ლიC, ს=ინხიაL, M=XL05ლ. 

ბოლოს, სამ წრფეს, რომლებიც წყვილ-წყვილად აერთებს დი- 
აგონალურ წერტილებს, სრული ოთხკუთხედის #ტ8, #M, 8M 

დიაგონალები ეწოდება. დიაგონალები ქმნის ე.წ. #ტ8M დიაგონა- 

ლურ სამკუთხედს. 

განვიხილოთ სრული ოთხკუთხედი ჩლ0IL5 (სურ. 28). აღვნიშ- 

ნოთ #8 დიაგონალის გადაკვეთის წერტილები 50 და LL მოპირ- 

დაპირე გვერდების წყვილთან C და L). ასოებით. #,8,C,ს წერ- 

ტილთა ოთხეული 5 წერტილიდან LI გვერდზე დაგეგმილებით 
ავსახოთ. მივიღებთ L,L,M,ს ოთხეულს. ეს ოთხეული ავსახოთ 

0 წერტილიდან ისევ #8 წრფეზე. მივიღებთ 8,4,C,ს ოთხეულს: 
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#4,8,C,0 L,L,M,L 

2
I
|
 თ 

2I
IC
ა 

ამრიგად, 4,8,C,0 

ოთხეული აისახა 

3,0. .C,L ოთხეულზე. 

რადგან ოთხი წერტილის 

რთული ფარდობა დაგეგ- 

  მილების ინვარიანტია, 

ამიტომ 

  

(#8,C0)=(84#,C CC). (ა 
აღვნიშნოთ (#8,CLX)=»., 

#C # 8C 89! 
ტ8ც,C0)= “–=:4- =), , ,C0)= ––=:––-=–. 

( ” წC ვნ “ ' ოლო(84,C0) –C'26 2 
მაშინ (1) ტოლობა ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

1>+ ანუ 12=), _ X=+1L 
რადგან X-ს მნიშვნელობა დადებითია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, 

როდესაც C ემთხვევა ნ წერტილს, რაც მოცემულ შემთხვევაში 

შეუძლებელია, ამიტომ, 

=-1 ანუ (#8,CI))=–1. 

ამრიგად, შეგვიძლია გავაკეთოთ დასკვნა, რომ #,8,C,L> წერ- 

ტილები შეადგენს ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეულს. აქედან გა- 
მომდინარე, შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ ჰარმონიულ წერტილთა 

ოთხეულის პროექციული განმარტება. 

სრული ოთხკუთხედის დიაგონალზე (#8) მდებარე წერტილ- 
თა #,8,C,0 ოთხეულს, რომელიც შედგენილია სრული ოთხკუთ- 

ხედის #,8 ორი დიაგონალური წერტილით და ამ დიაგონალის 
გადაკვეთის C და 1 წერტილებით M. მესამე დიაგონალურ წერ- 
ტილზე გამავალ გვერდების წყვილთან, ეწოდება ჰარმონიულ 
წერტილთა ოთხეული. 
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ამბობენ” რომ C,) წერტილთა წყვილი ჰარმონიულადაა 

შეუღლებული #,8 წერტილთა წყვილთან ან L არის სამი მოცე- 
მული #,8,C წერტილის მეოთხე ჰარმონიული წერტილი, ან C 

და ს წერტილები ჰარმონიულადაა შეუღლებული ერთმანეთთან 

408 წერტილთა წყვილის მიმართ. თუ #,8,C,ს წერტილებს M 

წერტილიდან დაგეგმილებით ავსახავთ ოთხკუთხედის გვერდზე 
(მაგალითად, 65-ზე), მივიღებთ (48,CL)= (4M,56)=–-1. ანალო- 

გიურად შეგვიძლია დავამტკიცოთ, რომ სრული ოთხკუთხედის 

ყოველ დიაგონალსა და ყოველ გვერდზე, ყველა გვერდის და დი- 
აგონალის აგების შემდეგ, წარმოიქმნება ჰარმონიულ წერტილთა 

ოთხეულები (სურ. 28). გარდა ამისა, თუ ჰარმონიულ #,8,C,LC 

წერტილთა ოთხეულს დავაგეგმილებთ M წერტილიდან, მივიღებთ 
ჰარმონიულ M#46, M8, MC, ML წრფეთა ოთხეულს. მათგან პირ- 

ველი ორი დიაგონალებია, ბოლო ორი – სრული ოთხკუთხედის 

გვერდები. ამიტომ, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ დიაგონალური სამ- 

კუთხედის გვერდები ჰარმონიულადაა გაყოფილი ოთხკუთხედის 

გვერდებით. 
ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას: 

ტის, C “სამი მოცემული წერტილის მეოთხე ჰარმონიული – 

წერტილი ცალსახად განისაზღვრება. 
სწორედ ეს მნიშვნელოვანი თეორემა მტკიცდება დეზარგის 

თეორემის დახმარებით. 

ვთქვათ, მოცემულია #,8,CC სამი კოლინეარული წერტილი. 

უნდა ავაგოთ ამ წერტილების მეოთხე ჰარმონიული L) წერტილი 

და დავრწმუნდეთ L წერტილის აგების ცალსახობაში. აქ შეგვეძ- 

ლო ოთხი წერტილის რთული ფარდობის ერთადერთობის თვი- 

სების გამოყენება რომელიც უზრუნველყოფდა მოცემული სამი 

წერტილისათვის შეოთხე ჰარმონიული L) წერტილის აგების ცალ- 

სახობას. მაგრამ, ასეთ დამტკიცებას მეტრული ხასიათი ექნებოდა. 

ამიტომ, დავამტკიცოთ L) წერტილის მდებარეობის ერთადერთობა 

სუფთა პროექციული მეთოდით. დავიწყოთ #,8,C სამი მოცემული 
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წერტილისათვი“ მეოთხე ჰარმონიული IL) წერტილის აგებით. 

ვთქვათ, § წრფეზე მოცემულია #,8,C სამი წერტილი (სურ. 29). 

მეოთხე ჰარმონიული წერტილის ასაგებად # წერტილზე გავავ- 

ლოთ ორი ნებისმიერი # და ზ წრფე. C წერტილზე გავავლოთ 

მათი მკვეთი წრფე და დავნიშნოთ გადაკვეთის 5 და C) წერტი- 

ლები. მესამე მოცემული 8 წერტილი შევაერთოთ CC) და 5 წერ- 

ტილებთან. მივიღებთ 80 და 85 წრფეებს, რომლებიც M და § 

წრფეებთან გადაიკვეთება, შესაბამისად, ” და I წერტილებში. 
ამრიგად, ავაგეთ სრული LCIL5 ოთხკუთხედის ოთხი წვერო და 

ხუთი გვერდი. მეექვსე XI გვერდის გადაკვეთაში მოცემულ § 
წრფესთან მივიღებთ საძიებელ L) წერტილს: LI=LILI1§5. როგორც 

ხედავთ, აგება ძალიან მარ- 

ტივია და სრულდება მხო- 

ლოდ ერთი სახაზავის გა- 

მოყენებით. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ 

მეოთხე ჰარმონიულ– I 

წერტილის მდებარეობა არ 
არის დამოკიდებული სრუ- 

ლი ოთხკუთხედის შერჩევაზე რომლის დახმარებითაც ის იყო 

აგებული. ამას დავამტკიცებთ, თუ დეზარგის თეორემას რამდენ- 

ჯერმე დავიხმართ. ე.ი. დეზარგის თეორემის საფუძველზე მტკიც- 

დება მოცემული სამი წერტილისათვის მეოთხე ჰარმონიული 

წერტილის ერთადერთობის თვისება რომელზედაც აგებულია 

პროექციული გეომეტრიის უმნიშვნელოვანესი ცნების – პროექცი- 

ული გარდაქმნის განსაზღვრა. 

დავამტკიცოთ, რომ მეოთხე ჰარმონიული L) წერტილის მდება- 

რეობა არ არის დამოკიდებული რომელიმე გარკვეულ სრულ 

ოთხკუთხედზე, რომ ჰარმონიულ წერტილთა #,8,C,ს ოთხეული 

შეიძლება ავაგოთ სხვა ნებისმიერი ოთხკუთხედის დახმარებით. 
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ზემოთ მოცემული წესით ავაგოთ სხვა სრული ოთხკუთხედი 

"0" > და დავამტკიცოთ, რომ ამ ოთხკუთხედის დახმარებით 

იგივე მოცემული #,8,C წერტილებისათვის აგებული მეოთხე ჰარ- 

მონიული წერტილი დაემთხვევა ს წერტილს. აგების თანახმად, 

ახალი ოთხკუთხედის მოპირდაპირე გვერდების CL” და LI§5', ILL"5' 

და CL წყვილები იკვეთება # და 8 წერტილებში, ხოლო C5' 
გვერდი გადის C წერტილზე. თეორემის დასამტკიცებლად უნდა 
ვაჩვენოთ, რომ III გვერდი, რომელიც C:5' გვერდის მოპირდაპი- 

რეა, გაივლის L) წერტილზე. 

სამკუთხედების ორი წყვილი – MC0ა და IC 5, 50L და 

5%)II! აკმაყოფილებს დეზარგის შებრუნებული თეორემის პირო- 

ბებს, ამიტომ, არსებობს ისეთი წერტილები 0 და M, რომ 

0=ნL'ი 0ლ”ი55, და M=ლ0C0'055'იLL". მაგრამ 0 და M შეთავსე- 

ბულია, რადგან ორივე წერტილი მიღებულია CC და §5' 
წრფეების გადაკვეთაში. ამის გამო, სამკუთხედები 50ILL და 5. 

აკმაყოფილებს დეზარგის პირდაპირი თეორემის მოთხოვნებს ანუ 

550 LL. და LL ერთ წერტილში იკვეთება.“ ამიტომ, #ტ=5005/L, 

8=5L05 და ხ=იLის” ერთ 5 წრფეზე მდებარეობს. ამრი- 

გად, მოცემული #,8,C წერტილებისათვის მეოთხე ჰარმონიული IL 

წერტილი, რომელიც ავაგეთ LX ას! სრული ოთხკუთხედის 

დახმარებით როგორც L=LIL" ია, შეუთავსდა Lისა “სრული 

ოთხკუთხედის დახმარებით აგებულ 0=0Lი0§ წერტილს, რადგან 

IL და III წრფეები ერთი და იგივე L> წერტილში კვეთს 5 

წრფეს. ე.ი. LX წერტილის მდებარეობა არ არის დამოკიდებული 

სრული ოთხკუთხედის არჩევანზე, რომლის დახმარებითაც იქნება 

აგებული ს) წერტილი. ამით მოცემული სამი წერტილისათვის 

დამტკიცდა მეოთხე ჰარმონიული წერტილის ერთადერთობა. 

აქამდე ჰარმონიულ ოთხეულში შემავალი წერტილთა წყვილე- 
ბი განსხვავებულ როლს ასრულებდა: ვამბობდით, რომ წყვილი 

C,0 ჰარმონიულად არის შეუღლებული #,8 წყვილთან. ჰარმონი- 

ული ვუწოდეთ #ტ,8,C,0ს წერტილთა ოთხეულს, რომელიც შედ- 
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გენილია ი0LL5 სრული ოთხკუთხედის ორი დიაგონალური #,8 

წერტილით და მოპირდაპირე გვერდების მესამე წყვილის გადაკ- 
ვეთის C და L წერტილებით #8 წრფესთან (სურ. 28). 

ვაჩვენოთ, რომ 

ჰარმონნულ #,8,C,6C 

წერტილთა ოთხეული 

სიმეტრიულია ანუ თუ 

#ტცსც წყვილი ჰარმო- 

ნიულად არის შეულ- + თ 5 9 
ლებული C,ს წყვილ- სურ. 30 
თან, მაშინ C,ს წყვილიც ჰარმონიულად იქნება შეუღლებული 

#,6ც წყვილთან. ამაში დავრწმუნდებით, თუ ავაგებთ მეორე ოთხ- 

კუთხედს, რომლისათვის C და ს დიაგონალური წერტილები იქ- 

ნება, ხოლო # და 8 – მოპირდაპირე გვერდების მესამე წყვილის 

გადაკვეთის წერტილები CL) წრფესთან. ასეთი ოთხკუთხედის 

ასაგებად გავავლოთ 5Lს და CI წრფეები, რომლებიც გადაიკვე- 

თება M წერტილში მივიღეთ 5MსM “სრული ოთხკუთხედი, 

რომლის მოპირდაპირე გვერდები 5M და MIL იკვეთება C წერ- 

ტილში, ხოლო MI და §5M – LI წერტილში ანუ C და L) წერტი- 

ლები 5MIMVV სრული ოთხკუთხედის დიაგონალური წერტილებია. 

მესამე მოპირდაპირე გვერდებიდან ერთი – 5ILL გადის 8 წერ- 

ტილზე. დაგვრჩა დასამტკიცებელი, რომ MIM გვერდი, რომელიც 

აL გვერდის მოპირდაპირეა, გაივლის # წერტილზე. მართლაც, 

MIMC და 5MIL სამკუთხედებისათვის სრულდება დეზარგის შე- 

ბრუნებული თეორემის პირობა: 5M და 9M, ML და M0, 5L და CC 

გვერდები წყვილ-წყვილად იკვეთება L,C,8 წერტილებში, რომ- 
ლებიც ერთ წრფეზე მდებარეობს, ამიტომ შესაბამისი წვეროების 

შემაერთებელი 5ჩ,MC,MM წრფეები ერთ წერტილზე გაივლის. 

მაგრამ §- და CL წრფეები, აგების თანახმად, იკვეთება # წერ- 

ტილზე, ამიტომ, MM წრფეც # წერტილზე გაივლის. ანუ ავა- 

გეთ სრული ოთხკუთხედი (5MLM), რომლისათვის C და IL) დი- 
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აგონალური წერტილებია, ხოლო # და 8 – მოპირდაპირე MM. და 

აL გვერდების გადაკვეთის წერტილები #8 წრფესთან. აქედან 
გამომდინარეობს, რომ: 

თუ C,0 წერტილების წყვილი ჰარმონიულად შეუღლებულია 
4,03 წერტილთა წყვილთან, მაშინ 4,8 წყვილიც ჰარმონიულად 

შეუღლებულია C,0 წყვილთან. 

ჩვენ მიერ განხილული თეორემა ამტკიცებს, რომ ჰარმონიულ 

წერტილთა #ტ,8 და C,L ორი წყვილი ურთიერთშეუღლებულია. 

სხვაგვარად რომ ვთქვათ, თუ #,8 და C,ს ჰარმონიულად 

შეუღლებული წყვილებია, მაშინ აქედან გამომდინარეობს შემდეგი 

წყვილების ჰარმონიულობა: #,8 და LC, 8/ და Cნ, 8#/ და LხC, 

CL და #8, CL და 8#, XC და #8, XC და 8#. ის, რომ ყო- 

ველი წყვილის წერტილებმა შეიძლება შეცვალოს ერთმანეთი, 
უშუალოდ გამომდინარეობს ორი წყვილის ჰარმონიული შეუღლე- 

ბის განსაზღვრიდან. 

დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა: 

ჰარმონიულად შეუღლებული წყვილები ყოფს ერთმანეთს. 
ეს თეორემა ადვილად მტკიცდება თუ გავითვალისწინებთ 

ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეულის რთული ფარდობის მნიშვნე- 

ლობას, რომელიც –1 უდრის, რაც გულისხმობს გაყოფილი ჰარ- 

მონიულად შეუღლებული წერტილთა წყვილების არსებობას. სა- 

ჭიროა ამ თეორემის პროექციულად დასაბუთებული დამტკიცება. 

ვთქვათ, #8 და CL) ჰარმონიულად შეულლებული წყვილებია. 

დავამტკიცოთ, რომ #4ტ8+C%. 

დავუშვათ, რომ #8-CL. ასეთ შემთხვევაში უნდა არსებობდეს 

შემდეგი ორი გაყოფიდან ერთ-ერთი: #C+8L ან #ტ0:+8C. ვაჩვე- 

ნოთ, რომ ამ ორი გაყოფიდან არც ერთი არ შესრულდება. გან- 

ვიხილოთ პირველი გაყოფა #C+8L. #,8,C,ს შეიძლება პერს- 

პექტივათა ჯაჭვით ავსახოთ 8,4,C,2 ოთხეულზე. მაგრამ წერ- 

ტილთა წყვილების გაყოფა დაგეგმილების დროს უცვლელი რჩება 
(დაგეგმილების ინვარიანტია) და გაყოფილი წყვილები დაგეგმი- 
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ლებით ისევ გაყოფილ წყვილებზე აისახება. ამიტომ, #8CC 

ოთხეულის #C+8L. გაყოფიდან გამოდის 8,4,C,) ოთხეულის 

8C+-# ს გაყოფა. ე.ი. ტ,8,C,2 ოთხეული უშვებს ორ განსხვავე- 

ბულ წყვილებად გაყოფას, რაც შეუძლებელია. ანალოგიურად 
დავრწმუნდებით, რომ მეორე გაყოფაც შეუძლებელია. 

ამრიგად, ჩვენი დაშვება მცდარია და ჰარმონიულად შეუღლე- 

ბული წერტილთა წყვილები ყოფს ერთმანეთს: #ტ8+CL). 

ჩამოვაყალიბოთ კონის სხივების ჰარმონიული ჯგუფის შემდეგი 

განსაზღვრა: 

კონის ოთხი სხივი შეადგენს ჰარმონიულ ჯგუფს, თუ ისინი 

აგეგმილებს ჰარმონიულ წერტილთა ჯგუფს. 
ამ განსაზღვრის ორადი წინადადება მცირე ორადობის პრინცი- 

პით შემდეგია: 

ჰარმონიულ წრფეთა ოთხეულის კვეთაში წრფით წარმოიქმნე- 

ბა ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეული. 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ერთ სიბრტყეში ჰარ- 

მონიული ოთხეულების დაგეგმილების და კვეთის ოპერაციები 

მათ ისევ ჰარმონიულ ოთხეულებზე ასახავს, რაც ნიშნავს, რომ 

წერტილებისა და წრფეების ჰარმონიზმი არის დაგეგმილების ინ- 

ვარიანტი. 

ჰარმონიულ წერტილთა ან წრფეთა ოთხეულების მნიშვნელობა 

იმაში მდგომარეობს, რომ ასეთი ოთხეული ნებისმიერი პროექცი- 

ული გარდაქმნისას აისახება ისევ ჰარმონიულ ოთხეულზე. ადრე 

აღვნიშნეთ (1.4), რომ პროექციული გეომეტრია განიხილავს ფი- 

გურათა ისეთ თვისებებს, რომლებიც უცვლელი რჩება (ინვარიან- 

ტულია) პროექციული გარდაქმნების (მაგალითად, დაგეგმილების) 

დროს. აქამდე ასეთი თვისებებიდან (რომლებიც განიხილება 

პროექციულ გეომეტრიაში) შევხვდით მხოლოდ წერტილებისა და 
წრფეების ინციდენტურობას (კუთვნილებას). ახლა ამ თვისებას 

შეგვიძლია მივუმატოთ წერტილთა და წრფეთა ჰარმონიზმის 

თვისება. 
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3.3. დეზერგის თეორემის კერძო შემთხვევები 

დეზარგის თეორემა პროექციული გეომეტრიის თეორემაა, რად- 

გან არ მოიცავს მეტრულ ცნებებს. ის მოიცავს წინადადებებს, 

რომლებიც ეხება მხოლოდ წერტილებისა და წრფეების ინციდენ- 
ტურობას. მაგრამ სხვადასხვა მეტრული ხასიათის წინადადებებს, 

რომლებიც შეტანილია დეზარგის თეორემის პირობაში, მივყავართ 

დეზარგის თეორემის კერძო შემთხვევებამდე, რომელიც მეტრული 

გეომეტრიის თეორემებია. მაგალითისათვის განვიხილოთ შემდეგი 

ორი წინადადება: 

1. თუ ორი სამკუთხედის შესაბამისი გვერდების რომელიმე 

წყვილი პარალელურია წრფისა, რომლებიც დარჩენილი შესაბამი- 

სი გვერდების ორი წყვილის გადაკვეთის წერტილებზე გადის, 
მაშინ შესაბამისი წვეროების ; % 

შემართებელი წრფეები იკვეთე- § 
ბა ერთ წერტილში ან პარა- 

ლელურია (სურ. 31). 

2. თუ ერთი სამკუთხედის 

ყოველი გვერდი მეორე სამ- 
კუთხედის შესაბამისი გვერდე- - 

ბის პარალელურია, მაშინ შე- C სურ. 31 ი 

საბა-მისი წვეროების შემაერთებელი წრფეები იკვეთება ერთ 

წერტილ-ში ან პარალელურია (სურ. 32,1,2). 

31-ე სურათზე გამოსახულია #8C და #”8“C', ორი სამკუთხე- 

დი, რომელთა შესაბამისი #8 და /#'8'. გვერდები იკვეთება 

წერტილში, 8C და 8'C' გვეერდეი C) წერტილში. ხოლო #C და 

/#ტ.C' გვერდები I40) წრფის პარალელურია, რაც პროექციული 

გეომეტრიის თვალსაზრისით, ნიშნავს, რომ ისინი იკვეთება #C, 

#“C' და ილ წრფეების საერთო არასაკუთრივ წერტილში (Lთ). 

ანუ პროექციულ სიბრტყეებზე შესრულებულია დეზარგის შებრუ- 

ნებული თეორემის პირობა: შესაბამისი წრფეები #8 და #'8'., 8C 

0 
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და 8" #C და #“ იკვეთება ნ,0 და Lთ წერტილებში, რომლებ- 

იც ერთ C წრფეზე (პერსპექტივის ღერძზე) მდებარეობს, ამიტომ, 

შესაბამისი წვეროების შემაერთებელი #/', 88,, CC. წრფეები იკვე- 

თება ერთ 5 წერტილში (პერსპექტივის ცენტრში). მეტრულ სიბრ- 

ტყეში სადაც არ არსებობს არასაკუთრივი წთ წერტილი ეს 

შემთხვევა სპეციალური ფორმულირებით არის ჩამოყალიბებული. იმ 

შემთხვევაში, თუ #4 და 88' წრფეები პარალელურია, მაშინ CC” 

წრფეც მათი პარალელური იქნება ანუ შესაბამისი წვეროების შე- 

მაერთებელი წრფეები არასაკუთრივ 5 წერტილზე გადაიკვეთება. 
მეორე წინადადების თანახმად (სურ. 32), სამკუთხედების გვერ- 

დები ურთიერთპარალე- 

ლურია: #8II/ 8”, 

#ტCI “XC, C8IC”ს, ანუ 

იკვეთება არასაკუთრივ 

წრფეზე მდებარე წერტი- 
ლებზე. მაშინ დეზარგის 

თეორემის თანახმად, შე- 

საბამისი წვეროების შე- 

მაერთებელი წრფეები გა- 
დაიკვეთება ერთ 5 წერ- 
ტილში (სურ. 32,1) ან პარალელურია (სურ. 32,2). 

პირველ წინადადეაში ცვლილება გამოწვეულია ვარაუდით, 
რომ შესაბამისი გვერდების ერთი წყვილის გადაკვეთის წერტილი 
არასაკუთრივია, მეორე წინადადებაში შესაბამისი გვერდების ორი 

წყვილი (და მაშასადმე, მესამე წყვილიც) იკვეთება არასაკუთრივ 

წერტილებში. 
ეს მაგალითები კიდევ ერთხელ გვიჩვენებს პროექციული გეომე- 

ტრიის თეორემების“ სიმარტივეს და ერთობას ერთი და იგივე 

პროექციული თეორემა წარმოქმნის სხვადასხვა მეტრულ თეორემას, 

რაც დაკავშირებულია მეტრულ სიბრტყეზე არასაკუთრივი ელემენტე- 
ბის არარსებობასთან. 

  

სურ. 32 
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მეოთხე თავი. პრყექციული შესაბამისწეაა 

პირველი საფეხურის სახეებს შორის 

4.I. ძირითადი თეორემა. პროექციული შესაბამისობის განსახღვრა 

პროექციული, გეომეტრიის. ფუნდამენტური ცნება, პროექციული 
მესაბამისობის ცნებაა. როგორც უკვე აღვნიშნეთ (1.4), ეროი «ყი- 

გურის შეორე ფიგურაზე პროექციული ასახვის მნიშვნელოვანი 

კერძო. სახე. ცენტრალური, დაგეგმილებაა, რომელიც. ერთი, სიბრ 
ტყის. კუთვნილ. ფიგურას. აგეგმილებს მეორე. სიბრტყეში, პროექ- 
ციულად შესაბამის ფიგურაზე. ამიტომ. დაგეგმილება. შეიძლება 

გასვიხასლოთ.. როგორც პროექციულად შესაბამისი. ფიგყრების 

კონსტრუქციული, აგების. ხერხი. 
განიხილოთ. დაგეგმილებებისა დღა. კვეთების, ჯაჭვი. დავუშვათ. 

აყ VI) არის /V.Iჰ,.C,) წერტილთა მწკრივი §, წრფეზე. დაგაგეგ- 

მაფოთ. იგი ზი ცენტრიდან და §, მწკრივის ნებისმიერ %, წერ- 

ტილის შეგუსაბამოთ მისი მაგეგმშილებელი ი) სხივი, (სურ. 323). 

წეფეტად. მივიღებო, 5I() წრფეთა კონას, რომელიც ა) მწკრივის 

პრივექციულად. შესაბამისი. იქჩება. თანაც მწკრივის, ყოველი. წერ- 

ტაი, და მისი შესაბამისი სხივი ინციდენტური იქნება. პროექცი- 

ყლი, ფიგურების შესაბამისი ელემენტების ასე“ განლაგებას 

პერსპექტიული, ეწოდება, ხოლო შესაბამის. ფიგურ; ს პერსპექ- 

   

ტიულაც შესაბამისი, ეი. “ 

წერი. ლითა ·ა 5)(/") ეწკრივი „> 

ზI(.V) წრფეთა კონის პერსპექ- -M -. (MI8 - 
სეი „ტის , 

ტიულია. ეს ასე. ჩაიწერება: ჯ” +“ მ. I “ 6 ბ. 

ა (9) ა, (24). I > “ა. 

ხა) წრ ნა რომ /. – 1C II) წ რ“ოყესა კოსა ოძე- კ: : ' ა ყ. 

ლიმე ჯა წრფით გადავკვეთოთ % I ი 

და კონის ნებისმიერ. 42) სხივს სურ. 3პ „აში 

შევუსაბამოთ. მისი გადაკვეთის ს 

79



/ა წერტილი წრფესთან. ამ შემთხვევაშიც შესაბამისი ელე- 

მენტები ერთმანეთის ინციდენტურია (კუთვნილია) და პროექცი- 

ულად. შესაბამის 5I(2,)) კონას და §5:(9)) წრფეს პერსპექტიული 

განლაგება. აქვს ანუ პერსპექტიულებია 

5,(9,)  51(/Vს). 

ასე. განისაჩღვრება პერსპექტიულობის ცნება პირველი საფეხ- 

ურის სხვადასხეა სახეობას შორის. შეიძლება ვოქვათ. რომე და- 

გეგმილება, წერტილთა მწკრივს შეუსაბამებს მის პერსპექტიულ 

კონას. ხოლო კვეთა შეუსაბამებს კონას მის პერსპექტიულ 

მწკრივს. 
დაგეგმილებისა. და. კვერის მეტ-ნაკლებად გრძელი. ჯაჭვით 

წერტილოა ს) მწკრივს შევუსაბამოთ წერტილთა ახალი ძწაკრიგე: 

ბი და წრფეია კონები. 

თუ. ჯაჭვი ერთი, დაგეგმილებისა და ერთი კვეთისაგან შედგება 
(სურ. .4.1). მივიღებთ პროექციულად შესაბამის §I(#,)) და. 5:( რ) 

წერტილია მწკრივებს, რომელთა შესაბამისი წერტილების წევი“ 

ლები, (მაგალითად. ბ, და #ა) ერთ წერტილხე (პერსპექტივის ზ 

ცენტრხე) გამავალ წროეებზე მდებარეობს. ამბობენ. როი ასეთი 

ორი. მწკრივი პერსპექტიულად. განლაგებულია ან. ცენტრულად 
პერსპექტიულია. ანუ. ცენტრულად პერსპექტიული ა ჭ. 
წრფეები ერიი %/()) კონის კვეთებია. შეიძლება ითქვას. რომ 

პერსპექტიული, წრფეები მიიღება ერთი წრფის ღაგეგმილებით 

მეორე წრფეზე. რაც ასე ჩაიწერება: 
ზ ა 5(#M) „ %.(:1.). , უა ეა 

ანალოგიურად, ერთი იიი | პეპ - ს 9, 

ჰვერის და ერთი დაგეგმილე- , ასზე -1 #ე ოროლა ალია 
„7 ..–– ა. 1 –– 

ბით (სურ, პტ.) ორ პერს- “C წ) ' 

პექტიულ. 50). და 5X02)...· წ §. სურ. 34 
კონას. მივიღების, რომელთა შესაბამისი სხივების წყვილები (მა- 

გალითად. 2. და. მე) აგეგშმილებს ერთ წერტილთა მწკრივს. ანუ 
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ერთ წრფეზე, პერსპექტივის ღერძზე მდებარე წერტილებში, იკვე- 
თება. შივიღებთ. ღერძულ. პერსპექტივას 

5,(9) 2 5.(2.). 

ასე განისატღვრება პერსპექტიულობის ცნება პირველი. საფეხ- 

ურის ერთი და იგივე სახეობათა შორის. 

გთქვათ.. დაგეგმილებების. და. კვეთების, ჯაჭვით. მივიღეთ. §I(%M) 
მწკრივის პროექციულას შესაბამისი, მწკრიგები, და. კონები. რომ- 

ლებიც დაკავშირებულია, ერთმანეთის. პერსპექტიულ. შესაბამისო- 

ბათა ჯაჭვით (სურ. 33): 

<= ((M0) X51,(2) 2 5-(,9.) # 5:(4-) 2 წ 9) 2 ა(ა) და ა.შ. 

პირველი საფეხურის ორ სახეს პროექციული ეყოდება, თუ 

ისინი დაკავშირებულია, პერსპექტიულ. შესაბამისობათა, ჯაქჭვიის. 

პროექციული, ფიგურების ეს. განსახღვრა, პონსელეს. ეკუთვნის, 
ა დაქვში, აI(/V) მწკრივი ა/ს) კოჩის და. 5:(4:) მწკრივის 

პერსპექტიულია. მაგრამ 5-(:) კონის, მხოლოდ პროექციული, 

რადგან. მათი, შესაბამასი, ელემენტების, პერსპექტიული, განლაგების 
პირობები დარღვეულია და ისინია მხოლოდ პროექციულად შესაბა- 

მის. 

პროექციული, შესაბამისობა #2 სიმბოლოთი აღინიშნება: 

5,(/V)/ 5.(2.). 5(.V) 95. ზადი ა 9. 

პქედან. გამომდინარე. პროექციული წრყყების, მიღება, შესაძლე- 
ბელია ორი პერსპექტიული შესაბამისობის გაჭერი, 

მართლაც. რადგან ა ( #) ი 2.(C.I.) ჯ '·.(.I). Mატოძ. 

(MM) # (ზა). 

შეგახსენებთ. რომ. აყ. §- 8 ყწრჟყვები პროექციულად. ეკვივა- 
ლენტურია (განურჩეველია»). რადგან. ისინი პროექციული შესაბა- 

მისობით (მაგალითად. ცენტრალური დაგეგმილებიი!) ერთმანეთზე 

აისახება. 
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როგორც შემოთ აღვნიშნეთ, ოთხი წერტილის რთული ფარ- 

დობა დაგეგმილების ინვარიანტია. ანუ თუ 5 და 5 წრფეების 

პროექციული შესაბამისობა დამყარებულია დაგეგმილებათა ჯაჭვით 

და. /სI.)3).C 1,2 არის ა, წრფის ნებისმიერ წერტილთა ოთხეული, 

ხოლო #).I31.C 3.I2 მათი სახეები ჭ“. წრფეზე, მაშიი 

(48;I3).C II2))=(/ზაI31.C ჩა). ანალოგიური თვისება აქვს პერსპექ- 

ტივთა ჯაჭვიი დაკავშირებულ ორ კონას (მაგალითად. ა) და 

8.) აჩ მწკრივს და კონას (მაგალითად. აI(/%VI) მწკრივს და 5-2) 

კონას). 

ამრიგად, პირველი საფეხურის ორი სახის ელემენტების 
რიული, ფარდობების ტოლობა არის მათი პროექციულობის მახ- 

ასიათებელი თვისება. 

პირველი საფეხურის ერთი სახის „ასახვას მეორეხე. რომელიც 

პერსპექტივათა, ჯაჭვით. მიიღება. პონსელე. პროექციული უწოდა. 

ამ. განსაზღვრას ზოგაღი ხასიათი აქვს და დაკავშირებულია, გარკ- 

ეულ. კონსტრუქციულ სქემასთან, რაც. ძი" გამოყენებას ხლ: ხავს. 

გერმანელმა. მეცნიერმა იაკობ შტაინერმა ფაგურების პროექციული 

მესაბამისობა განსაზღვრა მათი შინაგანი სვისებიოი. რომელიც 

იჩვარიანტულია დაგეგმილების მიმშარი»: 

პირველი. საფეხურის ერთი სახის ასახვას მეორეზე პროექცი- 

ული, ეყოდება, თუ ის ინარჩუნებს ოდ ხის ნებისმიერი ელემენტის 

რთულ. ფარდობას. 

ორი წრფისათვის ეს განსაზღვრა ასე ჟღერს: 

ერთი წრფის ასახვას მეორეზე პროექციული ეწოდება. თუ ის 

ინარჩუნებს ოთი)ხი ნებისმიერი წერტილის რთულ ფარდობას. 

ეს ასე ჩაიწერა: §/(%I3,.C,1),) / 52 (9-IV.C LI.) და ნიშნავს იმ- 

ას. რომ შესაბამის წერტილთა წყვილებია #/-3/ზაე. 13) –2)3)ე. 

თანაც. (/%)13). CII21)=(/%:L3ე. C-12:). 

ჰონსელეს. განსახღვგრა უფრო მარტივია და ვიწრო: ის პირდა- 

VM-V მიუთითებს, როგორ ავაგოთ პროექციული სახეები. ამ ოცვალ- 

სასრისით, მას შეიძლება კონსტრუქციული ვუწოდოთ. შტაინერის 
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განსაზღვრა კონსტრუქციული არ არის: ის არ იძლევა არავითარ 

მითითებებს პროექციული სახეების აგების შესახებ. 

პროექციულად შესაბამისი პირველი საფეხურის სახეების მი- 

ღება პერსპექტივათა ჯაჭვის გამოყენების გარეშეც ადვილად 
შეიძლება წარმოვიდგინოთ. 

ვთქვათ, 5)(/4“),8)..)წერტილთა მწკრივის და 5(მ,ხ..) წრფეთა 

კონის შესაბამის ელემენტებს პერსპექტიული განლაგება აქვს 

(სურ. 35,1) ანუ #ICმ, 8,Cხ, დავარღვიოთ მათი პერსპექტი- 

ულობა ანუ დავარლვიოთ მათი შესაბამისი ელემენტების ინციდენ- 

ტურობა, ვთქვათ, § კონის რაიმე კონგრუენტული გადაადგილე- 
ბით (მაგალითად, პარალელური გადატანით) (სურ. 35,2). ასეთ 

შემთხვევაში 5, მწკრივის #),8),.. წერტილებისა და ა' კონის 

გ,ხ'.C, ... სხივების ურთიერთცალსახა შესაბამისობა არ დაირღვე- 

ვა: 5) მწკრივის ყოველ წერტილს 5 კონის ერთადერთი შესაბამი- 

სი სხივი ექნება, თანაც შესაბამისი ელემენტების რთული ფარდო- 

ბა არ დაირლვევა, ე.ი. §,(M4,8,...)/X5 (თ,,ხ...). ანალოგიურად, 

თუ დავარღვევთ §, და §კ მწკრივების პერსპექტიულობას (სურ. 

35,3), მაშინ შესაბამის წერტილთა წყვილებზე გამავალი წრფეები 

ერთ წერტილში აღარ გადაიკვეთება და მივიღებთ პროექციულად 
შესაბამის 5, და -კ წერტილთა მწკრივებს ანუ 

5,(4,.8,...)/85:C'4,-8ე...) (სურ. 35,3). 

1 2 LLM 3 

  

  

გარდა ამისა, პროექციულად შესაბამის წრფეებს ადვილად 

წარმოვიდგენთ, თუ განვიხილავთ კონსტრუქციას (სურ. 36,1), 
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სადაც 5) და 5 წრფეების პროექციული შესაბამისობა დამყარე- 

ბულია 5' წრფის ბიცენტრალური დაგეგმილებით ამ წრფეებზე 5) 
და ა: ცენტრებიდან მართლაც, რადგან 45, 2 - #3, ამიტომ 

§, #8. წერტილთა ორი მწკრივის პროექციული შესაბამისობა 

ასეთივე წესით შეიძლება დამყარდეს ერთ წრფეზე მდებარე ორ 
წერტილთა მწკრივის წერტილებს შორის (სურ. 36,2) ანუ 

§, (4, 8,..-) # 5: (“#4 18ე...). 

განვიხილოთ პროექციული შესაბამისობის თვისებები. 

პირველ რიგში გავარკვიოთ ერთი მნიშვნელოვანი საკითხი: რა 

უნდა იყოს მოცემული იმისათვის, რომ დამყარდეს ორი ფიგურის 
პროექციული შესაბამისობა დაგეგმილებათა ჯაჭვის გამოყენების 
გარეშე? 

პასუხს ამ კითხვაზე იძლევა შტაუდტის თეორემა, რომელ- 

საც, მისი მნიშვნელობის გამო, პროექციული გეომეტრიის ძირი- 

თადი თეორემა ეწოდა, 
ორი წრფის პროექციული შესაბამისობა დამყარებულია, თუ 

მოცემულია ნებისმიერად შერჩეული შესაბამის წერტილთა სამი 

წყვილი. 

« ა 
" 8 C 5 წ ს 8 CV 

სურ. 36 
ვთქვათ, 5, და 5: ორი წრფის პროექციული შესაბამისობა და- 

მყარებულია შესაბამის წერტილთა სამი წყვილით: /ტ.)->/;, 
8,-538:, C,-5C): 

  

5,(4,8.C,)7X5, (4,8,C;). 
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ორი წრფის პროექციული შესაბამისობა დამყარებულად თი- 

ვლება. თუ ერთი წრფის ნებისმიერი წერტილისათვის შესაძლე- 

ბელია ავაგოთ მისი შესაბამისი, ერთადერთი წერტილი მეორე ა» 

იგივე წრფეზე. 
პროექციული შესაბამისობის შმტაინერისეული განსაზღვრით. 

ორი პროექციული წზრყის შესაბამის. წერტილთა ნებისმიერი 

ხეულისათვის უნდა. სრულდებოდეს. ტოლობა: 
(VI,.C,ნ,) (ს.ს ..C..I2.) (1) 

აღვილად. დავრწმუნდებით. როი, ძირითად. თეორემაში მოთხოვც- 

ნილი მონაცემებით ეს ტოლობა შესრულდება. 

მართლაც. რადგან თერრემის. პირობის თანახმად. /#%I.I3).C,) და 

/ს:.13.C> წერტილები მოცემულია. ამიტომ. (1), ტოლობიდან ჩე- 

ბისმიერი. I2),რა, მეოთხე წერტილისათვის ცალსახად განისახღვრე- 

ბა მისი შესაბამისი I2.Cა. ერიადერიი წერტილი (სურ. 37). 

ამრიგად, ასეთი, პროვეციული, შესაბამისობის ერთაღერთობა დად- 

გეჩილია ძირითადი თეორემით. 

ახლა, დავადგინოი, ასეთი, შესაბამისობის არსებობა. 

როგორც. აღვნიმნჩეი.. პერსპექტივათა, ჯაჭვი, არ. ცვლის, ოთხი 
წერტილის რიუ ფარდობას. იურმე პირიქითაც. თუ ერთი 

წრფის რომელიმე ანახცა, მეორე წრფყერე ინარჩუნებს ჩებისმიერი 

ოოხი წერტილის რთულ ფარდობას. ამ ასახვის რეალიზება შძე- 

სამლებელი» პერსპექტრივათა გაჭვის მეშვეობით. მართლაც, რო- 

გორც უკვე ღავრწმუნდით, სჯ, წრყის ჩთ ყიი 

“უეუ“ პროექციული, ასახვა 3: წრფეზე შესაძლე- საე) სე ეა 

2. 9. “ი ბელია განვახორციელოთ ორი პერსპექტივის 

სერი მეშვეობით. (სურ. 36). დავამტკიცოთ. საპი- 

სურ. 47 რ) M.VარM-3: აI(/%ძ).13,.C)) და ს-(#ს-.13ა.C ა) ორი 

პროექციული წრფით, განისახღერება, მათი, დამაკავშირებელი ორი 

პერსსპექტიული შესაბამისობა. თანაც ერთი წრფის სამი წერტილი 

აისახება შეორე წრფის ჩებისმიერ წიჩასყარ მოცემულ სამ წერ- 

ტილიზე. მართლაც, ვიქვათ, ა) და ბა ორი პროექციული ფწრთის 
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შესაბამისობა მოცემულია შესაბამის წერტილთა სამი წყვილით 

(სურ. 38): 

/ს)-2/':. 3,3 I3-. CI –3C 
§,(4,8,C,) # §-(%.ჩ8.C.) ბა 

' C, 
სასურველი პერსპექტივების ასაგებად. გა- ოთ 

ვავლოთ #)ჩ:ე წრფე და აღვნიშნოთ მასზე 7 LC სწ 

ა წერტილი. #: წერტილზე, გავავლოთ. კი „ 
დევ. § წრფე. მამინ /Vს).)პ,.C) წერტილები %, სორ. 38 : 

ცესტრიდან. დაგეგმილდება აჯ. წრფის #:..C-“ წერტილებხე. მოვ- 

ნიშიოთ ს )პ და (% სრფეებას გალაკვეთის ა. წერტილი. 

მივიღებოა: 

9 (#8C) (86%) 73 (I 77: .). 

  

საიდანაც V-ს) ICI) / აი 5- ჩ.C .) 

ეი. ა) წრფის პროექციული, ასახყა, ა: წრფეზნე, რომელიც. მო- 

ცემული, იყო. შესაბამის წერტილთა სამი წყვილით, მოვახდინეთ 

ორი. პერსპექტიული ასახვით: ჯერ. ას წრფე ავსახეთ. ა. წრფეზე 

' ცენტრიდან, შემდეგ «. წრყე ა: წრფეზე 5| ცენტრიდან. 
ორი პროექციულად შესაბამისი წრფით განისაზღვრება მათი 

დამაკავშირებელი ორი პერსპექტიული, შესაბამისობა. 

და პირიქიის. 

ორი წრფის პროექციული. ასახვა განისახღვრება ორი ჰერს- 

პექტიული ასახვით. 

ამით პროექციული შესაბამისობის კონსტრუქცია გარკვეულია. 

ას ბევრად უფრო მარტივია. ვიდრე ვვარაუდობდიი!. ეს კონ- 

სტრუქცია. იძლევა, პროექციულად შესაბამის, წერტილთა ჩების- 
მიერი წყვილის აგების ხერხს ორი წრფის პროექციულ შესაბამი- 

სობაში, მაგალითად, პზ-ე, სურათზე, აგებულია ა,ნა,ე ნებისმიერი 

წერტილის შესაბამისი, 12:65: წერტილი. 

უნდა. აღვნიშნოთ. რომ შტაუფტის თეორემა იმსახურებს 

პროექციული გერმეტრიის ძირითაცი თერრემის შეფასებას, რად- 
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გან ხსნის პროექციული გეომეტრიის განვითარების ყველაზე ბუ- 

ნებრივ გზას და შესაძლებლობას იძლევა შესაბამის წერტილთა 

სამი წყვილით მოცემული პროექციული შესაბამისობა მივიღოთ 

კონსტრუქციულად, როგორც პროექციულ (პერსპექტიულ) შესა- 
ბამისობათა კომპოზიცია და დავაკავშიროთ პროექციული შესაბა- 

მისობის პონსელეს და შტაინერის განსხვავებული განსაზღვრებე- 

ბი: შტაინერის მიხედვით პროექციული სახეები ყოველთვის 

პროექციულებია პონსელეს მიხედვითაც. 

დავუბრუნდეთ შტაინერის მიერ პროექციული შესაბამისობის 

განსაზღვრას. განსაზღვრას საფუძვლად უდევს ოთხი ელემენტის 

რთული ფარდობა, რომელიც შეიცავს პროექციული გეომეტრიი- 

სათვის მიუღებელ მეტრულ ცნებას – მონაკვეთების სიგრძეების 

გაზომვას. მონაკვეთის სიგრძე პროექციულ გეომეტრიაში არ გა- 

ნიხილება, რადგან ის არ არის ინვარიანტული პროექციული გარ- 

დაქმნების (მაგალითად, ცენტრალური დაგეგმილების) მიმართ. 

გერმანელმა გეომეტრმა შტაუდტმა ჩამოაყალიბა პროექციული 

შესაბამისობის ახალი განსაზლვრა, რომელიც შტაინერის გან- 

საზღვრის ეკვივალენტური იყო, მაგრამ არ ეყრდნობოდა მეტრულ 

ცნებებს და ახასიათებდა პროექციულ შესაბამისობას მისი შინაგა- 

ნი პროექციული თვისებებით. ორი სხვადასხვა განსაზღვრის ეკვი- 

ვალენტურობა ნიშნავს, რომ თუ 5) წრფე პროექციულად შეესაბა- 

მება 5: წრფეს და ნებისმიერი #4 C§ წერტილი აისახება 

4; C§, წერტილზე შტაინერის მიხედვით, იგივეს ექნება ადგილი 
შტაუდტის მიხედვითაც და პირიქით. შტაუდტი ერთი წრფის 

მეორე წრფეზე პროექციული ასახვის განსაზღვრაში ითხოვდა 

არა ნებისმიერ წერტილთა ოთხეულის, არამედ მხოლოდ ჰარმო- 

ნიულ წერტილთა ოთხეულის რთული ფართობის შენარჩუნებას, 

რომელიც არ შეიცავს მეტრულ ცნებებს (3.2). 

შტაუდტმა პროექციული ასახვა ასე განსაზღვრა: 
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ერთი წრფის ასახვას მეორე წრფეზე პროექციული ეწოდება, 

თუ ერთი წრფის ყოველ ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეულს შეე- 

საბამება მეორე წრფის ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეული. 

ცხადია შტაუდტის მიერ ჩამოყალიბებული ორი წრფის 

პროექციული შესაბამისობაც “შეიძლებ იყოს დამყარებული 

პროექციული გეომეტრიის ძირითადი თეორემის თანახმად, შესაბა- 

მის წერტილთა სამი წყვილით: #.)-3#ე, 8)->8:, C)-3C2. წრფეებს 

შორის ასეთნაირად დამყარებული პროექციული შესაბამისობის 

არსებობაში უკვე დავრწმუნდით. შესაბამის წერტილთა მეოთხე და 

ყოველი მომდევნო წყვილების აგება სრულდება დაგეგმილებათა 
ჯაჭვის გარეშე და წრფის ნებისმიერი ოთხი წერტილის რთული 

ფარდობის მეტრული გამოთვლების გარეშე, მხოლოდ პროექცი- 

ული ხასიათის ცნების – ოთხი ჰარმონიული წერტილის დახმა- 

რებით. 

ვთქვათ, §, და 5 წრფის პროექციული შესაბამისობა მოცემუ- 
ლია შესაბამს წერტილთა სამი წყვილით: #I)-5/#:, 8)->8;, 
C)C: (სურ. 39). შესაბამის წერტილთა ყოველი მეოთხე წყვილი 
ასე მიიღება: 5, წრფეზე ვაგებთ /),8,,C) წერტილების ს 
მეოთხე ჰარმონიულ წერტილს. მას 52 წრფეზე შეესაბამებ ა 

#:,8: CC; წერტილთა სამეულისათვის აგებული მეოთხე ჰარმონი- 

ული ს; წერტილი. შემდეგ ვაგებთ LI 
ა. მეოთხე ჰარმონიულ წერტილს უკვე 

” C9, ი ს #რას8,,ს, წერტილთა სამეულისათვის. LC) 

წერტილს შეესაბამება მისი ანასახი – 68: 

მეოთხე ჰარმონიული წერტილი #ე,82:,L; 

5-. წერტილებისათვის და აშ. ასე განი- 
ე C; 8, 0, 

სურ ვ% საზღვრება §, წრფეზე წერტილთა თვლადი 
სიმრავლე, ხოლო 5; წრფეზე – მათი ანასახების თვლადი სი- 
მრავლე. მაგრამ პროექციული გეომეტრიის III ჯგუფის უწყვეტო- 

ბის აქსიომით გარანტირებულია 5: წრფეზე ანასახის არსებობა 5) 

წრფის ნებისმიერი წერტილისათვის. მართლაც, ამ აქსიომის მიხ- 
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ედვით, თუ #8 მონაკვეთის X და ”?" ორი წერტილისათვის 

სრულდება პირობა #ტV-8X, მაშინ #8 მონაკვეთზე არსებობს 

ისეთი M წერტილი, რომ #M-XV, 8M+XV (სურ. 40). ამრი- 

გად, ყოველი მონაკვეთისათვის, უწყვეტობის აქსიომის თანახმად, 

M წერტილის არსებობა უზრუნველყოფს პროექციულ წრფეზე 
წერტილთა სიმრავლის არათვლადობას ანუ “უწყვეტობას. ე.ი. 

პროექციული წრფის წერტილებს შორის არ არსებობს სიცა- 

რიელე და ისინი მჭიდროდ ფარავს მთელ წრფეს. ამიტომ შეგ- 

ვიძლია ვთქვათ, რომ ერთი პროექციული 

წრფის ასახვა მეორე (ან იგივე) წრფეზე 4 XMV 8 

უწყვეტია. სურ. 40 

პროექციულ შესაბამისობას კიდევ ერთი თვისება აქვს – ის 

ეკუთვნის დალაგებულ შესაბამისობებს. 

ერთი წრფის წერტილების ასახვას მეორე (ან იგივე) წრფის 

წერტილებზე ეწოდება დალაგებული, თუ ის არ ცვლის (ინარჩუ- 
ნებს) მიმართულებებს. 

ვთქვათ, ორი წრფის წერტილებს შორის დამყარებულია ურ- 

თიერთცალსახა შესაბამისობა ისე, რომ ერთი წრფის ყოველ M 

წერტილს შეესაბამება მეორე (ან იგივე) წრფის გარკვეული M' 
წერტილი. ერთ წრფეზე M წერტილის გადაადგილებისას M' 
წერტილიც გადაადგილდება მეორე (ან იგივე) წრფეზე. ამასთან, 
შესაბამისობას დალაგებული ეწოდება, თუ აღმოჩნდება, რომ იმ 

შემთხვევაში, როდესაც M წერტილი ერთი მიმართულებით მო- 

ძრაობისას შემოწერს მთელ წრფეს, M' წერტილიც ერთი რომე- 

ლიმე გარკვეული მიმართულებით გადაადგილდება და შემოწერს 
მთელ წრფეს. თუ M და M' წერტილები მოძრაობს ერთი და 

იგივე მიმართულებით, შესაბამისობას ეწოდება პირდაპირი ტიპის, 

ხოლო თუ შესაბამისი წერტილების მოძრაობა საწინააღმდეგო 

მიმართულებისაა - შებრუნებული ტიპის. 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ცენტრალური დაგეგმილება ინარჩუ- 

ნებს წერტილთა წყვილების გაყოფას, ხოლო წყვილების გაყოფის 
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შენარჩუნება ნიშნასს მიმართულების შენარჩუნებას რადგან 

პროექციული გარდაქმნა განვიხილეთ, როგორც დაგეგმილებათა 

ჯაჭვის შედეგი, ამიტომ, პროექციული გარდაქმნაც ინარჩუნებს 

წრფეზე წერტილების ციკლურ დალაგებას და მიმართულებას ანუ 
პროექციული გარდაქმნა ეკუთვნის დალაგებულ გარდაქმნებს. 
ამრიგად, პროექციული გარდაქმნები განისაზღვრება შესაბამისი 

ელემენტების სამი წყვილით და ეკუთვნის უწყვეტ და დალაგე- 
ბულ გარდაქმნებს. 

4.2. პერსპექტიული განლაგება. შესაბამისი ელემენტების აგება 

უკვე განვიხილეთ ორი 5) და 5: წრფის პროექციული შესაბა- 

მისობის კერძო შემთხვევა, როდესაც შესაბამის წერტილთა წყ- 
ვილები მდებარეობს ერთ წერტილში (პერსპექტივის ცენტრში) 

გამავალ წრფეებზე ანუ, როდესაც §| და 5: წრფეები პერსპექტი- 
ულია (სურ. 41,1).· შეგვიძლია ვთქვათ, რომ პერსპექტიული 

წრფეები ერთი კონის კვეთებია. ისიც აღვნიშნეთ, რომ ყოველი 

პერსპექტიული შესაბამი- 

სობა პროექციულია, მა- 

გრამ ყოველი პროექცი- 

ული შესაბამისობა არ 

არის პერსპექტიული. 

  

შეიძლება თუ არა, ორ პროექციულ წრფეს პერსპექტიული 

განლაგება მივცეთ? ამ კითხვაზე პასუხს იძლევა შემდეგი თეორე- 

მა: 

ორი პროექციული წრფის პერსპექტიულობის (პერსპექტიული 

განლაგების) აუცილებელი და საკმარისი პირობაა, რომ მათი 

საერთო წერტილი ორმაგი იყოს (თავის თავს უნდა შეესაბამე- 

ბოდეს). 
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ორი პროექციული კონის პერსპექტიულობის (პერსპექტიული 

განლაგების) აუცილებელი და საკმარისი პირობაა, რომ მათი 

საერთო წრფე ორმაგი იყოს (თავის თავს უნდა შეესაბამებოდეს). 

ამ ორი თეორემიდან საკმარისია დავამტკიცოთ მხოლოდ ერთი, 

რადგან მეორე თეორემის მართებულობა უზრუნველყოფილი იქნება 

მცირე ორადობის პრინციპით. 

დავამტკიცოთ პირველი თეორემა. 

თეორემაში მოთხოვნილი პირობის აუცილებლობა მარტივად 

მტკიცდება. 
გთქვათ, 5,(-4,18,,C)) #5:(-4,8ე,C:). 5) და 5: წრფეების ნე- 

ბისმიერი ორი შესაბამისი წერტილი მდებარეობს 5 კონის ერთ 

წრფეზე. 1; წერტილი, რომელიც 1)=5,015: წერტილს შეესაბამე- 

ბა, უნდა მდებარეობდეს როგორც §; წრფეზე, ასევე 57, წრფეზე. 
მაგრამ 51, წრფე კვეთს 5: წრფეს I: წერტილში. მაშასადამე, 

1:=71, (სურ. 41,1). ამრიგად, 5, და 5: წრფეების გადაკვეთის 

წერტილი თავის თავს შეესაბამება ანუ ამ შესაბამისობის ორმაგი 

წერტილია. ამრიგად, ორი წრფის პერსპექტიულ შესაბამისობაში 

ყოველთვის არსებობს ერთი ორმაგი წერტილი. 

დავამტკიცოთ თეორემაში მოთხოვნილი პირობის საკმარისობა. 

გთქვათ, 5) და 5: წრფეების პროექციული შესაბამისობა დამყარე- 

ბულია შემდეგნაირად: 

§,(/4#, 8,,11) #5-(4, 8,2) ანუ 4 -> 4,8, > 8,7 537, 
თანაც 1:=1) ანუ 1) და 1; შესაბამის წერტილთა წყვილი შეთავ- 

სებულია. 

აღვნიშნოთ 5 წერტილით 5) და 5; წრფეების შესაბამისი #, 

იდა #2, 8, და 8: წერტილების შემაერთებელი წრფეების გადაკ- 
ფეთის წერტილი. მაშინ 53 ცენტრის მქონე 5, და 5: წრფეების 

პბერსპექტივაში #54, 8)–38:, 1 ,<2315. მაგრამ იგივე შესაბამის 

წერტილთა წყვილების სამეულით ცალსახად განისაზღვრება 5, 
ლა 5 წრფეთა პროექციული შესაბამისობა. პროექციული გეომე- 
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ტრიის ძირითადი თეორემის თანახმად, ეს შესაბამისობები არ 

შეიძლება განსხვავდებოდეს. აქედან გამომდინარეობს, რომ მოცე- 

მული შესაბამისობა, სადაც 'I:=II, არის §) წრფის პერსპექტი- 

ული ასახვა 5: წრფეზე. ამრიგად, ორ პროექციულ წრფეს ყო- 

ველთვის შეიძლება მივცეთ პერსპექტიული განლაგება შესაბამის 

წერტილთა ნებისმიერი წყვილის შეთავსებით. 

ორადი წინადადება შემდეგია: 

ორ პროექციულ კონას ყოველთვის შეიძლება მივცეთ პერს- 
პექტიული განლაგება რომელიმე შესაბამის წრფეთა წყვილის 
შეთავსებით. 

ვაჩვენოთ, რომ ორი პერსპექტივის გამოყენებთთ ადვილად 

შევძლებთ შესაბამის წერტილთა სამი წყვილით განსაზღვრულ 

პროექციულ შესაბამისობაში მეოთხე და ყველა მომდევნო შესაბა- 

მის წერტილთა წყვილების აგებას. 
ვთქვათ, მოცემულია ორი პროექციული წრფე: 

§,(4,, 8,,C1)/5:(4:,,8:,C1). 
ნებისმიერი LX,6C5, წერტილისათვის ავაგოთ შესაბამისი L):C5; 

წერტილი პერსპექტიული შესაბამისობის გამოყენებით. ამ მიზნით 
შევაერთოთ რომელიმე შესაბამის წერტილთა წყვილი. მაგალითად, 
ტე და #ე. #)/ი წრფეზე მოვნიშნოთ §5, და 5: წერტილები 

(სურ. 42,1). 5I(4,8,,C))/”-5:(/4:,8:,C3) პროექციული კონები 

პერსპექტიულია, რადგან ამ კონების 5,#ტ,) და 5:#ე სხივები შე- 

ვათავსეთ ერთმანეთთან ანუ 5)5; წრფე ორმაგია. ამის გამო, 5, 

და 5: კონების ყველა შესაბამისი სხივი გადაიკვეთება პერსპექტი- 

ვის 5, ღერძზე, რომელიც განისაზღვრა 5)8, და 5:82, 5,)C, და 

5:C2 შესაბამის სხივთა წყვილების გადაკვეთის 8' და C' წერ- 

ტილებით. ამ პერსპექტივაში 5," წრფეს შეესაბამება §:L" წრფე. 

მაშინ ნებისმიერი IL)C5, წერტილის შესაბამისი L)C59 წერტილის 

აგება ნახაზიდან გასაგებია: 5) და §' წრფეების პერსპექტივის გა- 

მოყენებით ავაგოთ LI, წერტილის შესაბამისი L" წერტილი, ხო- 

ლო 5: და 5 წრფეების პერსპექტივის გამოყენებით – L' წერ- 
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ტილის შესაბამისი I): წერტილი. ეი. ი, ჯ I ჯ ა).. ამიტოძ 

ს, ს). 

ნახაზზე აგებულია ა და 8 წრფეების საერთო M)=1: წერ- 

ტილის შესაბამისი MM: და. I, წერტილები. განვიხილოთ ორი 

პროექციული წრფის. შესაბამის წერტილია წყვილების აგების 
კიდევ ერთი მაგალიისი. 

#M ” 

' იხ“, 2 L9 (აიი. 
% - “აჯ · 

7 174 “აე ”C ,„' · 

აის C ე ე ასაბები > შაეუაა, ა 

..... · ჯარ 
1.M “ >). LL _ ” რ! - I თ : !: > 

II. „არილი თან ჟა. 
· · ” -.. იიი) 

« რაბი, C- “V; M, წა I (47, ია 
ე” 

სურ. 4“ 

    

25, 
ვოქვაის, <(V.I, CI) 0 §-(.ზ-.მა.C.) ანუ #ეიატია. 13)-311-, 

დლეაC ა (სურ. 12.2). დაჟაგეგმილოთ. ეს წერტილები. შესაბამისად. 

ჩა და /M ცენტრებიდან.  მივიღების #(#:.13:.C:) # M:(V.8.CI1. 
თანაც. ს/ი სხივი ამ. ასახვაში, ორმაგია, ამიტომ. /M და #8: კო- 

ნები პერსპექრიულის.. Iოსტომ. შესაბამის წრფეთა წყვილები, /MVI3-· 

და #ეIი, /C 2 და ტე გადასკვეთება, პერსპექტივის ა. ღერძიე 

მდებარე. წერტილებში, მივაკუთვნოთ. §| და. ა: წრფეების გადაკვე- 
თის წერტილი ა, წრყეს და ალენიშნოი MI ასოითი. ა: წრფეზე 

მას შეესაბამება ხ. წერტილი. რომელიც, შესაბამისი წერტილე 

ბის აგების წესის იანახმა. პერსპექტივის ღერძზე მდებარეობს, 

თუ §) ღა აა წზრცექბბის განაკვერის წერტილს განვიხილავო, რო 

გორც ა: წრფის კუთვნილს და აღენიშნავთ წე ასოთი, მას. ა, 

წრფეზე, შეესაბამება, პერსპექტივის §. ღერძზე მდებარე 1 წერ 
ტილი. ეი. პერსპექტივის, + ღერძი, გაღის, ჩი და. 1) წერტი: 
ლებზე ანუ პერსპექტივის ა. ღერძი არ არის დამოკიდებული იმ- 

აზე. თუ შესაბამის წერტილთა რომელ. წყვილს შევარჩევთ. პერს- 
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ჰექტიულ. კონათა ცენტრებად. 11:65: წერტილების აგება, რომელ- 
იც შეესაბამება ნებისმიერ I12,Cა, წერტილს, ნახახიდან გასაგებია 

და დამატებით ახსნას არ საჭიროებს. შესაბამის წერტილია 

წვილების აგების ეს. მაგალითი შეიძლება შევასრულოთ 42. სუ- 

რათზეც. 
42. სურათზე განხილული. აგების ორადი აგება მოგვცემს 

ორი პროექციული კონის ჩებისმიერი სხივისათვის შესაბამისი 

სხივის პგების. საშუალებას. (სურ. 43). 

მაგალითად. მოცემულია ორი პროექციული კონა 

ა,(ი,.ს.C) ი5-(9-..ს..C.) ამ კონების რომელიმე, მაგალითად, 

და და მა შესაბამისი წრფეების 

გადაკვეთის. ზ = 4: ორმაგ. წერ- 
ტილზე გავავლოთ ნებისმიერი. ა) 

და 95: ორი წრფე. ამ წრფეების 

გადაკვეთაში. 5, და ზე კონის - 

წრფეებთან, მივიღებთ. წერტილთა 1 LX, '–ა 
ორ პროექციულ MV კრივს: , 
§,(/V.I3,.C2) /V 8-( /ტ-.13-.C”.). 

რომლებსაც ერთი ორმაგი /#)=7#: 

წერტილი აქვს. ამიტოძ, ბა და 

წრფეები პერსპექტიულია. ავაგოთ ამ წრფეების პერსპექტივის ბ. 

ცენტრი, როგორც შესაბაშის. 13). და. 132:. CI და C) წერტილთა 

წყვილების . შემაერთებელ. წრყეთა, გადაკვეთის. წერტილი. მაშინ 
ჩებისმიერი ძ.35, წრყის შესაბამისი 0:55. წრფის აგება შე- 

სრულდება, პერსპექტიულ. ზრფერა, კონების დახმარებიი»: 

ა (მ.ს. დ.ე) თაი ს C 0”) X 5-(მა.სე.ლ-.9)). 

  

სურ. 43 

საიდანაც ძე /0.. 
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4.3. ჰარმონიული შესაბამისობანი. პროექციული გარდაქმნების 

კლასიფიკაცია 

განსაკუთრებულ ინტერესს იწვევს ერთი წრფის წერტილების 
ასახვა ამავე წრფის წერტილებზე ანუ წრფის ასახვა თავის 

თავზე, რომელსაც წრფის გარდაქმნა ეწოდება. წრფის გარდაქმნა, 

როგორც სხვა ნებისმიერი პროექციული ასახვა, შეიძლება და- 

მყარდეს ძირითადი თეორემის თანახმად – შესაბამის წერტილთა 

სამი წყვილით. 

განვიხილოთ წრფის გარდაქმნის მნიშვნელოვანი კერძო 

შემთხვევა, რომელსაც ჰარმონიული გარდაქმნა ეწოდება. თუ ჰარ- 

მონიულ #,8,C,ს წერტილთა ოთხეულში C,L> წყვილი ჰარმონი- 

ულად არის შეუღლებული #,8 წყვილის მიმართ, მაშინ C,C 

წერტილები ეკუთვნის # და 8 წერტილებით განსაზღვრულ 
სხვადასხვა ურთიერთშემავსებელ მონაკვეთებს და, ამიტომ, C,L0 

და #,8 წყვილები ყოფს ერთმანეთს (48-+-CL). თუ # და 8 

წერტილები უძრავია, მაშინ C ცვლადი წერტილის ყოველ მდე- 
ბარეობას შეესაბამება Lს წერტილის ერთადერთი მდებარეობა, 

რომელიც ყოველთვის აკმაყოფილებს #,8,C,ს წერტილთა ოთ- 

ხეულის ჰარმონიულობის პირობას. ამრიგად, თუ ჰარმონიულობის 

პირობა დაცული იქნება, მაშინ ყოველ C წერტილს შეესაბამება 

L წერტილი. გარდა ამისა, რადგან ორივე ოთხეული #,8,C,C 

და #ტ,8,0,C ჰარმონიულია (3.2), ამიტომ, ყოველ ს» წერტილსაც 

შეესაბამება ერთადერთი C წერტილი. ასე ყალიბდება პროექცი- 

ული ჯ წრფის წერტილთა ურთიერთცალსახა #4, 8,C »” 4,8, 

შესაბამისობა ანუ 5§ წრფის გარდაქმნა, რომელშიც ყოველი C 

წერტილი აისახება L წერტილზე (C-–3L)) და პირიქით (0-)C). 

ჰარმონიულ წერტილთა #,8,C,0) ოთხეულში 4 და 8 ორი 

უძრავი წერტილის მიმართ ერთმანეთთან ჰარმონიულად შეუღ- 

ლებულ C ღა ს წერტილებს შორის შესაბამისობას ჰარმონიული 

ეწოდება. 
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ამ შესაბამისობაში # და 8 წერტილებით განსაზღვრული ორი 

ურთიერთშემავსებელი #8 და #.8 მონაკვეთებიდან ერთი აისახ- 

ება მეორეზე, რადგან #8 მონაკვეთის C წერტილის ყოგელ მდე- 
ბარეობას შეესაბამება #8 მონაკვეთის ერთი L) წერტილი. 

განვიხილოთ ამ გარდაქმნის თვისებები. დავამტკიცოთ, რომ 

ჰარმონიული შესაბამისობა ეკუთვნის შებრუნებული ტიპის გარ- 

დაქმნებს და აქვს ორი ორმაგი წერტილი. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც C წერტილი გაირბენს #8 მონაკ- 

ვეთს # წერტილიდან 8 წერტილამდე, მასთან ჰარმონიულად 

შეუღლებული ს წერტილი გაირბენს #·8 მონაკვეთს საწინააღმ- 

დეგო მიმართულებით, ე.ი. ისევ #/ წერტილიდან 8 წერტილამდე 

(სურ. 44). ამიტომ, ჰარმონიული გარდაქმნის (როგორც სხვა 

პროექციული გარდაქმნის) უწყვეტობის გათვალისწინებით უნდა 

ჩავთვალოთ, რომ იმ მომენტში, როდე- 

საც C შეუთავსდება 8 წერტილს, ნ 

წერტილიც მივა 8 წერტილში ანუ 
როდესაც C=8, მაშინ Lს=8. ეი. 8 

წერტილში შესაბამის წერტილთა ერთი 

წყვილი შეუთავსდება ერთმანეთს და 8 

ამ გარდაქმნის ორმაგი წერტილი იქნე- 

ბა. ანალოგიურად დავრწმუნდებით, რომ სურ. 44 
#8 მონაკვეთის მეორე # საზლვარიც ორმაგია. ამრიგად, ჰარმო- 

ნიულ გარდაქმნაში არსებობს ზუსტად # და 8 ორი ორმაგი 

წერტილი. ეს გარდაქმნა შეიძლება იყოს მოცემული (დამყარებუ- 

ლი) თავისი ორი ორმაგი წერტილით. 

რადგან პერსპექტიული შესაბამისობა ინარჩუნებს წყვილების 

გაყოფასსVს და, მაშასადამე, წერტილთა ციკლურ დალაგებას 

წრფეზე და მიმართულებას, ამიტომ, პერსპექტივათა კომპოზიციის 

ანუ პერსპექტივათა ჯაჭვის გამოყენების შედეგად მიღებული შე- 
საბამისობა შეინარჩუნებს წერტილების დალაგებას, ე.ი. წყვილე- 

ბის გაყოფას და მიმართულებას. იმის დასამტკიცებლად, რომ # 
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და I3 წერტილების (MI არ.) ჰარმონიულად შეუღლებული V;/4- 

ილითა წყეილების შეს.აბ.M0 სობა არის დალაგებული, წარმოყად- ტილ ყვილე: ე დალაგებულ გად 
გინოთ ეს შესაბამისობა ორი პერსექტივის კომპოზიციის სახით 

(სურ. 44): 

4131)7/'/X()?.I/X 
ჩ “. /V 

ამრიგად. შესაბამისობა, რომელიც I) წერტილს ასახავს. ( 

წერტილზე (ს–C) არის დალაგებული და აქვს #. ღა ს ორ“ 

ორმაგი წერტილი. რადგან #I))) მიმართულება. არ. ემთხვეყა 

/VIპ3C. მიმარ“ ყღებას. ეს დალაგებული შესაბამისობა მშებრიენებე- 

ლი ტიპისაა. ამ. შესაბამისობაში, #.1) ბოლოების მქონე ორი, მო- 

ჩაკვეთიდან ერთი, აისახება მეორეზე. ა 

8. და 12 წერტილების. ადგილები, გავც- 

ვალოით (ს-ურ. 445) მივიღების ახალ .„არ- ; 

მონიულ შესაბაძისობას. რომელშიც Iს) ი” I. 

წერტილი პისახება C წერტილზე (1)=<–C). 7 „შრი _ 

და # ღა 3 დერრილები ისევ. უმრავი იქ. კი 19% ს 
ხება, ჰარმონიულ. ზერტილოია ოოხეულში გ < + რ 15 " 

მემავალი, წერტილები, იგივე იქიება. მაგრამ. ჰარმონიულად. შეუდ 

ლებული “'·I3 CI წყვილების მაგივრად გყექნება ახალი, .LM5 

მონიულად. შეუოლებული, #MI) და. 3C. წყვილები, ეი. (MI0<13C) 
დავამტკიცოი.. თუ ე) და 8C პარონიულად შეუღლებული 

წყვალებია (. %–12<–I3C.) და / და სპ უმრავი წერტილებია, “ა 

შინ შესაბამისობა, 121<5C. იქნება პირდაპირი ტიპის #. და 3 სარ. 

ორმაგი წერტილით. 

მაროლაც 

#IMIX/( წეაM I/X( 

ეი 1100 7 ტ8C აჩუ / და Iჯ წერტილები, აისახა იხყყე ბზ და Iპ 

წერტილებიე, იე) საისახა C -ჩე. მიმართულება (/MI3I2) უემსხყევა 

მიმართულება" (რ#I3C”): მეორე. მხრივ. /"I3 წყვილი არ ყოფს CI 

წეყილს. რადგან. MI შესაბამისობის პირობის თანახმად (/VI2-+ IX ). 
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მაშასადამე. მივიღეთ. პირდაპირი ტიპის ჰარმონიული შესაბამისობა 

/ და 3 ორი ორმაგი წერტილით. 

ამ შესაბამისობაში #ხ.)3 ბოლოების მქონე ორი მონაკვეთიდან 

ერთი (ან შეორე) აისახება თავის თავზე. 

ორივე, განხილული, ჰარმონიული შესაბამისობა შეიძლება, იყოს 

მოცემული (დამყარებული) თავისი ორ. ორმაგი წერტილიია. 

იქიებ. არსებობს წრფეთა პროექციული გარდაქმნა, რომელსაც 

ორზე მეტი. ორმაგი, წერტილი. აქვს? პროექციული გეომეტრიის 
მირითაჯი თეორემიდაჩ გამომჯინარეობს მნიშვნელოვანი შედეგი. 

რომელიც პროექციულ. გარდაქმნაში არეგულირებს ორმაგი წერ- 

ტილების რაოდესობას!, 

წრფის პროექციულ გარდაქმნაში არ შეიძლება არსებობდეს 

ორ ორმაგ წერტილზე მეტი. თუ ეს გარდაქმნა იგიგური. არ არის. 

დავუშვათ ს.M 'ნნააღმდეგო. ვოქვათ, ა წრფის რომ; ელი? 

პროექციულ. გარდაქმნაში. /).13,.C) წერტილები შეთავსებული» 

თავის შესაბამის ;%:.13ა.C წერტილებთან. მაშინ შესაბამის ყერ 

ტილის ნებისმიერი, წყვილისათვის. უნდა. სრულდებოდეს ტოლობა: 

(Vს.C0,) (#.8-.C-I)-) ანუ 

(აVI,.C31))- (+4983,.C,0.). საიდანაც. 0), =1).. 

ცხადია, ანალოგიური, მსჯელობით დავრწმუნდებით, რომ შესა· 

ბამის წერტილის ნებისმიერი წყვილი ორმაგი იქნება და მივი· 

ღებთ იგივურ. გარდაქმნას. იგიგური გარდაქმნა პირდაპირი ტიპი- 

საა. წრფის არც წვე) სხვა პროექციულ გარდაქმნას არ შეიძლება 

ჰქონდეს ორ ორმა წერტილზე მეტი. 

ორმაგი წერტილების რაოდენობის მიხედვით წრფის პროექცი: 

ული გარდაქმიები დაყოფილი» სამ ჯგუფად. პროექციულ გარ- 

დაქმნას. რომელსაც არ გააჩნია ორმაგი წერტილები. ეწოდება 

ელიფსური. ერი“ ორმაგი წერტილის მქონე პროექციულ. გარ- 

! · .. «ი ი” სოგიერიი ავტორი სწორედ. ამ შედეგს მიიჩნევს პროექციული გეომეტრიის 
მირითად თეორემას 

სხა



დაქმიასს, ეწოდება. პარაბბოლური, ხოლო ორი ორმაკი წერტილის 

მქონე, გარდაქმნას - ჰიპერბოლური. 

ამ. სახელწოდებების შერჩევა დაკავშირ; ჩელა სყინურ. გეომე- 

ტრიასითან, სადაც სხვადასხვა კოჩიკებია აქვს 0. 1 აჩ 2 არიასა- 

კურრივი, წერტილი. 
ვქაჩვეროთ. რომ. ასეთი. გარდაქმნები არსებობს. განვიხილოთ. M 

ბროექციული, გარდაქნების, მაღების, კონსტრუქციული, ვარიანტები. 
როგორც. უკვე არაერთხელ. აღვნიშნეთ, წრფის. პროექციული 

გარდაქმნა, მშყაისლება, მივიღოთ ორი პერსპექტიული ასახვის. კომ. 

პოჩიციით. ა. წრფის. ბიცენტრალური. დაგეგმილება. ა. წრყეხე 
სწორედ ორი პერსპექტიული, ასახვაა: 

– %% 
+. : 
V. -5ა 
= “ შ" ” ჯ' 

2 Mბა / „»“ 37. =–: : „I 
გ ემე , 4 ' 

C, (ა “4 1" C, M> 
–- 6-5, ამე ა–--_ – ლევა ავ -->--–. 

–=M რ: M 14:19, ჯაბ 1 (0 ზმ MI, 4. 
". ( 

სურ. 406 

1.8.(3) ერთი პერსპექტივით. %( V.IMC”) ალი 1 

(7(-) მყორე. პერსპექტივით, რის. შედეგად. ა. ზწრყესე 

მიყიდებთ (ზს ჩირი 7 (4, 8-.C.) ორ. პროექციულ. მწკრივს 
(სურ. 40). ამ მწკრივებს ერთნაირი მიმართულებები, აქვს ა - 

მართ. (/%..13).( ყ)- მიმართ. (/ხ-.13-.(':), ამიტომ, ა წრფეზე მილე-· 

რული გარდაენა პირდაპირი ტიპის იქნებ”. ამ. გარდაქმნას, ორი 

ორმაგა წერტილი აქვს: M=არა და M=§რაყბი. რაშიც ხსვილად 

დავრწმუნდებით. თუ გამოვიყენებთ. შესაბამის, წერტილთა, აგების 

წეხს M და M წერტილებისათვის. ამრიგად. მიყიღეთო ა. წრფის 

ბარდაპირი ფაშის. ჰიპერბოლური პროექციული გარდაქმნა. ცხა- 
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დია, ამ. გარდაქმნაში შესაბამის წერტილთა წყვილები § წრფის 

წერტილთა. გეგმილებია 5) და. 5: ცენტრებიდან. 
მევასსრულოი შებრუნებული ამოცანა: ავაგოის მოცემული 

პროექციული გარდაქმიით განსაზღვრული ორი პერსპექტიული 

ასახვა. განვიხილოთ ეს აგება ა წრფის ჰიპერბოლური გარდაქმ- 

ნისათვის. რომელიც. მოცემულია, შესაბამის. წერტილთა, სამი. წყ: 
ვეტილიი: მისი M და M ორი ორმაგი წერტილითა, და შესაბამის 

წერტილია, კიდევ ერთი («ზე და ზე) წყვილით (სურ.460.2). 

ასეთი, პროექციული, გარდაქმნა არსებობს კოლინეარული, წერ- 

ტილების ნებისმიერი ოთხეულისათვის. მის ასაგებად ავირჩიოთ 

ს წერტილიან კოლინეარული ორი 5) და 5: წერტილი, ავაგოთ 
ჩაროიტები და ვისარგებლოთ, როგორც წინა სახახზე. ა> 

M.% წრფის, (სურ. 46,2). სასურველი პერსპექტივები, აგებულია 

§ წრფის ჩებისმიერი 3, წერტილისათვის ადვილად. პვაგებო, მის 

შესაბამის 13: წერტილს, ამ. პერსპექტივათა  კომპოხაციის. დახმა- 
რებიის: 

„9 " 8, I 8, ც8,, 
მესაბამის წერტილთა /)/ზ. წყყილი შეიძლება სყიიყდეს ან არ 

პყოფდეს M» წყვილს. 

ჰიპერბოლური პროექციული გარდაქმნა IM ს # MIM.V თიქსები 

შებრუნებული ტიპის. თუ MM“, და პირდაპირი ტიპის. თუ 

MM. VIM. 

46.) სურათზე § წრფის ჰიპერბოლური გარდაქმი» არის პირ- 

დაპირი, ტიპის ჰიპერბოლური გარდაქმია. ხოლო 4ძი.2 სურათზე ა 

წრფის გარდაქმნა შებრუნებული ტიპის ჰიპერბოლური გარდაქმ- 

ჩა. 

დავამტკიცოთ შემდეგი ისეორემა. 

ოუ ჰიპერბოლურ პროექციულ გარდაქმნაში VI და MM ორი 

ორმაგი, წერტილით. გვაქვს. MMIM/VI3, X VIM 8.8... მაშინ. აგრეთვე 
ბვექნება, MMV IM #7 MM8,8.. 
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თუ ჰიპერბოლურ პროექციულ გარდაქმნაში M და M ორი 

ორმაგი წერტილით გვაქვს MM4, 8, 7» MMM4. 8, მაშინ აგრეთვე 

გვექნება ,MIV-4,X4ე 7» MM8, 8... 

“+ #' 

მართლაც M/M4, 4 XV 5,5 XMM8,8,: (სურ. 46), რაც ნიშ- 

ნავს რომ ჰიპერბოლურ პროექციულ გარდაქმნაში შესაბამის 

წერტილთა ყოველი წყვილის და ორი ორმაგი წერტილის რთუ- 

ლი ფარდობა მუდმივი სიდიდეა. 

მართლაც, რადგან MM/4%6,4:XMM8,8ე, ამიტომ, (MM,4#,)#)= 

=(MM,8, 8). 

პროექციული გარდაქმნა 

M ორმაგი წერტილით 

იქნებ პარაბოლური ანუ 

ექნება ერთადერთი M ორ- 

მაგი წერტილი მხოლოდ 
იმ შემთხვევაში, თუ 5)5; 

წრ აივლის M რ- 

ტილზე “ანუ, თუ M წერ- სურ. 47 
ტილი შეუთავსდება M წერტილს (სურ. 47). ასეთ შემთხვევაში 

ა) და 5: ცენტრებიდან ორი პერსპექტივის კომპოზიციით 5 

წრფეზე მივიღებთ შესაბამის წერტილთა (#),8,,C,,...) და 

(4:,8:,C;,...) მწკრივებს, რომელთაც ექნება ერთნაირი მიმართუ- 

ლებები: მიმართ. (#)8)C))> მიმართ. (#28:C2). მივიღეთ წრფის 

პარაბოლური გარდაქმნა, რომელიც პირდაპირი ტიპის დალაგე- 

ბულ გარდაქმნებს ეკუთვნის პარაბოლური გარდაქმნა გან- 

საზღვრულია, თუ მოცემულია ერთი ორმაგი წერტილი და შესა- 

ბამის წერტილთა ერთი წყვილი. 

დავამტკიცოთ კიდევ ერთი თეორემა, რომელიც პარაბოლურ 

გარდაქმნებს ეხება. 

თუ პარაბოლური პროექციული გარდაქმნა M ორმაგი წერტი- 

ლით ასახავს #4, წერტილს 4: წერტილზე, ხოლო #; წერტილს 
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ტ" წერტილზე, მაშინ MI, #4: და #), სტ” წერტილთა წყვილები 
ჰარმონიულად ყოფს ერთმანეთს. 

მართლაც, თუ M ერთი ორმაგი წერტილის მქონე პარაბოლუ- 

რი პროექციული გარდაქმნა ასახავს #,ს წერტილს /#.: წერ- 

ტილზე, ხოლო #: წერტილს ტშ 

წერტილზე მაშინ ნახაზიდან 

(სურ. 48) უშუალოდ ჩანს, რომ 

ტ" წერტილი ჰარმონიულად 

არის შეუღლებული #) წერ- 
ტილთან M, #: წერტილთა წყ- 
ვილის მიმართ. სურ. 48 

ჩატარებული აგებები ამტკიცებს წრფის ჰიპერბოლური და პა- 

რაბოლური პროექციული გარდაქმნების არსებობას და გვაძლევს 

ჰიპერბოლური და პარაბოლური გარდაქმნების აგების ხერხს, თუ 

მოცემულია ორმაგი წერტილები (ორმაგი წერტილი) და შესაბა- 

მის წერტილთა კიდევ ერთი წყვილი და გვიჩვენებს, როგორ ავა- 

გოთ მეორე ორმაგი წერტილი, თუ მოცემულია ერთი ორმაგი 

წერტილი და კიდევ შესაბამის წერტილთა ორი წყვილი. 

§ წრფეზე (სურ. 49) აგებულია წერტილთა ორი პროექცი- 

ული (#,,8),CI,...) და (4:,8:,C;,...) მწკრივი, რომელთაც ორმა- 

გი წერტილები არა აქვს. ხ, 

ასეით გარდაქმნას ელიფ- 
სური ეწოდება. აგება შე- 

სრულებულია 5 საერთო 
წვეროს მქონე ორი შე- 

თავსებმული პროექციული 

კონის დახმარებითა “ სურ. 49 

კონების შესაბამისი (მ,,ხ),C),..-) და (მ;,ხ;,C:,...) სხივები ურ- 

თიერთპერპენდიკულარულია: მ-+L8მ), ხ.Lხ,, C1CI,... 

(გც,ხ),6.-.) X- (მე,ხ2,C,...), 

  

     ვ ხ 

ამრიგად, 
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რადგან ამ კონების შესაბამის სხივთა წყვილები ურთიერთპერპენ- 

დიკულარულია, ამ კონებს არ შეიძლება ჰქონდეს ორმაგი სხივე- 

ბი. იგივე შეიძლება ითქვას 5 წრფესთან კვეთაში მიღებულ ამ 

კონების პერსპექტიულ წერტილთა მწკრივებზე: 
(4),8),CI),...) X (42,8:,C:,...). 

ამრიგად, შევაჯამოთ ზემოთ მიღებული შედეგი და ჩამოვაყა- 

ლობოთ წრფის პროექციული გარდაქმნების კლასიფიკაცია: 

წრფის იგივური გარდაქმნის გარდა შესაძლებელია არსებობდეს 

წრფის პროექციული გარდაქმნების კიდევ ოთხი ტიპი: ელიფსუ- 

რი, პარაბოლური, პირდაპირი ტიპის ჰიპერბოლური და შებრუნე- 

ბული ტიპის ჰიპერბოლური. 

4.7. ორადი დებულებები წრფეთა და 
სიბრტყეთა შეკვრებისათვის 

რადგან წრფეთა და სიბრტყეთა შეკვრა არის წრფეთა და 

წერტილთა ბრტყელი ველის ორადი სახე, ამიტომ, წინა პარა- 

გრაფებში მიღებული დასკვნები და აგებები, რომლებიც ეხებოდა 
ერთი სიბრტყის (ბრტყელი ველის) კუთვნილ წერტილთა მწკრი- 

ვებს და წრფეთა კონებს, ორადობის პრინციპით, ყოველგვარი 

დამტკიცების გარეშე შეგვიძლია გადავიტანოთ ერთ წერტილზე 
(შეკვრის ცენტრზე) გამავალ სიბრტყეთა და წრფეთა შეკვრის 

კუთვნილ სიბრტყეთა და წრფეთა კონებზე. 

მივიღებთ “შემდეგ წინადადებებს 
შეკვრებისათვის: 

იმისათვის რომ ერთი შეკვრის 

კუთვნილი ორი პროექციული სიბრ- 

ტყეთ კონა პერსპექტიული იყოს 

ანუ აგეგმილებდეს ერთი და იგივე 
ბრტყელ კონას, აუცილებელია და 
საკმარისი, რომ ამ კონების საერთო სურ. 50 
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სიბრტყე თავის თავზე აისახებოდეს (სურ. 50). 

იმისათვის, რომ ერთი შეკვრის კუთვნილი ორი პროექციული 

წრფეთა კონა პერსპექტიული იყოს ანუ იყოს ერთი და იგივე 

სიბრტყეთა კონის კვეთები, აუცილებელი ლდა საკმარისია, რომ 

მათი სიბრტყეების გადაკვეთის წრფე აისახებოდეს თავის თავზე 

(სურ. 51). 

წერტილთა მწკრივების პრო- 

ექციულობა განვსაზღვრეთ, რო- 

გორც ისეთი ურთიერთცალსახა 

შესაბამისობა, რომელიც ინარჩუ- 

ნებს“ ჰარმონიზმს ახლა განვიხ- 

ილოთ შეკვრის კუთვნილ წრფეთა 

და სიბრტყეთა კონების პროექცი- 

ული შესაბამისობის ცნება. მაგრამ, 

ჯერ ჩამოვაყალიბოთ კონის ოთხი ჰარმონიული წრფის და ოთხი 

ჰარმონიული სიბრტყის განსაზღვრა. ეს ცნებები ორადობის პრინ- 

ციპის გამოყენებბთ დავადგინოთ. ჰარმონიულ წერტილთა ოთ- 

ხეულის ორად სახეს სიბრტყეზე ჰარ- 8 

მონიულ წრფეთა ოთხეული ეწოდება. 

ის შედგება ერთ წერტილზე გამავალი “ % 
კომპლანარული წრფეების ორი წყვი- 

ლისაგან (სურ. 52). ადრე (3.2) ჩამო- · 

ვგაყალიბეთ კონის სხივების ჰარმონი- 4 1 გ 

ული ჯგუფის შემდეგი განსაზღვრა: სურ. 52 

კონის ოთხი სხივი შეადგენს ჰარმონიულ ჯგუფს, თუ ისინი 

აგეგმილებს ჰარმონიულ წერტილთა ჯგუფს. 
ამ განსაზღვრის ორადი წინადადება მცირე ორადობის პრინცი- 

პით შემდეგია: 

ჰარმონიულ წრფეთა ოთხეულის წრფით კვეთისას წარმოიქმ- 

ნება ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეული. 
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ჩამოვაყალიბოთ ეხლა ჰარმონიულ სიბრტყეთა ოთხეულის ცნე- 

ბა: 

ჰარმონიულ სიბრტყეთა ოთხეულის ნებისმიერ წრფესთან კვე- 

თისას წარმოიქმნება ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეული, ხოლო 

ნებისმიერ სიბრტყესთან კვეთისას წრფეთა ჰარმონიული ოთ- 

ხეული (სურ. 53). 

ახლა, წერტილთა მწკრივების 

პროექციული შესაბამისობის გან- 

საზღვრის ანალოგიურად ჩამოვა- 

ყალიბოთ ერთი შეკვრის კუთვნილ 

წრფეთა კონების და სიბრტყეთა 

კონების პროექციულ შესაბამისო- 

ბის განსაზღვრა. სურ. 53 

ორ წრფეთა კონას ან ორ სიბრტყეთა კონას შორის პროექცი- 

ული შესაბამისობა ეწოდება ისეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისო- 

ბას, რომელიც პირველი კონის ნებისმიერ ჰარმონიულ ოთხეულს 

შეუსაბამებს მეორე კონის ჰარმონიულ ოთხეულს. 

პროექციული გეომეტრიის ძირითადი თეორემის თანახმად, 

წრფეთა და სიბრტყეთა კონების წყვილებს შორის პროექციული 

შესაბამისობა დამყარებულია, თუ მოცემულია შესაბამისი ელემენ- 

ტების სამი ნებისმიერი წყვილი. 
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ეეს უთე იავი. პროექციულ უესაბამისობათა 

გამოყეცება გეროეეტრიულ სახეობათა 

სარმოქენისათვის 

95.1. პირველი საფეხურის მეორე რიგის სახეები 

პირველი, რიგის. სახეობების პროექციული შესაბამისობის გა: 

მოყენებითი, შეიძლებ. მივიღოთ ახალი გეომეტრიული სახეები. 

მართლაც. ეროსი, სიბრტყის კუთვნილი ორი განსხვავებული. ცეხ- 

ტრის მქონე, პროექციული, კონების შესაბამისი წრფეების გადაკ- 

ვეთის წერლოაოუებით წარმოიქმნება წერტილისა» სიმრავლე, რო- 

მელსაც. ეწოცებია, მეორე რიგის წერტილია მწკრივი ას მეორე 

რიგის წირი (LL) (სურ. 5-1): 

ვთქვათ, მოცემულია // ძა I 

ორი პროექციული კონა: 

#ტ(ი, ხე C,1X IX: 20ცე ჩ. C.). 

მირიიადი თეორემის თანახმად. 

ორი პროექციული: კი სა. (ვალ 

სახხსს განისაზღვრება შესაბამის 

– წრთერსა ჩებისმიერი სამი წყვილის 

მოცემსის. თხის ა) წრფეთა შწყვილების /#ე=I)I1ე:. I3)=ს) (11. 

C-ოწლი გადაკვეოსს წერტილები, განსახღვრის თანახმად. მეორე 

რიგის. წირის. კურვნილი. წერტილები. იქნება, და, პირიქიო.. რუ 
მოცემულია, ჯარმომქმნელი, კონების, /#%ს და. 13 ცენტრები, და. კიდევ 

  

სMა არაკოდინებრული წერტილი. ამით ცალსახად 

განის ხღვრება მეორე რიგის წირი. 

დავუშვათ, მოცემულია L2 კონიკა წარმომქმნელი კონების. # 

და. 13 ცენტრებით. და /„.ჰ.C ჩებისმიერი სამი არაყოლინებრული 

წერტილიი, (ხურ. 55). მეორე რიგის წირის ახალი წერტილების 

აგება, დაიყვანება. წარმომქმნელი. #. და. ს პროექციული. კონების 

შესაბამისი წრყეების აგებაზე, რაც შეიძლება შევასრულოთ 
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ცნობილი ხერხით (4.2). ამრიგად, ს? კონიკის წარმომქძნელი 

კონესა /#M(/%C.4!პ,./)/%,) »X IC, სპ.) ტე ან მოკლედ 

#MV(C .)3,./M,) > ს(C,I./"I). 

L. წირის მოცემულ. C. წერტილზე გავავლოთ ორი წრჯფე: 
ა/(C /"I) და ა: (C"I3)), წერტილია მწკრივი, რომელზედაც / კონის 

წრფეები ქვეითს ა წრფ;ეს. იქნება იმ წერტილოა მწკრივის 

პერსპექტიული, რომელზედაც. 13 კონის, წრფეები, კვეთს. §: წრფეს. 
რადგან აი მწკრივების C” წერტილი ორმაგია (თავის თავს 

შეესაბამება)... ეი ა(C.0./))”» §XC .3,,წ). „ამ მყკრივების 

შესაბამის” 0 და I. #, და I წერტილების შემაერთებელი 

წრყეების გადსაკვეთაში ძიყიღების ბპ და · მწკრივების 

პერსპექტივის ს” ცენტრს I|:=0)3,/)/ემ. ეს პერსპექტივა 

საშუალებას მოგვცემს პვაგოთ 4 და. I პროექციული კონების 

შესაბამის, წრჟყეთა წყვილები, და. მათ. გადაკვეთაში მიღებული I 

წირის კუივრილი წერტილები. მაგალითად, ავაგოი / კონის 

რომელიმე, X; წრფის მესაბამისი ჯX.: წრფე, რომელიც სჯ კრსას 

ეკუთვნის. % წრფე კვეთის ა წრფეს M წერტილში, რომელსაც. 5 
და ჰყ,რივების. პერსპექტივაში I” ცენტრით შეესაბამება MდCა 

წერტილი. MI. წერტილზე, გამავალი 13. კონის. კუთვნილი X: წრჯ,;; 
ა, წრფის შესაბამისია და LL წირის. კუთვნილი, ახალი წერტილი 

C,= XIIIX- იქნება. 

აღენიშნოთ. რომ მეორე რიგის წირს გაივლის მის" 

წარმომქმნელი. კონების. #. და 13 ცენტრებზე. მართლაც, თუ /VI3 

წრფეს განვიხილავთ, როგორც. /# კონის კუთვნილ. ს წრფეს. 
შესაბამისი წერტილების აგების წესის «ი'ანახმაჯ. მას უნდა 

შეესაბამებოსეს ს. კონის 1: წრფე და ეს. შესაბამისი წრიეები 13 

წერტილში გადაიკვეთება: 1)III-=)კკ. რაც ნიძშიავს, რომ 

წერტილი ეკუთვნის კონიკას (სურ, 55). ხუსტად ასევე. იუ (98 

წრყეს განვიხილავი. როგორც 13 კონის კუთვნილ I: წრფეს, მას 

შეესაბამება ზა. კონის ჩ წრფე და ეს ორი შესაბამისი წრფე 
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გადაიკვეთება M# წერტილში. ე.ი. II LI12--/M და /# ეკუთვნის L" წირს. 

თანაც. ჩ წრფეს, # და სც კონების სხვა წრდფეებისაგან 

განსხვავებით, M# წერტილის გარდა, ს” წირთან არ. ექნება, საერთო 

წერტილი. ხოლო I: წრფეს L” წირთან მსოლოდ ) წერტილი 

ექჩება. საერთო. აქედან გამომდინარე. IL და 1. წრფეები არის 

კონიკის მხებები რ და ს 

წერტილებში. 55-ე სურათზე ეს ' = 

მხებები აგებულია, როგორც 

წარმომემჩელი კონების საერთო 

   
. 8. 2 /ს ქ. - 

ს=,. ზრიის შესაბამისი წრჟყეები => ბ (08. 

და მკითხველს ვთავაზობთ დამო- .· "MV 2 M 

უკიდებლად გაერკვიოს ჩატ. (4 თ “ს. " 
არებულ. აგებაში, რომელიც XI / ' ს, '_ 

„წრის შესაბამისი ჯა წრფის ა 

აგების, ანალოგიურია (სურ. 55). სურ, 55 

მყორე რიგის სირი შეიძ ღება ორ წრფეს დაიმალოს. იუ მიხი 

წარმომქმნელი კონები პერსპექტიული იქჩება, რადგან 

მ; (ასა; ქტი თა. კონები აგეგმილ ებს 

  

ერისი იგივე პროექციულ 

მწკრივს. მაგალითალ, 56-ე ი. 

ს,ურაი)ს;) ტინი) >» 13(,-ხ-ლ5). # % 8 / ) 

ამიტო“ მყორე რიგის წირი > / ლაი V 
დაიშალა ა და აე ორ წრფედ. სურ. 5ი ხე, 'ხ – 

შეე სურათვე კონიკიი კუთვნილი ახალი" ელემენტების 

აგებისას. აღმოჩნდა. რომ წრფეები #)I:=4#;13. MM და C013)=/"I13, 

ერთ. ზერტილიე, გადის. რადგან. #)Iბ=/)პ და (013;=.%I), იკვეთება 

" წერტილში. ამატომ, MM წრფეც. ამ. წერტილზე, გაივლის. ანუ 
M1=,% ,I1C /M. M-CIIII,)C და ი=/M)3,I1/ა))) სერტილები ერთ 

სრფეზე მდებარეობს. ეს შედეგი შესაძლებლობას გვაძლევს 

ადვილად. დავამტკიცოთ, რომ. LI. მეორე. რიგის წირის 

წარმომქმნელი კონების # და ს ცენტრე“ს არა. აქვს რაიმე 
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განსაკუთრებული მდებარეობა L? წირზე ღა ეს წირი შეიძლება 

მიღებულ. იქჩეს ორი პროექციული კონით, რომელთა ცეჩტრები 

L” წირის ჩებისმიერი სხვა ორი წერტილია. მართლაც. ვისქე.ი!. 

LL წირი მიღებულია /# და სპ პროექციული კონებით და /".I3, კი 

L” წარის ორი ნებისმიერი წერტილია. შმოვგნიშჩოთო L” წირზე 

კიდევ CC ორი წერტილი (სურ. 57). იგივე აღნიშვნები 

გამოვიყენოთ. რაც 55:ე სურათზე გვქონდა: 

ამრიგად. M=/"C'I”II1/%,C . M=)I3C L1I1/C 13. I71=/VI3, I1/%)I3. (1) 

"ხემოდამტკიცებულის თანახმად. 

M.M.7 წერტილები ერთ წრფენე 
განლაგდება. წარმოვიდგინოის, რ" 

/.I./ს. CI.) წერტილები უძრაგია. 

ხოლო C წერტილი L” წირი 

გადაადგილდება. ძაშინ M წერტილი 

  

გადაადგილდ; ჯა “ჟყმრა„ ტუტ" ' 

სურ 97 წრფეზე, M წერტილი ძრა, 

CI წრფენე. ხოლო MM წრფე იბრუნებს“ ყძრავს ი წერტილის 

არგკლიც. ეხ ჩიშნავს. რი L" წ. არსე C წერტ. ღის 

გადაადგილებისას M და MM. წერტილები MC) და (I წრფექბზე 

სარს ეIIIXMIს სრ პერსპექრიულ წერტილისა რავს: (M)2 (MI). 

ამიტო „სIM=/” დ.ა I3,M=I3,C” წრფეები, რომლებიც „V და), 

წერტილებიდან. აგეგმილებს. (M) და (M). პერსპექტიულ. წერტილისა 
აკრივებზ. წარმოქმნის ორ პროექციულ კონას ცეჩტრებით) /I დ.ა 

სე. წერტილებში. ამრიგაცტ. /#M# და. ცენტრებიანი ორი 

პროექციული ზრჟყეთ.» კონით წარმოქმნილი L” წირი შეიძლება 

წარმოთქმას აგრეთვე ორი პროექციული წრთეია კოსიო. 

რომელია ცეჩტრები კონიკის ნებისმიერი " და ს ორი 

წერტილის. ანუ. კონიკის აგება არ არის დამოკიდებული. იმაზე. 

თუ მის რომელ ორ წერტილს მივიჩნევის წარმომქმიჩელი კონების 

ცენტრებად აქედაჩ გამომდინარე, სამოვაყალიბოიოს შემდეგი 

წია



თეორემა, რომელსაც კონუსური კვეთების თეორიაში ძირითადი 

ეწოდება. 
ნებისმიერი კონიკა სავსებით განსაზღვრულია თავისი ხუთი 

წერტილით. 
ძირითადი თეორემა შეიძლება სხვანაირადაც ჩამოვაყალიბოთ: 

კონიკ მისი ნებისმიერი ორი წერტილიდან გეგმილდება 

პროექციული კონებით. 
ამ თეორემას შტაინერის თეორემა ეწოდება. 

ელემენტარული გეომეტრიიდან ჩვენთვის ცნობილია წრეწირის 
ანალოგიური თვისება: წრეწირი მისი ნებისმიერი ორი წერტილი- 

დან გეგმილდება კონგრუენტული კონებით. კონიკის კუთვნილი 

ყველა წერტილი, როგორც წრეწირის კუთვნილი წერტილები, 
„თანასწორუფლებიანია”. წერტილთა არც ერთ წყვილს არ უკავია 

განსაკუთრებული მდებარეობა, მათ შორის კონიკის წარმომქმნელი 

კონების წვეროებიც მისი „რიგითი“ წერტილებია. ამაშია ზემოთ 

მოყვანილი თეორემის “არსი. 

კონიკის წერტილების თანასწორუფლებიანობიდან გამომდინა- 

რეობს კონიკის რამდენიმე მნიშვნელოვანი და საინტერესო თვისე- 

ბა. 

მაგალითად, იმ წრფეებს შორის, რომლებიც კონიკის წარ- 

მომქმნელი კონის წვეროზე გადის, ერთი არის მხები, დანარჩენი 

– მკვეთები. აქედან შეგვიძლია გავაკეთოთ დასკვნა, რომ კონიკას 

აქვს თავის ნებისმიერ წერტილში ერთი ღა მხოლოდ ერთი მხები. 

გარდა ამისა, არავითარ სიძნელეს არ 

წარმოადგენს კონიკის ნებისმიერ წერ- 

ტილში მხების აგება. ამისათვის საკმა- 

რისია მივიჩნიოთ ეს წერტილი კონიკის 

წარმომქმნელი ერთი კონის წვეროდ, 

ხოლო მეორე კონის წვეროდ ავირჩიოთ 

კონიკის ნებისმიერი წერტილი, მაშინ 
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ის წრფე, რომელიც შეესაბამება ორივე შერჩეული კონის საერთო 

წრფეს (სურ. 55). 

ადვილი შესასრულებელია შემდეგი ამოცანა: ავაგოთ კონიკა, 

რომელიც გადის 5,L,L,M ოთხ წერტილზე, რომელთაგან არც 

ერთი სამეული კოლინეარული არ არის და ეხება ერთ-ერთ მათ- 

განზე (მაგალითად, 5-ზე) გამავალ მოცემულ § წრფეს (სურ. 58). 

შეხების 5 წერტილი ავირჩიოთ წარმომქმნელი კონის წვეროდ. 

მეორე კონის წვერო შეიძლება იყოს დარჩენილი სამი წერტილი- 
დან ნებისმიერი (მაგალითად, L). ჩვენ განკარგულებაში კიდევ L 

და M ორი წერტილი რჩება. ამ წერტილებში შესაბამისი წრფეე- 

ბის ორი წყვილი იკვეთება: 5L, და IL, 5M და IM. შესაბამის 

წრფეთა მესამე წყვილი იქნება მხები § წრფე და ორივე კონის 

საერთო 15 სხივი. არსებობს ერთადერთი პროექციული შესაბამი- 

სობა, რომელიც ასახავს §-15', |-31, I-ი. მაშასადმე, არსებობს 

ერთი და მხოლოდ ერთი კონიკა, რომელიც მოცემულ პირობებს 

აკმაყოფილებს. კონიკა შეიძლება განისაზღვროს 5,1,L სამი წერ- 

ტილით და მხებებით, რომლებიც ორ 

მათგანში ეხება კონიკას (სურ. 59). ამ 

შემთხვევში კონიკის წარმომქმნელი 

კონებია: 5(5,I,1) /X IC5"1,19. 

ახლა შეგვიძლია შემდეგი დასკვნა 

  

გავაკეთოთ: 

კონიკა სავსებით განსაზღვრულია 

თავისი ნებისმიერი ხუთი ელემენტით. I ჭ ურ. 59 

მაგალითად, ხუთი წერტილით, ოთხი წერტილით და ერთ მათ- 

განზე გამავალ მხებით, სამი წერტილით და ორ მათგანზე გამა- 

ვალი მხებებით. 
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5.2. პასკალის თეორემა და მისი შედეგები 

ძირითადი თეორემის დამტკიცებისას (5.1) მივიღეთ მეორე რი- 

გის წირის თვისება, რომელიც ცალკე განხილვას საჭიროებს. 

დავუბრუნდეთ 57-ე სურათს. მასზე მოცემული მეორე რიგის 

წირის წერტილები შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც მოცემულ 

წირში ჩახაზული ექვსკუთხედის წვეროები. ამრიგად, გვაქვს 

4#ტC)8/ეC8, ექვსკუთხედი (სურ. 55 და 57). ექვსკუთხედის წვე- 

როების თანამიმდევრული შეერთებით მივიღებთ #C), C)8, 8”, 

#)C, C8,, 8,4 გვერდებს. მოპირდაპირე ვუწოდოთ ექვსკუთხედის 

ისეთ ორ გვერდს, რომელთა შორის ექვსკუთხედის ორი გვერდია 

მოთავსებული. ასეთი გვერდებია: #C,; და #IC, 8C) და 8)C, 84, და 

I-7.თ 

ძირითადი თეორემის დამტკიცებისას (5.1) აღმოჩნდა, რომ 

მეორე რიგის წირში ჩახაზული ექვსკუთხედის მოპირდაპირე 

გვერდების წყვილები იკვეთება ერთ წრფეზე მდებარე სამ წერ- 
ტილში. მეორე რიგის წირში ჩახაზული ექვსკუთხედის ამ თვისე- 

ბას პასკალის თეორემა ეწოდება. 

კონიკაში ჩახაზული ექვსკუთხედის მოპირდაპირე გვერდები 

იკვეთება ერთ წრფეზე მდებარე სამ წერტილში. 
ეი. ტC,)8#ტ)C8, (სურ. 55, 57) ექვსკუთხედისათვის მოპირდა- 

პირე #ტC)ი4)C, 8C,ო8,C, და #8,)ი4#4)8 გვერდების გადაკვეთის 

M, M LC წერტილები ერთ წრფეზე მდებარეობს (5.1. ფორმულა 1). 

ეს თეორემა დამტკიცებული იყო 
პასკალის მიერ ჯერ წრეწირისათვის, 

ხოლო შემდეგ ცენტრალური დაგეგმი- 
ლებით გავრცობილი იყო კონუსურ 

კვეთებზ.ე პასკლს მხედველობაში 

ჰქონდა წრეწირში ჩახაზული ჩვეულე- 

ბრივი ამოზნექილი ექვსკუთხედი. 
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პასკალის თეორემისთვის არსებითი დამატება გააკეთა შტაი- 

ნერმა, რომელმაც დაამტკიცა, რომ I? წირის ექვსი წერტილით 

განისაზღვრება სამოცი ექვსკუთხედი, თანაც ყოველი მათგანისათ- 

გვის სრულდება პასკალის თეორემა. 

ამ დამატებით პასკალის თეორემა მან ასე ჩამოაყალიბა; 

თუ კონიკის ექვს მოცემულ წერტილს ნებისმიერ ორ შესაბა- 

მის #,8C და ტც,სც,C, სამეულად დავანაწილებთ, მაშინ 

40.00 4, ი6C,0Cტ4,, ცC,0C,ც 1ამი წერტილი ერთ წრფეზე 

მოთავსდება. 

ზემოთ ეს თეორემა დამტკიცებული იყო იმ შემთხვევისათვის, 

როცა LM? წირი განვიხილეთ, როგორც # და 8 ორი პროექციული 

კონით წარმოქმნილი, თანაც დანარჩენი C, #I, 8,, C) ოთხი წერ- 

ტილი #? წირზე ნებისმიერად იყო შერჩეული. მაგრამ ახლა, ძი- 

რითადი თეორემის დამტკიცების შემდეგ, პროექციული კონების 

ცენტრებად შეიძლება მივიღოთ L? წირის ნებისმიერი ორი წერ- 

ტილი, რაც ამტკიცებს პასკალის თეორემას შტაინერის ფორმუ- 

ლირებაში. 

შეიძლება შევადგინოთ მარტივი სქემა, რომელიც მოსახერხე- 

ბელია პასკალის თეორემის შინაარსის ჩასაწერად: 

თუ 1,2,3,4,5,6 ციფრების დახმარებით დადგენილია ექვსკუთ- 

ხედის წვეროების თანამიმდევრობა, რითაც ხორციელდება მისი 

წვეროების დაყოფა შესაბამის წერტილთა 1,2,3 და 4,5,6 ორ სა- 

მეულად (სურ. 61). ჩამოვწეროთ თანამიმდევრულად განლაგებული 

პირველი სამი გვერდი: 12,23,34. მათი მოპირდაპირე გვერდებია 

თანამიმდევრულად განლაგებული გვერდების მეორე სამეული: 

45,56,61. პასკალის თეორემა ასეთი სქემით ჩავწეროთ: 

თუ 12I145=L, 

23056=M, 

340:61=ML, 

მაშინ M,M,0? წერტილები ეკუთვნის ერთ ხს წრფეს. ხ წრფეს 

პასკალის წრფე ეწოდება. 
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პასკალის თეორემა მოსახერხებელია 

ხუთი წერტილით განსაზღვრული XI წი- 

რის სხვა ელემენტების ასაგებად. ძირი- 

თადი თეორემის თანახმად, მეორე რიგის 

წირი სავსებით განისაზღვრება ნებისმიე- 

რი ხუთი წერტილით. ამ წირის ნების- 

მიერი მეექვსე წერტილის აგება ანუ 
მასში ჩახაზული ექვსკუთხედის მეექვსე 

წვეროს აგება უნდა აკმაყოფილებდეს 
გარკვეული შეზღუდვებს, რომელიც 
პროექციული ფორმით გამოსახულია პასკალის თეორემაში. მაგა- 

ლითად, ავაგოთ 1, 2, 3, 4, 5 ხუთი წერტილით განსაზღვრული 

L”> წირის გადაკვეთა 5 წერტილზე გამავალ X წრფესთან (სურ. 

61) ან, რაც იგივეა, ავაგოთ V? კონიკის მეექვსე წერტილი. აღვ- 

ნიშნოთ საძიებელი წერტილი ციფრით 6 და შევადგინოთ პასკა- 

ლის თეორემის სქემა. ამ ამოცანისათვის შედგენილ პასკალის 

თეორემის სქემაში წერტილი 6 უცნობია, მაგრამ 56 წრფე გან- 

საზღვრულია: ეს არის X. ამიტომ, სქემის მეორე სტრიქონი ასე 

შეგვიძლია ჩავწეროთ 23I1X=M. ამით განისაზღვრა M წერტილი. 

პირველი სტრიქონი შესაძლებლობას გვაძლევს ავაგოთ L წერ- 

ტილი. ე.ი. პასკალის წრფე აგებულია: 0=ILMM. ამიტომ, პასკალის 

თეორემის თანახმად, თუ IM კვეთს 34 წრფეს M წერტილში, 

მაშინ 61 წრფეც უნდა გადიოდეს ამ წერტილზე. ამით განი- 

საზღვრება 61 წრფე, რომლის გადაკვეთაში მოცემულ X 

წრფესთან, მივიღებთ საძიებელ 6 წერტილს. 

პასკალის თეორემა L მეორე რიგის წირში ჩახაზულ ექვსკუთ- 

ხედზე შეიძლება იქნეს გამოყენებული ნაკლები წვეროების მქონე 
მრავალკუთხედების ასაგებადაც. განვიხილოთ პას კალის თეორემის 
კერძო შემთხვევა, როდესაც მეორე რიგის წირში ჩახაზული 

ექვსკუთხედის ორი წვერო შეთავსებულია. 
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დავუშვათ, რომ შეთავსებულია 1 და 2 წვეროები (სურ. 62). 

მაშინ 12 გვერდი უნდა განვიხილოთ, როგორც I? წირის მხები 

1=2 წერტილში. პასკალის თეორემის თანახმად, 12 მხების და 45 

გვერდის გადაკვეთის წერტილი მდებარეობს წრფეზე, რომელიც 
გადის 23 და 56, 34 და 61 გვერდების გადაკვეთის წერტილებზე. 

შევადგინოთ პასკალის თეორემის სქემა: 

12(1)45=ჯ 

23()56=M 

34061=M და ავაგოთ L, M, M წერტილები. 
მივიღებთ თეორემას: მეორე რიგის 

წირში ჩახაზული ხუთკუთხედის ერთ 

წვეროში გავლებული მხები იკვეთება 
მოპირდაპირე გვერდთან წერტილში, 

რომელიც ორი სხვა მოპირდაპირე 

გვერდის გადაკვეთის წერტილების 
კოლინეარულია. 

თუ განვიხილავთ 12 დღა 45 ორ ( 

მოპირდაპირე გვერდს, როგორც მხე- სურ. 62 

ბებს (ისე, რომ 1 და 2, 4 და 5 წერტილები შეუთავსდეს ერთ- 
მანეთს), მივიღებთ M? წირში ჩახაზულ ოთხკუთხედს (სურ. 63). 

შევადგინოთ პასკალის თეორე- 

მის სქემა 123456 ექვსკუთხე- 

დისათვის, სადაც 12 და 45 

გვერდები 1 და 4 წერტილებ- 
ში გავლებული მხებებია. 

12145 =L, 

    

  

  23(156=M, > 
34061=M. 1 სურ 63 
ავაგოთ L, IM და M წერტილები, მივიღებთ შემდეგ თეორემას: 
მეორე რიგის წირში ჩახაზული ოთხკუთხედის მოპირდაპირე 

წვეროებში გავლებული მხებების ორი წყვილი ღა მოპირდაპირე 
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გყერდების ორი წყვილი იკვეთება ერთ წრფეხნე მდებარე ოთხ 

წერტილში. 
პასკალის თეორემა იმ შემთხვევამიც მართებულია. როცა 

მეორე რიგის წირი გახაგვარებულია ორ წრფედ (ანუ როდესაც 

წირის“ წარმომქმნელი პროექციული. კონები. პერსპექტიულია) 
(სურ. 64). 

როუ ექვსკუთხედის წვერო- 
ები განლაგებულია ისე. რომ 

მეზობელი წვეროები სხვადასხ- 

ვა ზრფეზე მდებარეობს, მაშინ 

ექვსკუთხედის მოპირდაპირე 

გვერდები. იკვეთება. ერთ 
წრფეზე მდებარე სამ წერ- 
ტილში. სურ. 64 

მეორე რიგის წირის ეს კერძი, შემიხხვევა და მასში ჩახახული 

ექვსკუთხედი ქმნის კონფიგურაციას. რომელსაც პასკალი-- პაპის 

კონფიგურაცია, ეწოდება. კონყიგურაცია, შედგება. ცხრა. წრფისა 
და ცხრა წერტილისაგან. ყოველ. ზრფენე სამი, წერტილი ძევს. და 
ყოველ. წერტილზე სამი წრფე გადის. ნებისმიერი წრფე, შეიძლება 
მივიღოთ პასკალის წრედ მაშიჩ განისაჩხლყრება ექვსკუთხედი, 

რომლისათვის შერჩეულ. ზრფყეე მჯებარე სამი წერტილი შოპირ- 

დაპირე გვერდების გადაკვეთის წერტილებია (სურ. 64). მაგალი- 

თს, თუ პასკალის წრფედ მიღებულია, §| წრთე. მაშინ ექვსკუთ- 

ხეღი XMM6I2 იქნება. 

  
5.3. სხხრადი თეორემა 

გამოვიყეჩოთ ორადობის პრინციპი კოჩუსური კვეთების თეო- 

რიაში. 

მცირე ორადობის პრინციპით შეორე რიგის წირის ორად სახეს 

ვუზოდოი მეორე რიგის წრფეთა კონა. მართლაც. ორი პროექცი- 
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ული კონის შესაბამისი წრფეების გადაკვეთის წერტილების ორა- 

დი სახე არის ორ პროექციულ ს, – " 

წერტილთა მწკრივის შესაბამისი C #4, ჟწჯ 
,L4 4: 

წერტილების შემაერთებელი ს» ! 
წრფეების, სიმრავლე. ეი. თუ 
VII(/M).13).C I) /X II+(C/ზ5.13-.C 2). მაშიი · ს ი . 

/ "ა. I3)132.C)C >... წრფეთა სი IC /#: ეგ 65 · 

მრავლე არის მეორე რიგის წრფეთა კონა (სურ. 05). ცხადია, VI 

და I. წრფევბიც. მეორე. რიგის კონის, კუთვნილი, წრფეებია. 
საერთოდ, მეორე რიგის წრფეთა კონის. ყველა. თგისება, არის 

შეორე რიგის წირის ორადი. ასე. მეორე რიგის წრფეთა კონა 

განისაზღვრება ხუთი წრფით, რომელთაგან არც ერთი სამეული 

ერთ წრფეზე არ. გადის. 
თუ I) ღა V2 წერტილთა ორი მს კრივი პერსპექტიულია, მა- 

შინ მეორე რიგის წრფეია კონა გადაგვარდება, პირველი, რიგის 

წრფერა ორ კონად, რომელთა ცენტრე- 
I). 

ბის წს და სე წერტილია მწკრივების „ 

საერთო /#=/)ს=5) წერტილი და. მაი“ ; => 4“ 

პერსპექტივის 5 ცენტრი (სურ. იი) M / . LV 

მყორე რიგის წირის იმ ოვიხებას. ი. საბCრს ა რ 

რომ ძმას ყოველ წრფესიას ორი” საერიო „ი– - -+V 

წერტილი აქვს, შეესაბამება მეორე რიგის " / % ი 

წრფეთა კონის ორადი თვისება: სურ. 00 

ყოველ. წერტილზე გადის მეორე. რიგის. კონის. კუთვნილი 
არაუმეტეს ორი წრფისა. 

მრტაინერის თეორემის ორადი თეორემა ამტკიცებს, რომ მეორე 

რიგის კონის წრფეები ამ კონის ორ ნებისმიერ წრფეზე მოკვეთს 

პრროექციულად. შესაბამის. პირველი რიგის წერტილთა მწკრივებს 

(სურ. 05). 
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მეორე რიგის წირის თვისებას მის ყოველ წერტილზე გამავა- 

ლი მხების შესახებ შეესაბამება ორადი წინადადება მეორე რიგის 

კონისათვის. 

მეორე რიგის კონის ყოველ წრფეზე ძევს შეხების ერთი 

წერტილი. 
მეორე რიგის წრფეებზე მდებარე შეხების წერტილები წარ- 

მოქმნის წირს, რომელსაც ეწოდება მეორე კლასის წირი და რო- 

მელიც მეორე რიგის წირის იდენტურია!. 

ამრიგად, მეორე რიგის წირის ყველა მხების ერთობლიობა 

მეორე რიგის წრფეთა კონას შეადგენს. 

მეორე რიგის კონის წრფეების შეხების წერტილთა ერთობ- 

ლიობა მეორე რიგის წირს წარმოქმნის. 

ეი. კონიკის მხებები არის მეორე რიგის კონის წრფეები, ხო- 

ლო კონიკა - მეორე რიგის კონის წრფეების მომვლები. 

გამოვიყენოთ ორადობის პრინციპი პასკალის თეორემისათვის. 

ექვსკუთხედის მაგივრად, რომელიც #,8,C,0,C,L ექვსი წვეროსა- 

გან და #48,8C,Cნ6,0C,CL,-/ გვერდებისაგან შედგება, მივიღებთ 

ექვსგგერდას, რომელიც შედგება ექვსი გვერდისაგან – მ,ხ,C,ძ,6,L 

და ექვსი წვეროსაგან – გიხ, 

ხი, Cიძ, ძი6, 6იL# (იგ (სურ. 

67) რადგან კონიკის ყოველი 

წერტილის ორადი სახეა მეორე 

რიგისს წრფეთა კონის ერთი 

წრფე, რომელიც კონიკს ამ 

წერტილში ეხება, ამიტომ კონი- 

კაში ჩახაზული ექვსკუთხედი 

  

  

"დამტკიცება იხილე II.#. I იმილი68 ,,I1006II89M29 C60M6I09M#"“ II309-80 
აცო)ლისგ4 ILIM0II2”, 1963 L, 
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ექვსგვერდა აღმოჩნდება რომელიც შემოხაზულია ამ კონიკის 

ირგვლივ. პასკალის თეორემა კი გარდაიქმნება თეორემად, რო- 

მელიც ცნობილია, როგორც ბრიანშონის თეორემა: 

სამით წრფე, რომელიც წყვილ-წყვილად აერთებს კონიკის 
ირგვლივ შემოხაზული ექვსგვერდას მოპირდაპირე წვეროებს, ერთ 
წერტილში იკვეთება (სურ. 67). 

#ხ, 88, CL წრფეებს ბრიანშონის წრფეები ეწოდება, ხოლო 

მათ გადაკვეთის წერტილს – ბრიანშონის წერტილი. 

5.4. მეორე რიგის წრფოვანი ზედაპირები 

დიდი ორადობის პრინციპით განვსაზღვროთ ერთი სიბრტყის 

კუთვნილი მეორე რიგის წრფეთა კონის ორადი სახე. მეორე რი- 

გის წრფეთა კონა არის ორი პროექციულ წერტილთა მწკრივის 

შესაბამისი წერტილების კუთვნილი (შემაერთებელი) წრფეთა სი- 

მრავლე. მისი ორადი სახე იქნება გადაკვეთილი ღერძების მქონე 

ორი პროექციული სიბრტყეთა კონის შესაბამისი სიბრტყეების 

კუთვნილი (გადაკვეთის) წრფეთა სიმრავლე. შესაბამის სიბრტყე- 

თა ყოველი წყვილი განსაზლვრავს წრფეს, რომელიც სიბრტყეთა 

კონების საერთო წერტილზე გაივლის. ასეთნაირად მივიღებთ 

წრფეთა სიმრავლეს, რომელიც მეორე რიგის წრფეთა კონის 

'ორადი იქნება. ამ სიმრავლის წრფეებიდან თითოეული შესაბამისი 

სიბრტყეების გადაკვეთაა და გადის ორი სიბრტყეთა კონის ერთ 

საერთო წერტილზე. ასეთი წრფეები წარმოქმნის კონუსურ ზედა- 

პირს, რომელიც მეორე რიგის იქნება, რადგან ნებისმიერ სიბრ- 

ტხყესთან გადაიკვეთება მეორე რიგის წირზე. 

მართლაც, ვთქვათ, 3 წერტილის კუთვნილი სI(თ|),8ზI.V,) #>» 

9ყ2+Xთ:,8:.V2) ორი პროექციული სიბრტყეთა კონით მოცემულია 

კონუსური ზედაპირი, რომლის წვეროა 5 წერტილი, ხოლო შესა- 

ბაშის სიბრტყეთა გადაკვეთის მ=(თI)(1თ2), ხ=(8)(18:;) და ა.შ. 

წრფეები – მსახველებია. გადავკვეთოთ კონუსური ზედაპირი თ 
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სიბრტყით ყოველი მსახველი 
გადაიკვეთეა თ სიბრტყესთან 

წერტილზე. ასე მივიღებთ თ 

სიბრტყის და კონუსური ზედაპი- 

რის კვეთის #,ც,C... წერტი- 

ლებს (სურ. 68). ვთქვათ, ს) და 
ს. კონების ღერძები იკვეთება თ 

სიბრტყესთან 5) და 52 წერტი- _ 

ლებში-ი კონუსური ზედაპირის სურ. 68 

კვეთის წირის ნებისმიერი ტ წერტილი შევაერთოთ 5) და 52 

წერტილებთან. 5)ტ და 5:ტ# არის თ1/IIთ2 სიბრტყეების გადაკვეთა 

თით სიბრტყესთან ანალოგიური აგებები შევასრულოთ 8,C,... 

წერტილებისათვის,ს მივიღეთ წრფეთა 5,(04,8,C...) და 

5X4,8,C...) ორ კონას, რომლებიც აგეგმილებს კვეთის წირის 
წერტილებს და არის სI)(თ.,,8),...) და ს;(თ2,82,..) სიბრტყეთა კო- 

ნებსს კვეთა თ “სიბრტყესთან. მაგრამ პირობის თანახმად, 

ს)(თ),8) 771...) 7 ს:(თ:,822,.), ამიტომ 5I(5)4,5)8,5)C...) #7» 
5:(5:ტ,5:8,5;C,,...). ამრიგად, კონუსის კვეთა თ სიბრტყესთან 

ორი პროექციული წრფეთა კონის შესაბამისი წრფეების გადაკვე” 

თის წერტილებია, ანუ კვეთის წირი – მეორე რიგის L? წირია. 

ამრიგად, ერთი სიბრტყის კუთვნილი მეორე რიგის წრფეთა 

კონის ორადი სახეა მეორე რიგის კონუსი. 

როგორც უკვე ვიცით, X? წირის წარმომქმნელი პროექციული 

ადა 5: კონების საერთო წრფეს შეესაბამება კონების ცენტრებზე 

გამავალი მხებები. მაგალითად, 5, კონის კუთვნილ 5)5: წრფეს 

შეესაბამება 5ე წერტილზე გამავალი ს მხები. კონუსის 5 წვე- 

როდან დაგეგმილებით მივიღებთ კონუსის 5,ს მხებ სიბრჯყეს. 

55; მსახველი არის ამ სიბრტყისა ღა კონუსის შეხების წრფე. 

რადგან მეორე რიგის ნებისმიერ წერტილში გადის ერთი მხები, 

ამიტომ კონუსის ნებისმიერ მსახველზე გადის ერთი მხები სიბრ- 

ტყე. მეორე რიგის წირის მხებები ქმნის მეორე რიგის წრფეთა   120



კონას რომლის 58 ცენტრიდან დაგეგმილებით მივიღებთ მეორე 

რიგის სიბრტყეთა კონას. მეორე რიგის კონუსის მხები სიბრტყეე- 

ბი წარმოქმნის მეორე რიგის სიბრტყეთა კონას, რომელიც მეორე 

რიგის წერტილთა მწკრივის ორადი სახეა. 

მეორე რიგის კონუსური 

ზედაპირის წარმოქმნა გან- 

ვაზოგადოთ მეორე რიგის 

ზოგადი სახის წრფოვანი 

ზედაპირებსს პროექციულ 

წარმოქმნაზე. კონუსის 

წარმოქმნს შემთხვევაში, 

პროექციულ სიბრტყეთა 

კონების ღერძები იკვეთე- 

ბოდა. მაგრამ ორი პროექ- 

ციული სიბრტყეთა კონა აცდენილი ღერძებით აგრეთვე წარმოქმ- 

ნის რაღაც ზედაპირს, რადგან პროექციული კონების შესაბამისი 

სიბრტყეების ყოველი წყვილი ამ შემთხვევაშიც იკვეთება წრფეზე, 

რომელიც ზედაპირის მსახველი იქნება. ვაჩვენოთ, რომ ასეთი 

წესით მივილებთ მეორე რიგის წრფოვანი ზედაპირს. ვთქვათ, 

VI(თI,8)7/II--.) 7X ს2(თ;,82;72....) სიბრტყეთ. კონები პროექციულია 

(სურ. 69) დღა მათი ს, და ს: ლღერძები აცდენილი წრფეებია. 

შესაბამისი სიბრტყეების წყვილების გადაკვეთის მ,ხX,... წრფეები 

ზედაპირის მსახველებია. ვთქვათ, თ ნებისმიერი მკვეთი სიბრტყეა. 

პროექციული სიბრტყეთა კონები 0I(თI,ჩ),/1---) /X 0V2(თ2,82 ;72»---) 

იკვეთება თ სიბრტყესთან პროექციულ წრფეთა კონებზე 

5I(4,8,C...)7/75:(4,8,C,..). ამ კონების შესაბამისი წრფეების 

გადაკვეთის #ტ,8,C,.. წერტილები წარმოქმნილი ზედაპირის 

მ,ხ,0,.. მსახველების გადაკვეთაა თ "სიბრტყესთან. კვეთაში 

მიღებული IL? წირი გეგმილდება პროექციულ 5-5: წრფეთა 

კონებით, რის გამოც ეს წირი მეორე რიგისაა. ამიტომ, 

წარმოქმნილი ზედაპირიც მეორე რიგის იქნება. 
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განვიხილოთ წრფოვანი ზედაპირის 2,ხ,C,... მსახველების 

თვისებები. მაგალითად, ყველა მსახველი იკვეთება პროექციულ 

სიბრტყეთ. კონების ს, და სუ ლერძებთან ამაში ადვილად 

დავრწმუნდებით. მართლაც, ნებისმიერი მსახველი, მაგალითად მ, 

არს რა თ და თ: შესაბამისი ს, 

სიბრტყეების გადაკვეთის წრფე "ს, 1 _ _#- 

2=თ,(1თ:, ეკუთვნის ორივე მათგანს და 

ამიტომ, იკვეთება VI და LV. წრფეებთან 9 ი... 

ორ წერტილზე. ამრიგად, ზედაპირის C, C, 

გ.ხ,C,... მსახველები იკვეთება სიბრტ- 

ყეთა კონების ს) და ს ლერძებთან და სურ. 70 

წარმოქმის ორ წერტილთა მწკრივს: (4,,8,.C)...) და 

(#.2,8;,C;,...), ვაჩვენოთ, რომ ეს მწკრივები პროექციულია ანუ 

ს)(4.,,8,,C)..-) > 2(42,8:,C;,...). 7%-ე სურათზე მოცემულია 

მეორე რიგის ზედაპირს სქემა.ა ზედაპირი წარმოქმნილია 

პროექციულ სიბრტყეთა სI)(თ),).71..-.) /X ს:(თ:,82,72,--) კონებით. 

მ,ხ,C მსახველები იკვეთება ს, და სე: ლერძებთან /#,,8),CI,... და 

#.2,8:,C;,. შწერტილებში-ი რადგან მ,ხ,ი,... არის (თ.,(1თ:), 

(ჩ)082), (/)I172) სიბრტყეების გადაკვეთა, ამიტომ სიბრტყეთა 

კონა სI(თ,,მ)V I...) აგეგმილებს (#:,8;,C;....) წერტილთა მწკრივს 

ს; ღერძზე, ხოლო კონა ს;(თ:,მ2,72...) – (#4/,8),CI-..) წერტილთა 
მწკრივს ს, ღერძზე. 

ანუ სI(თ),ჩ)VI.-) X ს:(4,8;,C,,...) და ს:(თ2,82,7/2--.) > 
ს(ტ4.8,,C,...,, მაგრამ პირობის თანახმად, სII(თ,,ზ)./ს.-) 7” 
9:(თ:,ჩ2.72,....), ამიტომ, სI(4#,,8,,C,...)> ს:(4:,8:,C;,...). 

მეორე რიგის წრფოვანი ზედაპირის 2,ხ,C,... მსახველები 

კვეთს პროექციული კონების ს, და სე ღერძებს ს,(4ტ,8 CI...) 

7 01(რ,8;,C;,...) ორ პროექციულ წერტილთა მწკრივზე. 

მართებული იქნება შებრუნებული წინადადებაც: 

თუ ს და ს: აცდენლ წრფეებბე მოცემულია ორი 
პროექციული მწკრივი (#,,8,,C,..-) და (#ე,8;,C;,...), მაშინ ამ 

% ) 
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მწკრივების შესაბამისი წერტილების შემაერთებელი წრფეები 
მეორე რიგის წრფოვანი ზედაპირის მსახველებია. 

მართლაც, თუ დავაგეგმილებთ (4#),8,,CI...) და (#:,8:,C;,...) 

პროექციულ მწკრივებს ს, და ს: ღერძის მქონე სიბრტყეთა კონე- 

ბით, მივიღებთ ორ პროექციულ სიბრტყეთა კონას: სI(ტ,,8 CI...) 

/ს:(42,8:,C;,...) და ამ კონების შესაბამისი სიბრტყეები გადაიკ- 

ვეთება #I4#:, 8,8;, C,C:,... მსახველებზე. 

რადგან პროექციულ სიბრტყეთა კონების და პროექციულ 

წერტილთა მწკრივების წყვილები ორადი სახეებია, ამიტომ ზე- 

მოთ აღწერილი მეორე რიგის ზედაპირის მსახველების აგების 

ორი მეთოდი წარმოადგენს წრფოვანი ზედაპირების წარმოქმნის 

ორ ურთიერთორად მეთოდს – პროექციულ სიბრტყეთა კონების 

და პროექციულ წერტილთა მწკრივების დახმარებით. 

აქედან გამომდინარეობს წრფოვანი ზედაპირის აგება, როგორც 

წრფეთა მ,ხX, სიმრავლის, რომლებიც გადის ორი აცდენილი 

ღერძის მქონე პროექციულ წერტილთა მწკრივების შესაბამის 

წერტილებზე. 
ცხადია, რომ ზედაპირის მ,ხ,0.... მსახველები წყვილ-წყვილად 

აცდენილებია, რადგან გადაკვეთილი მსახველების თუნდაც ერთი 

წყვილის არსებობის დაშვება გამოიწვევს ს, და სე ღერძების გა- 

დაკვეთას, რაც ეწინააღმდეგება მოცემულ პირობას, რომ ეს ღერ- 

ძები აცდენილებია. 

მ მსახველის ნებისმიერ #კვ წერტილზე გავავლოთ სკ წრფე, 

რომელიც გადაიკვეთება ხ და C მსახველებთან რომელიმე 8ვ და 

Cკ წერტილებზე. განვიხილოთ სე, როგორც ზედაპირის მკვეთი 

წრფე (სურ. 70). სკ მკვეთს წრფოვან ზედაპირთან ექნება საერ- 

თო ტ#ვ,8კ,Cვკ სამი წერტილი. მაშინ სვკ-ზე გამავალი სიბრტყე 

გადაი კვეთება ზედაპირთან მეორე რიგის წირზე, რომელსაც ექნება 

ერთ სპ წრფეზე მდებარე სამი წერტილი (#4ვ,83,C3) ანუ მეორე 

«რიგის წირი გადაგვარდა. წვ წრფედ, რომელიც მთლიანად უნდა 

უკუთვნოდეს მეორე რიგის წრფოვან ზედაპირს. რადგან #ვ წერ- 
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ტილი ნებისმიერად შევარჩიეთ მ მსახველზე, ამიტომ, არსებობს 

სვ, სკ, ს; წრფეთა სიმრავლე, რომელიც ს) და ს2 ლერძებთან ერ- 

თად მეორე რიგის ზედაპირს ეკუთვნის. 

ამრიგად, მეორე რიგის წრფოვან ზედაპირზე არსებობს მსახ- 

ველების ორი სერია – მ,ხ,C,.. და ს), ს, სვ... რომელთა თვისე- 

ბებია: 

ერთი სერიის ყოველი მსახველი აცდენილია ამ სერიის ყველა 

მსახველთან, ხოლო მეორე სერიის ყველა მსახველთან იკვეთება. 

ზედაპირის ყოველ წერტილზე გადის სხვადასხვა სერიის 

ორი მსახველი. 

ასეთი მსახველების წყვილით განისაზლვრება სიბრტყე, რო- 

მელსაც ჰქვია შეხების სიბრტყე ზედაპირის ერთ რომელიმე წერ- 

ტილში. ს 

ზემონათქვამიდან გამომდი- 

ნარე შეგვიმლია დავასკვნათ, 

რომ წრფოვანი ზედაპირი 

შეიძლეა იყოს მიღებული 
წრფის მოძრაობით მასთან 

გადაკვეთილ სამ აცდენილ 

წრფეზე. ასეთ შემთხვევაში სურ, 71 
მოძრავ წრფეს ეწოდება მსახველი, ხოლო სამ აცდენილ წრფეს 
– მიმმართველები. 

მეორე რიგის წრფოვანი ზედაპირების აფინური თვისებების 

გათვალისწინებით 

ისინი შეიძლება ორ 

კლაად დავყოთ. 
ზედაპირებს, რო- 

მელთათვის არასა–- 

კუთრიი სიბრტყე 
მკვეთი, ეწოდება 
ცალკალთა ჰიპერ- 
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ბოლოიდები. ხოლო ზედაპირებს, რომლებიც ეხება არასაკუთრივ 
სიბრტყეს, ჰიპერბოლური პარაბოლოიდები (სურ. 71, 72). ჰი- 
პერბოლური პარაბოლოიდის შემთხვევაში არასაკუთრივი სიბრტყე, 
როგორც მხები სიბრტყე, კვეთს პარაბოლოიდს სხვადასხვა სე- 

რიის ორ მსახველზე. აღვნიშნოთ ეს მსახველები ით და თ. 

ერთი სერიის ყველა მსახველი კვეთს I= წრფეს იმ დროს, 

როცა მეორე სერიის მსახველები კვეთს ით წრფეს. ეს ნიშნავს, 

რომ პირველი სერიის ყველა მსახველი M1= -ზე გამავალი ერთი 

და იგივე (ა) სიბრტყის პარალელურია. ზუსტად ასევე მეორე სე- 

რიის ყველა მსახველი ით წრფეზე გამავალ ერთი და იგივე (I 

სიბრტყის პარალელურია. ჰიპერბოლური პარაბოლოიდის ამ თვი- 

სებით ზშირად სარგებლობენ მისი მოდელის ასაგებად. 

თუ ს) და ს: აცდენილი წრფეებია, რომლებიც თ სიბრტყის 
პარალელური არ არის (სურ. 71), შეგვიძლია მივიჩნიოთ ისინი 

ერთი სერიის სკ და ს: მსახველებად. მეორე სერიის მსახველებად 

შეიძლება განვიხილოთ მ,ხ»C, ... წრფეები, რომლებიც კვეთს ს, და 

ს ორივე წრფეს და თ სიბრტყის პარალელურია. ადვილი მისახ- 

ვედრია, რომ მ,ხ,C,.. მეორე სერიის მსახველები, კვეთს სამ 

უძრავ წრფეს: ს), ს: და თ სიბრტყის არასაკუთრივ თთ წრფეს. 

ჰიპერბოლური პარაბოლოიდის ასაგებად შეგვიძლია ვისარგებ- 

ლოთ #8CL ტეტრაედრით (სურ. 72). მართლაც, თუ მოპირდა- 

პირე #ტ8 და CL წიბოებს გავყოფთ ერთნაირი რაოდენობის მონაკ- 

ვეთებად და წრფეებით ერთმანეთთან შევაერთებთ დაყოფის წერ- 

ტილებს, მივიღებთ 11,22,33,44,55,.. წრფეებს რომლებიც ერთი 

სერიის მსახველები იქნება, რადგან ეს წრფეები #0 და ნC 

წრფეების პარალელური თ სიბრტყის პარალელურია. ზუსტად 

ასევე, თუ გამოვიყენებთ ტეტრაედრის მოპირდაპირე #L) და 8C 

წიბოებს, შეიძლება ავაგოთ მეორე სერიის მსახველები„ რომლებ- 

იც #8 და CL) წრფეების პარალელური თ' სიბრტყის პარალე- 

ლური იქნება. 
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5.5. მეორე რიგის სახეების პროექციული შესაბამისობა 

ისევე როგორც პროექციული გეომეტრიის ძირითადი თეორე- 

მის თანახმად, ორ წრფეზე (ან ერთი და იგივე წრფეზე) მდებარე 

წერტილთა მწკრივებს შორის შეიძლება დავამყაროთ პროექცი- 

ული შესაბამისობა, სამი შესაბამის წერტილთა წყვილის მოცე- 

მით, პროექციული შესაბამისობა შეიძლება დამყარდეს ორ (ან 

ერთი და იგივე) მეორე რიგის წერტილთა მწკრივებს შორის ისევ 

სამი შესაბამისი წერტილთა წყვილის მოცემით. 

განვიხილოთ ერთი და იგივე მეორე რიგის 7 წირზე განლა- 

გებულ წერტილთა მწკრივების პროექციული შესაბამისობა. ეს 

შესაბამისობა მოცემულია შესაბამის წერტილთა სამი წყვილით: 

ტია#/, 8-+58, C-იაC. შევარჩიოთ MX 

წირის # და #' წერტილები მაგეგმი- 

ლებელი კონების ცენტრებად. დავაგეგ- 
მილოთ რიგი (#,8,C,...) #4, ცენტრი- 

დან, ხოლო რიგი (#4”,8”C"...ე) – # ურ 73 

ცენტრიდან. მივიღებთ ორ პროექციულ კონას #ტ%4,8,C,...)7 

#(4"8',C”.... ეს კონები არა მხოლოდ პროექციული, არამედ 

პერსპექტიულიც იქნება, რადგან მათი საერთო #/' წრფე თავის 

თავს შეესაბამება. პერსპექტიული კონების პერსპექტივის 3 ლღერ- 

ძის ასაგებად გვაქვს ამ კონების შესაბამის წრფეთა ორი წყვილი: 

#ც'ი#'8=8ა, #C”0 #+C=Cი. Cიცი წრფე არის /# და /ტ'” კონების 

პერსპექტივის 5 ღერძი. პერსპექტივის 5 ღერძის დახმარებთ IX 

წირის პროექციულ შესაბამისობაში, რომელიც მოცემულია შესა- 

ბამის წერტილთა სამი წყვილით (/# და #”, C და C” 8 და 8), ად- 

ვილად ავაგებთ შესაბამის წერტილთა წყვილებს, მაგალითად, 

სურათზე აგებული ნებისმიერი ს) წერტილის შესაბამისი6 ' 

წერტილი (სურ. 73). 

რამდენი ორმაგი წერტილი შეიძლება არსებობდეს მეორე რი- 

გის წირის პროექციულ შესაბამისობაში? ცხადია, რომ M და M   126



წერტილები, რომლებიც § პერსპექტივის ღერძის და მეორე რიგის 

წირის გადაკვეთით მიიღება, ორმაგი წერტილები იქნება, თუ M 

წერტილი ორმაგია, მაშინ # კონის #M წრფეს შესაბამება /#' 

კონის #ტ'M წრფე. ამრიგად, M არის პერსპექტიული # და #' 

კონების შესაბამისი წრფეების გადაკვეთის წერტილი და უნდა 

მდებარეობდეს § პერსპექტივის ღერძზე. ე.ი. მეორე რიგის წირის 

პროექციული გარდაქმნის ორმაგი წერტილების რაოდენობა დაიყ- 

ვანება § პერსპექტივის ღერძის და (? წირის გადაკვეთის წერ- 

ტილების რაოდენობაზე შესაძლებელია სამი ვარიანტი. თუ § 

პერსპექტივის ღერძი იკვეთება L წირთან ორ წერტილში (სურ. 

73), მეორე რიგის წირის პროექციულ გარდაქმნაში არსებობს 

ორი ორმაგი M და M წერტილი. ასეთ გარდაქმნას ჰიპერბოლური 

ეწოდება. თუ 5 პერსპექტივის ლერძი ეხება #. წირს, მივიღებთ 

მეორე რიგის წირის გარდაქმნას ერთი ორმაგი წერტილით, რო- 

მელსაც პარაბოლური ეწოდება. თუ § პერსპექტივის ღერძს I? 

წირთან საერთო წერტილი არა აქვს, მივიღებთ (7 წირის გარ- 

დაქმნას, რომელსაც ორმაგი წერტილები არ ექნება. ასეთ გარ- 

დაქმნას L” წირის ელიფსური გარდაქმნა ეწოდება. 
მეორე რიგის წირზე პროექციული შესაბამისობის გამოყენებით 

შეიძლება გადავწყვიტოთ ამოცანები, რომლებიც ეხება წრფეების 

პროექციულ გარდაქმნას, ადვილად დავადგენთ კავშირს წრფის 

პროექციულ გარდაქმნასა და მეორე რიგის წირის პროექციულ 

გარდაქმნებს შორის. 

ვთქვათ, მოცემულია #,8,C,L), წერ- 

ტილთა მწკრივი წრფეზე და მეორე რიგის 

V7 წირი (სურ. 74). L? წირზე ავარჩიოთ 

ნებისმიერი 3 წერტილი და შევაერთოთ 

იგი 5 მწკრივის წერტილებთან. მივიღებთ 

§ მწკრივის პერსპექტიულ 5 კონას: 

5(გ,ხ,C,ძ,...) » 5§(4,8,C,0,...). 
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8 კონის ყოველი წრფე გადაკვეთს XL” წირს კიდევ ერთ წერ- 
ტილში (5 წერტილის გარდა). 5 კონის წრფეების და M# წირის 

გადაკვეთის #8.,C-L"... წერტილთა ერთობლიობა წარმოქმნის 

მეორე რიგის წერტილთა მწკრივს, რომელიც 5 კონის პერსპექ- 

ტიული იქნება. 
გვექნება 5(მ,ხ,C,ძ,...) X L7C4”,8,,C“C",...) ამრიგად, წერტილ- 

თა მწკრივი § წრფესა დღა MX მეორე რიგის მწკრივი ერთი და 

იგივე 53 კონის კვეთები. ამიტომ, ასეთ ორ მწკრივს, 

რომელთაგან ერთი (5) პირველი რიგისაა, მეორე (2) – მეორე 

რიგის ვუწოდღოთ 5(68CL) -XIXX·I8Cს) პერსპექტიული 

მწკრივები. 
ბა წრფეს და (> წირზბშე წერტილთა მწკრივების 

პერსპექტიული განლაგებით შეგვიძლია ვისარგებლოთ და ერთი 

მწკრივი მეორეთი შევცვალოთ. 
როგორკ ვნახეთ, I% წირს გარდაქმნაში შესაბამისი 

წერტილების აგება მარტივად სრულდება პერსპექტივის ღერძის 
გამოყენებით, იმ დროს როცა წრფის გარდაქმნაში შესაბამის 

წერტილთა წყვილების აგება მოითხოვს შედარებით რთულ 

აგებებს. ამიტომ, წერტილთა მწკრივი წრფეზე შევცვალოთ მისი 

პერსპექტიული მწკრივით რომელიმე მეორე რიგის წირზე. ავაგოთ 

შესაბამის წერტილთა წყვილები L? წირის გარდაქმნაში და 

დავაბრუნოთ ისინი 35 წრფეზე, რითაც განისაზღვრება შესაბამის 

წერტილთა წყვილები § წრფის გარდაქმნაში. §' 

გადავწყვიტოთ შემდეგი ამოცა- 
ნა. ვთქვათ, § წრფის გარდაქმნა 

მოცემულია შესაბამის წერტილთა 

სამი წყვილით: /# და /#), 8 და 8), 
C და C). ავაგოთ ამ გარდაქმნის 

ორმაგი წერტილები (სურ. 75). 

ავღოთ ვ წრფესთნ ერთ -+---4--2 ბ. 

სიბრტყეში მდებარე (2 მეორე სურ. 75 
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რიგის წირი და მისი 5 წერტილიდან ავსახოთ #,#),8,8,.C.C, 

წერტილები L” წირზე. მივიღებთ MX წირის გარდაქმნას, სადაც 

MX#4 8 .C"...) XXCჩ5,8,,C5,...). 

ამ გარდაქმნის ორმაგი წერტილების ასაგებად საკმარისია 

ავაგოთ I. წირის პროექციული შესაბამისობის პერსპექტივის 
ღერძი და ვიპოვოთ ამ ღერძის გადაკვეთის M' და M. წერტილები 

V? წირთან, რომლებიც L? წირის პროექციულ გარდაქმნაში ორი 

ორმაგი წერტილი იქნება. თუ ამ წერტილებს შებრუნებული და- 

გეგმილებით დავაბრუნებთ 5 წრფეზე, მივიღებთ 5 წრფის პროექ- 

ციული გარდაქმნის ორმაგ M და M წერტილებს. 
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მეექვსე თავი. ინვოლუცია 

6.1. განსაზღვრებები 

49-ე სურათზე მოცემული 5 კონის შესაბამის წრფეთა წყვი- 

ლები ურთიერთპერპენდიკულარულია: მ+1მ,, ხ+Lხ,, C+LC,. ამრიგად, 

გვაქვს (მგ.ხ.C...) #(Cგ,,ხ),CI,...). ამ კონის მკვეთ 5§ წრფეზე მივი- 

ღებთ პროექციულ წერტილთა (#,8X;,...)/XC4.,,8,,C I...) მწკრი- 

ვებს, რომელშიც #=2ი05 წერტილს შეესაბამება #)=მ,ი0§ წერ- 

ტილი და, პირიქით, #4, წერტილი შეესაბამება 4 წერტილს ანუ 

როტი, ტეიტ. ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ # და #, წერ- 

ტილები ორმაგ შესაბამისობაშია. დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა: 

თუ წრფის გარდაქმნაში შესაბამის წერტილთა ერთი წყვილი 

ორმაგ შესაბამისობაშია, მაშინ შესაბამის წერტილთა ყველა წყ- 

ვილი ორმაგ შესაბამისობაში იქნება. 

ვთქვათ, წრფის პროექციული 

გარდაქმნა მოცემულია შესაბამის 

4,4.,8 
წერტილთა ( 4 # 8) სამი წყეი- 

ლით მოცემულ პროექციულ 
გარდაქმნაში § წრფის # და #) 

წერტილები ორმაგ შესაბამისობა- 

შია ანუ 

ტიტე, ტეტ. 

ვთქვათ, 8 და 8, შესაბამის 

წერტილთა ნებისმიერი წყვილია. 

  

# ტ 8, 
სურ. 76 

დავამტკიცოთ, რომ 8 და 8, წყვილიც ორმაგ შესაბამისობაში 

იქნება. განვიხილოთ პერსპექტივათა ჯაჭვი (სურ. 76): 

#,4,8,8, „6,#M,8.8, #5,#/,8-84%) #,,4,8,,8 ანუ 
#,4#.,8,8, 4,4,,8 

(> 8,8) ეს ნიშნავს, რომ წი 8) პროექციულ გარ- 
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დაქმნაში 8, წერტილს შეესაბამება 8 წერტილი ანუ 8 და 8, 

წერტილთა წყვილიც ორმაგ შესაბამისობაშია. 

პროექციულ გარდაქმნას, რომელშიც შესაბამისი ელემენტების 

ყოველი წყვილი ორმაგ შესაბამისობაშია, ეწოდება ინგკოლუციური 

გარდაქმნა ან უბრალოდ ინვოლუცია. ამიტომ, ზემოთ დამტკიცე- 

ბული თეორემა შეიძლება ასე ჩამოვაყალიბოთ: 

თუ პროექციულ გარდაქმნაში შესაბმის წერტილთა ერთი 
წყვილი ორმაგ შესაბამისობაშია, მაშინ ეს გარდაქმნა ინვოლუცი- 

ურია. ინვოლუცია თავის თავის შესაბამისი გარდაქმნაა. თუ ამ 

გარდაქმნას ორჯერ შევასრულებთ, მივიღებთ იგივგურ გარდაქმნას: 

ტიტი #4ე3ტ. ინჯვოლუცია ახორციელებს წრფის ყველა წერტი- 

ლის სრულ დანაწილებას წყვილებად, რომელთაგან ყოველი 
წყვილი ორმაგ შესაბამისობაშია. წერტილთა ყოველ ასეთ წყვილს 

ეწოდეა მოცემულ ინვოლუციაში შეუღლებულ წერტილთა 
წყვილი. 

ინვოლუცია განისაზღვრება შესაბამის წერტილთა ორი წყვი- 

ლით. 

ვთქვათ, 5 წრფეზე მოცემულია რაიმე ინვოლუცია შესაბამის # 

და #ე, 8 და 8, წერტილთა ორი წყვილი. ამ წყვილებით 5 

წრფეზე შეიძლება განისაზღვროს შესაბამის წერტილთა სამი 

წყვილი (248). შესაბამის წერტილთა ამ სამი წყვილით 

მყარდება ერთადერთი პროექციული გარდაქმნა, რომელშიც #. და 

#, შესაბამის წერტილთა წყვილი ორმაგ შესაბამისობაშია; მაშა- 

სადამე, ზემოთ დამტკიცებულის თანახმად, შესაბამის წერტილთა 

ყველა წყვილი ორმაგ შესაბამისობაში იქნება ანუ შეულლებულ 

წერტილთა ორი წყვილით დამყარებული გარდაქმნა ინვოლუცი- 

ინვოლუციას ეწოდბა ჰიპერბოლური, თუ აქვს ორი ორმაგი 

წერტილი და ელიფსური, თუ ორმაგი წერტილები არ გააჩნია. 
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6.2. ინვოლუცია წრფესა და მეორე რიგის წირზე 

წრფის ინვოლუციურ გარდაქმნას ძალიან საინტერესო თვისე- 

ბები აქვს. 

მაგალითად, ყოველი ჰიპერბოლური ინვოლუცია ჰარმონიულია, 

ეი. ჰიპერბბოლურ ინვოლუციაში ორმაგი წერტილები ჰარმონი- 

ულად ყოფს შესაბამის წერტილთა ნებისმიერ წყვილს. 

ვთქვათ, M და #M მოცემული ინვოლუციის ორმაგი წერტილე- 

ბია, #ტ და #)- ამ ინვოლუციის ნებისმიერ შესაბამის წერტილთა 

წყვილი. დავამტკიცოთ, რომ MM და #4) ჰარმონიულად შეულღ- 

ლებული წერტილთა წყვილია. 
დავაგეგმილოთ მოცემული წერტილები ნებისმიერი 5 ცენტრი- 

დან ორმაგ M წერტილზე გამავალ ნებისმიერ 5 წრფეზე (სურ. 

77) მივიღებთ MIM/4/4,) > 

MM'ტ'4,. რადგან ინვოლუ- 

ციაში ყოველი შესაბამის 

წერტილთა წყვილი ორმაგ 

შესაბამისობაშია, ამიტომ შეგ- 

ვიძლია დავწეროთ MM/4/#) 72 

MIMტ,ტბ, ბსაიდანაც გვექნება 

MM#4)ტ4 XMIM4ტ'#4 ე. რადგან 5 

და 5 მწკრივების საერთო M 

წერტილი ორმაგია, ამიტომ MM X M0I'ტ'4 და, მაშასა- 

დამე, MM, 4)#, ტ4"ს წრფეები ერთ 0 წერტილზე გაივლის. ეს 
ნიშნავს რომ # და #)ე არის #04, 5 სრული ოთხკუთხედის 

მოპირდაპირე გვერდების გადაკვეთის წერტილები, ხოლო M და M 

მესამე მოპირდაპირე გვერდების წყვილის გადაკვეთის წერტი- 
ლები ტე, დიაგონალთან. მაშასადამე /#,#),M,IM ჰარმონიულ 

წერტილთა ოთხეულია და #,ტ), წერტილთა წყვილი ჰარმონი- 

ულად ყოფს ორმაგი M,M წერტილების წყვილს. 
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ეი. დავამტკიცეთ, რომ თუ MM#4) XMIM46(4, მაშინ #1, # 

წყვილი ჰარმონიულადაა შეუღლებული M,M წყვილთან. 
გარდა ამისა, ჰიპერბოლური ინვოლუცია, როგორც ჰარმონი- 

ული გარდაქმნა (4.3) არის შებრუნებული ტიპის დალაგებული 

გარდაქმნა. 

აქედან გამომდინარეობს, თუ ინვოლუციას აქვს ერთი ორმაგი 

წერტილი, მას უნდა ჰქონდეს მეორე ორმაგი წერტილი, რომელ- 

იც პირველისგან განსხვავებულია. ამიტომ, ინვოლუცია შეიძლება 

იყოს ჰიპერბოლური ან ელიფსური. აღვილად დავრწმუნდებით, 

რომ ჰიპერბოლური ინვოლუციის ორი შეუღლებული წყვილი 

არასოდეს არ ჰყოფს ერთმანეთს. მართლაც, თუ M და M ჰიპერ- 

ბოლური ინვოლუციის ორმაგი წერტილებია, ხოლო # და #, ამ 

ინვოლუციის შეუღლებულ წერტილთა წყვილი (სურ. 78), მაშინ 

ეს ინვოლუცია ასახავს #4M/4,; მონაკვეთს #,IM# მონაკვეთზე ანუ 

იგივე მონაკვეთზე. ამიტომ, ამ მონაკვეთის რომელიმე 8 წერტილ- 

თან შეუღლებული 8) წერტილი უნდა ეკუთვნოდეს ისევ #M0#, 

მონაკვეთს. იგივეს აქვს ადგილი #M#6,; მონაკვეთისთვის, რომელ- 

იც #M/#, მონაკვეთის შემავსებელია. ეს ნიშნავს, რომ ჰიპერბო- 

ლური ინვოლუციის ორი შეუღლებული წყვილი, მაგალითად, 
#ტ, ა, და 8,8,, ვერ ყოფს ერთმანეთს. აქედან გამომდინარეობს, 

რომ ინვოლუცია, რომელშიც შეუღლებულ წერტილთა წყვილები 
ერთმანეთს ყოფს, ელიფსურია. ამით მტკიცდება ელიფსური ინ- 

ვოლუციების არსებობა, რადგან ინვოლუცია შეიძლება იყოს მო- 

ცემული წერტილების ნებისმიერი ორი წყვილით. 
#2) უფრო მეტიც, თუ # 

8 რ და #8 და 8,, წყვილე- 
# ბი არ ყოფს ერთმანეთს 

C ღა წერტილი 8 გაირბენს 

C M #80, მონაკვეთს, მაშინ 
I 2 8 თ IX. მასთან შეუღლებული 8, 

წერტილი გაირბენს იგივე 
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4.ე8/. მონაკვეთს საწინააღმდეგო მიმართულებით (სურ. 78). ამი- 

ტომ, ამ მონაკვეთზე უნდა არსებობდეს ორმაგი წერტილი, რო- 

მელშიც 8 და 8, წერტილები ერთმანეთს შეხვდება. ე.ი. ინვოლუ- 

ცია არის ელიფსური, თუ შეუღლებულ წერტილთა წყვილები 
ყოფს ერთმანეთს და ჰიპერბოლური, თუ შეუღლებული წერტილ- 

თა წყვილები არ ყოფს ერთმანეთს. 

ამრიგად, პარაბოლური ინვოლუციები არ არსებობს, ჰიპერბო- 

ლურები არსებობს და შებრუნებული (ტიპისაა, ელიფსური ინგო- 

ლუციები არსებობს, თანაც ყოველი პირდაპირი ტიპის ინვოლუცია 

ელიფსურია. მართლაც, ვთქვათ, M,M და #,#) წყვილები ყოფს 
M, M, 4, 41 

ერთმანეთს; მაშინ ინვოლუცია, რომელიც ასახავს ( M,M,4), 2) 

პირდაპირი ტიპისაა და არა აქვს ორმაგი წერტილები, რადგან არ 

არსებობს წერტილების წყვილი, რომელიც ჰარმონიულად იქნება 

შეუღლებული M,M და #,#) გაყოფილ წყვილებთან (სურ. 78). 

ამრიგად, შებრუნებული ტიპის ინვოლუცია ჰიპერბოლურია, 
პირდაპირი ტიპის ინვოლუცია – ელიფსური და, პირიქით, ყოვე- 

ლი ჰიპერბოლური ინვოლუცია ეკუთვნის შებრუნებულ ტიპს, 

ხოლო ელიფსური – პირდაპირს. 

თუ მეორე რიგის წირზე ავაგებთ ა წერტილთა მწკრივის 

პერსპექტიულ მრუდწირულ წერტილთა მწკრივს, შევძლებთ 
წრფის ინვოლუციის გადატანას მეორე რიგის წირზე და ამ 

წირზე ინვოლუციური შესაბამისობის მიღებას. როგორც ნებისმიე- 

რი ინვოლუციური გარდაქმნა, ინვოლუცია მეორე რიგის წირზე 

განისაზღვრება შესაბბპის წერტილთა ორი წყვილით. თუ ეს 

წყვილები გაყოფილია, მაშინ ინვოლუცია მეორე რიგის წირზე 

ელიფსური იქნება; თუ გაყოფილი არ არის, მაშინ ინვოლუცია 

ჰიპერბოლურია. მეორე რიგის წირზე ინვოლუციური გარდაქმნი- 

სათვის ძალაშია ყველა ის დებულება, რომელიც იყო დამტკიცე- 

ბული მეორე რიგის წირის ნებისმიერი (არაინვოლუციური) გარ- 

დაქმნისთვის, კერძოდ, შესაბამისი ელემენტების აგების ხერხი, 
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პერსპექტივის ღერძის მეშვეობით, ძალაში რჩება, მაგრამ პროექ- 

ციული გარდაქმნა და მისი განხორციელების წესი იძენს განსა- 

კუთრებით მარტივ ფორმას და შესაძლებლობას იძლევა დავადგი- 

ნოთ ახალი საინტერესო გეომეტრიული ფაქტები. 

დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა: 

მეორე რიგის წირის ინვოლუციაში შეუღლებული წერტილე- 
ბის შემაერთებელი წრფეები ერთ წერტილზე გადის, ხოლო შე- 
საბამის წრფეთა წყვილები იკვეთება ინვოლუციის პერსპექტივის 

ღერძზე მდებარე წერტილებში. 
დავუშვათ, მეორე რი- 

გის I? წირზე მოცემულია 

ინვოლუცია; # და #ე, 8 

და 8,, C და C,) ინვოლუ- 

ციის სამი ნებისმიერი წყ- 

ვილია (სურ. 79). შესაბა- 

მის წერტილთა ახალი 

წყვილები ჩვეულებრივი 2“ 
ხერხით – პერსპექტივის ღერძის გამოყენებით ავაგოთ. 5 პერს- 

პექტივის ღერძი განისაზღვრება #8, და #)8, #C, დღა #)C 

წრფეთა გადაკვეთის ორი წერტილით. მაშინ, V? წირის ინვოლუ- 

ციაში შესაბამის წერტილთა ახალ წყვილებს მივიღებთ # და /, 

წერტილებიდან § პერსპექტივის ღერძის წერტილების დაგეგმილე- 
ბით I” წირზე. რადგან ჩვენ განვიხილავთ ინვოლუციურ გარ- 

დაქმნას, ამიტომ C და C) წერტილები ორმაგ შესაბამისობაში 

უნდა იყოს და მაგეგმილებელი #C და #IC) წრფეებიც უნდა იკ- 
ვეთებოდეს პერსპექტივის ღერძზე ანუ 5 წრფეზე. იგივე მართე- 
ბული იქნება #8 და #8, წრფეებისთვისაც. ანალოგიურად, თუ 

დაგეგმილების ცენტრებად # და #, წერტილების მაგივრად ავირ- 
ჩევთ 8 და 8) წერტილებს, დავრწმუნდებით, რომ 8C და 8)C, 

წრფეებიც § წრფეზე გადაიკვეთება. რადგან # და #),8 და 8, C 
და C, წყვილები ინვოლუციის ნებისმიერი შეუღლებული წყვილე- 
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ბია თეორემის მეორე ნაწილი დამტკიცებულია: ინვოლუციაში 

შესაბამის წრფეთა წყვილები 3 ლერძზე იკვეთება. მაგრამ ამ 

შემთხვევაში #ტ8C და #ტ,ე8,C,) სამკუთხედები აკმაყოფილებს დე- 

ზარგის“ს შებრუნებული თეორემის პირობებს და ამიტომ, 

#ტ4ტ,88,,CC, წრფეები ერთ 5 წერტილზე გაივლის. ამით მტკიც- 

დება თეორემის პირველი მოთხოვნა. 5 წერტილს ინვოლუციის 

ცენტრი, ხოლო § წრფეს – ინვოლუციის ლერძი ეწოდება. დამტ- 

კიცებული თეორემა ამარტივებს მეორე რიგის წირის ინვოლუ- 

ციაში შესაბამისი წერტილების აგებას: თუ მოცემულია ინვოლუ- 

ციის შესაბამის წერტილთა ორი წყვილი # და #ტ#., 8 და 8), 

ორი შეუღლებული წერტილთა წყვილის შემაერთებელი წრფეების 
გადაკვეთაში მივიღებთ ინვოლუციის 5 ცენტრს (სურ. 80). ამ 

ცენტრზე გამავალი წრფეების გადაკვე- 
თაში მეორე რიგის წირთან მივიღებთ 

ინვოლუციის შეუღლებულ წერტილთა 
წყვილებს იმ შემთხვევაში თუ და- 

ვუშვებთ, რომ # და C წერტილები შე- 
თავსდენ, მაშინ #ტC წრფე #2 წირის 

მხები გახდება და მივიღებთ შემდეგ წი- 

ნადადებას: 

ინვოლუციის შესაბამის წერტილებში 

გამავალი მხებები იკვეთება ინვოლუციის 
ღერძზე (სურ. 80). 

  

6.3. დეზარგის მეორე თეორემა 

ვთქვათ, მოცემულია LCL5 სრული ოთხკუთხედი; # და #), 8 

და 8, C და C, წერტილთა სამი წყვილია, რომლებიც მიიღება 

სრული ოთხკუთხედის მოპირდაპირე გვერდების სამი წყვილის 5 

წრფესთან გადაკვეთისას (სურ. 81). დეზარგის მეორე თეორემა 

აყალიბებს სრული ოთხკუთხედის ინვოლუციურ თვისებას. 
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სრული ოთხკუთხედის მოპირდაპირე გვერდების სამი წყვილი 

კვეთს ნებისმიერ § წრფეს ერთი და იგივე ინვოლუციის კუთვნილ 
წერტილთა სამ წყვილზე. 

დავუშვათ, რომ LC6Lა სრული 

ოთხკუთხედის მოპირდაპირე გვერ- 

დების წყვილები კვეთს § წრფეს # 
და #8 და 8,, C და C, წერტილ- 

თა წყვილებში. შესაბამის წერტილ- 

თა # და #),8 და 8,, C და C) წყ- 

ვილეით 3 წრფეხე მყარდება 
პროექციული შესაბამისობა. ვაჩვე- 

ნოთ, რომ ეს შესაბამისობა ინვო- 

ლუციურია. 

  

განვიხილოთ პერსპექტივათა ჯაჭვი: ტ,ტი8,C7ტ,6,,52ტ,6, 

ლ0,6>#,48,C.. ეს ნიშნავს, რომ ტ,ტე,ც/ბ,ტ,8, პროექციული 

შესაბამისობით განსაზღვრულ ინვოლუციაში, 8 წერტილს შეესაბა- 

მება 8, წერტილი, ხოლო C წერტილს - C) ანუ # და #) ორ- 

მაგ შესაბამისობაში მყოფ წერტილებთან ერთად 8 და 8,, C და 

C, წყვილებიც ამავე ინვოლუციაში შეუღლებულ წერტილთა 

წყვილებია. 
დეზარგის· მეორე თეორემა 

გვაძლევს #,ტ) და 8,8, ორი 

წყვილით განსაზღვრულ ინვო- 

ლუციაში, C წერტილთანზნ შე- 

უღლებული C,) წერტილის აგე- 
ბის შესაძლებლობას. ამისათვის, 

საკმარისია ავაგოთ სრული ოთხ- 

კუთხედი ისე, რომ მისი მოპირ- 
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დაპირე (1,2 და 3,5) გვერდების ორი წყვილი გადიოდეს #,#)) და 

8,8, წერტილებზე და დარჩენილი ერთი გვერდი - C წერტილზე, 

მაშინ მეექვსე გვერდი C, წერტილზე გაივლის. 
ადრე განვიხილეთ ჰიპერბოლური და პარაბოლური გარდაქმნე- 

ბის მიღების ხერხი (4.3). ახლა ვხედავთ, რომ ელიფსური გარ- 

დაქმნა შეიძლება ავაგოთ ისევე მარტივად, როგორც წინა გარ- 

დაქმნები. 

6.4. პოლუსები და პოლარები 

ვთქვათ, სიბრტყეზე მოცემულია შ კონიკა და ნებისმიერი ? 

წერტილი (სურ. 83). ს წერტილის ინციდენტური #8 და CნC 

ორი მკვეთი წრფე გავავლოთ. აღვნიშნოთ #C ღა 8C წრფეების 
გადაკვეთის წერტილი 0 ასოთი, ხოლო #C და 8Lს წრფეების 
IL. მაშინ ოთხკუთხედი #8Cს შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც 

L? კონიკაში ჩახაზული სრული ოთხკუთხედი და ამიტომ პასკა- 

ლის თეორემიდან გამომდინარე ცხადია, რომ პასკალის ი? წრფეზე 

უნდა მდებარეობდეს ოთხი 

წერტილი: კონიკს #ტ,8 

და C,LX წერტილებში 

გავლებული მხებების გა- 
დაკვეთის L და M« წერტი- 

ლეი და მოპირდაპირე 

გვერდების გადაკვეთის C) 
და I წერტილები (5.2). სურ. 83 

როგორც ნახაზიდან ჩანს, CL კვეთს #8 წრფეს M წერტილში, 

რომელიც ჰარმონიულად შეუღლებულია ” წერტილთან # და 8 
წერტილთა წყვილის მიმართ. მართლაც, #ტ და 8 არის C0MC0 

სრული ოთხკუთხედის დიაგონალური წერტილები, ხოლო ოთხ- 

კუთხედის მოპირდაპირე Cხ და CL გვერდები ” და M წერტი- 

ლებში კვეთს #8 წრფეს. ანალოგიურად, CL და CC» წრფეების 
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გადაკვეთის M წერტილი ჰარმონიულად არის შეუღლებული L 

წერტილთან C,0ს წერტილთა წყვილის მიმართ. ამრიგად, ჩ წრფე 
L,-,M და M წერტილების ინციდენტურია. 

ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს, რომ ჩ წერტილის შესაბამი- 

სი ი წრფე შეიძლება განისაზღვროს ” წერტილის ინციდენტური 

ერთი მკვეთი წრფის საშუალებით. გამოვიყენოთ #8 მკვეთი, მა- 

შინ ხი წრფე განისაზღვრება: წ წერტილით, რომელშიც იკვეთება 

M წირის მხებები ტ და 8 წერტილებში; M წერტილით, რომელიც 

მეოთხე ჰარმონიულია ჩნ,#)0,8 წერტილებისათვის. ამრიგად, გვაქვს 

ხ=წM. შევნიშნოთ, რომ C> მკვეთი, რომელიც ნებისმიერად არის 

გავლებული, # და IM წერტილებით განსაზღვრავს იგივე ი წრფეს. 
ამრიგად, 0 წრფის განსაზღვრა არ არის დამოკიდებული L 

წერტილის ინციდენტური მკვეთი წრფის შერჩევაზე. იგივე მიზე- 

ზით, თუ კონიკაში ჩახაზული ნებისმიერ სრულ ოთხკუთხედში ი 

ერთი დიაგონალური წერტილია, მაშინ ი წრფე არის დანარჩენი 

ორი დიაგონალური წერტილის ინციდენტური დიაგონალი. ამრი- 

გად, L წერტილი, რომელიც კონიკის სიბრტყეში ძევს, ცალსახად 

განსაზღვრავს ი წრფეს. ნ წრფეს ეწოდება I წერტილის პოლარა 
L? კონიკის მიმართ, ხოლო ს წერტილს – ი წრფის პოლუსი. 

ზემოთ მოყვანილი მსჯელობის საფუძველზე L? კონიკის მი- 

მართ ” წერტილის 0 პოლარას შეიძლება მივცეთ შემდეგი გან- 

საზღვრებებიდან ერთ-ერთი: 

1? პოლარა ეწოდება ” პოლუსის და L-ს ინციდენტური ნების- 

მიერი მკვეთის კონიკასთან გადაკვეთის წერტილების მეოთხე ჰარ- 

მონიულ წერტილთა სიმრავლეს. 

2? პოლარა ეწოდება ღ” პოლუსის ინციდენტური ნებისმიერი 

მკვეთის კონიკასთან გადაკვეთის წერტილებში გავლებული მხებე- 

ბის გადაკვეთის წერტილთა სიმრავლეს. 

3. პოლარა ეწოდება კონიკაში ჩახაზული სრული ოთხკუთხე- 

დის ორი დიაგონალური წერტილის ინციდენტურ დიაგონალს; 

ოთხკუთხედის მესამე დიაგონალური წერტილი L პოლუსია. 
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ამ წინადადებებიდან ორადი წინადადებების ჩამოყალიბებით მი- 

ვიღებთ პოლუსის განსაზლვრებებს. მაგალითად, 3“ განსაზღვრის 

ორადი წინადადებაა: პოლუსი ეწოდება MX კონიკაში ჩახაზული 

ოთხკუთხედის ორი დიაგონალის ინციდენტურ დიაგონალურ 

წერტილს; ოთხკუთხედის მესამე დიაგონალი 0 პოლარაა. 

ამრიგად, კონიკის სიბრტყეზე მდებარე ყოველ წერტილს შეე- 
საბამება ერთადერთი წრფე – მისი პოლარა და, პირიქით, ყოველ 

წრფეს შეესაბამება ერთადერთი წერტილი მისი პოლუსი. აღვ- 

ნიშნოთ, რომ პოლუსი და პოლარა ურთიერთშესაბამისია ანუ თუ 

ი წრფე არის X წერტილის პოლარა, მაშინ >» წერტილი არის ი 

წრფის პოლუსი. 

ცხადია, რომ პოლარას განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს მისი 

აგების ხერხები. მაგალითად, გავავლოთ L პოლუსის ინციდენტური 

#8 და CL ორი მკვეთი წრფე და ავაგოთ მეოთხე ჰარმონიული 

M და M წერტილები ტ,8, და C,8,” სამეულებისათვის. MM 

წრფე იქნება საძიებელი 0 პოლარა (სურ. 83). 

მეორე ხერხი: თუ L წერტილის ინციდენტურ კონიკის მხებებს 

განვიხილავთ, როგორც მკვეთების ზღვრულ მდებარეობებს, მაშინ 

2" განსაზღვრის თანახმად, ” წერტილის პოლარა MX კონიკის მი- 
მართ გაივლის ” პოლუსის ინციდენტური მხებების კონიკასთან 

შეხების წერტილებზე, თუ ეს მხები არსებობს (სურ. 84). 

მესამე ხერხი: პოლუსი კონიკის შიგა წერტილია და არ არ- 

სებობს ამ წერტილზე გამავალი კონიკის მხებები. გავავლოთ 

წერტილის ინციდენტური #8 და CL) ორი მკვეთი წრფე. პოლა- 

რას 2ი განსაზღვრის ს 

თანახმად, ამ წრფეე- 

ბის კონიკასთან გა- 

დაკვეიის წერტილე- ” 
ბის წყვილებზე (#,8 

და C,)) გავავლოთ 

მხებები, რომელთა M სურ. 84 სურ. 85 
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და M გადაკვეთის წერტილებით განისაზღვრება ” პოლუსის 0 პო- 

ლარა (სურ. 85). მოცემული 0 წრფის L პოლუსი ავაგოთ, რო- 

გორც წერტილი, რომლის პოლარა 9 წრფეა, რადგან პოლარა და 

პოლუსი ურთიერთდამოკიდებულია. 

თუ L პოლუსი ძევს კონიკაზე, მაშინ მისი პოლარა კონიკის 

მიმართ განისაზღვრება, როგორც ამ კონიკის მხები » წერტილში 

(სურ. 86), რაც გამომდინარეობს მისი 2? განსაზღვრიდან. ამრი- 

გად, სიბრტყის ნებისმიერი ღ” წერტილისათვის ავაგეთ მისი შესა- 

ბამისი ი წრფე და პირიქით. 

განვიხილოთ #CXIL სამკუთხედი (ნახ. 83). ნებისმიერი მოცე- 

მული სამკუთხედის გვერდების პოლუსები და წვეროების პოლა- 

რები წარმოქმნის ახალ სამკუთხედს, რომელსაც მოცემული Lსამ- 

კუთხედის პოლარული ეწოდება. სამკუთხედს ეწოდება ავტოპო- 

ლარული, თუ მისი ყოველი წვერო არის მოპირდაპირე გვერდის 

პოლუსი. პოლარის 3? განსაზღვრის თანახმად, 

ჩლი0IL “სამკუთხედის ყოველი გვერდი არის მო- 

პირდაპირე წვეროს პოლარა. ლ)L=0 გვერდი 

არის ღL წერტილის პოლარა, IL=0 გვერდი – 0 4#5=C 

წერტილის პოლარა, ხოლო IMC=L გვერდი – L 

წერტილის პოლარა. თავის მხრივ, 6CL Lსამ- ი 

კუთხედის წვეროები მოპირდაპირე გვერდების ს–რ. 86 

პოლუსებია. ამრიგად, LCIL სამკუთხედის ყოველი ერო არის 

მოპირდაპირე გვერდის პოლუსი ანუ ჩწCI სამკუთხედი ავტოპო- 

ლარულია. 

     

6.5. ინვოლუციის მეტრული თვისებები 

განვიხილოთ ზოგიერთი მეტრული თანაფარდობა წრფის წერ- 

ტილთა ინვოლუციაში. მოცემული ინვოლუციის წრფის არასაკუ- 

თრივ წერტილთან შეუღლებულ წერტილს ეწოდება ამ ინვოლუ- 
ციის ცენტრი. თუ ინვოლუციას აქვს ორმაგი წერტილები, მაშინ 
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ინვოლუციაში შეუღლებულ წერტილთა ყოველი წყვილი მათთან 
ქმნის ჰარმონიულ ოთხეულს (6.2). აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ინვოლუციის ცენტრი შუაზე ჰყოფს მონაკვეთს, რომელიც ორმაგ 

წერტილებს აერთებს (თუ ასეთები არსებობს). 

ვთქვათ ახლა, რომ # და #. 8 და 8' წრფეზე რომელიმე ინ- 

ვოლუციის განმსაზღვრელი შეუღლებულ წერტილთა წყვილებია. 
გავარკვიოთ შეუღლებულ წერტილთა წყვილების თვისება ინწვო- 
ლუციის ცენტრის მიმართ. რადგან ინვოლუცია პროექციული 

გარდაქმნის კერძო სახეა, ამიტომ, მართებული იქნება შემდეგი 

ლი -8. (480) _ (480»). ტოლობა (48,00=)=(M8,0»0) ანუ 680.) (+8-) 

1 
რადგან (480=)=(4'8'0=)=1, მივიღებთ ტოლობას (480)= „ავ-ნ) 

ა 22 95C, საიდანაც მივიღებთ შემდეგ ფორმულას: 

#40-:4+(0=80-8'0=LC იიი. (0) 
ეს ძირითადი ფარდობა, რომელიც პროექციული გეომეტრიის 

ზოგიერთ სახელმძღვანელოში მიღებულია ინვოლუციის გან- 

საზღვრებად, შეიძლება ასე ჩამოვაყალიბოთ: 

ინვოლუციის ცენტრიდან ორ შესაბამის წერტილამდე მანძილე- 

ბის ნამრავლი მუდმივი სიდიდეა. 

დავუშვათ, რომ M ინვოლუციის ორმაგი წერტილია, მაშინ 

(1)ფორმულიდან გამომდინარეობს: 

M0·M0=L ანუ (M0)7=X(C0ი50, ანუ (M0)7=#0-#0C... ძ) 

M05=--/VVX. (2) 
ასე გამოისახება მანმილი ორმაგი წერტილიდან ინვოლუციის 

ცენტრამდე. იმის მიხედვით, როგორია M-ს მნიშნელობა («>0, 

X<0, =0), ეს მანძილი იქნება ნამდვილი, წარმოსახვითი ან ნუ- 

ლის ტოლი. 
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1) თუ #>0, მაშინ ინვოლუციას ექნება M და M ორი ორმაგი 

წერტილი, რომლებიც ცენტრის სხვადასხვა მხარეს მოთავსდება 

და მისგან შემდეგი მანძილებით იქნება დაშორებული: 

M0=+V/L, M0=–-+VV. 
ამრიგად ამ “შემთხვევაში მივი- 

ღებთ ჰიპერბროლურ ინვოლუციას ორი 

ორმაგი წერტილით. რადგან შესაბა- 

მი წერტილთა წყვილებითთ გან- 
საზღვრული 0/# და C0)/4' მონაკვეთე- 

ბის ნამრავლი დადებითია (1), ამი–- 

ტომ შესაბამის წერტილთა # და #' 

წყვილეი ყოველთვის განლაგდება : 
ცენტრიდან ერთ მხარეს (სურ. 87) ანუ #,ტ' არ ყოფს 0,0'= 

წერტილთა წყვილს. 
მართლაც, თუ C'თ არის წრფის არასაკუთრივი წერტილი, მა- 

შინ მოცემული ინვოლუციის ყოველი წყვილი ყოფს ან არ ყოფს 
0, 0'თ წყვილს, იმის მიხედვით ინვოლუცია ელიფსურია თუ ჰი- 

პერბოლური. თუ M არის ინვოლუციის ორმაგი წერტილი, მაშინ 

მივიღებთ ტოლობას (1): CM2=0#.:0/', რომელსაც აქვს ამო- 

ნახსნი (ნამდვილი) იმ შემთხვევაში, თუ ნამრავლი C#-0)/4ტ' დადე- 

ბითია ანუ თუ შეუღლებულ წერტილთა წყვილები არ ყოფს ერთ- 
მანეთს. 

2) X<0, მაშინ (2) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ ამ 

შემთხვევაში მანძილი MC) წარმოსახვითია ანუ მოცემულ ინვო- 

ლუციაში არ არსებობს ორმაგი წერტილები (ან არსებობს წარ- 

მოსახვითი ორმაგი წერტილები) ანუ ასეთ შემთხვევაში ინვოლუ- 

ცია ელიფსურია. შესაბამის წერტილთა წყვილები ცენტრის 

"სხვადასხვა მხარეს მდებარეობს ანუ #,#4' წერტილთა წყვილი 

ყოფს 0,0= წერტილთა წყვილს. 
3) L=0, მაშინ (2) ფორმულიდან მივიღებთ:   143



M0:M0=0 ანუ ამ ორი მონაკვეთიდან ერთი მაინც უდრის 

ნულს. (1) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ შესაბამის წერ- 

ტილთა წყვილებიდან ერთი წერტილი შეთავსებულია ცენტრთან. 

ორმაგი წერტილიც შეთავსებულია ცენტრთან. რადგან ინვოლუ- 

ციას ამ შემთხვევაში აქვს ერთი (ან ორი შეთავსებული) ორმაგი 

წერტილი, მას ეწოდება პარაბოლური. პარაბოლურ ინვოლუციაში 

ცენტრი შეესაბამება წრფის ნებისმიერ წერტილს. ამიტომ, პარა- 

ბოლური ინვოლუცია არ განიხილება. 

ფორმულა (1) გვაძლევს ორი # და #', 8 და 8' წერტილთა 

წყვილით განსაზღვრულ ინვოლუციაში შესაბამის წერტილთა აგე- 

ბის კიდევ ერთ ხერხს. 

რს“ და კიდევ რომელიმე 1 წერტილზე გავავლოთ ერთი 
წრეწირი; 8, 8' და I წერტილზე გავავლოთ მეორე წრეწირი. IL 

წერტილზე და ამ წრეწირების გადაკვეთის მეორე IL წერტილზე 
გავავლოთ II' წრფე. თუ 0 წერტილი არის 1II' მკვეთის და 

ინვოლუციის წრფის გადაკვეთის წერტილი, მაშინ პლანიმეტრიის 

ცნობილი წინადადებიდან გვექნება (სურ. 88): 

0#.0/=01-0I=08-0L'. 

# ცსL 0/ /” ს 

სურ. 89 
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ეს ფარდობა ნიშნავს, რომ 0 წერტილი არის ინვოლუციის 

ცენტრი და ნებისმიერი სხვა წრეწირი, რომელიც 1 და 1' წერ- 

ტილებზე გაივლის, ინვოლუციის წრფესთან გადაიკვეთება ამ ინ- 
ვოლუციის შეუღლებულ წერტილთა წყვილზე. 

ინვოლუციის ორმაგი წერტილების ასაგებად საჭიროა ინვო- 

ლუციის 0 ცენტრიდან გავავლოთ ამ წრეწირებიდან ერთ-ერთის 

მხები წრფე. თუ M#M არის შეხების წერტილი, მაშინ (1) ფორმუ- 

ლის თანახმად 0%72=0L1-0L1'. ეი. M და M ორი წერტილი, რომ- 

ლებიც განლაგდება C) წერტილიდან სხვადასხვა მხარეს CM მან- 

ძილზე, იქნება ამ ინვოლუციის ორმაგი წერჯილები. შევნიშნოთ, 

რომ თუ #,ტ/' და 8,8 წყვილები ყოფს ერთმანეთს, მაშინ 0 

ცენტრი აუცილებლად მოთავსდება 1 და I. წერტილებზე გამა- 

ვალი ნებისმიერი წრეწირის შიგნით (სურ. 89) და, მაშასადამე, 

0 წერტილიდან რომელიმე წრეწირისადმი მხების გავლება შეუძ- 

ლებელი იქნება. ეს სავსებით ბუნებრივია, რადგან ამ შემთხვევაში 

ინვოლუცია ელიფსური იქნება და მას არ ექნება ორმაგი წერ- 

ტილები. 
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მეფვიდე თავი. პროექციული შესაბამისობა 

მეორე საფეხურის სახეობათა შორის 

7.1. შესაბამისობა ორ ბრტყელ ველს შორის. შესაბამისობის 

განსაზღვრის საერთო ხერხი 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, მეორე საფეხურის სახეობები ორი 

ტიპისაა: ერთი სიბრტყის კუთვნილი (ინციდენტური) წერტილთა 

და წრფეთა სიმრავლე – წერტილთა და წრფეთა ბრტყელი ველი, 
რომლის ელემენტებია წერტილები და წრფეები და ერთი წერ- 

ტილის ინციდენტური სიბრტყეთა და წრფეთა სიმრავლე – 

სიბრტყეთა და წრფეთა შეკვრა, რომლის ელემენტებია სიბრტყეე- 

ბი და წრფეები. ეს სახეობები ერთმანეთის ორადია ორადობის 

დიდი პრინციპით. 

განვიხილოთ ორ ბრტყელ ველს შორის პროექციული შესაბა- 

მისობა. 

ჩამოვაყალიბოთ ბრტყელი ველების პროექციული შესაბამისო- 

ბის ცნება. 

თ და თ' ორი ბრტყელი ველის პროექციული შესაბამისობა 

ეწოდება მათი ელემენტების ისეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისო- 

ბას, რომელშიც თ ველის ყოველ პირველი საფეხურის სახეს 

შეესაბამება” თ' ველის პროექციული პირველი საფეხურის სახე. 

აქედან გამომდინარე, არსებობს ამ ველებს შორის მხოლოდ ორი 

სახის პროექციული შესაბამისობა. 

1 კოლინეარული შესაბამისობა ან, მოკლედ, კოლინეაცია 

ეწოდება შესაბამისობას, რომელშიც ერთი ველის ყოველ წერ- 

ტილს შეესაბამება მეორე ველის ერთადერთი წერტილი, ყოველ 

წრფეს – წრფე. ერთი ველის ინციდენტური ელემენტების წყ- 
ვილს – მეორე ველის ინციდენტური ელემენტების წყვილი. 

2. კორელაციური შესაბამისობა ან კორელაცია ეწოდება შესა- 

ბამისობას, რომელშიც ერთი ველის ყოველ წერტილს შეესაბამება 
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მეორე ველის ერთადერთი წრფე, ყოველ წრფეს – წერტილი, 
ინციდენტურ ელემენტებს – ინციდენტური ელემენტები. 

პროექციული შესაბამისობა ორ ბრტყელ ველს შორის გან- 

საზღვრულია, თუ მოცემულია შესაბამისი ელემენტების ოთხი 

დამოუკიდებელი წყვილი. 
ბრტყელი ველის ოთხი დამოუკიდებელი ელემენტია ოთხი 

წერტილი, რომელთაგან არც ერთი სამეული ერთი წრფის კუთვ- 
ნილი არ არის ან ოთხი წრფე, რომელთაგან არც ერთი სამეული 

ერთი წერტილის კუთვნილი არ არის. ამრიგად, თ და თ' ველების 

კოლინეაცია განსაზღვრულია, თუ მოცემულია ერთი ველის ოთხი 

დამოუკიდებელი წერტილი (ან წრფე) და მათი შესაბამისი ოთხი 

დამოუკიდებელი წერტილი (ან წრფე) მეორე ველში. 
დავამტკიცოთ, რომ კოლინეაცია ერთი სიბრტყის ნებისმიერ 

ოთხ დამოუკიდებელ წერტილს ასახავს მეორე (ან იგივე) სიბრ- 

ტყის წინასწარ მოცემულ ოთხ დამოუკიდებელ წერტილზე, სამი 

პერსპექტივის კომპოზიციით. უკვე დავამტკიცეთ, რომ სამი კო- 

ლინეალური წერტილი, მაგალითად, #, 8, C, შეიძლება ავსახოთ 

ორი პერსპექტივის კომპოზიციით #', 8, C' სამ წინასწარ შერ- 

ჩეულ კოლინეარულ წერტილზე (4.1). 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი დამოუკიდებელი #,8,C,ს 

ოთხი წერტილი შეიძლება სამი პერსპექტივით ავსახოთ წინასწარ 

შერჩეულ დამოუკიდებელ #, 8, C" L' ოთს წერტილზე. ჯერ 
ორი პერსპექტივით დავამყაროთ პროექციული შესაბამისობა, რო- 

მელიც ასახავს #ტ-54'. 8–8' და #8, CL) წრფეების გადაკვეთის 

X წერტილს X' წერტილზე ანუ X-5-X'. ე.ი. ასეთი კოლინეაცია 

#4 და წ წერტილებს ასახავს #' და 8' წერტილებზე, ხოლო C 

და L წერტილებს X' წერტილის კოლინეარულ რომელიმე Cი და 

LX წერტილზე (სურ. 90). მესამე პერსპექტივით ავსახოთ Cი და 

ხი წერტილები წინასწარ მოცემულ C' და 0' წერტილებზე. 
პერსპექტივის ცენტრია 5'=Cი0C'ILXC'. ამრიგად, სამი პერსპექტი- 

ვის შეშვეობით #,8,C,ს წერტილები ავსახეთ /ტ", 8", C", L' წერ- 
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ტილებზე. ეს კოლინეაცია ასახავს 48 და CL. დამოუკიდებელ 

წრფეებს #'8' და C'C'" დამოუკიდებელ წრფეებზე. ამრიგად, პირ- 

ველი წყვილის გადაკვეთის X წერტილი აისახება მეორე წყვი- 

ლის გადაკვეთის » წერტილზე. ზუსტად ასევე #C და 08 
წრფეების გადაკვეთის ”= წერტილი აისახება #' 8' და C" L' 

წერტილების გადაკვეთის V" წერტილზე. ხაზს ვუსვამთ იმას, 
რომ X და V აუცილებლად აისახება ისეთ წერტილებზე, რომ- 

ლებიც ავაგეთ #' 8', C, ს. წერტილების გამოყენებით ზუსტად 

ისე როგორც X და V ავაგეთ #8CL წერტილების გამოყენე- 

ბით (სურ. 91). ცხადია, ეს შედეგი შეგვიძლია გავავრცელოთ იმ 

წერტილთა სიმრავლეზე რომლებიც X და V წერტილების 

მსგავსად შეიძლება ავაგოთ #,8,C,ს წერტილებით განსაზღვრუ- 

ლი წრფეების გავლებით. 
X 

X V X #' წ 

, .-/05- 
C X C 

8, 9 ფ./ C C 7 0' 
რ V' 

§8' ს 

სურ. 90 სურ. 91 
თ და თ' ველების კორელაცია განსაზღვრულია, თუ მოცემუ- 

ლია ერთი ველის ოთხი დამოუკიდებელი წერტილი (ან წრფე) 

და მათი შესაბამისი ოთხი დამოუკიდებელი წრფე (ან წერტილი) 
მეორე ველში. 

ქვემოთ ვაჩვენებთ, რომ ამ მონაცემებით ყოველთვის შეიძლება 

ერთი ველის ნებისმიერი ელემენტის შესაბამისი ელემენტის აგება 

მეორე ველში, რაც ნიშნავს, რომ ზემოთ აღნიშნული ელემენტე- 

ბის ოთხეულებით თ და თ' ველების პროექციული შესაბამისობა 

(კოლინეაცია ან კორელაცია) დამყარებულია. 

ჯერ განვიხილოთ ორი ბრტყელი ველის კოლინეაცია. ვაჩვე- 
ნოთ, რომ კოლინეარული შესაბამისობა ორ ბრტყელ ველს შო- 

რის შეიძლება მივიღოთ დაგეგმილებათა ჯაჭვის მეშვეობით (სურ. 
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92): ველი თ,(4,,8,C,M) 95%) ცენ- 

ტრიდან თ: სიბრტყეზე დავაგეგმილოთ. 

ამ დაგეგმილების შედეგად მივიღებთ 
მეორე ველს C;(44,13:,C2;M1:-.-). შემ- 

დეგ თ2 ველი 5: ცენტრიდან დავაგეგ- 
მილოთ თვ სიბრტყეზე, მივიღებთ მესამე 

ველს Cთ3 (:+43,133; C3;7ვ---) , რადგან 

  

თ, თე თვ, ამიტომ თ, »თკ. 

მაგრამ ბრტყელი ველების კოლინეარული შესაბამისობა შეიძ- 

ლება პერსპექტიული შესაბამისობისგან სრულიად დამოუკიდებ- 

ლად განისაზღვროს. 

ვაჩვენოთ, რომ განსაზღვრის თანახმად, ორი ველის კოლინეა- 

ცია დამყარებულია, თუ მოცემულია დამოუკიდებელი ოთხი შესა- 

ბამისი წერტილის წყვილი. 

დავუშვათ, რომ თ ველის #, 8, C, ს დამოუკიდებელ წერტი- 

ლებს შეესაბამება თ' ველის #4" 8", C" L" წერტილები (სურ. 93). 

თანაც, არა აქვს მნიშვნელობა, თ და > ვგელები მდებარეობს ორ 

განსხვავებულ სიბრტყეზე, თუ ერთი და იგივე სიბრტყეზე. ამრი- 

გად, #, 8, C, LL და #', 8', C, L' შესაბამის წერტილთა ოთხეუ6- 

ლებია. ადვილად შევამჩნევთ, რომ ამ წერტილებით განისაზღვრე- 

ბა შესაბამისი კონების ორი წყვილი. მართლაც, თ ველში კონების 

ცენტრებად შევარჩიოთ # და 8 წერტილები, ხოლო თ' ველში – 

მათი შესაბამისი #' და 8' 

წერტილეი. თ ველში 
გვექნება ორი კონა 

4.(6,C,ძ) და I–(მ,,C,,ძე). თ' 

ველშიც გვექნება ორი კონა 

ტდ C,ძ) და 8'V(8".C'I,9'I). 

ამ კონების წყვილებს შო- 

რის დამყარდება პროექციული შესაბამისობა: 

  

სურ. 93 » X 
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„#-–(ხ,0C,0თ) 7” „'(ხ',C”,თ'); 

8(0,C,,ძ,)/ 8(თ) ,C,ძ,). 

მნიშვნელოვანია, რომ #4 და „13 - ცენტრებიანი კონების (ისევე, 

როგორც #' და 8' - ცენტრებიანი კონების) საერთო წრფე თავის 

თავს შეესაბამება ანუ # კონის ხ(#8) სხივი შეესაბამება 8 კონის 

იგივე მI(84) სხივს. 

ამ პროექციული კონების ორი წყვილით დამყარებულ თ და თ' 

გელების პროექციულ (კოლინეარულ) შესაბამისობაში ადვილად 

ავაგებთ შესაბამისი ელემენტების წყვილებს. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია თ ველის M წერტილი. ავა- 
გოთ მისი შესაბამისი M წერტილი თ' ველში. M წერტილზე # 

და 8 კონების ორი X და >V სხივი გადის. (1) პროექციული შე- 

საბამისობების თანახმად, თ ველის X და V სხივების წყვილს 

შეესაბამება თ ველის X' და V' სხივების წყვილი. მათი გადაკვე- 

თის M=XVI წერტილი M წერტილის შესაბამისი ერთადერთი 

წერტილი იქნება. ასე შეგვიძლია ავაგოთ თ ველის ნებისმიერი 

წერტილის შესაბამისი წერტილი თ' ველში. 

ახლა ავაგოთ თ ველის ს წრფის შესაბამისი სL' წრფე Cთ 

ველში (სურ. 94). ს წრფის წერტილები დავაგეგმილოთ # და 8 

კონების სხივებით. ეს კონები პერსპექტიულია: #”X 8. ამ პერს- 

პექტიული კონების შესაბამისი #' და 8' კონებიც (1) პროექცი- 

ული შესაბამისობის თანახმად, პერსპექტიული იქნება. ანუ /#'/> 

8', ამიტომ მათი შესაბამისი 

სხივების გადაკვეთის წერ- 

ტილები წარმოქმნს  ს' 

წერტილთა მწკრივს, რომე- 

ლიც თ ველის ს წერტილ- 
თა მწკრივს შესაბამისი 

იქნება. 

(1) 
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ასე მივიღებთ ს წრფის ერთადერთ შესაბამის ს წრფეს თ' 

ველში. აქედან გამომდინარეობს ისიც, რომ შესაბამისი ელემენტე- 

ბის აგების ეს ხერხი ინარჩუნებს მათ ინციდენტურობას. მარ- 

თლაც, თუ M CV, მაშინ მისი შესაბამისი M წერტილი ეკუთვნის 

ს წრფის შესაბამის ს' წრფეს, რადგან ტ#' და 8' პერსპექტიული 

კონების შესაბამისი წრფეები იკვეთება ს' წრფეზე, მათ შორის #' 

და იV წრფეებიც, რომლებიც MV წერტილის მაგეგმილებელი ი 
და I წრფეების შესაბამისი წრფეებია. ადვილი დასამტკიცებელია, 

რომ ამ შემთხვევაში შენარჩუნებულია ჰარმონიზმიც. ვთქვათ, 

0.0, M ჰარმონიულ წერტილთა ოთხეულია და მოცემულ კოლი- 

ნეაციაში მათ შეესაბამებ LC," M' წერტილები. შესაბამისი 

წერტილების ზემოაღწერილი აგების მიხედვით, ჰარმონიულ 

ნ,თ,სი წრფეებს, რომლებიც აგეგმილებს #,0,I1LM წერტილებს, 
შეესაბამება ჰარმონიული (ჯ',0"L,' წრფეები, რომლებიც აგეგმი- 

ლებს CI, M წერტილებს და რომლებიც აგრეთვე ჰარმონიულ 
წერტილთა ოთხეული იქნება. 

ამრიგად, თ და თ" ველების შესაბამისობა, რომელიც დამყარე- 

ბულია შესაბამის წერტილთა #,8,C,0 და #",8'C, ორი ოთ- 

ხეულით არის კოლინეაცია. 

კოლინეაცია შეიძლება დამყარდეს დამოუკიდებელ შესაბამის 
წრფეთა ოთხი წყვილით. 

ეს წინადადება კოლინეაციის ოთხი შესაბამისი წერტილით და–- 

მყარების ორადია, ამიტომ დამტკიცების გარეშე შეგვიძლია მივი- 

ღოთ. ამრიგად, დავრწმუნდით, რომ შესაბამისი ელემენტების ოთ- 

ხი წყვილი განსაზღვრავს ორი ველის კოლინეარულ შესაბამისო- 

ბას, საიდანაც გამომდინარეობს ველების კოლინეარული შესაბამი- 

სობის დამყარების კიდევ ორი შესაძლებლობა. 

ორი ბრტყელი ველის კოლინეაცია განსაზღვრულია, თუ მო- 
ცემულია პროექციულ წრფეთა კონების ორი წყვილი, რომელთა 

საერთო წრფეები ერთმანეთს შეესაბამება. 

მართებულია ამ წინადადების ორადი წინადადებაც. 
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ორი ბრტყელი ველის კოლინეაცია განსაზღვრულია, თუ მო- 

ცემულია პროექციულ წერტილთა ორი მწკრივი, რომელთა 
საერთო წერტილები ერთმანეთს შეესაბამება. 

7.2. კოლინეარული ველების პერსპექტიული განლაგება 

განვიხილოთ თ და თ ველების განლაგების მნიშვნელოვანი 

კერძო შემთხვევა. ველებს შორის შესაბამისობა დავამყაროთ და- 

გეგმილებით წ ცენტრიდან (სურ. 95). ცხადია, ასეთ შემთხვევა- 

ში წერტილს წერტილი შეესაბამება, წრფეს – წრფე, წერტილე- 
ბის და წრფეების ინციდენტურობა შენარჩუნდება, რაც ნიშნავს, 

რომ თ და თ' ველების შესაბამისობა, რომელიც დაგეგმილებით 

დამყარდა, არის კოლინეაცია. ცხადია ისიც, რომ შესაბამისი 

წერტილების წყვილები 5 ცენტრზე გამავალ წრფეებზე მდება- 
რეობს, ამიტომ ამ კოლინეაციას პერსპექტიული ეწოდება. ადვი- 

ლად შევამჩნევთ, რომ პერსპექტიულ კოლინეაციაში თ და თ' ვე- 

ლების პირველი საფეხურის სახეები პერსპექტიულია, მაგალითად, 

ჯ და L' წერტილთა მწკრივები, # და #' წრფეთა კონები. მარ- 

თლაც, § და L პერსპექტიული წრფეები თ და თ' ველების საერ- 
თო 5 წრფეზე იკვეთება, ხოლო #. და /„' პერსპექტიული კონები 

აგეგმილებს ველების საერთო § წრფეს. ამ წრფის ყველა წერ- 
ტილი ორმაგია, რადგან 5 ცენტრიდან ისინი თავის თავზე გეგ- 

მილდება. 5 წრფეს პერსპექტივის ღერძი, ხოლო 5 წერტილს – 

პერსპექტივის ცენტრი ეწოდება. 
დავადგინოთ ბრტყელი ველების პერსპექტიული განლაგების 

ნიშანი. 

იმისათვის რომ ორი კოლინეარული ველი პერსპექტიული 

იყოს, აუცილებელია და საკმარისი, რომ მათი საერთო § წრფის 

ყოველი წერტილი ორმაგი იყოს. 

152



  

სურ. 95 სურ. 96 

ამ პირობის აუცილებლობა გამომდინარეობს პერსპექტიული 

ველების მიღების წესიდან: 5 ცენტრიდან დაგეგმილებით მოცე- 
მული ველების საერთო წრფის ყოველი წერტილი თავის თავზე 

დაგეგმილება ანუ ორმაგი იქნება (სურ. 95, 96). ამ პირობის 

საკმარისობა გამომდინარეობს დეზარგის თეორემიდან რადგან 

შესაბამისი წრფეების წყვილები იკვეთება მოცემული ველების 
საერთო წრფეზე, ამიტომ შესაბამისი წერტილების შემაერთებელი 

წრფეები გადაიკვეთებ ერთ 3 წერტილში – დაგეგმილების 
ცენტრში, რაც თ და თ' ველების პერსპექტიულობას ნიშნავს. 

7.3. კოლინეაციის მეტრული თვისებები მებიუსის თეორემა 

ვნახეთ, რომ თ და Cთ' ველების პერსპექტიული განლაგებისას 

ერთი ველის წერტილები გეგმილდება მეორე ველის შესაბამის 
წერტილებზე. ასეთ შემთხვევაში შესაბამისი ფიგურების აგება 

მეტად მარტივია და დაიყვანება ერთი სიბრტყიდან მეორე სიბრ- 

ტყეზე დაგეგმილებამდე. შესაძლებელია თუ არა ორ პროექცი- 

ულად შესაბამის კოლინეარულ ველებს მივცეთ პერსპექტიული 
განლაგება? წინა პარაგრაფში დავრწმუნდით, რომ ორი ბრტყელი 

ველის პერსპექტიული განლაგების ნიშანია მათი საერთო წრფის 

ყველა წერტილის ორმაგობა. ამიტომ, ორი ბრტყელი პროექცი- 

ული ველის პერსპეტიულ მდებარეობაში მოსაყვანად საჭიროა ამ 

ველებში არსებობდეს ორი შესაბამისი და პროექციულად ტოლი 

წერტილთა მწკრივი. ორ წერტილთა მწკრივს ეწოდება პროექცი- 
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ულად ტოლი, თუ პირველი მწკრივის ორ წერტილს შორის მან- 

ძილი უდრის მანძილს მათ შესაბამის წერტილებს შორის მეორე 

მწკრივზე თუ ასეთი ორი მწკრივი მოიძებნება თ და თ პროექ- 

ციულ ველებში, მაშინ შესაძლებელი იქნება ამ მწკრივების შე- 

თავსება, რაც ნიშნავს, რომ ორი პროექციული ველიც პერსპექ- 

ტიული გახდება. ვაჩვენოთ, რომ მოცემული ორი ბრტყელი ველი, 

რომელთა არასაკუთრივი წრფეები ორმაგი არ არის (ანუ ერთმა- 

ნეთს არ შეესაბამება), შესაძლებელია მოვიყვანოთ პერსპექტიულ 

განლაგებაში. განვიხილოთ მებიუსის თეორემა: 

ნებისმიერი ორ კოლინეარულ ველში, რომელთა არასაკუთრივი 

წრფეები არ შეესაბამება ერთმანეთს, არსებობს პროექციულად 

ტოლი მწკრივების ორი წყვილი. 

დავუშვათ, რომ თ და თ' ველებს შორის მყარდება რაიმე კო- 

ლინეაცია თ» თ, რომელშიც თ ველის არასაკუთრივ ძთ» წრფეს 

შეესაბამება, თ,” ველის ძ' წრფე, ხოლო თ' ველის არასაკუთრივ 

Lთ წრფეს შეესაბამება, თ ველის L წრფე (სურ. 97). ამრიგად, ამ 

კოლინეაციაში ძთ», L წრფეთა წყვილს შეესაბამება ძ'თ»,L წრფეთა 

წყვილი, ამიტომ მათი გადა კვეთის წერტილები ჩა=ძ»»(იL და 

ი0'თ=ძ'=(L' შესაბამისები იქნება. მაგრამ, ამ წრფეების პირველ 

წყვილში ძთ არასაკუთრივია, ხოლო წრფეების მეორე წყვილში 

არასაკუთრივია წთ წრფე, ამიტომ შესაბამისი ჩთ და L= წერტი- 

ლები არასაკუთრივებია. ამრიგად, მივიღეთ საინტერესო შედეგი: C 

#თ პროექციულ კოლინეაციაში არსებობს ჩ და წთ არასაკუ- 

თრივი წერტილები, რომლებიც ერთმანეთს შეესაბამება. 

გავავლოთ ახლა თ» წერტილის ინციდენტური ი წრფე; მას თ' 

მეორე ველში შეესაბამება თ წერტილის ინციდენტური ი წრფე, 

ცხადია, რომ ი წრფე ! წრფის პარალელურია, ისევე, როგორც 

I წრფე პარალელურია ძ' წრფისა. #, შეორე წრფეს, რომელიც 

გადის ჩ« წერტილზე ანუ ი წრფის პარალელურია, შეესაბამება 

ი, რომელიც MM წრფის პარალელურია. მაშასადამე, /1,/ ,.. პა- 
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რალელურ წრფეთა კონას ცენტრით ს» წერტილში შეესაბამება 

პარალელურ ი", იI,... წრფეთა კონა ცენტრით ჩთ წერტილში. 

_% /” M 
.-. 

/ #7 
//წყ/ 

  

სურ. 97 

შემდეგ თ სიბრტყეში გავავლოთ გ და ს ორი პარალელური 

წრფე, რომლებიც გადის C()= წერტილზე. თ სიბრტყის 2 და ხ 

წრფეებს თ” სიბრტყეში შეესაბამება მ. და ხ წრფეები, რომლებიც 

გადაიკვეთება CC. წერტილში. ცხადია, CI= XC. ბ და ხ წრფეები 

გადაიკვეთება პარალელურ ი,ი,,... წრფეთა კონასთან ერთნაირი 

სიგრძის #ტ8,4,8,,... მონაკვეთებზე, რომელთაც თ სიბრტყეში 

შეესაბამება განსხვავებული სიგრძის #8, #8, მონაკეეთები. 

ცხადია, რომ ი,),,... და ისი"... წრფეთა კონებში აღმოჩნდება 

შესაბამის წრფეთა ისეთი ი: და ი წყვილი, რომლებზეც 2გ,ხ და 

ეხ წრფეები მოკვეთს ერთი და იგივე სიგრძის #28: > #8” 

მონაკვეთებს: #ტ:8:= #ტ.585. 

განვიხილოთ ი; და ი; წერტილთა მწკრივების შესაბამისობა. 

გვაქვს I1:(42, 8ე,/,) XIIე (4: ,8: ,I»ა), მაგრამ #:8:=#:85. 

ამიტომ ი: მწკრივი შეიძლება შევათავსოთ ი, მწკრივთან ისე, 

რომ #:,8:,-= წერტილები შეუთავსდესს თავის შესაბამის 

ტი. 8უ)ა წერტილებს. მაშინ ამ ორი შეთავსებული პროექცი- 

ული მწკრივის შესაბამისობაში სამი ორმაგი წერტილი იქნება. 

მაშასადამე, ყველა დანარჩენი წერტილიც ორმაგი იქნება და ი:7 

საე ორი მწკრივი აღმოჩნდება პროექციულად ტოლი. ადვილად 
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შევამჩნევთ, რომ არსებობს პროექციულად ტოლი მწკრივების 

კიდევ ერთი ივ და I3ვ წყვილი, ისეთი, რომ ი: და IL53 მდება- 

რეობს ძ' წრფის სხვადასხვა მხარეს. 

7.4. კოლინეარული შესაბამისობა შეთავსებულ ველებში. 

ორმაგი წერტილები 

აქამდე ვიხილავდით ორი ველის კოლინეარულ შსოშიოს 

რომლებიკ სხვადასხვა სიბრტყეზე 

მდებარეობდა, ახლა განვიხილოთ ორი 

შეთავსებული ბრტყელი ველის კოლი- 
ნეარული შესაბამისობა. ასეთი შეთავ- 

სებული ველები შესაძლებელია მივი- 
ღოთ ორი პროექციული ველის და- ს 

გეგმილებთ რომელიმე ერთ სიბრ- სურ. 98 
ტყეზე (სურ. 98). პროექციულად შესაბამისი 
რი (4; 30; C0; XX ) /» ი (4 ;8ი ,Cი XX ) ველები დავაგეგმილოთ 

რომელიმე ზჩ სიბრტყეზე 5 და 5 ცენტრებიდან. შედეგად ჩ 
სიბრტყეზე მივიღებთ თ(4#,8,C,L) და თ(/ტ#'.8'C',.ს") ორ პროექ- 

ციულ ბრტყელ ველს, რომლებიც კოლინეარული იქნება, რადგან 
თიი/ი ორი პროექციული ველის პერსპექტივებია. ამრიგად, ნე- 

ბისმიერი ბრტყელი ველი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ, როგორც თ 

და თ ორი ბრტყელი ველის შეთავსება. ე.ი. მივიღეთ ერთი 

სიბრტყის წერტილების კოლინეარული ასახვა ამავე სიბრტყის 

წერტილებზე ანუ სიბრტყის ასახვა თავის თავზე, რომელსაც 

სიბრტყის კოლინეარული გარდაქმნა ეწოდება. რადგან 8 სიბრ- 

ტყეზე მოთავსებულია ორი ბრტყელი ველი, ამიტომ ამ სიბრტყის 

ყოველი წერტილი შეგვიძლია მივაკუთვნოთ როგორც ერთ ველს, 
ისე მეორეს და ვეძებოთ მისი შესაბამისი წერტილი მეორე ველ- 

ში. წერტილს, რომელიც შეთავსებულია თავის შესაბამის წერ- 

ტილთან ეწოდება თ და თ' შეთავსებული ველების კოლინეაციის   156



ორმაგი წერტილი. განვიხილოთ ორმაგი წერტილების რაოდენო- 

ბის საკითხი. ორმაგი წერტილების რაოდენობა არ შეიძლება სამს 

აღემატებოდეს, რადგან კოლინეაციაში, რომელიც მოცემულია შე- 
საბამის წერტილთა ოთხი წყვილით, ოთხი ორმაგი წერტილის 

არსებობა მიგვიყვანს იგივურ გარდაქმნამდე,ე რადგან ასეთ 

შემთხვევაში კოლინეაციის ყველა წერტილი ორმაგი იქნება. მარ- 

თლაც, დავუშვათ, რომ თ/თ' კოლინეაციას აქვს ოთხი ორმაგი 

წერტილი. მაშინ კოლინეაცია დამყარებული იქნება წერტილების 

ამ ორი ოთხეულით: თ(., 8,C,I)) XC (4, 8,C ს L), რომლებიც 

განსაზღვრავს შესაბამის წერტილთა ორ მწკრივს: 

ძ(C,4,8)7/.C(0, 4,8) და ხ(0,.C,0)/ხ(C,CსLL) (სურ. 

99). ამ მწკრივების ყოველ წყვილს აქვს ორმაგი წერტილების 

სამეულები, ამიტომ მათი ყველა შესაბამისი წერტილი ორმაგია. 

მაშასადამე,ე Cთ”თ ველების შესაბამისს წერტილთა წყვილები, 

რომლებიც ამ ორმაგი მწკრივების დახმარებით აიგება, ორმაგი 

აღმოჩნდება. ამრიგად,, შეთავსებული 

ველების კოლინეაცკიას არ შეიძლება 

ჰქონდეს სამზე მეტი «ორმაგი და- 

მოუკიდებელი წერტილი ანუ ისეთები, 
რომლებიც ერთ წრფეზე არ მდებარეობს. 

მაგრამ თუ კოლინეაციას აქვს #C7I სამი ორმაგი წერტილი, 

ორადობის პრინციპის თანახმად, მას უნდა ჰქონდეს სამი ორმაგი 

წრფე - #C/2> სამკუთხედის გვერდები. 

#C7/? სამკუთხედს კოლინეაციის უძრავი სამკუთხედი ეწოდება. 

  

7.5. ჰომოლოგია და მისი კერძო შემთხვევები 

წინა პარაგრაფში განვიხილეთ შეთავსებული ველების კოლი- 
ნეაციები. ახლა განვიხილოთ შეთავსებული ველების პერსპექტი- 
ული კოლინეაციები. თ და თ' ველების პერსპექტიული კოლინეა- 
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ცია დავამყარეთ თ. სიბრტყის დაგეგმილებით თ სიბრტყეზე 5) 

ცენტრიდან (სურ. 95, 96). დაგეგმილების პროცესი შეიძლება 

გავაგრძელოთ, კერძოდ, შეიძლება დავაგეგმილოთ თ' სიბრტყე ისევ 

თ სიბრტყეზე რომელიმე სხვა ცენტრიდან (სურ. 100). მაშინ თ 

სიბრტყის ყოველი ფიგურა აისახება ისევ 

თ სიბრტყის ფიგურაზე, ყოველი წერ- 

ტილ წერტილზე, ყოველი წრფე 
წრფეზე, ინციდენტური ელემენტები – 
ინციდენტურ ელემენტებზე. ამრიგად, თ' 
სიბრტყის ბიცენტრალური დაგეგმილების 

შედეგად თ სიბრტყეზე გვექნება ორი ბრტყელი ველი: 
თ,(-4,,.18,,C),...) და Cთ;:(.4,18:,Cე,..), რომელთაგან ერთი მიღე- 

ბულია თ სიბრტყის დაგეგმილებით 5, ცენტრიდან და მეორე 

იგივე სიბრტყის დაგეგმილებით 5: ცენტრიდან (სურ. 101). ცხა- 

დია, რომ თ,(4,,.8,.,C),--) XCთ:(+4, 88:,C:,-.) და შესაბამის წერ- 

ტილთა წყვილებია ,„ს)-3+4ე:,8,-+8:,... მივიღეთ ორი ბრტყელი 

ველის შეთავსება თ სიბრტყეზე. ე.ი. მივიღეთ თ სიბრტყის წერ- 

ტილების ასახვა ამავე სიბრტყის წერტილებზე ანუ თ სიბრტყის 

გარდაქმნა. ყურადღება მივაქციოთ თ და თ' სიბრტყეების საერთო 

§ წრფეს. ცხადია, რომ Cთ' სიბრტყის დაგეგმილებით 5; ცენტრი- 
დან თ “სიბრტყეზე ამ წრფის ყოველი წერტილი თავის თავზე 

აისახება ანუ ორმაგი იქნება. თ' სიბრტყის 5: ცენტრიდან დაგეგ- 

მილებით თ “სიბრტყეზე § 

წრფე ისევ თავის თავზე აი- 

სახება, თანაც მისი ყოველი 

წერტილიც აისახება თავის 

თავზე. ე.ირ. 5 არის ორმაგი 

წერტილების წრფე ანუ თ' 
სიბრტყის ბიცენტრალური 

დაგეგმილებით 5, და 5; ცენ- 

    სურ. 100 
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ტრებიდან მივიღეთ თ სიბრტყის გარდაქმნა, რომელსაც ორმაგი 

წერტილების ერთი ორმაგი § წრფე აქვს. 

ცხადია, 5 წრფეზე იკვეთება თ სიბრტყის შესაბამის წრფეთა 

ნებისმიერი წყვილი. მაგალითად, მ) და მე წერტილთა მწკრივებს 

გ წრფესთან საერთო ორმაგი M,=Mსნ წერტილი აქვს. ამიტომ, მ; 

”# მე. ამის გამო, მჯ) და მ2 მწკრივების შესაბამისი წერტილები 

(4, და #:, 8, და 8: და ა.შ.) მდებარეობს ერთ 5 წერტილში 

გადაკვეთილ წრფეებზე. ცხადია, რომ Cთ' სიბრტყეში მდებარე რო- 

მელიმე #'8',C. სამკუთხედის ბიცენტრალური დაგეგმილებით თ 

სიბრტყეში მიღებული #ტ)ე,8,C, და #2:,8:,C: სამკუთხედების შე- 

საბამისი გვერდებიც გადაიკვეთება § წრფეზე მდებარე წერტი- 
ლებში (სურ. 102) ანუ თ სიბრტყეში მდებარე სამკუთხედებისათ- 

ვის მართებული იქნება დეზარგის თეორემა და მათი შესაბამისი 

წვეროების შემაერთებელი წრფეები ერთ 5 წერტილზე გაივლის. 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მიღებულ გარდაქმნაში ნებისმიერ 

შესაბამის წერტილთა წყვილების შემაერთებელი წრფეები იგივე 

§ წერტილზე გაივლის. ეს ნიშნავს, რომ ერთი სიბრტყის მეორე 

სიბრტყეზე ბიცენ- 

ტრალურ– დაგეგ- 
მილებით მივიღებთ 

პერსპექტიულ კო- 
ლინეაციას, რო- 

მელსაც § პერს- 

პექტივს ცენტრი 
და 5 პერსპექტივის 

ღერძი აქვს. სურ. 102 

სიბრტყის პერსპექტიულ კოლინეაციას ჰომოლოგია ეწოდება. 

პერსპექტიული კოლინეაციის ორმაგ 53 წრფეს, რომლის ყველა 

წერტილი ორმაგია ჰომოლოგიის ღერძი ეწოდება. ჰომოლოგიაში 

§ ღერძს გარეთ არსებობს ერთადერთი ორმაგი წერტილი 

5=თ05152 – ჰომოლოგიის ცენტრი, რომელიც თ' ველის §' წერ- 
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ტილის შეთავსებული გეგმილია 5) და 5: ცენტრებიდან თ' სიბრ- 

ში (სურ. 102). 

მაილი ალერიშნეთ, პერსპექტიული კოლინეაციის შესაბამის 

წერტილთა წყვილები მდებარეობს 5 ცენტრის მქონე წრფეთა კო- 

ნის წრფეებზე, ამიტომ ეს წრფეები თავის თავზე აისახება და 

მათ ორმაგი წრფეები ეწოდება, თუმცა ყოველ მათგანზე მხოლოდ 

ორი ორმაგი წერტილი მდებარეობს: 5 და ამ წრფის გადაკვეთი 

რტილი 5 ღერძთან. 

' სრარშა, კოლინეაცის კერძო შემთხვევას, სახელდობრ 

პერსპექტიულ კოლინეაციას ანუ ჰომოლოგიას გააჩნია ორმაგ 

წერტილთა სიმრავლე – ჰომოლოგიის ღერძი და, გარდა ამისა, 

ორმაგი წრფეების მთელი კონა, რომლის ცენტრი – ჰომოლოგიის 

ცენტრი, ორმაგი წერტილია, როგორც უკვე აღვნიშნეთ (7.3), თუ 

კოლინეაცია პერსპექტიული არ არის, მას შეიძლება ჰქონდეს 

არაუმეტეს სამი ორმაგი წერტილისა და სამი ორმაგი წრფისა. 

გავაკეთოთ ზოგიერთი დასკვნა: 

/ ჰომოლოგიის ყველა ორმაგი წრფე ერთი უძრავი (ორმაგი) 

წერტილის – 5 ჰომოლოგიის ცენტრის ინციდენტურია. ცენტრზე 

გამავალი ყველა წრფე ორმაგია, მაგრამ მათზე მდებარე ყველა 

წერტილი ორმაგი არ არის. 
29 ჰომოლოგიის ყველა ორმაგი წერტილი (5 ცენტრის გარ- 

და) ერთი ორმაგი წრფის – § ჰო- 
მოლოგიის ღერძის ინციდენტურია. 

ღერძზე მდებარე ყველა წერტილი 
ორმაგია, მაგრამ მათზე გამავალი 
ყველა წრფე ორმაგი არ არის. მა- 
გალითად, ჰომოლოგიურ წრფეთა 

წყვილები, რომლებიც ღერძზე იკ- 
ვეთება. 

განვიხილოთ Cთ სიბრტყეზე მიღე- 
ბული ჰომოლოგიის თვისებები (სურ.   160



ამრიგად, თ სიბრტყეზე დამყარდა პერსპექტიული გარდაქმნა 

– ჰომოლოგია, რომელშიც შესაბამისი (ჰომოლოგიური) წერტი- 

ლების წყვილები ერთ 5 ცენტრზე გადაკვეთილ წრფეებზე მდება- 
რეობს, როგორც ვნახეთ, ჰომოლოგიური სამკუთხედები აკმაყო- 

ფილებს დეზარგის თეორემას: აქვს პერსპექტივის ცენტრი და 

პერსპექტივის ღერძი ანუ შესაბამის წერტილთა წყვილები მდება- 

რეობს ცენტრზე გამავალ წრფეებზე და შესაბამისი წრფეები იკ- 

ვეთება ღერძზე მდებარე წერტილებში. ამიტომ ამბობენ, რომ დე- 
ზარგის თეორემა არის თეორემა ჰომოლოგიურ სამკუთხედებზე. 

ჰომოლოგია განისაზღვრება შესაბამის წერტილთა სამი წყვი- 

ლით, რომლებიც ცენტრზე გამავალ ორმაგ წრფეებზე  მდება- 
რეობს; ან შესაბამის წერტილთა სამი ორმაგი წერტილით და 

შესაბამის წერტილთა ერთი წყვილით: ორი ორმაგი წერტილით 

განისაზღვრება ღერძი, კიდევ ერთი ორმაგი წერტილით – ცენ- 
ტრი, რაც ნიშნავს იმას, რომ ჰომოლოგია განისაზღვრება ღერ- 

ძით, ცენტრით და შესაბამის წერტილთა ერთი წყვილით. შევნიშ- 

ნოთ, რომ თუ ჰომოლოგიის 5 ცენტრი 5 “ღერძის ინციდენტური 

არ არის (565), ჰომოლოგიას ჰიპერბოლური ეწოდება, ხოლო თუ 

5 ეკუთვნის § ღერძს (5C5) - პარაბოლური. ვთქვათ, ჰომოლოგია 

§ ღერძით და 5 ცენტრით ასახავს #, წერტილს #ე: წერტილზე 

(სურ. 103). ავაგოთ 8: წერტილი, რომელიც ამ ჰომოლოგიაში 

შეესაბამება მოცემულ 8) წერტილს. გავავლოთ 58), რომელიც 

ამ ჰომოლოგიის ორმაგი წრფეა და #)ს8, რომელიც კვეთს ჰო- 

მოლოგიის ღერძს M წერტილში. მოცემული ჰომოლოგია ასახავს 

# IM წრფეს #:M წრფეზე. მაშასადამე, 8, წერტილის ჰომოლო- 

გიური 8; წერტილი მდებარეობს #IM-ზე და 58, წრფეზეც ანუ 

მათ გადაკვეთაში. ამრიგად, შესაბამისობა ორმაგი წრფის ც, და 

ს წერტილეს შორის ხორციელდება შემდეგი აგებით: 

8 „რ M428,, 
” /" 
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შესრულებული აგების ანა- 

ლოგიურად, შეიძლება ავა- 

გოთ არასაკუთრივი წერ- 

ტილების შესაბამისი წერ- 

ტილები ვთქვათ, ჰომო- 

ლოგია მოცემულია შემდე- 
გი ელემენტებით: 5.5,(4, 

” #ე) (სურ. 104). ავაგოთ 

წერტილი, რომელიც მ: 
წრფის არასაკუთრივი CI» 

წერტილის შესაბამისი იქ- 

5; 92 სურ, 100 ნება. საძიებელი C წერ- 

ტილი უნდა მდებარეობდეს როგორც 5§C; ორმაგ წრფეზე, ასევე 

მ: წრფის შესაბამის მ, წრფეზე. ავაგოთ მ: წრფის შესაბამისი მ! 

წრფე; გავავლოთ C”» არასაკუთრიავ წერტილზე §C>” ორმაგი 

წრფე. ცხადია, 5C7” I0, წრფის მ, წრფესთან გადაკვეთისას მი- 

ვიღებთ C, წერტილს, რომელიც C; არასაკუთრივი წერტილის 

ჰომოლოგიური იქნება. C, წერტილზე გაივლის თ; ველის (1. 

არასაკუთრივი წრფის შესაბამისი 1, წრფე, რომელიც § ღერძის 

პარალელური იქნება, რადგან 1, წრფე 5 ღერძთან არასაკუთრივ 

წერტილზე იკვეთება (4.4, სურ. 16). 

განვიხილოთ ჰომოლოგიის კერძო შემთხვევები. 

ვთქვათ, ჰომოლოგიის ცენტრი ღერძის ინციდენტურია ანუ ჰო- 
მოლოგია პარაბოლურია. ჰომოლოგიის ასეთ კერძო სახეს ელაცია 

ეწოდება. ელაცია განსაზღვრულია, თუ მოცემულია ლღერძი და 

შესაბამის წერტილთა ერთი წყვილი. შესაბამის წერტილთა წყ- 

ვილების აგება ჩვეულებრივი წესით სრულდება (სურ. 105). 

ჰომოლოგიის კერძო შემთხვევაა ინვოლუციური ჰომოლოგია 

ანუ ისეთი ჰომოლოგია, რომელიც თავის თავის შექცეულია. თუ 
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ასეიი ჰომოლოგია #ტ წერტილს 

ასახავს #ტ' წერტილზე, მაშინ იგივე 

ჰომოლოგია /” წერტილს ასახავს 

ისევ # წერტილზე. 

ვაჩვენოთ, რომ ასეთი ჰომოლო- 

გიები არსებობს. 

ვთქვათ, ჰომოლოგია გან- 

საზღვრულია შესაბამს წერტილთა 

# და #" # და #. 8 და 8' სამი წყვილმთ ანუ /#, M წყვილი 

4,4,8ზ 

# ,4, 8 

  

სურ. 105 

ორმაგ შესაბამისობაშია. ეს ასე ჩავწეროთ: ! | ყოველი 

წერტილის ქვემოთ წერია მისი შესა- 

ბამისი წერტილი. ასეთი ჩანაწერები 

ძალიან მოსახერხებელია, რადგან 

ნათლად ჩანს შესაბამისი წერტილების 

და წრფეების წყვილები. მაგალითად, 
ამ ჰომო-ლოგიაში #ტ8 და #8, #8 

და #8, #ტ/“ და #ტ/ შესაბამის 

წრფეთა წყვილებია. ვაჩვენოთ, რომ ეს 

ჰომოლოგია თავის თავის შექცეულია (სურ. 106). ამ ჰომოლო- 

გიაში #8 და #8 “შესაბამს წრფეთა წყვილები იკვეთება 

ღერძზე მდებარე M წერტილში. ხოლო #8 და #8' შესაბამისი 

წრფეები – 5 ღერძზე მდებარე M წერტილში. ამრიგად, 5§=MIM 

ღერძი განსაზღვრულია. ჰომოლოგიის § ცენტრსაც ადვილად ავა- 

გებთ, რადგან მოცემული შესაბამის წერტილთა #, #' და 8, 8' 

წყვილებით განისაზღვრება ჰომოლოგიის #/#' და 88' ორი ორმა- 

გი წრფე, რომელთა გადაკვეთაში მივიღებთ ჰომოლოგიის 5 

  

სურ. 106' 

ცენტრს. ჰომოლოგია დამყარებულია. დავამტკიცოთ, რომ ამ ჰო- 

მოლოგიაში მოცემულ წერტილთა 8, 8' წყვილიც ინვოლუციური 

იქნება და, საერთოდ, თუ ეს ჰომოლოგია C წერტილს ასახავს C' 
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წერტილზე. მაშინ იგივე პომოლოგია C. წერტილს ასახავს C” 

ზე. 

ხემოთი ჩათქვამი, შეიძლება ასე ჩამოვაყალიბოი:: ომოლოგია, 

რომელიც ინვოლუციურ.დ ასახავს ერთ რომელიმე წერტილს. 

არის ინყოლუციური პომოლოგია ანუ ინვოლუციურად ასახავს 

ყველა. წერტილს. ანალოგიური, თეორემა, ჩამოვაყალიბეთ. წრფეზე 
დამყარებული, ინვოლუციისათივის.. დავამტკიცოთ ეს წინადადება 

სიბრტყეზე, დამყარებული, ინყოლუციური, პომოლოგიის, წერტილია 
წყვილებისათვის. ყიქვაი, 5 მპომოლოგიის. ცენტრია, §. მისი 
ღერძი. /V/" ინვოლუცაურ წერტილია წყვილი. ასუ / ღა #M 

წერტილები, ორმაგ. შესაბამისობაშია. #ტი-ტ// ორმაგი წრფის ჯა 

ა ღერძის, გადაკვეთის. წერტილი, ამ. პომოლოგიაში # იტ გეზ წერ- 

ტილებს. პირობის თანახმად. შეესაბამება #4 7/ზ%/იბ.. ე.ი. 

4 4 ჩეაბა #7 #ჩ ./ჩ./ჩია 

აქედან გამომდინარეობს. რ" /. # წერტილის წყვილი „არ- 

მონიულად. ყოფს. ჩი 5. წერტილთა, წყვილს. (4.3). და. ეს. იქნება 
ა მომოლოგიაში, ყოველი, 9. ორმაგი, წრფის. შესაბამის, წერტილ” 
სა ნებისმიერს წყვილისათვის. მატალითად.. ##ჩ ჩინ. და 38 8.5 

წერტილთა ოთხეულები - პერსპექტიული: M . პერსპექტივის (კეჩ- 

ტრით: 

7 ბ. ტი. 8 71.13”. /პი.8. 
ეი. თუ რჩ ჩილი ჰარ ანიყლ წერტილია, ოთხეულია, ეაშინ 

313 მეზ. ოთხეულიც მპარმოჩიუფლღია. აქედან 

(113 145 /X 13 I3)3ეა. 

საიდანაც ჩანს, რომ. 13. და |) წერტილები ინწვოლუციურ წერ- 

ტილოა, წყვილია. ამრიგად. დავამტკიცეთ. რომ. განხილული, ჰო: 
მოლოგია, ინვოლუციურია. 

ზემოთქმულიდან. ჩანს. რომ. არსებობს. ერთადერთი ინვოლოუდი- 

ური ჰპომოლიოგია. რომელიც განისა ხდეყრება ღერძის და შესაბამის 

წერტილოა, ერიი, ინვოლუციური, წყვილიი!. 
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მართლაც, რადგან ღერძი და შესაბამის წერტილთა #.# ეროი 

ა , , · #, V 
წყვილი. მოცემულია. ანუ. მოცემულია ( „ „ შეგვიძლია. აგაგოთ 

/M და /VIM. / M და რM შესაბამის წრფეთა წყვილები (ს-უურ. 

(ი7). შემდეგ. მშარტიგად ავაგებთ 13. 13. 8 
ინყცოლუციურად შესაბამის / წერტილია / ' 

ახალ. წყვილს |3=/VM#VV/ს M. 13 =/V M II/MIM, / 

შემდეგ. ავაგოთ. 5. ინკოლუციის  ცეჩ- ლ. 15 
ტრი: §=#/# “01313 ინგოლუცური  ჰომო- ოა 
ლოგია დამყარებულია. რაც იმას. სიშნჩავს, /. -% 

რომ. სიბრტყის - ნებისმიერი LC” წერტი. /,,“ 
ლისთვის ცალსახად განისახღერება მისი #2“ 

შესაბამისი, ინვოლუციური C” წერტილი... 7 მურ. 107 

შეიძლება 
სხვანაირადაც დამყარდეს სავამრვიცოთ სერრემ»: 

მპომოლოგის ინვოლუციური 

მპომოლოგია _ განისახღვრება. შესაბამის დრ 
ყს სეორემა ადრე დავამრკი: 31:M" წრის 

ინგოლუციური 

ტილითა ორი წყვილით 

იჩვოლუციური გარდაქმნისათვის. აჰწლა, დავამტვიციით ეს. თეორემ» 

სიბრტყის გარდაქმნისათვის, ქიქყაი!. მოცემულია შესაბამის „ს 

#/V.I3 და სც. წერტილია ორი წყვილი. თანაც. პირობის თანახმად. 

ყოველი. წყვილი, ინვოლუციურია, (სურ. 108). ეი. #. რ წყვილი 
'.. ქება #. # წყვილს. ხო: ა 
შეესაბა შებ ა რ. ყე: ლ ს. სო ; 

ლო I3. 13 წყვილი ს.I წყ- / 

ყილს აჩუ მივიღეთ შესაბამის / | 

წერტილია ოთხი წყვილი / 

შესაბამის 
(“. #,), ჩ) ე 
M. #8.) 

წერტილისა 

განისახღდყრება 

ოთ) ხი წყვილით 

შესაბამისობა. 

ინყოლუციური 

კოლინეარული 

იუ არსებობს 

ერთადერთი ' 

/ 
# ' 

#- -ა) 

, რ“ + ურ - 

. - L | ალ M 

„“ -- 

ტრ ი 

/ წ სურ. I0წ 
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ჰომოლოგია, რომელიც განისაზლვრება შესაბამის წერტილთა ამ 

წყვილებით, მისი ღერძი უნდა გადიოდეს წერტილებზე: 
M=4ტ4 8ო#'8' და M=#ტ 8'ი0#'8 

შევნიშნოთ, რომ #ტ8/#'8' სრული ოთხკუთხედით განისაზღვრე- 

ბა სამი ინვოლუციური ჰომოლოგია. თითოეულის ცენტრი ოთხ- 

კუთხედის ერთი დიაგონალური წერტილია, ხოლო ღერძი – და- 

ნარჩენ ორ დიაგონალურ წერტილზე გამავალი დიაგონალი. ყველა 

ასეთი ინვოლუციური ჰომოლოგია #84'8 ოთხკუთხედს თავის 

თავზე ასახავს. 

ზემოთ აღვნიშნეთ, რომ ინვოლუციური ჰომოლოგია ყოველი 8 

ორმაგი წრფის წერტილებს ამავე წრფის წერტილებზე ინვოლუ- 

ციურად ასახავს. ყოველ ასეთ მ წრფეზე მყარდება ჰიპერბოლური 

ინვოლუცია, რომლის ორმაგი წერტილებია 5 ჰომოლოგიის ცენ- 

ტრი ღა მ ორმაგი წრფის 5 ლერძთან გადაკვეთის წერტილი 

(C4ი). დავამტკიცეთ, რომ ყოველი ჰიპერბოლური ინვოლუცია ჰარ- 

მონიულია (6.2). ე.ი. ინვოლუციური ჰომოლოგიის ყოველ ორმაგ 

მ წრფეზე მდებარე შესაბამის წერტილთა #/' წყვილი ჰარმონი- 

ულად ყოფს ამ წრფის ორ ორმაგ წერტილს – 5 ინვოლუციის 

ცენტრს და 8 ორმაგი წრფის 5 ღერძთან გადაკვეთის /#ი წერ- 

ტილს. ე.ი. ინვოლუციურ ჰომოლოგიაში ყოველ ორმაგ წრფეზე 

მყარდება ჰარმონიული ინვოლუცია, რომელშიც შესაბამის წერ- 

ტილთა წყვილი შეუღლებულია ორმაგი წრფის ორ ორმაგ წერ- 

ტილთა წყვილის მიმართ. ასეთ ჰომოლოგიას ჰარმონიული ეწო- 

დება, 
ჰარმონიული ჰომოლოგია 

სავსებით განსაზღვრულია, თუ 

მოცემულია მისი ღერძი და 

ცენტრი. 

ამ შემთხვევაში ყოველ #' 

წერტილს განესაზღვრავთ, რო- 

გორც # წერტილთან ჰარმო- 
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სთულად შეუღლებულს 5.„4ი წერტილთა წყვილის მიმართ (სურ. 

9). 

აღვნიშნოთ, რომ ყოველი ინვოლუციური კოლინეაცია არის 

ჰარმონიული ჰომოლოგია. 

ვთქვათ, მოცემულ ინვოლუციურ კოლინეაციაში ტ, /' და 8, 

ც' შესაბამის წერტილთა ორი წყვილია: ( 2 8) ეი. ინკლოლუცი- 

ური კოლინეაცია განსაზღვრულია შესაბამის წერტილთა ოთხი 

წყვილით: (89 6) ორმაგი #/#' და 88' წრფეები იკვეთება 

5 ორმაგ წერტილში (სურ. 109). რადგან მოცემულ კოლინეაცია- 

ში #8 წრფეს შეესაბამება #'8' წრფე, ხოლო #ც' წრფეს 

ტ'.ზ, ამიტომ M=#8ირ/#'8' და M=ტ8'ი0#'8 ორი წერტილი ორმა- 

გი იქნება. გარდა ამისა, #/#ტ' და MM ორი ორმაგი წრფე იკვეთე- 

ბა MM წრფის #ტი ორმაგ წერტილში. ამრიგად, MM წრფე, რო- 

მელზეც სამი ორმაგი წერტილი ძევს, ორმაგია ანუ ინვოლუცი- 

ური კოლინეაცია არის ჰომოლოგია MM ღერძით, რადგან რო- 

გორც ადრე დავამტკიცეთ, #,/ და 5,4ი წყვილები ჰარმონი- 

ულად ყოფს ერთმანეთს, მივიღებთ ჰარმონიულ ჰომოლოგიას. 

ინვოლუციური ჰომოლოგიების მაგალითია საყოველთაოდ ცნო- 

ბილი ღერძული სიმეტრია ან ანარეკლი. ღერძული სიმეტრია ყო- 

ველ წერტილს ასახავს წერტილზე, წრფეს – წრფეზე, ინარჩუ- 
ნებს წერტილების და წრფეების ინციდენტურობას, თანაც სიმე- 

ტრიის ღერძის ყოველი წერტილი თავის თავზე აისახება. ამიტომ, 

ღერძული სიმეტრია არის ჰომოლოგია, რომლის ცენტრი მისი 

ღერძის პერპენდიკულარული წრფეების არასაკუთრივი წერტილია. 

თუ რომელიმე ანარეკლი ასახავს წ ფიგურას L' ფიგურაზე იგივე 

ანარეკლი ნ' ფიგურას ასახავს ისევ L ფიგურაზე ანუ საქმე 

გვაქვს ინვოლუციურ ასახვასთან რომელიც თავის თავის შექ- 

ცეულია. 
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7.6. აფინური შესაბამისობა და მისი კერძო შემთხვევები 

ორი ბრტყელი ველის აფინური შესაბამისობის შემთხვევა მიი- 

ღება, თუ ბრტყელი ველის არასაკუთრივი წრფეები შესაბამისი 

იქნება. ე.ი. აფინურ ველებში შესაბამის არასაკუთრივ წრფეთა 

ერთი წყვილი უკვე გვაქ3ვს, ამიტომ აფინური შესაბამისობის და- 

სამყარებლად საკმარისია შესაბამისი ელემენტების მხოლოდ სამი 

წყვილის მოცემა. ამრიგად, ორი ბრტყელი ველის აფინური შესა- 

ბამისობა განსასღვრულია, თუ მოცემულია შესაბამის წერტილთა 

(ან წრფეთა) სამი წყვილი. 

ეი. ერთი (ან ორი) სიბრტყის კუთვნილი ბრტყელი ველების 

აფინური შესაბამისობა განისაზღვრება ორი ნებისმიერი სამკუთ- 

ხედის მოცემით. აფინური შესაბამისობის თვისებები განხილული 

იყო პირველი თავში (1.4). 

ახლა განვიხილოთ შეთავსებული აფინური ველების პერსპექ- 

ტიული განლაგება ანუ განვიხილოთ აფინური ჰომოლოგიები. 

ცხადია, აფინური ჰომოლოგიები, როგორც ნებისმიერი სხვა აფი- 

ნური შესაბამისობები, პარალელურობას ინარჩუნებს, რაც პროექ- 

ციული გეომეტრიის ენაზე იმას ნიშნავს, რომ ეს ჰომოლოგიები 

არასაკუთრივ წერტილებს ასახავს ისევ არასაკუთრივ წერტი- 

ლებზე. მაგრამ შეთავსებული აფინური ველების არასაკუთრივი 

ყველა წერტილი მდებარეობს ერთ არასაკუთრივ წრფეზე, ე.ი. ამ 

ჰომოლოგიებში არასაკუთრივი წრფე ორმაგი უნდა იყოს. აფინური 

ჰომოლოგიებისათვის ეს პირობა აუცილებელია და საკმარისი. 

მისი შესრულების ორი გზა არსებობს: 

19. არასაკუთრივი წრფე არის ჰომოლოგიის ღერძი; 
29, არასაკუთრივი წრფე არის ჰომოლოგიის ორმაგი წრფე 

(ცენტრზე გამავალი წრფე). ე.ი. არასაკუთრივი წერტილი არის 

ჰომოლოგიის ორმაგი წრფის ორმაგი წერტილი – ჰომოლოგიის 

§ ცენტრი. 
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განვიხილოთ არასაკუთრივი ღერძის მქონე ჰომოლოგიები. ჰო- 

მოლოგიური წრფეები ღერძზე იკვეთება, მოცემულ შემთხვევაში, 
არასაკუთრივ ღერძზე. ეს ნიშნავს რომ ჰპომოლოგიურ წრფეთა 

წყვილები ურთიერთპარალელურია. სწორედ ამაშია ასეთი ჰომო- 

ლოგიების დამახასიათებელი თავისებურება. მაშასადამე, ჰომოლო- 

გია არასაკუთრივი ღერძით ნებისმიერ წრფეს ასახავს მის პარა- 

ლელურ წრფეზე. თუ ჰომოლოგიის ცენტრი საკუთრივია, ე.ი. არ 

მდებარეობს ღერძზე, პარალელურ წრფეთა ნებისმიერი წყვილი, 

მაგალითად, მII2? -შეგვიძლია ჰომოლოგიურ წყვილად ჩავთვალოთ 

(სურ 110). ასეთი ჰომოლოგიური ხ' 

გარდაქმნა /#სზC “სამკუთხედს მის 

მსგავს და მსგავსად განლაგებულ 

(ჰომოთეტიურ) #'8(C' სამკუთხედზე 

ასახავს მაშასადამე ჰიპერბოლური 

ჰომოლოგია (5635) არასაკუთრივი 

ღერძით აღმოჩნდა ჩვენთვის კარგად 

ცნობილი ევკლიდეს გეომეტრიის 
მსგავსების გარდაქმნა (ჰომოთეტია). 

კონსტრუქციულად თ სიბრტყის ეს გარდაქმნა შეგვიძლია წარ- 

მოგიდგინოთ, როგორც თ' სიბრტყის ბიცენტრალური დაგეგმილება 

თ სიბრტყეზე 5, და 5: ცენტრებიდან, თუ 102-ე სურათზე თ' 

სიბრტყე თ სიბრტყის პარალელური იქნება (თIIთ) და ამ სიბრ- 

ტყეების გადაკვეთის არასაკუთრივი წრფე იქნება თ სიბრტყის 

ჰომოლოგიის § არასაკუთრივი ღერძი. 

თუ არასაკუთრივი 5§ ღერძის 

მქონე ჰომოლოგიის 3 ცენტრიც 

არასაკუთრივია ანუ ეკუთვნის § 

ღერძს, ამ შემთხვევაშიც ყოველი 

წრფე აისახებ თავის პარალე- 

ლურ წრფეზე მაგრამ გარდა 

ამისა, ორმაგი წრფეებიც იკვეთე- 

    
სურ. 110 (+ 

 



ბა არასაკუთრივ წერტილში (ჰომოლოგიის ცენტრში), ე.ი. ურ- 

თიერთპარალელურია. ყოველი ფიგურა აისახება თავის კონ- 

გრუენტულ ფიგურაზე (სურ. 111). ამრიგად, პარაბოლური ჰომო- 

ლოგია არასაკუთრივი ღერმით არის პარალელური გადატანა. 

კონსტრუქციულად თ სიბრტყის ეს გარდაქმნა შეგვიძლია წარ- 

მოვიდგინოთ, როგორც თ' სიბრტყის ბიცენტრალური დაგეგმილება 

თ სიბრტყეზე 5, და 5; ცენტრებიდან. თუ 102-ე სურათზე თ' 

სიბრტყე და 5,5: წრფე თ სიბრტყის პარალელური იქნება: 

VII5,50IIღ. ამიტომ 5,5; წრფე თ სიბრტყესთან არასაკუთრივ 5= 

წერტილში გადაიკვეთება,ა რომელიც თ 

' > ხ სიბრტყის ჰომოლოგიისს არასაკუთრივი 

ML + ცენტრი იქნება ხოლო VIIთ სიბრტყეების 

გადაკვეთის არასაკუთრივი წრფე ამ გარ- 

8 თ დაქმნის ღერძი იქნება. ორივე განხილული 

ვ ჰომოლოგია პარალელურ წრფეების 

# სხ “წყვილს ასახავს პარალელურ წრფეთა წვ- 

სურ. 112 ვილებზე. ამრიგად, განვიხილეთ არასაკუ- 

თრივი ღერძის მქონე აფინური ჰომოლოგიების ორი შემთხვევა: 

ჰიპერბოლური, როდესაც ცენტრი საკუთრივია და პარაბოლური, 

როდესაც ცენტრი არასაკუთრივია. პირველ შემთხვევაში მივიღეთ 

ჰომოთეტიური ფიგურები, მეორე შემთხვევაში კონგრუენტული. 

განვიხილოთ მეორე ტიპის ჰომოლოგიები – ჰომოლოგიები 

არასაკუთრივი ცენტრით. ცნობილია, რომ ჰომოლოგიის ორმაგი 

წრფეები ცენტრზე გადის თუ ცენტრი არასაკუთრივია, მაშინ 

ორმაგი წრფეების სიმრავლე პარალელური წრფეებია. ეს არის ამ 

ჰომოლოგიების დამახასიათებელი თავისებურება. 

გთქვათ, ვ ჰომოლოგიის ლღერმია,ა მ და ხ პარალელური 

წრფეები – ჰომოლოგიის ორმაგი წრფეები (სურ. 112). ორმაგი 

წრფეებით განისაზღვრება ცენტრი, მოცემულ შემთხევევაში ის 

არის მათი საერთო არასაკუთრივი ათ წერტილი. C და C' შესა- 

ბამის წერტილთა წყვილებია. მივიღებთ სიბრტყის გარდაქმნას, 
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რომელსაკ პერსპექტიულ-აფინური ან ნათესაური გარდაქმნა 

ეწოდება. ჰომოლოგიურ წერტილთა წყვილი განგებ შევარჩიეთ 
ღერძის ერთ მხარეს. ცხადია, რომ ეს ჰომოლოგია (ნათესაობა) 

ტცსCს0 პარალელოგრამს ასახავს #8Cს პარალელოგრამზე. 

#ცCს პარალელოგრამი თითქოს გაწელილია ორმაგი წრფეების 

მიმართულებით ისე, რომ ორმაგი წრფეების პარალელური ყოვე- 

ლი მონაკვეთი დაგრძელებულია ერთი და იგივე რიცხეჯერ (მო- 

ცემულ შემთხვევაში ორჯერ), ხოლო ღერძის პარალელური მო- 

ნაკვეთების სიგრძე უცვლელია. ამიტომ, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ 

ნათესაობა არის სიბრტყის გაწელვა (კუმშვა) ორმაგი წრფეების 

მიმართულებით. კონსტრუქციულად, ნათესაურ გარდაქმნას მივი- 

ღებთ, თუ 102-ე სურათზე 5) და 5; დაგეგმილების ცენტრებზე 

გამავალი 5)5: წრფეს თ სიბრტყის პარალელურად წარმოვიდ- 

გენთ. ე.ი. 5)5:Iთ და ამიტომ თ სიბრტყესთან იგი ათ არასაკუ- 

თრივ წერტილში გადაიკვეთება, რომელიც C სიბრტყის ნათესაუ- 

რი გარდაქმნის (გაწელვის) არასაკუთრივი ცენტრი იქნება. 

თუ არასაკუთრივი ცენტრის მქონე ჰომოლოგიაში შესაბამისი 

ფიგურები ღერძის სხვადასხვა მხარეს მდებარეობს და მისგან 

ტოლი მანძილებითაა დაშორებული, ხოლო ჰომოლოგიების ორმა- 

გი წრფეები ღერძის პერპენდიკულარულია, მივიღებთ აფინური 
ჰომოლოგიების კერძო სახეს, რომელსაც ღერძული სიმეტრია ან 

ანარეკლი ეწოდება. ამ ჰომოლოგიაში შესაბამისი ფიგურები კონ- 

გრუენტულებია. 
განვიხილოთ იმ ჰომოლოგიების ბოლო სახე, რომლებიც პა- 

რალელურობას ინარჩუნებს – პარაბოლური ჰომოლოგიები (56C5) 

არასაკუთრივი ცენტრით. ამ შემთხვევაში ჰომოლოგიის 5თ ცენ- 

ტრი არის ჰომოლოგიის 5 ღერძის არასაკუთრივი წერტილი. 

ამიტომ ორმაგი წრფეები ურთიერთპარალელურებია და § ღერძიც 

მათი პარალელურია (მას აქვს ორმაგ წრფეებთან საერთო არასა- 

კუთრივი წერტილი). ვთქვათ, ასეთი ჰომოლოგია 8 წერტილს 8' 

წერტილზე ასახავს (სურ. 113). მაშინ #ტ8CLს> პარალელოგრამი 
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აისახება #8'C 02 პარალელო- 

გრამზე ისე, რომ თით-ქოს § წრფე 

თავის თავის გასწვრივ არის და- 

ძრული. ასეთ გარდაქმნას ძვრა 

ეწოდება. ე.ი. პარაბოლური ჰომო–- 

ლოგია არა-საკუთრივი ცენტრით 

არის ძვრა. 

8ც' C C 
31–- § 

! 3» 
! , 

# ხა 
სურ. 113 

კონსტრუქციულად ძვრას მივიღებთ, თუ 102-ე სურათზე 5) 

და 5: დაგეგმილების ცენტრებზე გამავალი (5)5:) წრფე თ და თ' 

სიბრტყეების პერსპექტივის 5 ღერძის პარალელური იქნება და 

ამიტომ თ სიბრტყესთან § ღერძის 5= არასაკუთრივ წერტილში 

გადაიკვეთება, რომელიც თ სიბრტყის ძვრის არასაკუთრივი ცენ- 

ტრი იქნება. 
ამრიგად, სულ ოთხი სახე აღმოჩნდა ისეთი ჰომოლოგიების, 

რომლებიც პარალელურობას ინარჩუნებს: პარალელური გადატა- 

ნა, მსგავსების გარდაქმნა (ჰომოთეტია), გაწელვა (ნათესაობა) და 

ძვრა. 
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მერვე თავი. პორელაციური შესაბამისობა შფე- 

თავსებულ ველებში 

8.1. კორელაციური შესაბამისობის ზოგადი შემთხვევა 

წინა პარაგრაფებში აღვნიშნეთ, რომ თ და თ ველების კორე- 

ლაცია ეწოდება შესაბამისობას, რომელშიც თ ველის წერტილებ- 

სა და წრფეებს შეესაბამება თ' ველის წრფეები და წერტილები. 

დავუშვათ ახლა, რომ თ და Cთ' ველების სიბრტყეები ერთ სიბრ- 

ტყესთან შევათავსეთ. მაშინ ამ შეთავსებული სიბრტყის წერტი- 

ლებსა და წრფეებს შეესაბამება ამავე სიბრტყის წრფეები და 
წერტილები ანუ მივიღებთ სიბრტყის კორელაციურ გარდაქმნას. 

ცხადია, კორელაცია არის გარდაქმნა, რომელიც საგრძნობლად 

განსხვავდება კოლინეაციისაგან. კოლინეაცია ნებისმიერ პირველი 

საფეხურის სახეს ასახავს ერთსახელა პირველი საფეხურის სახ- 

ეზე (მწკრისს მწკრივზე, კონს კონაზე), ხოლო კორელაცია 

– არაერთსახელაზე (მწკრისს კონაზე, კონას - მწკრივზე). მა- 

გრამ მათ ერთი მნიშვნელოვანი მსგავსება აქვთ: ორივე ინარჩუ- 

ნებს ჰარმონიზმს, ე.ი. პირველი საფეხურის ნებისმიერ სახეს 

ასახავს მის პროექციულ სახეზე. ამ თვალსაზრისით, ორივე გარ- 

დაქმნას პროექციული ეწოდება. 

ცხადია ორი კორელაციის (ან კოლინეაციის) კომპოზიცია 

არის კოლინეაცია, ხოლო კორელაციისა და კოლინეაციის კომპო- 

ზიცია - კორელაცია. 

უკვე დავამტკიცეთ, რომ კოლინეაცია განსაზღვრულია, თუ 

მოცემულია ოთხი დამოუკიდებელი წერტილი (წრფე) ლდა მათი 

შესაბამისი ოთხი დამოუკიდებელი ნებისმიერად შერჩეული წერ- 

ტილი (წრფე) (7.1). 

დავამტკიცოთ, რომ ანალოგიურად განისაზღვრება კორელა- 

ციაც: 
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კორელაცია განსაზღვრულია, თუ მოცემულია ოთხი დამოუკი- 

დებელი წერტილი (წრფე) და მათი შესაბამისი ოთხი ნებისმიე- 

რად შერჩეული დამოუკიდებელი წრფე (წერტილი). 
მართლაც, ვთქვათ #.,8,C,ს ოთხი დამოუკიდებელი წერტილია, 

ხოლო მ,ხ,!-ძ დამოუკიდებელი წრფეები. ვთქვათ, რომელიმე C 

კორელაცია ასახავს #,8,C,ს წერტილებს მ'"ხ',C,0 წრფეებზე, 

“რომელიც ასე ჩაიწერება: 

#,8,C,LC 
თით ასახავს , 

მგ ,ხსC)ეძ” 
|, ანალოგიურად ჩაიწერება 0 კოლი- 

მ”, ხ, C)0” 

ნეაცია, რომ სახავს ეაცი ელიც. ასახავ ( იხ Cძ I ცხადია, C0 კომპოზიცია 

#4 ,8,C, 6 

2,ხ,C,ძ 

არსებობს ერთადერთი ასეთი კორელაცია. დავუშვათ, რომ არსე- 

· #ტ,8,C,L 
ბობს თ და 8 ორი კორელაცია, რომლებიც ასახავენ (  გხCძ I 

მაშინ კომპოზიცია თ-8“! იქნება კოლინეაცია, რომელიც ასახავს 

(> 8 C -). მაშასადამე, თ-8-1=1 ანუ თ=8. 

არის კორელაცია, რომელიც ასახავს ( I ვაჩვენოთ, რომ 

8.2. პოლარული შესაბამისობა და მისი თვისებები 

ზემოთ განვიხილეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა, რომელ- 

საც ამყარებს კონიკა სიბრტყის წერტილებსა და წრფეებს შორის 

ისე, რომ ყოველ წერტილს შეესაბამება მისი პოლარა და ყოველ 

წრფეს – მისი პოლუსი. ასეთ შესაბამისობას პოლარული ეწო- 

დება (6.4). განვიხილოთ ამ შესაბამისობის თვისებები. 

წინასწარ გავეცნოთ რამდენიმე განსაზღვრას ორ წერტილს 

ეწოდება კონიკის მიმართ შეუღლებული, თუ ყოველი მათგანის 

პოლარა გადის შეორე წერტილზე. მაგალითად, C) და C' შეუღლე- 
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ბულ წერტილთა წყვილია ორ წრფეს შეუღლებული ეწოდება, 
თუ ყოველი მათგანის პოლუსი ძევს მეორე წრფეზე. მაგალითად, 

ძ და ძ' შეუღლებულ წრფეთა წყვილია (სურ. 114). 
კონუსური კვეთის სიბრტყე- 

ში მდებარე ყოველ წერტილს 
შეესაბამებს მასთან ”შეუღლე- 

ბულ წერტილთა უსასრულო 
სიმრავლე, სახელდობრ, მისი 

პოლარასს ყველა წერტილი; 
ორადობის პრინციპით კონიკის 

სიბრტყეშიი მდებარე ყოველ 
წრფეს შეესაბამება მასთან 

შეუღლეულ წრფეთ,Vს უსა- 
სრულო სიმრავლე, სახელ- სურ, 114 

დობრ, მის პოლუსზე გამავალი ყველა წრფე. თავის თავთან 

შეუღლებული ანუ თვითშეუღლებულია მხოლოდ კონიკის კუთვ- 
ნილი წერტილები, მაგალითად, M და M (რადგან ყოველი მათგა- 
ნი თავის პოლარაზე ძევს). თავის თავთან შეუღლებული ანუ 

თვითშეუღლებულია მხოლოდ კონიკის მხებები, მაგალითად, თ. და 

ი (რადგან ყოველი მათგანი თავის პოლუსზე გადის). 

ზემო ნათქვამიდან ცხადია, რომ პოლარული შესაბამისობა ინ- 

არჩუნებს ელემენტების ინციდენტურობას ანუ 0 წრფეზე მდებარე 
ლ წერტილს შეესაბამება, ” წერტილზე გამავალი 0 წრფე (სურ. 
114). ე.ი. თუ C->ი, მაშინ 0-+ს. თუ V წერტილის პოლარაა 9 

წრფე, ხოლო 0 წერტილის იძ წრფე, მაშინ C=ძ(0)0ი წერტი- 
ლის პოლარა იქნება 0=000) წრფე. 

განვიხილოთ პოლარული შესაბამისობის ერთი თვისება. 

ვთქვათ, ” წერტილი არის 0 წრფის პოლუსი, ხოლო # I” 
კონიკის კუთვნილი წერტილი (სურ. 115). 
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დავუშვათ, რომ #ტ და #0 კვეთს კონიკას კიდევ 8 და C 
ორ წერტილში, ხოლო LC წრფე იკვეთება კონიკასთან კიდევ L 

წერტილში (სურ. 115). >» წერტილი არის 48CL სრული ოთხ- 
კუთხედის დიაგონალური წერტილი. პოლარის განსაზღვრიდან 

გამომდინარეობს (6.4), რომ ოთხკუთხედის დანარჩენი ორი დი- 

აგონალური წერტილი ძევს ი წრფეზე. ეს ნიშნავს, რომ 80 

წრფე გაივლის CC წერტილზე, ხოლო #L და 8C წრფეები გა- 
დაიკვეთებ ი წრფის I წერტილში. მაშასადამე, ძ=LIL არის 0) 

წერტილის პოლარა. დავუშვათ, რომ # წერტილი და დხ წრფე 
უძრავია, მაშინ უძრავი იქნება და 0 

8 წერტილებიც. თუ C გადაად- 
გილდება ი წრფეზე, მაშინ C და 0 
წერტილები და ი წრფეც იმოძრა- 
ვებს. თანაც ი წრფე ყოველთვის 
გაივლის " უძრავ წერტილზე. 
რადგან #(C) და 8(C) კონები 

პროექციულია (როგორც L? კონი- 

კის წერტილების მაგეგმილებელი), 
გვექნება: 8 სურ. 115 

ი(C) » #(C) » 8(C) »ჯXC) ანუ 2(0)XIX9). 
ამრიგად, მივიღეთ თეორემა: 

თუ C) წერტილი გადაადგილდება ი წრფეზე, მაშინ მისი პო- 
ლარა ბრუნავს ამ წრფის ” პოლუსის ირგვლივ, თანაც წერ- 

ტილთა (0) მწკრივი წრფეთა (9) კონის პროექციული იქნება და 

პირიქით. 

ამრიგად დავამტკიცეთ, რომ პოლარულ გარდაქმნაში, რომელ- 

საც კონიკა ამყარებს სიბრტყის წერტილებსა და წრფეებს შორის, 

წერტილთა მწკრივი პროექციულია წრფეთა კონის და პირიქით. 

განხილული თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ პოლარული შე- 

საბამისობა არის კორელაცია, რადგან ინარჩუნებს შესაბამისი 

ელემენტების ინციდენტურობას დღა წერტილთა მწკრივს ასახავს 
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წრფეთა კონაზე და პირიქით. მაგრამ კორელაციისაგან განსხვავე- 

ბით, პოლარულ გარდაქმნას აქვს ინვოლუციური თვისება, რო- 

მელიც უშუალოდ გამომდინარეობს პოლუსისა და პოლარას გან- 

საზღვრიდან: თუ ჩ-–6>0, მაშინ ი-ს. მაშასადამე, სიბრტყის პოლა- 

რული გარდაქმნა ემთხვევა თავის შექცეულ გარდაქმნას. აღვნიშ- 

ნოთ პოლარული გარდაქმნა X ასოთი. მაშინ ” წერტილი I გარ- 

დაქმნით აისახება ნ წრფეზე; თუ იგივე გარდაქმნას კიდევ ერთ- 
ხელ შევასრულებთ, ი” წრფე აისახება L წერტილზე. ე.ი. X?=1 

ანუ პოლარული გარდაქმნის კვადრატი არის იგივური გარდაქმნა. 

ამრიგად, პოლარული გარდაქმნა არის კორელაცია, რომელსაც 

ინვოლუციური თვისება აქვს. ამიტომ მას ეწოდება ინვოლუციური 

კორელაცია. 
განვიხილოთ ინვოლუცია, რომელსაც კონიკა ამყარებს წრფეზე 

და კონაში. 

მაგალითად, განვიხილოთ ინვოლუცია, რომელსაც MX კონიკით 

დამყარებული პოლარული გარდაქმნა განსაზღვრავს რომელიმე ი 

წრფეზე (სურ. 114). ავაგოთ C:C0 წერტილის 0 პოლარა. ცხა- 

დია, C- წერტილთან შეუღლებული ყველა წერტილი 0 წრფეზე 
მდებარეობს, მაგრამ მათ შორის არსებობს ერთადერთი C' წერ- 

ტილი, რომელიც ს წრფესაც ეკუთვნის: ეს არის 0 და „ 
წრფეების გადაკვეთის წერტილი, ეი. C”=ძორდი. ამრიგად, ი 
წრფის ყოველ C) წერტილს შეესაბამება მასთან შეუღლებული 
ერთადერთი C' წერტილი და, პირიქით, ყოველ C' წერტილს 
შეესაბამება მასთან შეუღლებული 0) წერტილი. რადგან 0 და C' 
წერტილები ურთიერთშესაბამისია, ამიტომ ვასკვნით, რომ C0 და 

ლ შეუღლებულ წერტილთა წყვილი ინვოლუციურია. 
მივიღეთ თეორემა: 

კონიკა ამყარებს ყოველ წრფეზე, რომელიც მას არ ეხება, 

შეუღლებულ წერტილთა ინვოლუციას. 
მცირე ორადღობის პრინციპით მივიღებთ შემდეგ თეორემას: 
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კონიკა ამყარებს ყოველ კონაში, რომლის ცენტრი კონიკას არ 

ეკუთვნის, შეუღლებულ წრფეთა ინვოლუციას. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ი წრფეზე შეუღლებულ წერტილთა 

ინვოლუციის ორმაგი წერტილები 0 წრფის კონიკასთან გადაკვე- 

თის M და M წერტილებია. მართლაც, M წერტილის ი პოლარა, 

რომელიც M კონიკის მხებია, იკვეთება ხს წრფესთან იგივე M 

წერტილში. მაშასადამე, M წერტილი (როგორც M) თავის თავს 

შეესაბამება (სურ. 114), ე.ი. ყოველ ს წრფეზე M კონიკით დამყა- 

რებული შეუღლებულ წერტილთა ინვოლუცია ჰიპერბოლურია, 
თუ ს კვეთს კონიკას. თუ 0 წრფე კონიკას არ კვეთს, მიღებულ 

ინვოლუციას ელიფსური ეწოდება. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ 

ხ წრფეს და კონიკას აქვს წარმოსახვითი გადაკვეთის წერტილე- 

ბი ეს ელიფსური ინვოლუციის წარმოსახვითი ორი ორმაგი 

წერტილია. ანალოგიურად, კონაში შეუღლებულ წრფეთა ინვო- 
ლუცია არის ჰიპერბოლური ან ელიფსური იმის მიხედვით, არსე- 

ბობს თუ არა კონის ცენტრზე გამავალი კონიკის მხებები. 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, CC და I წერტილები ის წრფის 

ინვოლუციაში შეუღლებულია (რადგან თითოეული მათგანი მეო- 

რის პოლარიზე ძევს) (სურ. 115). ეს წერტილები კონიკის # 

წერტილის გეგმილებია ” წერტილზე გამავალი ანუ 0 წრფესთან 
შეუღლებული CL ქორდის ბოლოებიდან ი წრფეზე. აქედან გა- 
მომდინარეობს შემდეგი დებულება: 

თუ 0 არის >» წერტილის პოლარა, მაშინ კონიკის ყოველი 

წერტილის ორი გეგმილი L-ზე გამავალი ნებისმიერი ქორდის 

ბოლოებიდან ი წრფეზე არის ი წრფის ინვოლუციაში შეუღლე- 
ბულ წერტილთა წყვილი. 

ეს დებულება გვაძლევს წრფეზე პოლარული გარდაქმნით და- 
მყარებულ ინოლუციაში შესაბამის წერტილთა წყვილების აგების 

მარტივ ხერხებს. ვთქვათ, I არის 0 წრფის პოლუსი MX კონიკის 

მიმართ (სურ. 116). გავავლოთ » წერტილზე კონიკის ნებისმიერი 

მკვეთი ქორდა CL, ე.ი. გავავლოთ ს წრფესთან შეუღლებული 
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ნებისმიერი ქორდა. ვთქვათ, #M# არის ლ ს 

   კონიკის ნებისმიერი წერტილი. “ს 

0=04რ6ი და L=C.#ირი წერტილები ოგ ბიის 

# კონიკით 90 წრფეზე დამყარებულ ინ- ლ 4 V სა 

ვოლუციაში შეუღლებულ წერტილთა | | 
წყვილია. ' I 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, კონიკა სა 7 

ამყარებს სიბრტყის პოლარულ გარდაქმ- სურ. 116 
ნას და განსაზღვრავს ყოველ წრფეზე, რომელიც მას არ ეხება, 

შეუღლებული წერტილების ინეოლუციას. იქნებ შესაძლებელია 
გამოვიყენოთ ეს ინვოლუცია კონიკის განმსაზღვრელ ელემენტად? 

ამ კითხვაზე დადებით პასუხს მივიღებთ, თუ “შევძლებთ 

წრფეზე მოცემული ინვოლუციის გამოყენებით გარკვეული კონი- 
კის აგებას. 

ვთქვათ, მოცემულია  _ 
ხნ წრფის L პოლუსი “რ “1 

(საძიებელი კონიკის · 

მიმრთ) და კონიკის ' 
„MM რ 

ერთი M წერტილი. სს? CI „–“ 
ავაგოთ კონიკა რო- 9 , V # წ „ჯყ 

მლსც იწ წრფზე ML. MC : 
ამყარებს მოცემულ M #4 

ინვოლუციას (სურ. 117). სურ. II7 

ინვოლუციური ჰომოლოგია 0 ღერძით და ცენტრით საძიე- 

ბელ კონიკას თავის თავზე ასახავს (7.5). ამიტომ, ამ ჰომოლო- 

გიაში M წერტილის შესაბამისი M წერტილი საძიებელი კონიკის 

კუთვნილი იქნება. ვიცით, რომ ML ორმაგ წრფეზე საძიებელი M 

წერტილი ჰარმონიულად არის შეუღლებული M წერტილთან L.I 

წერტილების მიმართ (7.5). მაშასადამე გვაქვს მ შწრფესთან 

შეუღლებული MM ქორდა. ამიტომ, MC. და Mლ0 წრფეები, 

რომლებიც გადის ს წრფის მოცემული ინვოლუციის შესაბამის C' 
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და 0 წერტილებზე, იკვეთება საძიებელი კონიკის # წერტილზე. 
ასეთნაირად შესაძლებელია კონიკის კუთვნილი წერტილების აგე- 

ბა 

ამ წერტილების აგება შეიძლება შევასრულოთ MM #M 

სრული ოთხკუთხედით განსაზღვრული სამი ინვოლუციური ჰო- 

მოლოგიით, რომლებიც სრულ ოთხკუთხედს და მაშასადამე კონი- 

კასაც თავის თავზე ასახავს (7.5). 

მაგალითად, M--M., ტ-–M წერტილთა წყვილები არის შესაბა- 

მისები ინვოლუციურ ჰომოლოგიაში C ცენტრით და 0 ღერძით. 

ამრიგად, ხხ წრფის ინოვაციით, ” პოლუსით და კიდევ ერთი 

წერტილით სავსებით განსაზღვრულია ერთადერთი კონიკა. 

8.3. მეორე რიგის ფუნდამენტური წირი 

მეორე რიგის X# წირს (კონიკას), რომელიც სიბრტყეზე ამყა“ 

რებს პოლარულ გარდაქმნას, ამ გარდაქმნის ფუნდამენტური წირი 

ეწოდება. შეუღლებული წყვილების განსაზღვრებიდან გამომდინა- 
რეობს, რომ პოლუსები და პოლარები თვითშეულლებულია მხო- 

ლოდ იმ შემთხვევაში თუ პოლუსი ეკუთვნის X კონიკას და, 

ამასთან ერთად, პოლარა ეხება კონიკას. ეს უფლებას გვაძლევს 

განვიხილოთ ფუნდამენტური წირი, რომლის მიმართ დამყარებუ- 

ლია პოლარული გარდაქმნა, როგორც თავის პოლარებზე მდებარე 

პოლუსების სიმრავლე ან, როგორც თავის პოლუსებზე გამავალი 

პოლარების მომვლები (სურ. 118). 

ამის საფუძველზე შეგვიძლია გავა- 

ფართოოთ პოლარული გარდაქმნის ცნება 

და შესაბამისი ელემენტების წყვილების 

აგებ არ დავაკავშიროთ კონიკასთან, 

არამედ განგსაზღდვროთ პოლარული გარ- 

დაქმნა, როგორც კორელაცია, რომელსაც 

  
ინვოლუციურობის თვისება აქვს. ამის 
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გამო, ასეთ კორელაციაში ფუნდამენტური წირი შეიძლება განი- 

საზღვროს ინციდენტური ელემენტების წყვილებით ისე, როგორც 
ზემოთ იყო ჩამოყალიბებული (სურ. 118). თუ პოლარულ გარ- 

დაქმნაში არ იარსებებს თავისი პოლარის ინციდენტური პოლუსე- 

ბი, მაშინ ვიტყვით, რომ ფუნდამენტური წირი წარმოსახვითია. 

განვიხილოთ ასეთი პოლარული გარდაქმნის მაგალითი. 

დავუშვათ, რომ წრფეთა და სიბრტყეთა 5 შეკვრაში პოლა- 

რული შესაბამისობა შემდეგნაირად არის დამყარებული (სურ. 

119): 

ყოველ ჩს' წრფეს 5 შეკ- 
ვრაში შეესაბამება მისი პერ- 

პენდიკულარული %' სიბრტყე 
და ყოველ I სიბრტყეს შეე- 
საბამებს მისი პერპენდიკუ- თ 

ლარული ნს წრფე ასე სურ. 119 
მყარდება ორთოგონალურ-პოლარული გარდაქმნა 5 შეკვრაში. ეს 

გარდაქმნა პოლარულია, რადგან წარმოადგენს შეკვრის ელემენ- 

ტების კორელაციურ შესაბამისობას და აქვს ინვოლუციურობის 

თვისება. თუ ამ შეკვრას თ სიბრტყით გადავკვეთავთ, მივიღებთ 

ამ სიბრტყის წერტილების და წრფეების პოლარულ გარდაქმნას. 

მართლაც, ყოველ L წერტილს შეესაბამება ი) სიბრტყის ი წრფე, 
რომელიც შემდეგნაირად განისაზღვრება: გავავლოთ 0=05 წრფე 

და ავაგოთ სიბრტყე X'Lნ'. მაშინ 0=1ILVIC)ს. ცხადია, ი წრფეს 

შეესაბამება ” წერტილი, რომელსაც შებრუნებული აგებით მივი- 

ღებთ. ამრიგად, გვაქვს 0) სიბრტყის წერტილების (?) და წრფეე- 
ბის (0) პოლარული შესაბამისობა. ამასთან, არ არსებობს წერ- 

ტილი, რომელიც თავისი ე პოლარის ინციღენტური იქნება, 

რადგან ი' წრფე არ შეიძლება ეკუთვნოდეს თავის პერპენდიკუ- 
ლარულ I სიბრტყეს. მაშასადამე “ია სიბრტყის პოლარული 

გარდაქმნის ფუნდამენტური წირი წარმოსახვითია. 
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8.4. ავგტოპოლარული სამკუთხედი 

განვიხილოთ პოლარული გარდაქმნის კიდევ ერთი მაგალითი. 

კორელაცია, რომელიც ასახავს სამკუთხედის წვეროებს მის 

მოპირდაპირე გვერდებზე პოლარული გარდაქმნაა. 

აღვნიშნოთ სამკუთხედის #,8, CC წვეროების მოპირდაპირე 

გვერდები მ,ხ,C ასოებით (სურ. 120). პირობის თანახმად, I კო- 

#ტ,8,C 
რელაცია ასახავს ( I> #–3მ, 8-ხ, C-5C. ვიპოვოთ მ,ხ,C 

C 

გვერდების შესაბამისი წერტილები ამ # 
კორელაციაში. გვაქვს მ=8C. ამიტომ, მ 

გვერდის შესაბამისი წერტილი იქნება 

#=ხით ანუ + კორელაცია ასახავს მ 
ხ 

გვერდს # წვეროზე. ანალოგიურად და- 6 

ვამტკიცებთ, რომ X კორელაცია, ასახავს C 8 8 

ხავ და C-63C. ამრიგად, სამკუთხედის ი ჟე სურ. 120 

წვეროები და გვერდები აისახება ინვოლუციურად. მოვნიშნოთ 
ახლა 8 გვერდზე რომელიმე M წერტილი. მისი შესაბამისი წრფე 

აღვნიშნოთ LI ასოთი. რადგან კორელაციაში M6Cმ, ამიტომ Iი3#. 

მაშასადამე, როდესაც M გაირბენს გ წერტილთა მწკრივს, მისი 

შესაბამისი I წრფე შემოწერს # კონას: X კორელაცია ასახავს 

მ(M) წერტილთა მწკრივს #(თ) კონაზე, რადგან კორელაცია 

არის პროექციული გარდაქმნა, ამიტომ 

#(თ)7 მ(M). () 

განვიხილოთ #(თ) კონის კვეთა ბგ წრფით. აღვნიშნოთ 

ირმ=M. როდესაც თ წრფე შემოწერს #(თ) კონას, მაშინ M 

წერტილი გაირბენს მ(M) მწკრივს და 

#(0ი)Xგ0%). (2) 

0) და (2)-დან გამომდინარეობს, რომ 0(M170(0M). 
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ამრიგად, თუ 2 გვერდის ყოველ M წერტილს შეგუსაბამებთ 
ამავე გვერდის IM წერტილს, რომელიც პირველი წერტილის შე- 
საბამის წრფეს ეკუთვნის, მაშინ მ წრფის წერტილებს შორის 

შესაბამისობა პროექციული იქნება. თუ იმასაც აღვნიშნავთ, რომ 

ამ პროექციულ გარდაქმნაში 8 წერტილს შეესაბამება C წერტი- 
ლი და C წერტილს 8 წერტილი, დავრწმუნდებით, რომ 2 
გვერდის ეს გარდაქმნა ინკვოლუციური იქნება, რადგან შესაბამის 

წერტილთა ერთი წყვილი ინვოლუციურადაა ასახული. ამრიგად, 

2 წრფის გარდაქმნაში, რომელშიც M წერტილი აისახება M 

წერტილზე, ყველა წყვილი ინვოლუციური იქნება, ე.ი. M წერ- 
ტილი აისახება M წერტილზე ანუ M წერტილის შესაბამისი 

წრფე გადის M წერტილზე. აღვნიშნოთ M წერტილის შესაბამისი 

წრფე ი ასოთი: M ->ი,ი 3M. 

ამრიგად, თუ M=მგმგრიოთ, მაშინ ი =(4M). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ, თუ ო =(ტM), მაშინ მას შეესა- 

ბამება M=გოი. ამრიგად, თუ 7 ასახავს ი-–+M, მაშინ I ასახ- 

ავს M–თ. აქედან გამომდინარეობს, რომ #2 ადგილზე ტოვებს მ 

წრფის ყველა წერტილს. ანუ მ წრფეზე დამყარდება I8 ინვოლუ- 
ციური გარდაქმნა. 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ #2 ადგილზე ტოვებს ხ 

წრფის ყველა წერტილს ანუ ხ წრფეზე დამყარდება Iხ ინვოლუ- 
ცია. 

ამრიგად, #2 არის კოლინეაცია, რომელსაც ორი ორმაგი წრფე 

აქვს და ამიტომ ის იგივური კოლინეაცია იქნება, ე.ი. XM2=1 ანუ 

# არის პოლარული გარდაქმნა. 

სამკუთხედს რომლის წვეროები შეესაბამებ მოპირდაპირე 

გვერდებს, ავტოპოლარული სამკუთხედი ეწოდება. 
მოყვანილი მსჯელობიდან გამომდინარეობს რომ არსებობს 

პოლარული სამკუთხედით მოცემული ერთი და მხოლოდ ერთი 
პოლარული გარდაქმნა; ეს გარდაქმნა ასახავს ნებისმიერ მოცე- 
მულ წერტილს, რომელიც ამ სამკუთხედის გვერდების ინციდენ- 
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ტური არ არის, ნებისმიერ მოცემულ წრფეზე, რომელიც ამ სამ- 

კუთხედის არც ერთი წვეროს ინციდენტური არ არის, მარ- 

თლაც, არსებობს ერთადერთი კორელაცია, რომელიც ოთხ და- 

მოუკიდებელ #,8,C,; წერტილს ასახავს ოთხ დამოუკიდებელ 

გ,ხ.C,ხ წრფეზე. ზემოთ დამტკიცებულის თანახმად, ეს კორელა- 

ცია არის პოლარული გარდაქმნა ანუ პოლარული გარდაქმნა სავ- 

სებით განსაზღვრულია ავტოპოლარული სამკუთხედით და შესა- 

ბამისი ელემენტების ერთი წყვილით. 
#ტ.8,C.L 

მ,ხ.0.ი 

მული #8C სამკუთხედის გვერდებია, ხოლო L – ზოგადი მდება- 

რეობის წერტილი. გვინდა დავამტკიცოთ, რომ დ წრფეს შეესაბა- 

მება ღ” წერტილი ანუ 0-ს. მოცემულ კორელაციაში #8C წერ- 

ტილებს შეესაბამება მ,ხ,C გვერდები და პირიქით მ,ხ,C წრფეებს 
შეესაბამება #,8,C წერტილები, რადგან ამ კორელაციაში მ=8C 

წრფეს შეესაბამება #4=ხიC წერტილი და ა.შ. გარდა ამისა, ჩ/ტ 

წრფეს შეესაბამება 002=1 წერტილი. რადგან –ჩტიოგ=1, ამიტომ 

L და 1ძ წრფის I ინვოლუციის შესაბამის წერტილთა წყვი- 

მართლაც, კორელაცია ასახავს ( I სადაც მ,ხ.C მოცე- 

ლია. ამრიგად, I #47, ანალოგიურად M-–<–CM, საიდანაც 

IM -> 47ირCM. ანუ 6-># (სურ. 121). 
პოლარიტეტის ასეთ განსაზ- 

ღვრას გარ კვეული უპირატესობა 

აქს პოლარიტეტის განსაზღვ- 

რასთან კონიკის მეშვეობით. ეს 

უპირატესობა იმაში მდგომარეობს, 

რომ პოლარიტეტი განიხილება, 

  

  

8 I C 8 

როგორც ინვოლუციური კორელაცია, რომელიც შეარსებული 

ველების კორელაციის კერძო სახეა. გარდა ამისა, შესაბამისი 

ელემენტების აგება არ არის დაკავშირებული ფუნდამენტურ წირ- 

თან, რაც განსაკუთრებულად მოსახერხებელია პოლარიტეტები- 
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სათვის წარმოსახვითი ფუნდამენტური კონიკით. ასეთ შემთხვევა- 

ში პოლარულად შეუღლებული ელემენტების აგებისას, ფუნდა- 
მენტური კონიკის წარმოსახვითობის გამო, საჭირო ხდება პოლა- 

რიტეტის კორელაციურობით სარგებლობა. 

განვიხილოთ პოლარული გარდაქმნის გამოყენებით სიბრტყეზე 

ორადობის პრინციპის დამტკიცების ერთ-ერთი მეთოდით. 

დავუშვათ, სიბრტყეზე მოცემულია L ფიგურა. ავაგოთ L' ფი- 

გურა ისე, რომ L ფიგურის ყოველი წრფე შეიცვალოს მისი პო- 

ლუსით რაიმე კონიკის მიმართ ამ სიბრტყეზე და ამ ფიგურის 

ყოველი წერტილი შეიცვალოს მისი პოლარით იგივე კონუსური 

კვეთის მიმართ. მაშინ L ფიგურის ყოველ წერტილს შეესაბამება 

L" ფიგურის წრფე და L ფიგურის ყოველი წრფეს შეესაბამება L' 

ფიგურის წერტილი. უფრო მეტიც, თუ L ფიგურის წრფე გაივ- 
ლის მის რომელიმე წერტილზე, მაშინ L"' ფიგურის შესაბამისი 

წერტილი გაწლაგდება იგივე ფიგურის შესაბამის წრფეზე. 
თუ L ფიგურის წერტილთა ორი მწკრივი (წრფეთა. კონა) 

პროექციულია, მაშინ L' ფიგურის შესაბამისი მწკრივები (კონები) 

ასევე პროექციული იქნება. აქედან გამომდინარეობს, რომ L ფი- 

გურის ყოველ პროექციულ თვისებას შესაბამება L' ფიგურის 

პროექციული თვისება, რომელშიც L ფიგურის წერტილები და 

წრფეები ადგილებს ცვლიან. 

185



მეცხრე თავი. ევკლიდეს მეტრიკა 
პროექციული გეომეტრიის თვალსაჭრისით 

9.1 პოლარიტეტის თვისებები, რომლებიც დაკავშირებულია არა- 

საკუთრივ წრფესთან 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, პოლარიტეტი სიბრტყის ყოველ 
წრფეზე გარკვეულ ინვოლუციას ამყარებს. არც არასაკუთრივი 

წრფეა გამონაკლისი. სიბრტყის ნებისმიერ პოლარულ გარდაქმნა- 

ში არასაკუთრივ წრფეს შეესაბამება საკუთრივი წერტილი – 

პოლარიტეტის ცენტრი. არასაკუთრივ წრფეზე მდებარე ყველა 
წერტილს შეესაბამება პოლარიტეტის ცენტრზე გამავალი პოლა- 

რები. ამ პოლარებს ეწოდება მოცემული პოლარიტეტის დიამე- 

ტრები. რადგან არასაკუთრივი წრფე უსასრულოდ შორს მდება- 

რეობს, პოლარიტეტით მასზე დამყარებული ინვოლუციის თვისე- 

ბებზე შეგვიძლია ვიმსჯელოთ პოლარიტეტის დიამეტრების კონა- 

ში დამყარებული ინვოლუციის მიხედვით, რადგან სწორედ პოლა- 
რიტეტის დიამეტრები აგეგმილებს ინვოლუციას არასაკუთრივ 

წრფეზე. ვთქვათ, მოცემულ პოლარიტეტში ი» არასაკუთრივ 

წრფეს შეესაბამება C პოლარიტეტის ცენტრი (სურ. 122). მოცე- 

მული პოლარიტეტით განისაზღვრება CX2მ,ხ,CC,ძ) დიამეტრების 

ინვოლუცია. გამოვარკვიოთ პოლარიტეტის ფუნდამენტური წირის 
სახე. თუ დიამეტრების შეუღლებული წყვილებია 27 ძ, ხXC და 

ისინი ყოფს ერთმანეთს: მ,ძ>ხ,C, მაშინ ამ დიამეტრების ინვო- 

ლუცია ელიფსურია და I„ ინვოლუცია არასაკუთრივ 0თ წრფე- 

ზეც ელიფსური იქნება. მაშასადამე ფუნდამენტური წირი არ 

კვეთს არასაკუთრივ წრფეს ანუ ფუნდამენტური წირი ელიფსია. 

იმ შემთხვევაში, თუ მ,ხ,C,ძ დიამეტრები ერთმანეთს არ ყოფს, 

არასაკუთრივ წრფეზე მივიღებთ 7- ჰიპერბოლურ ინვოლუციას 

და პოლარიტეტის ფუნდამენტური წირი ჰიპერბოლა იქნება, რად- 

გან არასაკუთრივ წრფესთან ექნება ორი საერთო არასაკუთრივი 
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წერტილი. პოლარიტეტის ფუნდამენტური წირი შეიძლება წარმო- 
სახვითი იყოს. ამის გარკვევას შევძლებთ იმ ინვოლუციის მიხედ- 

ვით რომელსაც პოლარიტეტი ამყარებს სიბრტყის ნებისმიერ 

წრფეზე, მათ შორის ნებისმიერ 2,ხ,C,ძ დიამეტრზეც. ინვოლუ- 

ციის ორმაგი წერტილები ყოველ დიამეტრზე არის მისი გადაკვე- 

თა ფუნდამენტურ წირთან, ამიტომ, თუ ფუნდამენტური წირი 

წარმოსახვითია, მაშინ დიამეტრზე ინვოლუციის ორი ორმაგი 

წერტილიც წარმოსახვითი უნდა იყოს და მოცემული პოლარიტე- 

ტის მიერ დიამეტრზე დამყარებული ინვოლუცია ელიფსური 
იქნება. მაგალითად, მოცემული პოლარიტე- ” 

ტი ამყარებსს რომელიმე, მაგალითად, მ 8> ! 

დიამეტრზე ინვოლუციას  შეუღლებულ კ 
წერტილთა 0C>Xსნ' და C>#'= ორი წყვი ,„ MC > ” 

ლით (სურ. 122). თუ ეს წყვილები ერთმა- წ 2 

ნეთს ყოფს, ფუნდამენტური წირი წარმო- · 

სახვითი, წინააღმდეგ შემთხვევში – 

ნამდვილი. სურ. 122 

ცხადია, პოლარიტეტის ფუნდამენტური წირი შეიძლება წრე- 
წირი იყოს. ამისათვის პოლარიტეტის დიამეტრების ინვოლუცია 

ელიფსური უნდა იყოს და მისი შეუღლებული გ,ძ+2ხ,C დიამეტრე- 

ბის წყვილების გაყოფის გარდა აუცილებელია ამ დიამეტრების 

პერპენდიკულარულობა, რადგან მხოლოდ ასეთ შემთხვევაში წრე- 

წირის ყოველი, მაგალითად, მ დიამეტრი მასთან შეუღლებული ძ 

დიამეტრის ს» პოლუსზე გაივლის (სურ. 123). მართლაც, წრე- 

წირის ძ დიამეტრის პოლუსი არის ამ დიამეტრის ბოლოებში 

გავლებული მხებების ანუ ძ დიამეტრის პერპენდიკულარული 
წრფეების გადაკვეთის ს'თ არასაკუთრივი წერტილი. ცხადია, რომ 

არასაკუთრივი წრფის პოლუსი წრეწირის 0 ცენტრი იქნება, 

რადგან პოლუსის განსაზღვრის თანახმად, იგი მეოთხე ჰარმონი- 

ული წერტილია 0,C' შეუღლებულ წერტილთა წყვილისა და #ტ= 
წერტილისათვის. 0 კონის ურთიერთპერპენდიკულარული დიამე- 

ი 
L რ. 
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ტრების ინვოლუციას ეწოდება დიამეტრებისს ორთოგონალური 

ინვოლუცია. ის ეკუთვნის ელიფსურ ინვოლუციებს, რადგან მისი 

ურთიერთპერპენდიკულარული შეუღლებული დიამეტრების არც 

ერთი წყვილი არ შეიძლება ეკუთვნოდეს „რი 

ერთმანეთს ანუ დიამეტრების ორთოგო- ' 

ნალური ინვოლუცია სიბრტყის არასა- 

კუთრივ წრფეზე თავისი ორთოგონალუ- 

რად შეუღლებული მ+Lძ, ხI> და ა.შ. 

დიამეტრების წყვილებთ აგეგმილებსს კ ალა 
ინვოლუციას რომელსაკ აბსოლუტური სურ. 123 

ან ორთოგონალური ინვოლუცია ეწოდება. ამრიგად, პოლარიტეტი, 

რომლის ფუნდამენტური წირი წრეწირია, არასაკუთრივ წრფეზე 

ამყარებს ინვოლუციას, რომელსაც აბსოლუტური ან ორთოგონა- 

ლური ინვოლუცია ეწოდება. 

9.2. წრეწირის პროექციული თვისებები. სიბრტყის აბსოლუტი. 

ამრიგად, წრეწირი არასაკუთრივ წრფეზე ამყარებს აბსოლუ- 

ტურ ინვოლუციას, რომელიც გეგმილდება არასაკუთრივ წრფეზე 

წრეწირის ორთოგონალურად შეუღლებული მ+1ძ, ხLC დიამეტრე- 

ბის წყვილებით. ნებისმიერი სხვა წრეწირი, რომელიც იგივე 

სიბრტყეში მდებარეობს, მაგალითად, #, წრეწირის კონცენტრუ- 

ლი #; წრეწირი ან ნებისმიერი #ჯ; წრეწირი, მ:.Lძე, ხ:LC... 

შეუღლებული დიამეტრების წყვილებით არასაკუთრივ წრფეზე 
განსაზღვრავს იგივე ინვოლუციას, რომელსაც განსაზღვრავს ს? 

წრეწირი, რადგან მIIმ3, 9IIძვკ შეუღლებული დიამეტრებით არასა- 

კუთრივ წრფეზე განისაზღვრება ერთი და იგივე სთ, #თ შეულ- 

ლებულ წერტილთა წყვილი (სურ. 124). ამრიგად, წრეწირის 

პროექციული არსი იმაში მდგომარეობს, რომ წრეწირები სხვა- 

დასხვა პოლარიტეტის განმსაზღვრელი მეორე რიგის წირთა სი- 
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მრავლეა, რომელიც არასაკუთრივ წრფეზე ერთ აბსოლუტურ ინ- 
გვოლუციას ამყარებს. 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ,“ 8 
აბსოლუტური ინვოლუცია · 

ელიფსურ ინვოლუციებს ეკუთ- „, 
ვნის ანუ ისეთ ინვოლუციებს, 

რომლებსაც წარმოსახვითი 

ორი ორმაგი წერტილი აქვს. 

აბსოლუტური ინვოლუციის 

ორმაგ წარმოსახვით წერტი- 
ძ 

ლებსს დავარქვათ ციკლური სურ. 124 

წერტილები, რადგან ყველა წრეწირი არასაკუთრივ წრფესთან 
იკვეთება ამ წერტილებზე ანუ ყველა წრეწირი გადის წარმოსახ- 
ვით ციკლურ წერტილებზე. შეიძლება ითქვას, რომ წრეწირი 
არის კონიკა, რომელიც გადის წარმოსახვითი ციკლური წერტი- 

ლების წყვილზე. 
ე.ი. ეს წერტილები ყველა წრეწირის საერთო ორი წერტილია. 

სწორედ ამიტომ წრეწირები განისაზღვრება სამი დამოუკიდებელი 

წერტილით, რომლებიც ორ ციკლურ წერტილთან ერთად შეაღ- 
გენს კონიკის განმსაზღვრელ ხუთ დამოუკიდებელ წერტილს. 

წრეწირი განისაზღვრება აგრეთვე ცენტრით და ერთი ნამდვი- 

ლი წერტილით. მართლაც, ერთი ნამდვილი წერტილი, მოცემული 
წრფის ინვოლუცია (მოცემულ შემთხევევაში, აბსოლუტური ინ- 

ვოლუცია არასაკუთრივ წრფეზე) და ამ წრფის პოლუსი (რო- 

მელიც ამ შემთხვევაში წრეწირის ცენტრია) სრულად გან- 

საზღვრავს კონიკას (8.2, სურ. 117), რომელიც ამ შემთხვევაში 

წრეწირი იქნება. 

ახლა შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ პერპენდიკულარული წრფეე- 

ბის პროექციული განსაზღვრა. 
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8? და ხ ორ წრფეს პერპენდიკულარული ეწოდება, თუ მათი 

არასაკუთრივი წერტილები შეულლებულია აბსოლუტურ ინვოლუ- 
ციაში. 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, წრეწირის C;, ცენტრი არასაკუ- 

თრივი წრფის პოლუსია. მაშინ არასაკუთრივ წრფესთან შეუღლე- 

ბული რომელიმე #8 დიამეტრის ბოლოებიდან წრეწირის ნების- 

მიერი C წერტილი დაგეგმილება არასა- 

კუთრივ წრფეზე (ს ცენტრის პოლა- 
რაზე) აბსოლუტურ ინვოლუციაში 

შეუღლებულ წერტილთა Mთ, Mთ წყ- 
ვილზე (8.2, სურ. 116), რადგან ეს 

წერტილები 8C=თ და #C=ი ურთიერთ- 

პერპენდიკულარული წრფეების არასაკუ- 

თრივი წერტილებია (სურ. 125). სურ. 125 

ამრიგად პერპენდიკულარული წრფეების განსაზღვრა დაკავში- 
რებულია აბსოლუტურ ინვოლუციასთან არასაკუთრივ წრფეზე- 

არასაკუთრივ წრფეს და მის აბსოლუტურ ინვოლუციას სიბრ- 

ტყის აბსოლუტი ეწოდება. 
ამრიგად, თუ მოცემულია სიბრტყის “აბსოლუტი” – არასაკუ- 

თრივი წრფე და მისი აბსოლუტური ინვოლუცია –- წრეწირი 
შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც პროექციული ობიექტი და, 

პირიქით, სიბრტყის აბსოლუტი მოცემულია, თუ სიბრტყეში გა- 

მოხაზულია ერთი წრეწირი ცენტრით: ცენტრის პოლარა არის 

არასაკუთრივი წრფე, ხოლო ინვოლუცია, რომელსაც მასზე ამყა– 

რებს წრეწირი – აბსოლუტური ინვოლუცია. 

  
9.3. მეტრული გეომეტრიის გარდაქმნები, პროექციული 

გეომეტრიის თვალსაზრისით 

როგორც აღვნიშნეთ, წრფეების პერპენდიკულარულობის გან- 

საზღვრა დაკავშირებულია აბსოლუტურ ინვოლუციასთან არასა- 
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კუთრივ წრფეზე. არასაკუთრივ წრფეს და მის აბსოლუტურ ინ- 

ვოლუციას ვუწოდეთ სიბრტყის აბსოლუტი. აბსოლუტის ცნებას- 

თან, გარდა წრფეების პერპენდიკულარულობისა, დაკავშირებულია 

ფიგურის სხვა მეტრული თვისებებიც. უფრო მეტიც, თუ პროექ- 

ციულ სიბრტყეზე დაფიქსირებულია სიბრტყის “აბსოლუტი”, მა- 

შინ ფიგურის ყველა იმ პროექციულ თვისებას, რომელიც განი- 

საზღვრება ამ ფიგურის და არასაკუთრივი წრფის ურთიერთმდე- 

ბარეობით, მეტრული თვისებები უნდა ვუწოდოთ. თუ გვინდა გა- 
მოვყოთ ისეთი კოლინეაციები,„ რომლებიც ფიგურების მეტრულ 

თვისებებს ინარჩუნებს, უნდა მოვითხოვოთ, რომ ეს კოლინეაციები 

უცვლელად ტოვებდეს სიბრტყის აბსოლუტს. 
ეს ნიშნავს რომ გამოვყოფთ იმ კოლინეაციებს, რომლებიც 

არა მარტო არასაკუთრივ წრფეს ასახავს თავის თავზე (ამ პირო- 

ბას აკმაყოფილებს აფინური გარდაქმნებიც), არამედ თავის თავზე 

ასახავს (გარდაქმნის) აბსოლუტურ ინვოლუციას ანუ აბსოლუ- 

ტურ ინვოლუციაში შესაბამის წერტილთა წყვილს ასახავს ისევ 

ამ ინვოლუციის შესაბამის წერტილთა 

  

წყვილზე რადგან არასაკუთრივ წრფეზე = 
აბსოლუტურ ინვოლუციას ამყარებს წრეწი- · § # 

რი, ამიტომ მეტრული გეომეტრიის გარ- ნ თ 

დაქმნები (კოლინეაციები) წრეწირს  წრე- C       
წირზე უნდა ასახავდეს. ეს მეტრული გარ- 

დაქმნების მახასიათებელი პროექციული პი- 

რობაა. ამრიგად, მეტრული გარდაქმნები ის 

პროექციული გარდაქმნები, რომლებიც 
წრეწირს ისევ წრეწირზე ასახავს. სურ. 126 

ვნახოთ, აკმაყოფილებსს თუ არა მეტრული გეომეტრიის 

გარდაქმნები ამ მოთხოვნას. ამისათვის პროექციული თვალსაზ- 

რისით უნდა გავაანალიზოთ სიბრტყის გეომეტრიული გარდაქ- 

მნებ,ი რომლებიც შეესაბამება ფიგურათა ბრუნვებს და პარა- 

ლელურ გადატანებს, აგრეთვე ანარეკლებს (ღერძულ 
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სიმეტრიებს),) ახლა ევაჩვეოთ, რომ ყველა ეს გარდაქმნა 

შეიძლება დავიყვანოთ ღერძულ სიმეტრიამდე. ამიტომ, მეტრული 

გეომეტრიის გარდაქმნეის განხილვას დავიწყებთ ლღერძული 

სიმეტრიით, რომელიც სიბრტყის თავის თავზე ასახვაა ანუ არის 

სიბრტყის პროექციული გარდაქმნა (კოლინეაცია). როგორც უკვე 

აღვნიშნეთ (7.5), ამ თვალსაზრისით, ღერძული სიმეტრია არის 

ინვოლუციური ჰომოლოგია, რომლის ღერძი ემთხვევა სიმეტრიის 

ღერძს, ხოლო ცენტრი ღერძის პერპენდიკულარული წრფეების 

საერთო არასაკუთრივი წერტილია (სურ. 126). თუ გავიხსენებთ 

პერპენდიკულარული წრფეების პროექციაულ განსაზღვრას, 

შეგვიძლია ვთქვათ, რომ, ღერძული სიმეტრიის შემთხვევაში, 5= 

ჰომოლოგიის ცენტრი აბსოლუტურ ინვოლუციაში შეესაბამება 5 

ჰომოლოგიის (სიმეტრიის) ღერძის 5'თარასაკუთრივ წერტილს. 

ამრიგად, ღერძულმა სიმეტრიამ (ანარეკლმა) მიიღო 

პროექციული განსაზღვრა: 

ანარეკლი არის აფინური ჰომოლოგია, რომლის არასაკუთრივი 

ცენტრი აბსოლუტურ ინვოლუციაში შეესაბამება ჰომოლოგიის 

ღერძის არასაკუთრივ წერტილს. 

აღვნიშნოთ ღერძული სიმეტრიის მნიშვნელოვანი თვისება: 

ღერძული სიმეტრია აბსოლუტურ ინვოლუციას თავის თავზე 

ასახავს. 

და კიდევ ერთი 
ღერძული სიმეტრია ფიგურის ორიენტაციას საწინააღმდეგოზე 

ცვლის. 
განვიხილოთ ახლა ბრუნვა პროექციული გეომეტრიის თვალ- 

საზრისით. 

ელემენტარულ გეომეტრიაში ბრუნვა განიხილება, როგორც 

სიბრტყის ისეთი გარდაქმნა, რომელიც ყველა წერტილს ერთი და 

იგივე დ კუთხით აბრუნებს 5 ცენტრის ირგვლივ. 

პროექციულ გეომეტრიაში ბრუნვა შეგვიძლია განვიხილოთ, 

როგორც ორი ანარეკლის კომპოზიცია, თანაც ერთი ანარეკლის 
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ღერძად გამოვიყენოთ ნებისმიერი წრფე, რომელიც ბრუნვის 

ცენტრზე გაივლის (სურ. 127). 

პირველი LL ლღერძი ნებისმიერად 

შევარჩიოთ და ავსახოთ L ფიგურა L' 

ფიგურაზე. მეორე LI ღერძად შევარ- 

ჩიოთ #'/" მონაკვეთის შუაპერპენ- 

დიკულარიდ რომელიც CC: ბრუნვის 6 

ცენტრზე გაივლის, ე.ი. ბრუნვა შეგ- სურ. 127 

ვიძლია წარმოვადგინოთ, როგორც ორი ანარეკლის კომპოზიცია. 

ცხადია, რომ წრეწირი, რომლის ცენტრია IL და LI ღერძების 

გადაკვეთის წერტილი, ასეთი ანარეკლებით თავის თავზე აისახება 

და, საერთოდ, ნებისმიერი წრეწირი აისახება წრეწირზე. 

განვიხილოთ ახლა პარალელური გადატანა, რომელიც პროექ- 

ციული გეომეტრიის პარაბოლური გარდაქმნაა არასაკუთრივი 

ღერძით; ელემენტარულ გეომეტრიაში პარალელური გადატანა 

განიხილება როგორც ისეთი გარდაქმნა, რომელიც სიბრტყის 

ყველა წერტილს ერთი და იგივე მანძილზე ერთი და იგივე მი- 

მართულებით გადაადგილებს გ" ა 
(სურ. 128). პარალელური გა- 

დატანა განისაზღვრება 44 

ვექტორით რომელსაც პარა- 

ლელური გადატანის ვექტორი 
ეწოდება. სურ. 128 

პარალელური გადატანა ყოველთვის შეიძლება წარმოვადგინოთ, 

როგორც ორი ანარეკლის კომპოზიცია, რომელთა ღერძები გადა- 

ტანის ვექტორის მიმართულების პერპენდიკულარულია, თანაც ამ 

ღერძებიდან ერთ-ერთი შეიძლება ნებისმიერად შევარჩიოთ, ხოლო 

მეორე ღერძად გამოვიყენოთ #4" მონაკვეთის შუაპერპენდიკუ- 

ლარი. მოცემულ შემთხვევაში ანარეკლების ს და 1 ღერძები 

პარალელურია და იკვეთება 0თ»თ არასაკუთრივ წერტილში. მაგრამ 

პროექციული გეომეტრიის თვალსაზრისით, საკუთრივ და არასა- 
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კუთრივ წერტილებს შორის განსხვავება არ არსებობს. ამიტომ, 

პარალელური გადატანის გარდაქმნა შეგვიპლია მივაკუთვნოთ 
ბრუნვებს და განვიხილოთ, როგორც ბრუნვა არასაკუთრივი წერ- 

ტილის ირგვლივ. 

როგორც დავრწმუნდით, მეტრული გეომეტრიის გარდაქმნები 

წარმოადგენს კოლინეაციებს, რომლებიც არ არღვევს სიბრტყის 

აბსოლუტს. ე.ი. თავის თავზე ასახავს აბსოლუტურ ინვოლუციას, 

რომელსაც ორთოგონალური ინვოლუციაც ეწოდება, რადგან ინარ- 

ჩუნებს შეუღლებულ წერტილებზე გამავალ წრფეთა ორთოგონა- 
ლურობას. ამიტომ, მეტრული გეომეტრიის გარდაქმნებს ზოგჯერ 

ორთოგონალურ გარდაქმნებსაც უწოდებენ. 

9.4. პროექციული მეტრიკა 

თ სიბრტყეზე ავიღოთ ნებისმიერი 

კონიკა და დავარქვათ: “წრეწირი”. მის 

ნებისმიერ შიგა წერტილს – ამ წრე- 

წირის “ცენტრი” ჩავთვალოთ ეს 

“წრეწირი”? და “ცენტრი” ნამდვილი 

წრეწირის და მისი ცენტრის გეგმი- 

ლებად (სურ. 129). 

“წრეწირს”» ” “ცენტრი” /ით= 

პოლარა უნდა ჩავთვალოთ “არასაკუ- 

     

  

#= 

სურ. 129 

თრივ” წრფედ (სურ. 129), ხოლო ინვოლუცია, რომელსაც მასზე 

წრეწირი ამყარებს – “აბსოლუტურ” ინვოლუციად. თუ “წრეწი- 

რი” და მისი “ცენტრი” მივიჩნიეთ ნამდვილი წრეწირის და მისი 

ცენტრის გეგმილებად, მაშინ “არასაკუთრივი წრფე” უნდა განვიხ- 

ილოთ, როგორც დასაგეგმილებელი სიბრტყის ნამდვილი არასა- 

კუთრივი წრფის გეგმილი, ხოლო “აბსოლუტური ინვოლუცია”, 

როგორც ნამდვილი აბსოლუტური ინვოლუციის გეგმილი. ასეთი 

პირობით სიბრტყის ნებისმიერ წრფეს შეიძლება დავარქვათ “არა- 

194



საკუთრივი წრფე” და ნებისმიერ კონიკას – “წრეწირი”. მაშინ 

არასაკუთრივი წრფის პოლუსს “წრეწირის ცენტრი” დაერქმევა. 

საერთოდ, შემდგომში განხილულს ასეთი თვალსაზრისით შევხე- 

დოთ: “პერპენდიკულარული”, “პარალელური” წრფეები, “წრეწი- 
რები” და “კონგრუენტული ფიგურები”? განვიხილოთ, როგორც 
ერთ თ სიბრტყეში მდებარე ნამდვილი პერპენდიკულარული, პა- 
რალელური წრფეების, წრეწირების და კონგრუენტული ფიგურე- 
ბის გამოსახულებები. ცხადია, რომ დასაგეგმილებელ სიბრტყეში 

მდებარე ფიგურები და მათი გამოსახულებები თ სიბრტყეში 

პროექციულად ეკვივალენტური ფიგურები იქნება. ამიტომ, დასა- 
გეგმილებელ სიბრტყეში არასაკუთრივ წრფესთან დაკავშირებულ 

აგებათა პროექციულად ეკვივალენტური აგებების შესრულების 
შესაძლებლობას მივიღებთ თ სიბრტყეში მოცემული (გამოხაზუ- 

ლი) “არასაკუთრივი წრფის” და მასზე დამყარებული “აბსო- 

ლუტური ინვოლუციის” გამოყენებით. 
ამიტომ, თ სიბრტყეზე ავირჩიოთ ნებისმიერი ით წრფე და და- 

ვარქვათ “არასაკუთრივი” (სურ. 130). ი» წრფეზე დავამყაროთ 

' ელიფსური ინვოლუცია და ვუწოდოთ “აბსოლუტური”. ეს 
საკმარისია იმისათვის რომ თ სიბრტყეზე შევასრულოთ “მე- 

ტრული აგებები”, რომლებიც ჩვეულებრივი მეტრული აგებების 
პროექციულად ეკვივალენ- L, 
ტური იქნება. ამის შემდეგ 0; 

ევკლიდეს გეომეტრიის ცნე- – LC 
ბეს ექნებ პროექციული ს=–% (უი 

განმარტება რაც შესაძ- 

ლებლობას მოგვცემს ავა- % 

გოთ ევკლიდეს მთელი 

    

პლანიმეტრია პროექციულ « 

სიბრტყეზე. სურ. 130 
თუ სთ წრფე მიღებულია 9 

“არასაკუთრივ”> წრფედ და მასზე დამყარებული ინვოლუცია – 
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“აბსოლუტურ” ინვოლუციად, უნდა მივიღოთ პროექციული მე- 
ტრიკის შემდეგი განსაზღვრებები: 

1” ი» წრფეზე გადაკვეთილი წრფეები პარალელურია. მაგალი- 
თად, ძხ,იI« და ა.შ. 

2. ინვოლუციის შეუღლებულ წერტილებზე გამავალი წრფეები 
“პერპენდიკულარულია”'. მაგალითად, მ1+LC, ხ-Lძ და ა.შ. 

3. მეორე რიგის #7,X#2,.. წირები, რომლებიც განისაზღვრება 

თ ინვოლუციით, წრეწირებია. რადგან I ინვოლუცია ელიფსუ- 

რია, ამიტომ ყველა “წრეწირი” იკვეთება ხთ “არასაკუთრივ” 

წრფესთან წარმოსახვით “ციკლურ” წერტილებზე. 

4" “წრეწირის” “ცენტრი” არის #». წრფის პოლუსი “წრე- 

წირის” მიმართ. მაგალითად, 02.07, .... 

5” ერთი “წრეწირის” ყველა რადიუსი ტოლი მონაკვეთებია. 

მაგალითად, 0,8, 0,LC, 0,M, ... 

6” “ცენტრებზე” გამავალი წრფეები “წრეწირების” “'დიამე- 
ტრებია”. მაგალითად, 8L). “დიამეტრის” LX და 8 ბოლოები ჰარ- 

მონიულად შეუღლებულია 0,,ცსთ წყილის მიმართ, სადაც სთ 

8X15 8Lს წრფის არასაკუთრივი წერტილი. ამიტომ, “ცენტრი” 

8L დიამეტრის შუაწერტილია. 

ახლა შევძლებთ შევასრულოთ პროექციული მეტრიკის აგებები 

სიბრტყეზე. 

1. მოცემულია # წერტილი და მ წრფე. # წერტილზე გა- 
გავლოთ მ წრფის პარალელური ხ წრფე (სურ. 131). 

სურათზე მ და ხ წრფეები ერთ Lთ “არასაკუთრივ” წერ- 

ტილზე იკვეთება. ამიტომ, # და L=თ წერტილებზე გამავალი ხ 

წრფე (1?) განსაზღვრის თანახმად, საძიებელი იქნება. 

2. # წერტილზე გავავლოთ მ წრფის პერპენდიკულარული 
წრფე (სურ. 131). ავაგგოთ = წერტილი, რომელიც შეუღლებუ- 

ლია მ წრფის არასაკუთრივ L=» წერტილთან ისთ» წრფის 1= “აბ- 

სოლუტურ” ინვოლუციაში. ტ# და L'თ წერტილებით განსაზღვრუ- 
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ლი C წრფე საძიებელი პერპენდი- = LC 
კულარული იქნება. მართლაც, ხ ღა = 7 / 

C წრფეები გაივლის “აბსოლუტურ” ით 
ინვოლუციაში სთ და თ შეუღლე- 

ბულ წერტილთა წყვილზე და, 2" 
განსაზღვრის თანახმად, ისინი 

პერპენდიკულარული იქნება. 

38 0 წერტილზე შემოვხაზოთ სურ. 131 

“წრეწირი”, რომელიც C წერტილზე გაივლის (სურ. 131). 

ავაგოთ M2 “წრეწირი”, რომელ–- LX, (22 I 

იც გაივლის C წერტილზე და 
რომლის 0) “ცენტრი” ხთ» წრფის 

პოლუსი იქნება. ასეთი “წრეწირის” 

აგებ შესრულებულია 117-ე სუ- 

რათზე. 

4. მოცემულია #სცსც მონაკვეთი 

(სურ. 132). წ 

გადავზომოთ ეს მონაკვეთი ამავე 

წრფეზე C წერტილიდან. 
ამისათვის #48 მონაკვეთი ნებისმიერი L= წერტილიდან დავა- 

გეგმილოთ გ წრფის პარალელურ ხ წრფეზე. დაგეგმილების შე- 

დეგად მივიღებთ ტ#'8' მონაკვეთს, რომლის სიგრძე #8 მონაკვე- 

    

  

სურ. 132 

თის სიგრძის ტოლია. მართლაც, 

ტვ დღა #8 არის #ტ#'88 

პარალელოგრამის მოპირდაპირე 

გვერდები და ტოლია. 
ახლა მონაკვეთი #'8' დავა- 

გეგმილოთ #+C წრფის “თ არა- 

საკუთრივი წერტილიდან ისევ 8 

წრფეზე ასე მივიღეთ 8"C 

მონაკვეთს, რომელიც #'8' მო- 
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ნაკვეთის “ტოლი” და C წერტილიდან გადაზომილი იქნება. ანუ 

C წერტილიდან გ წრფეზე გადავზომეთ #8 მონაკვეთის “ტოლი” 

მონაკვეთი. 

ახლა გადავზომოთ #8 მონაკვეთი სხვა, მაგალითად, ძ წრფის 

კუთვნილ C წერტილიდან (სურ. 133). C წერტილზე გავავლოთ 

გ წრფის პარალელური ხ წრფე. შემდეგ ავაგოთ #C წრფე და 

მისი Lთ არასაკუთრივი წერტილიდან დავაგეგმილოთ #48 მონაკ- 

ვეთი ხ წრფეზე. როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები, 8C მონაკვეთი 

#8 მონაკვეთის “ტოლია”, C წერტილის ირგვლივ შემოვწეროთ 

“წრეწირი”»> I2, რომელიც ს8' წერ- 

ტილზე გაივლის (იხ. ამოცანა 3). ამ M 

“წრეწირის” და ძი წრფის გადაკვეთის ი” 
Lს წერტილით განისაზღვრება მონაკ- 

ვეთი CL), რომელიც #8 მონაკვეთის 8 

“ტოლია და გადაზომილია თ წრფის 

C წერტილიდან. # L 

5. მოცემული ერთეულოვან #8 C 

მონაკვეთით გავზომოთ მოცემული ნე- 

ბისმიერი CL მონაკვეთი (სურ. 134). სურ. 134 

#8 ერთეულოვანი მონაკვეთი ჩვენთვის უკვე ცნობილი აგებით 

(იხ. ამოცანა 4) გადავზომოთ გასაზომი მონაკვეთის C წერტი- 

ლიდან. მივიღებთ CLსL მონაკვეთს, შემდეგ Cს მონაკვეთი ი 

რიცხვჯერ გადავზომოთ CL)» მონაკვეთზე, სანამ მისი LX» ბოლო არ 

აღმოჩნდება გადაზომილი ერთეულოვანი მონაკვეთის ბოლოებს 

შორის. ი რიცხვი იქნება CL». მონაკვეთის სიგრძე. ასე შეიძლება 

გავზომოთ განსახილველი სიბრტყის ყველა მონაკვეთი. 

ნ. რომელიმე 2 წრფიდან გადავზომოთ მოცემული #»=08= 

კუთხე (სურ. 135). 

0 წვეროს ირგვლივ შემოვხაზოთ რაიმე #7? “წრეწირი”, რო- 

მელიც გადაკვეთს მოცემულ კუთხეს და L) წერტილებში. შემ- 
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დეგ შემოვხაზოთ კიდევ ორი “ფწრეწირი”; M: -ი წრფის 0, 

წერტილის ირგვლივ 
08 რადიუსის ტოლი 

0 რადიუსით და 

1-C წერტილის 
ირგვლივ Lს. რადი- 

უს ტოლი CM 

რადიუსით აგებული 

M1 და #1 წრეწირე- 
ბის გადაკვეიის M 

წერტილი განსაზღვ- 
რავს C0IMყ. კუთხეს, 

რომელიც მოცემული 00 კუთხის ტოლი იქნება. #; “წრეწი- 

რის» დახმარებით შეიძლება მეორედ გადავზომოთ მოცემული 

კუთხე. მივიღებთ M0,)1 კუთხეს და ა.შ. თუ 0L კუთხეს მივი- 

ღებთ ერთეულოვან კუთხედ, მაშინ ანალოგიური აგებით შეიძლება 

გაიზომოს ნებისმიერი კუთხე, მაგალითად, CC0|L. 

გრწმუნდებით, რომ ნებისმიერი ი წრფის და მასზე ელიფსური 

ინვოლუციის შერჩევა განსაზღვრავს სიბრტყეზე ევკლიდეს მთელ 

მეტრიკას. 

ახლა შეგვიძლია ამ პროექ- 

ციულ სქემაში “ღერძული სი- 
მეტრია” განვსაზღვროთ. ასე 

დავარქვით ინვოლუციურ ჰო- 
მოლოგიას, რომლის ცენტრი 

მისი ღერძის “პერპენდიკულა- 

რულ” წრფეების არასაკუ- ; სურ. 136 
თრივ წერტილში მდებარეობს. ცხადია, “სიმეტრიის” ცენტრი, 
რომლის ღერძი რომელიმე “წრეწირის” “დიამეტრია” (ნახ. 136), 

არის ამ “დიამეტრის” პოლუსი და ასეთი “სიმეტრია” ამ წრე- 

# 
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წირს თავის თავზე ასახავს. აქედან გამომდინარეობს, რომ “ღერ- 

ძული სიმეტრის” თავის თავზე ასახავს “არასაკუთრივი” წრფის 

“აბსოლუტურ” ინვოლუციას; მაშასადამე, ნებისმიერ წრეწირს იგი 

ასახავს წრეწირზე, თანაც ისე, რომ პირველი “წრეწირის” “ცენ- 

ტრი” მეორე “წრეწირის” “ცენტრზე” აისახება. 

მართლაც, #? კონიკის მიმართ 0” წრფის პოლუსია L წერ- 

ტილი. M? კონიკა ამყარებს ს წრფეზე ინვოლუციას შესაბამის 

წერტილთა #,) და LL, წყვილებით (სურ. 136). IL არის L| 

წრფის პოლუსი IM>2 კონიკის მიმართ. ML კონიკის მიმართ დ 

წრფის პოლუსია ს, წერტილი, ხოლო M1 კონიკა ი წრფეზე 

ამყარებს იგივე ინვოლუციას, რაც მასზე M2 კონიკამ დაამყარა. 

ამიტომ, IL არის L წრფის პოლუსი M1 კონიკის მიმართაც. მაშა- 
სადამე, ინვოლუციური 0 ჰომოლოგია L ცენტრით და L ღერძით 

M2 და M2? კონიკებს თავის თავზე ასახავს. თუ M?2 “წრეწირია” და 

მისი “ცენტრი”, მაშინ M1-ც “წრეწირია” და IL, – მისი ცენ- 
ტრი, ხოლო 0 ჰომოლოგია არის “სიმეტრია”. ამრიგად, 136-ე 
სურათზბაე მოცემულია ღერძული სიმეტრიის გამოსახულება 

პროექციულ სიბრჯყეზე. 

როგორც აღვნიშნეთ ორი სიმეტრიის კომპოზიცია თავის 

თავზე ასახავს წრეწირებს რომელთა ცენტრები ერთდროულად 
ორივე სიმეტრიის ღერძზე ძევს, ე.ი. ღერძების გადაკვეთის წერ- 

ტილზე, როგორც ცენტრზე შემოწერილ წრეწირებს. იმ შემთხვე- 

ვაში როდესაც კომპოზიციაში შემავალი სიმეტრიების ღერძები 
პარალელურია, არ არსებობს მათი გადაკვეთის წერტილის მქონე 

ცენტრიანი წრეწირი. მაშინ ორივე სიმეტრიას საერთო არასაკუ- 

თრივი ცენტრი აქვს და ამიტომ კომპოზიციის შედეგი იქნება პა- 

რაბოლური ჰომოლოგია არასაკუთრივი ღერძით ანუ პარალელური 

გადატანა. მართლაც, ვთქვათ, ს ლდა IL წრფეები იკვეთება % 

წრფესთან IL, და LL წერტილებში (სურ. 137.1). ინ წრფის რო- 

მელიმე ელიფსური ინვოლუცია ასახავს ამ წერტილებს L, და IL: 

წერტილებზე. ML არის ერთ-ერთი იმ კონიკებიდან, რომელიც ს 
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წრფეზე ამყარებს ელიფსურ ინვოლუციას და 0 წრფეს მისი პო- 

ლუსის სახით შეუსაბამებს I და სო წრფეების გადაკვეთის L 

წერტილს. ინვოლუციური ჰომოლოგიები 0, (ცენტრი I", ღერძი 

ს) და 0: (ცენტრი IL, ღერძი IL) ასახავს ML კონიკას თავის 

თავზე (სურ. 137,1). ამ ჰომოლოგიების კომპოზიციაც M კონიკას 

თავის თავზე ასახავს. ამრიგად, ორი სიმეტრიის კომპოზიცია იქ- 

ნება ბრუნვა I» წერტილის ირგვლივ, რომელიც # წერტილს 

ასახავს #' წერტილზე. კერძო შემთხვევაში, როდესაც LL და Lო 

წრფეები 0 წრფეზე იკვეთება, M#ს და LL წერტილები ერთმანეთს 
შეუთავსდება; ელიფსურ ინვოლუციაში ამ წერტილების შესაბამი- 

სი # და ”: წერტილებიც შეუთავსდება ერთმანეთს (სურ. 

137,2). მაშასადამე, 01 და 02 ინვოლუციურ ჰომოლოგიებს ექნება 

განსხვავებული ღერძები (, და L) და საერთო ცენტრი (L)=Lე). 

ამიტომ, 0Iი2 ჰომოლოგიების კომპოზიცია არის პარაბოლური 

ჰომოლოგია არასაკუთრივი 0 ღერძით ანუ პარალელური გადატა- 

ნა. იგივე მოქმედებებია შესრულებული ევკლიდეს სიბრტყეში 128- 

ე სურათზე. 

?ა I) მე ს” =8ე ს)     
1 

IL 

ლ 

სურ. 137 

თუ MX “წრეწირის” და L მისი “ცენტრი”, მაშინ 0 “არასაკუ- 

თრივი” წრფეა და 09), 02 ჰომოლოგიები – “ღერძული სიმეტრიე- 

ბი”. 
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ორი “ღერძული სიმეტრიის” კომპოზიციას ვუწოდეთ “ბრუნვა” 

მათი ღერძების გადაკვეთის წერტილის ირგვლივ. კერძოდ, “არა- 

საკუთრივი წერტილის” ირგვლივ ბრუნვას (ანუ პარაბოლურ ჰო- 

მოლოგიას “არასაკუთრივი ღერძით”) ვუწოდოთ “პარალელური 

გადატანა”. წერტილს, რომლის ირგვლივაც ხდება “ბრუნვა 

შეიძლება დავარქვათ “ბრუნვის ცენტრი”. ის იქნება ყველა იმ 

“წრეწირის” “ცენტრი”, რომლებიც “ბრუნვით” თავის თავზე აი- 

სახება. 
“სიმეტრიის” მსგავსად “ბრუნვა” ნებისმიერ “წრეწირს” ისევ 

“წრეწირზე” ასახავს, თანაც ისე, რომ პირველი “წრეწირის” 

ცენტრი მეორის “ცენტრზე” აისახება. უფრო მეტიც, ნებისმიერი 

კოლინეაცია, რომელიც ნებისმიერ წრეწირს და მის ცენტრს თა- 

ვის თავზე ასახავს, არის “ბრუნვა” ან “ღერძული სიმეტრია”. 

ამრიგად, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, “ბრუნვა” შეგვიძლია წარ- 

მოვადგინოთ, როგორც სხვადასხვანაირად შერჩეული ორი “სიმე- 

ტრიის” კომპოზიცია. · 

გთქვათ, # წერტილი “ბრუნავს,” ” ცენტრის ირგვლივ. L 

არის ი წრფის პოლუსი MX კონიკის მიმართ. ვთქვათ, X ბრუნვა ნ 

ცენტრის ირგვლივ ასახავს #ტ წერტილს #" წერტილზე. დავა- 

მყაროთ ი) “ღერძული სიმეტრიას”, რომლის ღერძი X “წრეწირის” 

ნებისმიერი სგ “დიამეტრია” (სურ. 138). ამ “სიმეტრიით” #ტ 

წერტილი აისახება #'ზე. დავამყაროთ მეორე #02 “ღერძული სLსი- 
მეტრია”, რომელიც #' წერტილს ასახავს #ტ" წერტილზე. ცხა- 

დია, 01702 კომპოზიცია არის “ ბრუნვა”, რომელიც ასახავს # 

წერტილს ტ" წერტილზე, ხოლო, რადგან არსებობს მხოლოდ 

ერთი ასეთი ბრუნვა, ამიტომ 0|I·02=M. ევკლიდეს სიბრტყეში 

იგივე მოქმედებებია შესრულებული 127-ე სურათზე. 

ამრიგად, ევკლიდეს გეომეტრიის გარდაქმნები (LC კოლინეაციები) 

წარმოვადგინეთ ანარეკლების კომპოზიციათა სახით. 

202



ახლა ჩამოვაყალიბოთ სიბრტყის კოლინეაციათა ჯგუფის ცნე- 

ბა, რომელიც განისაზღვრება კოლინეაციათა კომპოზიციების თვი- 

სებებით. 

  

თუ კოლინეაციათა ერთობლიობაში კომპოზიცია 1? ყოველთ- 

ვის შეიძლება შესრულდეს, 2? - ცალსახაა, 3? - ასოციაციურია, 

ე-ი. (X0)-თ=X(0:თ), 4” არსებობს იგივური კოლინეაცია, 59 

ნებისმიერი IX კოლინეაციისათვის არსებობს შექცეული კოლინეა- 

ცია, მაშინ ამბობენ რომ კოლინეაციათა ერთობლიობა ქმნის 

ჯგუფს კომპოზიციის მიმართ. 

ჩამოთვლილი თვისებები აქვს სიბრტყის ყველა კოლინეაციას, 

ამიტომ სიბრტყის ყველა კოლინეაცია ქმნის ჯგუფს. ჩამოთვლილ 

თვისებებს აკმაყოფილებს მოძრაობათა ერთობლიობა, ამიტომ მო- 

ძრაობებიც ქმნის ჯგუფს. ჰომოლოგიების სიმრავლე ჯგუფს არ 

ქმნის, რადგან ჰომოლოგიების კომპოზიცია ყოველთვის ჰომოლო- 

გია არ არის. მაგრამ არასაკუთრივი ღერძის მქონე ჰომოლოგიები 

ქმნის ჯგუფს. ამ ჯგუფში შედის ორი ტიპის ჰომოლოგია: პარა- 

ბოლური ჰომოლოგიები (5C5) –პარალელური გადატანა და ჰი- 

პერბოლური (565) –ევკლიდეს გეომეტრიის გარდაქმნა, რომელ- 

საც ჰომოთეტია ეწოდება ორივე ტიპის ჰომოლოგია არასაკუ- 

თრივი ღერძით ამ ღერძის აბსოლუტურ ინვოლუციას თავის 

თავზე ასახავს (როგორც ჰომოლოგიის ორმაგი წრფე). მაშასა- 
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დამე, ასეთი ჰომოლოგიები ნებისმიერ წრეწირს ასახავს ისევ 

წრეწირზე. ჰომოთეტიის და მოძრაობათა გარდაქმნის კომპოზი- 

ციები არის მსგავსების გარდაქმნა, რომელიც ყოველ ფიგურას 

ასახავს მსგავს ფიგურაზე (შესაძლოა არამსგავსად განლაგე- 

ბულზე). მსგავსების გარდაქმნა ფიგურის ფორმას არ ცვლის. 

აქედან გამომდინარე, მას ეკვიფორმულ გარდაქმნასაც უწოდებენ. 

ამ გარდაქმნების ჯგუფები მეტრულ გეომეტრიაში შეისწავლება. 

უფრო ფართო ჯგუფს შეადგენს იმ კოლინეაციების ერთობ- 

ლიობა, რომლებიც არასაკუთრივ წრფეს თავის თავზე ასახავს 

(გარდაქმნის). ამ კოლინეაციების დამახასიათებელი თვისება იმაში 

მდგომარეობს, რომ ისინი პარალელურ წრფებს ასახავს ასევე 

პარალელური წრფეებზე. მათ ეწოდება აფინური გარდაქმნები. 

ძვრები და გაწელვები ამ გარდაქმნებს ეკუთვნის. ყველაზე ფართო 

ჯგუფი არის ყველა კოლინეაციის ჯგუფი. 
ამრიგად, გავეცანით პროექციული გარდაქმნების შემდეგ 

ჯგუფებს: 1. პარალელური გადატანა; 2. მოძრაობა; 3. ეკვიფორ- 

მული გარდაქმნები; 4, აფინური გარდაქმნები და 5. კოლინეაციე- 

ბი. 

ამ მწკრივში ყოველი მომდევნო ჯგუფი მოიცავს ყველა წინა 

ჯგუფს. პირველი სამი ჯგუფი შეისწავლება მეტრულ გეომე- 
ტრიაში, მეოთხე – აფინურ გეომეტრაში, მეხუთე – პროექციულ 

გეომეტრიაში. 

ახლა ადვილი გასაგებია დიდი ინგლისელი გეომეტრ კელის 

პრინციპი: პროექციული გეომეტრია არის მთელი გეომეტრია. 
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ოიტერატურა 

I. 
ა 

კ
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1
 

8იისნიიL C./. CXII0C0IM6I6 M9MCM#M თM00C0MX”M8VM0M L60MC0MიIII. M0CM0მ, 

1936 L. 

დთMM09 LI.8. 85ICIII2% -60MCI”0I4#M. M0C#92გ, 1963 L. 

LიMCICC60 X.C. /1CMCI8IIICIსM2# იი00CIVI8II2# MI0CM0Cს. M0CXM8მ, 

1959 +. 

Vთ8ძVX!I!I! ILI.დ. II00CCMXIM8I(28 CC0MCI0II#. M0CX88, 1953 #. 

(იგმჯ0ისც LI.ტ.. II00CILIM861II2% IC0MCIV0II#. M0CM8მ. 1963 LI, 

I0ყI 8.M1. II10ი00MIV98!(გ8 I20MCL019. M0C#82, 1949 L, 

მი0M IM.M., #IIIXM4II23I4 8.I . IMXICM I MCI0ს! მთრXIIIII0M II M000MIILც- 

#0M C0MCICIMIM. 1 8ყ2CLნ, M0CV88, 1936 L. 

ეა. მჭედლიშვილი გეგმილური გეომეტრია და გამოსახულებათა მე- 
თოდები (ლექციები). გორი, 1973 წ. 
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